
ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΙΙ
ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 1

1. Βρείτε όλα τα σηµεία P τέτοια ώστε η απόσταση του P από το A(−1, 5, 3)
είναι διπλάσια από την απόσταση του P από το B(6, 2,−2). ∆είξτε ότι το
σύνολο όλων αυτών των σηµείων είναι σφαίρα. Βρείτε το κέντρο και την
ακτίνα αυτής της σφαίρας.

2. Βρείτε την εξίσωση που ικανοποιούν τα σηµεία P που ισαπέχουν από τα
A(−1, 5, 3) και B(6, 2,−2).

3. Για ποιά x τα παρακάτω διανύσµατα είναι κάθετα;
(α΄) 〈x, 1, 2〉, 〈3, 4, x〉
(ϐ΄) 〈x, x,−1〉, 〈1, x, 6〉

4. Βρείτε τη ϐαθµωτή και τη διανυσµατική προβολή του
−→
b στο −→a

(α΄) −→a = 〈2, 3〉, −→b = 〈4, 1〉
(ϐ΄) −→a = 〈4, 2, 0〉, −→b = 〈1, 1, 1〉
(γ΄) −→a =

−→
i +

−→
j ,
−→
b =

−→
i −−→j

(δ΄) −→a = 〈−1,−2, 2〉, −→b = 〈3, 3, 4〉
5. ∆είξτε ότι το διάνυσµα

−→
b − proj−→a

−→
b είναι κάθετο στο −→a
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ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 2

1. Βρείτε δύο µοναδιαία διανύσµατα κάθετα στα 〈1,−1, 1〉 και 〈0, 4, 4〉
2. Βρείτε τον όγκο του παραλληλεπιπέδου που καθορίζεται από τα διανύσµατα
−→a = 〈1, 0, 6〉, −→b = 〈2, 3,−8〉 και −→c = 〈8,−5, 6〉

3. ΄Εστω −→a 6= 0
(α΄) Αν −→a · −→b = −→a · −→c τότε

−→
b = −→c ;

(ϐ΄) Αν −→a ×−→b = −→a ×−→c τότε
−→
b = −→c ;

4. Βρείτε τις παραµετρικές και τις συµµετρικές εξισώσεις µιας ευθείας που
περνάει από τα δοσµένα σηµεία.
(α΄) (2, 1, 8), (6, 0, 3)
(ϐ΄) (−1, 0, 5) , (4,−3, 3)

5. ∆είξτε ότι η ευθεία που περνάει από τα σηµεία (2,−1, 5) και (8, 8, 7) είναι
παράλληλη ως προς την ευθεία που περνάει από τα σηµεία (4, 2,−6) και
(8, 8, 2)
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1. ∆είξτε ότι οι ευθείες µε παραµετρικές µε τις παρακάτω παραµετρικές εξι-
σώσεις, δεν είναι παράλληλες ούτε τέµνονται.

L1 : x = 1+t, y = −2+3t, z = 4−t, L2 : x = 2s, y = 3+s, z = −3+4s

2. Βρείτε αν οι ευθείες L1 και L2 τέµνονται, αν είναι παράλληλες ή δεν ισχύει
κανένα από τα δύο. Στην περίπτωση που τέµνονται πιο είναι το σηµείο
τοµής;
(α΄) L1 : x = 1+t y = 2−t, z = 3t, L2 : x = 2−s, y = 1+s, z = 4+s
(ϐ΄) L1 : x = −6t y = 1+9t, z = 3t, L2 : x = 1+2s, y = 4−3s, z = s

3. Βρείτε την εξίσωση του επιπέδου που περνάει από το δοσµένο σηµείο P ,
και έχει κάθετο το δοσµένο διάνυσµα −→n
(α΄) P (1, 4, 5), −→n = 〈7, 1, 4〉
(ϐ΄) P (−5, 1, 2), −→n = 〈3,−5, 2〉

4. Βρείτε την εξίσωση του επιπέδου που περνάει από το δοσµένο σηµείο P ,
και είναι παράλληλο µε το δοσµένο επίπεδο.
(α΄) P (5, 5,−2), x + y − z + 1 = 0
(ϐ΄) P (3, 0, 8), 2x + 5y + 8z = 17
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1. Βρείτε το πεδίο ορισµού και την παράγωγο της διανυσµατικής συνάρτησης
(α΄) −→r (t) = 〈t, t2, t3〉
(ϐ΄) −→r (t) = 〈t2 − 4,

√
t− 4,

√
6− t〉

(γ΄) −→r (t) = te2t−→i +
t− 1
t + 1

−→
j + tan−1 t

−→
k

(δ΄) −→r (t) = ln (4− t2)
−→
i +

√
1 + t

−→
j − 4e3t−→k

(ε΄) −→r (t) = −→a + t
−→
b + t2−→c

(ϝ΄) −→r (t) = t−→a × (
−→
b + t−→c )

2. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

(α΄)
∫ t

0
t
−→
i + t2

−→
j + t3

−→
k dt

(ϐ΄)
∫ t

0
cos(2t)

−→
i + sin(2t)

−→
j + t sin(t)

−→
k dt

3. Βρείτε το µήκος της δοσµένης καµπύλης
−→r (t) = 〈2t, 3 sin(t), 3 cos(t)〉, a ≤ t ≤ b.
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1. Αναπαραµετρίστε την καµπύλη ως προς το µήκος τόξου, το οποίο µετρούµε
από το σηµείο t = 0 στην κατεύθυνση που αυξάνει το t

(α΄) −→r (t) = et sin(t)
−→
i + et cos t

−→
j

(ϐ΄) −→r (t) = (1 + 2t)
−→
i + (3 + t)

−→
j − 5t

−→
k

2. Βρείτε το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα −→T (t) και ϐρείτε την καµπυλό-
τητα
(α΄) −→r (t) = 〈sin 4t, 3t, cos 4〉
(ϐ΄) −→r (t) = 〈6t, 3

√
2t2, 2t3〉

(γ΄) −→r (t) =
−→
i + t

−→
j + t2

−→
k
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1. Βρείτε τη διανυσµατική ταχύτητα, την επιτάχυνση και τη ϐαθµωτή ταχύτητα
ενός σώµατος που κινείται µε τη δοσµένη διανυσµατική συνάρτηση
(α΄) −→r (t) = 〈t2 − 1, t〉, t = 1
(ϐ΄) −→r (t) = 〈√t, 1− t〉, t = 1

2. Βρείτε τη διανυσµατική ταχύτητα και το διάνυσµα ϑέσης ενός σώµατος που
κινείται µε τη δοσµένη επιτάχυνση −→a και τη δοσµένη αρχική ταχύτητα και
ϑέση
(α΄) −→a (t) =

−→
k , −→v (0) =

−→
i −−→j , −→r (0) =

−→
0

(ϐ΄) −→a (t) = −10
−→
k , −→v (0) =

−→
i +

−→
j −−→k , −→r (0) = 2

−→
i + 3

−→
j
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1. Βρείτε το όριο, αν υπάρχει,
(α΄) lim(x,y)→(1,4) e

√
x+2y

(ϐ΄) lim(x,y)→(π,π) x sin (x+y
4 )

(γ΄) lim(x,y)→(0,0)
x− y

x2 + y2

(δ΄) lim(x,y)→(0,0)
x2

x2 + y2

(ε΄) lim(x,y)→(0,0)
8x2y2

x4 + y4

(ϝ΄) lim(x,y)→(0,0)
x3 + xy2

x2 + y2

(Ϲ΄) lim(x,y,z)→(0,0,0)
x2 − y2 − z2

x2 + y2 + z2

2. Βρείτε το σύνολο που η συνάρτηση f είναι συνεχής

(α΄) f(x, y) =
x2 + y2 + 1
x2 + y2 − 1

(ϐ΄) f(x, y) =
x6 + x3y3 + y6

x3 + y3
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1. Βρείτε τις µερικές παραγώγους των
(α΄) f(x, y) = 3x4 − x

√
y

(ϐ΄) f(x, y, z) = xyz

(γ΄) g(r, s) = r sin
√

r2 + s2

(δ΄) g(u, v, w) = w2eu/v

2. Βρείτε τις παραγώγους 2ης τάξης
(α΄) f(x, y) = x2y3 − 2x4 + y2

(ϐ΄) f(x, y) = x3 ln(x− y)
3. Αν ρ(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2 δείξτε ότι

∂2ρ

∂x2
+

∂2ρ

∂y2
+

∂2ρ

∂z2
=

2
ρ
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1. Βρείτε το dz

dt
(α΄) z = x2 + y2, x = t3, y = 1 + t2

(ϐ΄) z = x2y3, x = 1 +
√

t, y = 1−√t
(γ΄) z = xex/y, x = cos t, y = e2t

2. Βρείτε τα ∂z

∂s
και ∂z

∂t
(α΄) z = x2 sin y, x = s2 + t2, y = 2st
(ϐ΄) z = sin x cos y, x = (s− t)2, y = s2 − t2

(γ΄) z = x2 − 3x2y3, x = t2, y = set

3. Βρείτε το dy

dt
(α΄) x2 − xy + y3 = 8
(ϐ΄) 2y2 + 3

√
xy = 3x2 + 17

4. Βρείτε τα ∂z

∂x
και ∂z

∂y
(α΄) xy + yz − xz = 0
(ϐ΄) x2 + y2 − z2 = 2x(y + z)
(γ΄) z = x2 − 3x2y3, x = t2, y = set

5. Η ταχύτητα ενός κυκλικού κυλίνδρου µειώνεται µε ταχύτητα 1.2cm/s και
το ύψος του αυξάνει µε ταχύτητα 3cm/s. Με ποιά ταχύτητα µεταβάλλεται
ο όγκος του κυλίνδρου όταν η ακτίνα είναι 80cm και το ύψος του 150cm.
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1. Βρείτε την κατά κατεύθυνση παράγωγο στο σηµείο που δίνεται και στη
κατεύθυνση που δηλώνει η γωνία
(α΄) f(x, y) = x2y3 + 2x4y, P (1,−2), θ = π/3
(ϐ΄) f(x, y) = (x2 − y)3, P (3, 1), θ = 3π/4

2. Η ϑερµοκρασία T µιας µεταλλικής µπάλλας είναι αντιστρόφος ανάλογη
από το κέντρο της µπάλλας η οποία είναι τοποθετηµένη στην αρχή των
αξόνων. Η ϑερµοκρασία T στο σηµείο είναι (1, 2, 2) είναι 120oC.
(α΄) Βρείτε την ταχύτητα µεταβολής T στο (1, 2, 2) στην κατεύθυνση προς

το σηµείο (2, 1, 3).
(ϐ΄) ∆είξτε οτι σε κάθε σηµείο της µπάλλας η µέγιστη µεταβολή της T δίνεται

από το διάνυσµα που δείχνει προς την αρχή των αξόνων.
3. Βρείτε την εξίσωση του εφαπτοµένου επιπέδου στο δοσµένο σηµείο

(α΄) 4x2 + y2 + z2 = 24, P (2, 2, 2)
(ϐ΄) x2 − 2y2 + z2 = 3, P (−1, 1, 2)
(γ΄) x2 + y2 − z2 − 2xy + 4xz = 4, P (1, 0, 1)
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1. Βρείτε τα τοπικά ακρότατα και τα σαγµατικά σηµεία των συναρτήσεων
(α΄) x2 + y2 + 4x− 6y
(ϐ΄) 4x2 + y2 − 4x + 2y
(γ΄) x2 + y2 + x2y + 4
(δ΄) xy − 2x− y
(ε΄) ex cos(y)
(ϝ΄) x sin(y)

2. Βρείτε τα ολικά ακρότατα της f στο D
(α΄) f(x, y) = 5−3x+4y, D είναι η κλειστή τριγωνική περιοχή µε κορυφές

(0, 0), (4, 0), (4, 5)
(ϐ΄) f(x, y) = x2 + y2 + x2y + 4, D = {(x, y)/|x| ≤ 1, |y| ≤ 1}
(γ΄) f(x, y) = x3−3x−y3 +12y, D είναι το παραλληλεπίπεδο µε κορυφές

(−2, 3), (2, 3), (2, 2), (−2,−2)
(δ΄) xy − 2x− y
(ε΄) ex cos(y)
(ϝ΄) x sin(y)

3. Βρείτε το σηµείο του επιπέδου x + 2y + 3z = 4 που ϐρίσκεται πιο κοντά
στην αρχή των αξόνων.

4. Βρείτε τα σηµεία της επιφάνειας z2 = xy + 1 που ϐρίσκονται πιο κοντά
στην αρχή των αξόνων.
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1. Βρείτε τα ακρότατα υπό συνθήκη της f
(α΄) f(x, y) = x2 − y2 όταν x2 + y2 = 1
(ϐ΄) f(x, y) = 2x + y όταν x2 + 4y2 = 1
(γ΄) f(x, y, z) = xyz όταν x2 + 2y2 + 3z2 = 6

2. Βρείτε τα ακρότατα της f στο D
(α΄) f(x, y) = e−xy, D = {(x, y)/x2 + 4y2 ≤ 1}
(ϐ΄) f(x, y) = e−x2−y2

(x2 + 2y2), D = {(x, y)/x2 + y2 ≤ 4}
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1. Υπολογίστε τα διαδοχικά ολοκληρώµατα

(α΄)
∫ 4

0

∫ 2

0
x
√

y dxdy

(ϐ΄)
∫ 2

0

∫ 3

0
ex−y dydx

(γ΄)
∫ 3

0

∫ 1

0

√
x + y dxdy

(δ΄)
∫ π/2

0

∫ π/2

0
sin (x + y) dydx

2. Υπολογίστε το διπλό ολοκλήρωµα
(α΄)

∫∫

R
(xy2 +

y

x
) dA, R = {(x, y)/2 ≤ x ≤ 3,−1 ≤ y ≤ 0}

(ϐ΄)
∫∫

R

1 + x

1 + y
dA, R = {(x, y)/1 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ π/6}

(γ΄)
∫∫

R
xexy dA, R = [0, 1]× [0, 1]

3. Βρείτε τον όγκο των στερεών
(α΄) Κάτω από z = x2 + y2 και πάνω από το R = [−2, 2]× [−3, 3]
(ϐ΄) Κάτω από z = 2x + 5y + 1 και πάνω από το R = [−1, 0]× [1, 4]
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1. Υπολογίστε τα διαδοχικά ολοκληρώµατα

(α΄)
∫ 1

0

∫ y

0
x dxdy

(ϐ΄)
∫ 1

0

∫ y

0
y dxdy

(γ΄)
∫ 2

0

∫ 3

√
x
(x2 + y) dydx

(δ΄)
∫ 1

0

∫ 1+x

1−x
(2x− 3y2) dydx

(ε΄)
∫ 1

0

∫ 0

x−1

2y

x + 1
dydx

2. Υπολογίστε το διπλό ολοκλήρωµα
(α΄)

∫∫

R
xy dA, R = {(x, y)/0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ √

x}

(ϐ΄)
∫∫

R
x sin y dA, R = {(x, y)/0 ≤ y ≤ π/2, 0 ≤ x ≤ cos y}

3. Βρείτε τον όγκο των στερεών
(α΄) Κάτω από την παραβολή z = x2 + y2 και πάνω από το χωρίο που

ϕράσσεται από y = x2 και x = y2

(ϐ΄) Κάτω από την επιφάνεια z = xy και πάνω από το το τρίγωνο µε κορυφές
(1, 1), (4, 1), (1, 2)

4. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα αλλάζοντας τη σειρά ολοκλήρωσης

(α΄)
∫ 1

0

∫ 3

3y
ex2

dxdy

(ϐ΄)
∫ 1

0

∫ 1

√
y

√
x3 + 1 dxdy

(γ΄)
∫ 3

0

∫ 9

y2

y cosx2 dxdy
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1. Υπολογίστε τα παρακάτω ολοκληρώµατα κάνοντας αλλαγή σε πολικές συν-
τεταγµένες
(α΄)

∫∫

R
x dA, R ο δίσκος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 5

(ϐ΄)
∫∫

R
y dA, R το χωρίο που σχηµατίζεται από το πρώτο τεταρτηµόριο

του κύκλου x2 + y2 = 9 και τις ευθείες y = x και y = 0

(γ΄)
∫∫

R
sin(x2 + y2) dA, R = {(x, y)/1 ≤ x2 + y2 ≤ 16}

(δ΄)
∫∫

R
(x2 + y2) dA, R το χωρίο που ϕράσσεται από τις σπείρες r = θ και

r = 2θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.
2. Χρησιµοποιήστε πολικές συντεταγµένες για να ϐρείτε τον όγκο του στερεού

που ϐρίσκεται
(α΄) Κάτω από την παραβολή z = x2+y2 και πάνω από το δίσκο x2+y2 ≤ 9
(ϐ΄) Κάτω από των κώνο z =

√
x2 + y2 και πάνω από το δακτύλιο 4 ≤

x2 + y2 ≤ 25
(γ΄) Κάτω από το επίπεδο 6x + 4y + z = 12 και πάνω από το δίσκο µε

περιφέρεια x2 + y2 = y
3. Υπολογίστε τα διαδοχικά ολοκληρώµατα µετασχηµατίζοντας τα σε πολικές

συντεταγµένες

(α΄)
∫ 1

0

∫ √
1−x2

0
ex2+y2

dydx

(ϐ΄)
∫ a

−a

∫ √
a2−y2

0
(x2 + y2)3/2

dxdy
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1. Βρείτε τη µάζα και το κέντρο ϐάρους της µεταλλικής επιφάνειας που κα-
ταλαµβάνει το χωρίο R µε πυκνότητα ρ
(α΄) R = {(x, y)/− 1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}, ρ(x, y) = x2

(ϐ΄) R είναι το τριγωνικό χωρίο µε κορυφές (0, 0), (2, 1), (0, 3), και ρ(x, y) =
x + y

(γ΄) R είναι το χωρίο που ϕράσσεται από την παραβολή y = x2 και τη
γραµµή y = 1 ρ(x, y) = xy

(δ΄) R είναι το χωρίο που ϕράσσεται από την παραβολή x = y2 και την
ευθεία y = x− 2, ρ(x, y) = 3

1
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1. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα

(α΄)
∫ 1

0

∫ z

0

∫ y

0
xyz dxdydz

(ϐ΄)
∫ 1

0

∫ 2x

x

∫ x+y

0
2xy dzdydx

(γ΄)
∫∫∫

E
y dV όπου E είναι το στερεό που ϐρίσκεται κάτω από το επίπεδο

z = x + 2y και πάνω από το χωρίο του xy-επιπέδου που ϕράσσεται
από τις y = x2, y = 0 και x = 1

(δ΄)
∫∫∫

E
x dV όπου E είναι το στερεό που ϕράσσεται από το παραβολικό

κύλινδρο y = x2 και τα επίπεδα x = z, x = y και z = 0
2. Χρησιµοποιήστε τριπλό ολοκλήρωµα για να ϐρείτε τον όγκο του δοσµένου

στερεού E
(α΄) E είναι το τετράεδρο που ϕράσσεται από την αρχή των αξόνων και το

επίπεδο 2x + 3y + 6z = 12
(ϐ΄) E είναι το στερεό που ϕράσσεται από τον ελλειπτικό κύλινδρο 4x2 +

z2 = 4 και τα επίπεδα y = 0 και y = z + 2
(γ΄) E είναι το στερεό που ϕράσσεται από τον κύλινδρο x = y2 και τα

επίπεδα z = 0 και x + z = 1

3. Γράψτε το
∫∫∫

E
f(x, y, z) dV ως ένα διαδοχικό ολοκλήρωµα µε 6 διαφο-

ϱετικούς τρόπους, όπου E είναι το στερεό που ϕράσσεται από τις δοσµένες
επιφάνειες
(α΄) x2 + z2 = 4, y = 0, y = 6
(ϐ΄) z = 0, x = 0, y = 2, z = y − 2x
(γ΄) z = 0, z = y, x2 = 1− y
(δ΄) 9x2 + 4y2 + z2 = 1

4. Γράψτε µε 5 διαφορετικούς τρόπους τα ακόλουθα διαδοχικά ολοκληρώµατα

(α΄)
∫ 1

0

∫ 1

y

∫ y

0
f(x, y, z) dzdxdy

(ϐ΄)
∫ 1

0

∫ x2

0

∫ y

0
f(x, y, z) dzdydx

5. Βρείτε τη µάζα και το κέντρο ϐάρους του δοσµένου στερεού E µε τη δο-
σµένη πυκνότητα ρ

1



2 Π. ΧΑΤΖΗΠΑΝΤΕΛΙ∆ΗΣ

(α΄) Το E ϐρίσκεται κάτω από την επιφάνεια z = x + 2y και πάνω από την
περιοχή του xy-επιπέδου που ϕράσσεται από τις y = x2, y = 0 και
x = 1. ρ(x, y, z) = 2

(ϐ΄) Το E ϕράσσεται από τον κύλινδρο z = 1−y2 και τα επίπεδα x+z = 1,
x = 0, z = 0 και η ρ(x, y, z) = 4.
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1. Χρησιµοποιήστε κυλινδρικές συντεταγµένες για να υπολογίσετε τα ολοκλη-
ϱώµατα
(α΄)

∫∫∫

E
(x2 + y2) dV , όπου E είναι το στερεό που ϕράσσεται από τον

κύλινδρο x2 + y2 = 4 και τα επίπεδα z = −1 και z = 2

(ϐ΄)
∫∫∫

E

√
x2 + y2 dV , όπου E είναι το στερεό που ϕράσσεται από πα-

ϱαβολοειδές z = 9− x2 − y2 και τα xy-επίπεδο
2. Χρησιµοποιήστε σφαιρικές συντεταγµένες για να υπολογίσετε τα ολοκλη-

ϱώµατα
(α΄)

∫∫∫

B
(x2+y2+z2) dV , όπου B είναι η µοναδιαία µπάλλα x2+y2+z2 ≤

1
(ϐ΄)

∫∫∫

H
(x2+y2) dV , όπου H είναι η ηµισφαιρική περιοχή που ϐρίσκεται

πάνω από το xy-επίπεδο και κάτω από τη σφαίρα x2 + y2 + z2 = 1

(γ΄)
∫∫∫

E
xe(x2+y2+z2)2 dV , όπου E είναι το στερεό που ϐρίσκεται ανάµεσα

στις σφαίρες x2 + y2 + z2 = 1 και x2 + y2 + z2 = 4, στο πρώτο
ογδοηµόριο.

3. Χρησιµοποιήστε τον δοθέντα µετασχηµατισµό για να υπολογίσετε το ολο-
κλήρωµα
(α΄)

∫∫

R
(3x+4y) dA, όπου R είναι η περιοχή που ϕράσσεται από τις γραµ-

µές y = x, y = x− 2, y = −2x και y = 3− 2x και ο µετασχηµατισµός

είναι x =
1
3
(u + v), y =

(
v
− 2u)

(ϐ΄)
∫∫

R
(x + y) dA, όπου R είναι το τετράγωνο µε κορυφές (0, 0), (2, 3),

(5, 1), (3,−2) και ο µετασχηµατισµός είναι x = 2u + 3v, y = 3v − 2u

(γ΄)
∫∫

R
x2 dA, όπου R είναι η περιοχή που ϕράσσεται από την έλλειψη

9x2 + 4y2 = 36 και ο µετασχηµατισµός είναι x = 2u, y = 3v

1
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