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ΔΙΔΑΣΚΩΝ: Ι.Δ. ΠΛΑΤΗΣ

Οι παρακάτω ασκήσεις αϕορούν στο Μάθημα 20, περί καμπυλότητας.

1. ΄Εστω το ελικοειδές με παραμέτρηση

Φ(u, v) = (u cos v, u sin v, bv), b ̸= 0.

Δείξτε ότι

K = − b2

(b2 + u2)2
, H = 0.

2. Για τη σαγματοειδή επιϕάνεια z = xy, δείξτε ότι

K = − 1

(1 + x2 + y2)2
, H = − xy

(1 + x2 + y2)3/2
.

3. Δείξτε ότι η επιϕάνεια με παραμέτρηση

Φ(u, v) = (u, v, log(cosu)− log(cos v)),

είναι ελαχιστική (H ≡ 0).

4. Βρείτε τύπους για τηνK και τηνH του γραϕήματος μίας C2 συνάρτησης z = f(x, y) χρησιμποιώντας
την παραμέτρηση

Φ(x, y) = (x, y, f(x, y)).

Κατόπιν:

(1) Βρείτε την K και την H της κυλινδρικής επιϕάνειας z = f(x).
(2) Βρείτε την K και την H του ελλειπτικού παραβολοειδούς

z =
x2

a2
+

y2

b2
.

(3) Βρείτε την K και την H του υπερβολικού παραβολοειδούς

z =
x2

a2
− y2

b2
.

5. Δείξτε ότι η
Φ(u, v) = (a cosu cos v, b cosu sin v, c sinu)

είναι μία παραμέτρηση του ελλειψοειδούς

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

Χρησιμοποιώντας την παραμέτρηση αυτή, βρείτε την καμπυλότητα K και δείξτε ότι

1

2π

∫∫
S
K dS = 2.

1
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6. Δείξτε ότι η επιϕάνεια του Enneper που ορίζεται από την

Φ(u, v) =

(
u− u3

3
+ uv2, v − v3

3
+ u2v, u2 − v2

)
είναι ελαχιστική.

7. (*) Ο τόρος ορίζεται από τις παραμετρικές εξισώσεις

x = (R+ r cos θ) cosϕ, y = (R+ r cos θ) sinϕ, z = r sin θ,

με (θ, ϕ) ∈ (0, 2π)2. Βρείτε τύπο για την καμπυλότηταK και βάσει αυτού δείξτε ότι η ολική καμπυλότητα
του τόρου είναι 0.

8. ΄Εστω η επιϕάνεια εκ περιστροϕής

Φ(x, y) = (x, f(x) cos y, f(x) sin y), x ∈ (a, b),

με f θετική και C2. Δείξτε ότι

(1)

K = − f ′′

f(1 + (f ′)2)2
.

(2) Η μόνη τέτοια επιϕάνεια μηδενικής καμπυλότητας είναι εκ περιστροϕής ευθυγράμμου τμήματος,
δηλαδή είτε κύλινδρος είτε (κόλουρος) κώνος.

9. (*) Μία παραμέτρηση Φ λέγεται σύμμορϕη αν

E = G και F = 0.

Αποδείξτε ότι αν H = K = 0, τότε η Φ παραμετρά τμήμα επιπέδου.
(Υπόδειξη: H = 0 =⇒ N = −L. Από την άλλη, K = 0 =⇒ L = N = M = 0. Συνεπώς, αν n
είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα και Φ η παραμέτρηση, έχουμε

n ·Φuu = n ·Φvv = n ·Φuv = 0.

Τώρα,
0 = (n ·Φu)u = nu ·Φu + n ·Φuu = nu ·Φu.

Επειδή n · n = 1, είναι n · nu = 0 και άρα nu = λΦu + µΦv. Λόγω της παραπάνω σχέσης, λ = 0

και nu = µΦv. ΄Ομως, από την 0 = (n · Φv)u παίρνουμε με τον ίδιο τρόπο ότι nu · Φv = 0 και άρα
µ = 0, οπότε nu = 0. Εργαζόμενοι/ες αναλόγως, δείξτε ότι και nv = 0 για να συμπεράνετε ότι αν
η παραμέτρηση είναι ορισμένη σε συνεκτικό σύνολο, τότε το n είναι σταθερό καί άρα η Φ παραμετρά
τμήμα επιπέδου).


