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(1) ΄Εστω (X,B, µ) χώρος πιθανότητας και B0 άλγεβρα υποσυνόλων του X η οποία παράγει
την B. Δείξτε ότι για κάθε A ∈ B και για κάθε ε > 0 υπάρχει A0 ∈ B0 ώστε µ(A4 A0) ≤ ε.

(2) ΄Εστω f = (f1, f2) : R2 → R2 όπου f1, f2 : R2 → R Borel-μετρήσιμες συναρτήσεις τέτοιες
ώστε fi(x + k) = fi(x) (mod 1), i = 1, 2, για κάθε x ∈ R, k ∈ Z2. Δείξτε ότι ο μετασχημα-
τισμός T : T2 → T2 με τύπο Tx = f(x) (mod 1) είναι καλά ορισμένος και Borel-μετρήσιμος.

(Για το μετρήσιμο, ισοδύναμα, δείξτε ότι ο T : [0, 1)2 → [0, 1)2 με τύπο Tx = ({f1(x)}, {f2(x)})
είναι Borel-μετρήσιμος.)

(3) (i) ΄Εστω (X,B, µ) χώρος πιθανότητας και T, S : X → X μετρήσιμοι μετασχηματισμοί που
διατηρούν το μέτρο µ. Δείξτε ότι ο μετασχηματισμός T ◦ S : X → X είναι επίσης μετρήσιμος
και διατηρεί το μέτρο µ.

(ii) ΄Εστω (X,B, µ, T ) δυναμικό σύστημα και σύνολο A ∈ B με µ(A) > 0 ώστε T−1A = A.
Δείξτε ότι και η τετράδα (A,BA, µA, TA) όπου BA = {B ∩A,B ∈ B}, TA ο περιορισμός του T
στο A, και µA(B) = µ(B ∩ A)/µ(A) για B ∈ BA, είναι δυναμικό σύστημα.

(4) ΄Εστω (X,B, µ, T ) δυναμικό σύστημα και f ∈ L∞(µ) τέτοια ώστε f(Tx) = f(x) σχεδόν
παντού. Δείξτε ότι υπάρχει συνάρτηση g : X → C τέτοια ώστε g(x) = f(x) σχεδόν παντού και
g(Tx) = g(x) για κάθε x ∈ X.

(5) ΄Εστω µ, ν Borel-μέτρα πιθανότητας στον T (ή στο [0, 1) αν προτιμάτε).

(i) Εάν
∫
f dµ =

∫
f dν για κάθε f ∈ C(T), δείξτε ότι µ = ν (δηλαδή µ(A) = ν(A) για κάθε

Borel υποσύνολο A του T).

(ii) Εάν
∫
e2πiktdµ =

∫
e2πiktdν για κάθε k ∈ Z, δείξτε ότι µ = ν.

(6) ΄Εστω (T,BT, µ) χώρος πιθανότητας και µ συνεχές μέτρο, δηλαδή, µ({x}) = 0 για κάθε
x ∈ T. Υποθέτουμε ότι για κάθε n ∈ N οι μετασχηματισμοί x 7→ nx (mod 1) διατηρούν το
μέτρο µ. Δείξτε ότι το µ = mT.1

1΄Ενα πολύ δημοϕιλές ανοιχτό ερώτημα, το οποίο έχουν προσπαθήσει να λύσουν στρατιές μαθηματικών τις
τελευταίες δεκαετίες, είναι αν το συμπέρασμα ισχύει με την ασθενέστερη υπόθεση ότι οι δύο μετασχηματισμοί
x 7→ 2x (mod 1) και x 7→ 3x (mod 1) διατηρούν το συνεχές μέτρο µ.


