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Μετρικοί χώροι

Ορισµός. ΄Ενας µετρικός χώρος είναι ένα Ϲευγάρι (X, d), όπου X ένα σύνολο και d µια συνάρτηση (η µετρική)

d : X × X → [0,+∞) τέτοια ώστε για κάθε x, y, z ∈ X έχουµε

(1) d(x, y) = 0⇔ x = y.

(2) d(x, y) = d(y, x).
(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (τριγωνική ανισότητα).

Παραδείγµατα.

(1) ΄Εστω X ένα σύνολο. Ορίζουµε d : X × X → [0,+∞) µε

d(x, y) =















0, αν x = y

1, αν x , y
.

Τότε η d είναι µια µετρική (η διακριτή µετρική). Αυτή είναι η πιο «χονδροειδής» απόσταση που

µπορεί να ορίσει κανείς : δυο οποιαδήποτε διακεκριµένα σηµεία έχουν απόσταση 1. Επαληθεύουµε

την τριγωνική ανισότητα. Αν x = y τότε d(x, y) = 0 ≤ d(x, z) + d(z, y). Αν x , y τότε δεν µπορεί

d(x, z) = d(y, z) = 0 γιατί ϑα είχαµε x = y = z. Εποµένως κάποιο από τα d(x, z), d(z, y) είναι ίσο µε 1,

από το οποίο συνεπάγεται ότι d(x, y) = 1 ≤ d(x, z) + d(z, y).
(2) Για κάθε x, y ∈ R ϑέτουµε d(x, y) = |x − y|. Τότε η d είναι µια µετρική (η συνηθισµένη µετρική στο R).

(3) Για κάθε x = (x(1), x(2), . . . , x(N)) , y = (y(1), y(2), . . . , y(N)) ∈ RN ορίζουµε

d2(x, y) =















N
∑

k=1

|x(k) − y(k)|2














1/2

.

Τότε η d2 είναι η συνηθισµένη µετρική στονRN , δηλαδή η Ευκλείδεια απόσταση. Η τριγωνική ανισότητα

είναι άµεση συνέπεια τής ανισότητας Minkowski:















N
∑

k=1

(ak + bk)2















1/2

≤














N
∑

k=1

a2
k















1/2

+















N
∑

k=1

b2
k















1/2

,

η οποία µε τη σειρά της προκύπτει από την ανισότητα Cauchy­Schwarz:

N
∑

k=1

akbk ≤














N
∑

k=1

a2
k















1/2

·














N
∑

k=1

b2
k















1/2

.

(4) Για κάθε x = (x(1), x(2), . . . , x(N)) , y = (y(1), y(2), . . . , y(N)) ∈ RN ορίζουµε

d1(x, y) =
N

∑

k=1

|x(k) − y(k)|, d∞(x, y) = max
1≤k≤N

|x(k) − y(k)| .

Τότε οι d1 και d∞ είναι µετρικές στον RN .

(5) Θέτουµε C([a, b]) = { f : [a, b]→ R | f συνεχής} (το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων στο [a, b]), και

για κάθε f , g ∈ C([a, b]) έστω

d∞( f , g) = sup
x∈[a,b]

| f (x) − g(x)|

και

d1( f , g) =
∫ b

a
| f − g| .
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Τότε οι d∞ και d1 είναι µετρικές (χρησιµοποιούµε τον ίδιο συµβολισµό µε το προηγούµενο παράδειγµα

για να τονίσουµε την αναλογία. Παρατηρήστε ότι το άθροισµα γίνεται ολοκλήρωµα). Προσέξτε ότι για

να δείξουµε ότι η d1 είναι µετρική πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα ότι αν το ολοκλήρωµα

µιας µη αρνητικής συνεχούς συνάρτησης είναι µηδέν, τότε η συνάρτηση είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν.

Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, x ∈ X και ε > 0. Θέτουµε

D(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε} .
Το σύνολο D(x, ε) ονοµάζεται (ανοιχτός) δίσκος µε κέντρο x και ακτίνα ε ή ε-περιοχή τού x.

Παραδείγµατα.

(1) Στον C([a, b]) µε την µετρική d∞, η ε-περιοχή µιας συνάρτησης f είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων

η γραφική παράσταση των οποίων ϐρίσκεται σε µια ανοιχτή λωρίδα πλάτους 2ε γύρω από τη γραφική

παράσταση τής f .
(2) Στο R2 µε τη συνηθισµένη µετρική, η ε-περιοχή ενός σηµείου x είναι όλα τα σηµεία τα αποία α-

πέχουν από το x Ευκλείδεια απόσταση µικρότερη από ε. Είναι εποµένως ένας ανοιχτός δίσκος (µε τη

συνηθισµένη έννοια) κέντρου x και ακτίνας ε.

(3) Στο R2 µε τη µετρική d∞, η ε-περιοχή ενός σηµείου x είναι ένα ανοιχτό τετράγωνο µε κέντρο x και

µήκος πλευράς 2ε.
(4) Σ’ ένα χώρο µε τη διακριτή µετρική, ο δίσκος µε κέντρο κάποιο σηµείο και ακτίνα 0.9999 είναι το ίδιο

το σηµείο. ΄Ενας δίσκος µε ακτίνα 1.0001 είναι ολόκληρος ο χώρος.

Παρατήρηση. Αν ο (X, d) είναι κάποιος µετρικός χώρος και x, y ∈ X µε x , y, τότε οι δίσκοι D(x, r), D(y, r) µε

r = d(x, y)/2 είναι ξένοι γιατί αν υπήρχε z ∈ D(x, r) ∩ D(y, r), τότε ϑα είχαµε

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) < 2r = d(x, y),

άτοπο.

x y

r r

Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο ενός µετρικού χώρου ονοµάζεται ϕραγµένο αν περιέχεται σε κάποιον ανοιχτό δίσκο.

Παραδείγµατα.

(1) Στο R µε τη συνηθισµένη µετρική, τα ϕραγµένα σύνολα είναι αυτά ακριβώς τα οποία είναι ϕραγµένα

µε τη συνηθισµένη έννοια. Πράγµατι, το A είναι ϕραγµένο µε τη συνηθισµένη έννοια αν και µόνο

αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε |x| < M για κάθε x ∈ A. Αλλά αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι

A ⊂ (−M,M) = D(0,M).
(2) Στο R µε τη διακριτή µετρική, όλα τα σύνολα είναι ϕραγµένα, διότι το ίδιο το R είναι ο ανοιχτός

δίσκος D(0, 2).
(3) Στο RN ένα σύνολο είναι ϕραγµένο ως προς την d2 αν και µόνο αν είναι ϕραγµένο ως προς την d∞.

Πράγµατι, παρατηρούµε ότι d∞ ≤ d2 ≤
√

Nd∞. ΄Ετσι αν το A ϐρίσκεται σε κάποιον δίσκο ακτίνας r ως

προς την d∞ τότε ϐρίσκεται στον δίσκο µε το ίδιο κέντρο και ακτίνα
√

Nr ως προς την d2. Αντίστροφα,

αν το A ϐρίσκεται σε κάποιον δίσκο ακτίνας r ως προς την d2 τότε ϐρίσκεται στον δίσκο µε το ίδιο

κέντρο και την ίδια ακτίνα ως προς την d∞.
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Σύγκλιση ακολουθιών

Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, xn µια ακολουθία στο X και x ∈ X. Λέµε ότι η xn συγκλίνει στο x και

γράφουµε xn → x ή lim xn = x ή xn
d−→ x (αν ϑέλουµε να τονίσουµε τη µετρική), αν d(xn, x) → 0. Ισοδύναµα, αν

για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 τέτοιο ώστε d(xn, x) < ε για κάθε n µε n ≥ n0. Ισοδύναµα, αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0

τέτοιο ώστε xn ∈ D(x, ε) για κάθε n µε n ≥ n0.

Θεώρηµα (Μοναδικότητα τού ορίου). ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, xn µια ακολουθία στο X και x, y ∈ X. Αν

xn → x και xn → y, τότε x = y.

Απόδειξη. ΄Εχουµε d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, y)→ 0 καθώς n→ ∞. ΄Αρα d(x, y) = 0, εποµένως x = y. �

Παραδείγµατα.

(1) Στον RN µε τη συνηθισµένη µετρική, xn → x αν και µόνο αν

lim
n→∞

xn(k) = x(k)

για κάθε k = 1, 2, . . . ,N (δηλαδή η ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν συγκλίνει κατά συντεταγµένη).

Πράγµατι, αν xn
d2−→ x τότε για κάθε k έχουµε |xn(k)− x(k)| ≤ d2(xn, x)→ 0. Αντίστροφα, αν xn(k)→ x(k)

για κάθε k, τότε

d2(xn, x) =















N
∑

k=1

|xn(k) − x(k)|2














1/2

→ 0.

Το ίδιο ισχύει και για τη µετρική d∞ γιατί η ανισότητα d∞ ≤ d2 ≤
√

Nd∞ µας λέει ότι µια ακολουθία

συγκλίνει σε κάποιο x ως προς τη µια µετρική αν και µόνο αν συγκλίνει ως προς την άλλη.

(2) Στον C([a, b]) µε τη µετρική d∞ έχουµε ότι fn
d∞−→ f αν και µόνο αν fn → f οµοιόµορφα.

(3) Σε οποιονδήποτε µετρικό χώρο, µια ακολουθία η οποία είναι τελικά ίση µε x, συγκλίνει στο x (τελικά

ίση µε x σηµαίνει ότι από κάποιο δείκτη και µετά όλοι οι όροι της είναι ίσοι µε x).

(4) Σε ένα σύνολο µε τη διακριτή µετρική ισχύει και το αντίστροφο. Αν xn → x τότε η xn είναι τελικά

ίση µε x. Πράγµατι, σ’ ένα σύνολο µε τη διακριτή µετρική το {x} είναι ανοιχτός δίσκος µε κέντρο x
(και ακτίνα, ας πούµε, 1/2), εποµένως, από τον ορισµό τής σύγκλισης, υπάρχει κάποιο n0 τέτοιο ώστε

xn ∈ {x} για κάθε n ≥ n0. Αλλά αυτό σηµαίνει ότι xn = x για κάθε n ≥ n0.

Παρατηρήσεις. Ακριβώς όπως στην περίπτωση των πραγµατικών αριθµών, έχουµε ότι :

(1) Σ’ ένα µετρικό χώρο κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη.

(2) Μια ακολουθία σ’ ένα µετρικό χώρο συγκλίνει στο x αν και µόνο αν κάθε υπακολουθία της συγκλίνει

στο x.
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Ανοιχτά και κλειστά σύνολα

Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Το A λέγεται ανοιχτό, αν για κάθε x ∈ A υπάρχει ε > 0 τέτοιο

ώστε D(x, ε) ⊂ A. Το A λέγεται κλειστό αν το X r A είναι ανοιχτό.

A

D(x, ε)

ε

x

(α΄)

D(x, ε)

ε

x

ε − d(x, y)

y

(ϐ΄)

Θεώρηµα. Κάθε ανοιχτός δίσκος σ΄ένα µετρικό χώρο (X, d) είναι ανοιχτό σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω D(x, ε) ένας ανοιχτός δίσκος. Τότε για κάθε y ∈ D(x, ε) έχουµε D(y, ε − d(x, y)) ⊂ D(x, ε). �

Παρατηρήσεις.

(1) Με κέντρο κάθε σηµείο ενός ανοιχτού συνόλου, υπάρχει δίσκος ο οποίος περιέχεται στο σύνολο.

Εποµένως το σύνολο είναι η ένωση όλων αυτών των δίσκων. ∆ηλαδή, οι δίσκοι είναι οι «ϑεµέλιοι λίθοι»

των ανοιχτών συνόλων.

(2) Μια ακολουθία xn συγκλίνει σε κάποιο x αν και µόνο αν για κάθε A ανοιχτό µε x ∈ A υπάρχει n0 τέτοιο

ώστε xn ∈ A για κάθε n ≥ n0.

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος.

(1) Αν τα Gi, i ∈ I, είναι ανοιχτά, τότε το
⋃

i∈I Gi είναι ανοιχτό.

(2) Αν τα G1, . . . ,Gn είναι ανοιχτά, τότε το
⋂n

k=1 Gk είναι ανοιχτό.

Απόδειξη.

(1) ΄Εστω x ∈
⋃

i∈I Gi. Τότε x ∈ Gi0 για κάποιο i0, άρα υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D(x, ε) ⊂ Gi0 ⊂
⋃

i∈I Gi.

(2) ΄Εστω x ∈ ⋂n
k=1 Gk. Τότε x ∈ Gk για κάθε k. ΄Αρα υπάρχουν ε1, ε2, . . . , εn > 0 τέτοια ώστε D(x, εk) ⊂ Gk

για κάθε k. Θέτουµε ε = min{ε1, . . . , εn}. Τότε D(x, ε) ⊂ Gk για κάθε k. Εποµένως D(x, ε) ⊂ ⋂n
k=1 Gk.

�

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος.

(1) Αν Fi, i ∈ I, κλειστά τότε
⋂

i∈I Fi κλειστό.

(2) Αν F1, . . . , Fn κλειστά τότε
⋃n

k=1 Fk κλειστό.

Απόδειξη.

(1) Fi, i ∈ I, κλειστά⇒ X r Fi, i ∈ I, ανοιχτά⇒ ⋃

i∈I(X r Fi) = X r
⋂

i∈I Fi ανοιχτό⇒ ⋂

i∈I Fi κλειστό.

(2) Παρόµοια.

�
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Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Το A είναι κλειστό αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία xn ∈ A
µε xn → x έχουµε x ∈ A.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το A είναι κλειστό και xn ∈ A µια ακολουθία µε xn → x. Ας υποθέσουµε ότι x < A. Τότε

x ∈ X r A. Αλλά το A είναι ανοιχτό, άρα υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D(x, ε) ⊂ X r A. Αφού xn → x, υπάρχει n0

τέτοιο ώστε xn0 ∈ D(x, ε). Εποµένως xn0 ∈ XrA, δηλαδή xn0 < A, άτοπο. Αντίστροφα, έστω ότι κάθε συγκλίνουσα

ακολουθία σηµείων τού A συγκλίνει σε κάποιο σηµείο τού A. Υποθέτουµε ότι το A δεν είναι κλειστό. Τότε το

XrA δεν είναι ανοιχτό, άρα υπάρχει x ∈ XrA τέτοιο ώστε D(x, ε) 1 XrA για κάθε ε > 0. ∆ηλαδή D(x, ε)∩A , ∅
για κάθε ε. Ιδιαίτερα, για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈ D(x, 1/n) ∩ A. Αλλά τότε d(xn, x) < 1/n → 0, άρα η xn

συγκλίνει στο x. Αυτό είναι άτοπο γιατί το x δεν ανήκει στο A ενώ η ακολουθία ανήκει. �

Παραδείγµατα.

(1) Σε κάθε µετρικό χώρο (X, d), τα µονοσύνολα είναι κλειστά. Πράγµατι, έστω x ∈ X και y ∈ X r {x}.
Τότε x , y. Θέτουµε r = d(x, y) > 0 και παίρνουµε ότι x < D(y, r), άρα {x} ∩ D(y, r) = ∅, εποµένως

D(y, r) ⊂ X r {x}. ∆ηλαδή το X r {x} είναι ανοιχτό, εποµένως το {x} είναι κλειστό.

(2) Σε κάθε µετρικό χώρο, κάθε πεπερασµένο σύνολο F = {x1, . . . , xn} είναι κλειστό γιατί F =
⋃n

k=1{xk} και

τα µονοσύνολα δείξαµε ότι είναι κλειστά.

(3) Σε κάθε διακριτό χώρο X, κάθε σύνολο A ⊂ X είναι ανοιχτό γιατί για κάθε x ∈ A έχουµε ότι D(x, 1/2) =
{x} ⊂ A. Συµπεραίνουµε ότι κάθε σύνολο είναι επίσης κλειστό, αφού το συµπλήρωµά του είναι ανοιχτό.

(4) Στο R µε τη συνηθισµένη µετρική, το (0, 2) είναι ανοιχτό γιατί (0, 2) = D(1, 1). Το (0, 2) δεν είναι

κλειστό γιατί η ακολουθία 1/n ∈ (0, 2) συγκλίνει στο 0 < (0, 2).
(5) Στο R µε τη συνηθισµένη µετρική, το [0, 2] είναι κλειστό γιατί αν µια ακολουθία αριθµών µεταξύ τού

0 και τού 2 συγκλίνει τότε το όριό της είναι µεταξύ τού 0 και τού 2. Το [0, 2] δεν είναι ανοιχτό γιατί

κάθε περιοχή τού 0 περιέχει αρνητικούς αριθµούς, εποµένως δεν υπάρχει περιοχή τού 0 η οποία να

περιέχεται εξ’ ολοκλήρου στο [0, 2].
(6) Γενικότερα, κάθε ανοιχτό διάστηµα (a, b) είναι ανοιχτό σύνολο και όχι κλειστό. Κάθε κλειστό διάστηµα

είναι κλειστό σύνολο και όχι ανοιχτό.

(7) Το (0,+∞) είναι ανοιχτό διότι (0,+∞) =
⋃∞

n=1(0, n) (ένωση ανοιχτών συνόλων).

(8) ΄Ενα ηµιάνοιχτο διάστηµα δεν είναι ούτε ανοιχτό ούτε κλειστό σύνολο.

(9) Το Q δεν είναι ανοιχτό γιατί δεν περιέχει διάστηµα. ∆εν είναι κλειστό γιατί το R r Q δεν περιέχει

διάστηµα.

(10) Το σύνολο A = {1/n : n ∈ N} δεν είναι κλειστό γιατί η ακολουθία 1/n ∈ A συγκλίνει στο 0 < A. Το A
δεν είναι ανοιχτό γιατί δεν περιέχει διάστηµα.

(11) Το σύνολο A = {1/n : n ∈ N} ∪ {0} είναι κλειστό γιατί το συµπλήρωµά τουR r A = (−∞, 0) ∪
∞
⋃

n=1

(

1
n + 1

,
1
n

)

∪ (1,+∞)

είναι ανοιχτό σαν ένωση ανοιχτών συνόλων. ΄Οπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, το A δεν είναι

ανοιχό.

(12) Το Z είναι κλειστό γιατί R r Z =⋃

n∈Z(n, n + 1).

Παρατήρηση. Η άπειρη τοµή ανοιχτών συνόλων δεν είναι κατ’ ανάγκη ανοιχτό σύνολο, για παράδειγµα

∞
⋂

n=1

(−1/n, 1/n) = {0}.

΄Αρα, η άπειρη ένωση κλειστών συνόλων δεν είναι κατ’ ανάγκη κλειστό σύνολο.

Θεώρηµα. ΄Εστω G ⊂ R ανοιχτό (ως προς τη συνηθισµένη µετρική). Τότε το G είναι αριθµήσιµη ένωση ξένων ανά

δύο ανοιχτών διαστηµάτων.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ G έστω Ix η ένωση όλων των ανοιχτών διαστηµάτων που περιέχουν το x και περιέχονται

στο G (τέτοια διαστήµατα υπάρχουν διότι το G είναι ανοιχτό). Τα σύνολα Ix είναι ανοιχτά διαστήµατα (ενδεχο-

µένως µη ϕραγµένα) και προφανώς G =
⋃

x∈G Ix. Επίσης, για κάθε x, y ∈ G µε x , y έχουµε ότι είτε Ix = Iy, είτε
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Ix ∩ Iy = ∅. Εποµένως αν ϑέσουµε I = {Ix : x ∈ G}, τότε η οικογένεια I αποτελείται από ξένα ανά δύο ανοιχτά

διαστήµατα και G =
⋃

I∈I I. Μένει να δείξουµε ότι η I είναι αριθµήσιµη. Πράγµατι, κάθε I ∈ I περιέχει

κάποιο ϱητό qI . Αφού η I αποτελείται από ξένα ανά δύο διαστήµατα, η συνάρτηση ϕ : I → Q µε ϕ(I) = qI

είναι 1-1. Αλλά το Q είναι αριθµήσιµο, άρα και η I είναι αριθµήσιµη. �

Παρατήρηση. Το προηγούµενο ϑεώρηµα δεν ισχύει σε ανώτερες διαστάσεις. Στο Rn, n > 1, δεν είναι αλήθεια

ότι κάθε ανοιχτό σύνολο είναι ένωση ξένων ανά δύο ανοιχτών δίσκων. Η κρίσιµη γεωµετρική ιδιότητα που

χρησιµοποιήσαµε στην απόδειξη ήταν ότι η ένωση δύο τεµνόµενων ανοιχτών διαστηµάτων είναι διάστηµα. Στο

επίπεδο, για παράδειγµα, η ένωση δύο τεµνόµενων δίσκων δεν είναι δίσκος, εκτός αν ο ένας περιέχεται στον

άλλο.
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Συνεχείς συναρτήσεις

Ορισµός. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) δυο µετρικοί χώροι και f : X → Y µια συνάρτηση.

(1) Η f λέγεται συνεχής σε κάποιο x0 ∈ X αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ X µε

d(x, x0) < δ έχουµε ρ( f (x), f (x0)) < ε. Η f λέγεται συνεχής αν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο.

(2) Η f λέγεται οµοιόµορφα συνεχής αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ X µε

d(x, y) < δ έχουµε ρ( f (x), f (y)) < ε.

Παρατηρήσεις.

(1) Στην περίπτωση όπου X = Y = R µε την συνηθισµένη µετρική, οι προηγούµενοι ορισµοί συµπίπτουν

µε τους γνωστούς από την Ανάλυση ορισµούς τής συνέχειας και τής οµοιόµορφης συνέχειας.

(2) Η f είναι συνεχής στο x0 αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

f (D(x0, δ)) ⊂ D( f (x0), ε).

X

Y

x0 f (x0)

D(x0, δ)

D( f (x0), ε)

f (D(x0, δ))

f

(3) Η f είναι συνεχής στο x0 αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία xn ∈ X µε xn → x0 έχουµε ότι f (xn) →
f (x0).

(4) Αν f , g : X → R είναι συνεχείς, τότε το άθροισµα, το γινόµενο και το πηλίκο των f και g είναι συνεχείς.

(5) Αν X, Y, Z είναι µετρικοί χώροι και f : X → Y, g : Y → Z συνεχείς τότε η σύνθεση g ◦ f : X → Z είναι

συνεχής.

Θεώρηµα. ΄Εστω X, Y µετρικοί χώροι και f : X → Y µια συνάρτηση. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα :

(1) Η f είναι συνεχής.

(2) Για κάθε A ⊂ Y κλειστό, το f −1(A) είναι κλειστό.

(3) Για κάθε A ⊂ Y ανοιχτό, το f −1(A) είναι ανοιχτό.

Απόδειξη.
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(1)⇒ (2) ΄Εστω xn ∈ f −1(A) µε xn → x. Τότε f (xn) ∈ A και f (xn)→ f (x) αφού η f είναι συνεχής. Αλλά το A είναι

κλειστό, άρα f (x) ∈ A, συνεπώς x ∈ f −1(A). Εποµένως το f −1(A) είναι κλειστό.

(2)⇒ (3) ΄Εστω A ⊂ Y ανοιχτό. Τότε το Y r A είναι κλειστό, άρα το f −1(Y r A) = X r f −1(A) είναι κλειστό,

εποµένως το f −1(A) είναι ανοιχτό.

(3)⇒ (1) ΄Εστω x0 ∈ X και ε > 0 τυχόντα. Τότε το f −1(D( f (x0), ε)) είναι ανοιχτό και x0 ∈ f −1(D( f (x0), ε)). ΄Αρα

υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε D(x0, δ) ⊂ f −1(D( f (x0), ε)). Αυτό σηµαίνει ότι f (D(x0, δ)) ⊂ D( f (x0), ε), άρα

η f είναι συνεχής.

�

Παρατήρηση. Το προηγούµενο ϑεώρηµα λέει ότι µια συνεχής συνάρτηση αντιστρέφει ανοιχτά σύνολα σε

ανοιχτά σύνολα και κλειστά σύνολα σε κλειστά σύνολα. ∆εν είναι αλήθεια ότι µια συνεχής συνάρτηση στέλνει

ανοιχτά σύνολα σε ανοιχτά σύνολα και κλειστά σύνολα σε κλειστά σύνολα. Για παράδειγµα, αν f (x) = sin x και

g(x) = arctan x, τότε f ((−10, 10)) = [−1, 1] και g(R) = (−π/2, π/2).

Παραδείγµατα.

(1) Αν ο X είναι διακριτός χώρος και ο Y τυχόντας µετρικός χώρος τότε κάθε f : X → Y είναι συνεχής

αφού κάθε υποσύνολο τού X είναι ανοιχτό, άρα και το f −1(A) για κάθε ανοιχτό A ⊂ Y.

(2) Ο κύκλος C = {(x, y) ∈ R2 : x2
+ y2
= 1} είναι κλειστό σύνολο γιατί C = f −1({1}), όπου f (x, y) = x2

+ y2

συνεχής.
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Κλειστότητα, σηµεία συσσώρευσης, εσωτερικό και σύνορο

Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Θέτουµε

A = {x ∈ X : Υπάρχει ακολουθία xn ∈ A τέτοια ώστε xn → x}.

Το A ονοµάζεται κλειστότητα τού A και τα σηµεία του οριακά σηµεία τού A.

∆ιαισθητικά, η κλειστότητα ενός συνόλου αποτελείται από όλα τα σηµεία που απέχουν «µηδενική απόσταση»

από το σύνολο.

Παρατήρηση. Κάθε σηµείο x τού A είναι προφανώς το όριο τής σταθερής ακολουθίας xn = x, άρα κάθε σηµείο

τού A είναι οριακό σηµείο τού A. ∆ηλαδή, A ⊂ A.

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X.

(1) ΄Ενα σηµείο x ανήκει στο A αν και µόνο αν κάθε περιοχή τού σηµείου τέµνει το A.

(2) Το A είναι κλειστό.

(3) Το A είναι κλειστό αν και µόνο αν A = A.

Απόδειξη.

(1) ΄Εστω ότι x ∈ A και ε > 0. Από τον ορισµό τού A, υπάρχει xn ∈ A µε xn → x. Εποµένως υπάρχει n0

τέτοιο ώστε xn0 ∈ D(x, ε). Αντίστροφα, αν κάθε περιοχή τού x τέµνει το A, τότε για κάθε n µπορούµε

να επιλέξουµε xn ∈ A ∩ D(x, 1/n). Από αυτό συνεπάγεται ότι d(xn, x) < 1/n→ 0, άρα xn → x, συνεπώς

x ∈ A.

(2) Αρκεί να δείξουµε ότι αν xn είναι µια ακολουθία σηµείων τού A µε xn → x, τότε x ∈ A. Αφού x1 ∈ A,

το x1 είναι όριο κάποιας ακολουθίας σηµείων τού A, άρα υπάρχει y1 ∈ A τέτοιο ώστε d(x1, y1) < 1.

Οµοίως, αφού το x2 είναι όριο ακολουθίας σηµείων τού A, υπάρχει y2 ∈ A τέτοιο ώστε d(x2, y2) < 1/2.

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε µια ακολουθία yn ∈ A τέτοια ώστε d(xn, yn) < 1/n. Αλλά τότε

d(yn, x) ≤ d(yn, xn) + d(xn, x) < 1/n + d(xn, x)→ 0. ∆ηλαδή yn → x, άρα x ∈ A.

(3) ΄Εστω ότι το A είναι κλειστό και x ∈ A. Τότε υπάρχει xn ∈ A µε xn → x. Αφού το A είναι κλειστό έχουµε

ότι x ∈ A. ∆ηλαδή A ⊂ A, άρα A = A, γιατί η σχέση A ⊂ A ισχύει πάντα. Αντίστροφα, αν A = A, τότε το

A είναι κλειστό από το (1).

�

Παρατήρηση. Η κλειστότητα τού A είναι το µικρότερο κλειστό υπερσύνολο τού A. Πράγµατι αν F ⊂ X κλειστό

µε F ⊃ A και x ∈ A, τότε υπάρχει ακολουθία xn ∈ A τέτοια ώστε xn → x. Αλλά xn ∈ F αφού το A είναι υποσύνολο

τού F. Συνεπώς x ∈ F διότι το F είναι κλειστό.

Παραδείγµατα.

(1) Στο R µε τη συνηθισµένη µετρική

(0, 1) = (0, 1] = [0, 1) = [0, 1] = [0, 1], Z = Z, Q = R, {1/n : n ∈ N} = {1/n : n ∈ N} ∪ {0}.
(2) Στο RN µε τη συνηθισµένη µετρική, D(x, r) = {y ∈ RN : d2(x, y) ≤ r}. ∆ηλαδή η κλειστότητα τού

ανοιχτού δίσκου είναι ο κλειστός δίσκος. Αυτό δεν ισχύει γενικά. Για παράδειγµα, σ’ ένα διακριτό

χώρο µε περισσότερα από ένα σηµεία, έχουµε

D(x, 1) = {x} = {x} , X = {y ∈ X : d(x, y) ≤ 1}.
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Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Θέτουµε

A′ = {x ∈ X : Για κάθε ε > 0 σύνολο D(x, ε) ∩ A είναι άπειρο}.
Το A′ ονοµάζεται παράγωγο σύνολο τού A και τα σηµεία του σηµεία συσσώρευσης τού A.

Παρατήρηση. Κάθε σηµείο συσσώρευσης είναι προφανώς οριακό σηµείο.

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X.

(1) Το A′ είναι κλειστό.

(2) A = A ∪ A′.

Απόδειξη.

(1) ΄Εστω xn ∈ A′ µε xn → x. Θα δείξουµε ότι το x είναι σηµείο συσσώρευσης τού A. ΄Εστω ε > 0. Αφού

xn → x, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε xn0 ∈ D(x, ε). Επιλέγουµε r > 0 τέτοιο ώστε D(xn0 , r) ⊂ D(x, ε). Αλλά

το xn0 είναι σηµείο συσσώρευσης τού A, άρα το D(xn0 , r) ∩ A είναι άπειρο, συνεπώς και το D(x, ε) ∩ A
είναι άπειρο.

(2) Προφανώς A∪ A′ ⊂ A. Ας υποθέσουµε ότι A∪ A′ $ A. Τότε υπάρχει ένα οριακό σηµείο x το οποίο δεν

είναι σηµείο συσσώρευσης και δεν ανήκει στο A. ΄Αρα υπάρχει r > 0 τέτοιο ώστε το σύνολο D(x, r) ∩ A
είναι πεπερασµένο. Θέτουµε ε = min{d(x, y) : y ∈ D(x, r) ∩ A} > 0. Τότε D(x, ε) ∩ A = ∅, άτοπο.

�

Παραδείγµατα.

(1) Σε κάθε µετρικό χώρο, ένα πεπερασµένο σύνολο δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(2) Σ’ ένα διακριτό χώρο, κανένα σύνολο δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(3) Στο R µε τη συνηθισµένη µετρική

(0, 1)′ = (0, 1]′ = [0, 1)′ = [0, 1]′ = ((0, 1) ∪ {3})′ = [0, 1], Z′ = ∅, Q′ = R, {1/n : n ∈ N}′ = {0}.
Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Θέτουµε

A◦ = {x ∈ A : Υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D(x, ε) ⊂ A}.
Το A◦ ονοµάζεται εσωτερικό τού A και τα σηµεία του εσωτερικά σηµεία τού A.

Παρατηρήσεις.

(1) Το A◦ είναι το µεγαλύτερο ανοιχτό υποσύνολο τού A.

(2) ΄Ενα σύνολο είναι ανοιχτό αν και µόνο αν είναι ίσο µε το εσωτερικό του.

Παραδείγµατα. Στο R µε τη συνηθισµένη µετρική

(0, 1)◦ = (0, 1]◦ = [0, 1)◦ = [0, 1]◦ = ((0, 1) ∪ {3})◦ = (0, 1), Z◦ = ∅, Q◦ = ∅, {1/n : n ∈ N}◦ = ∅.
Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Θέτουµε

∂A = A r A◦.

Το ∂A ονοµάζεται σύνορο τού A και τα σηµεία του συνοριακά σηµεία τού A.

Παραδείγµατα.

(1) Σ’ ένα διακριτό χώρο, το σύνορο οποιουδήποτε συνόλου είναι κενό.

(2) Στο R µε τη συνηθισµένη µετρική

∂(0, 1) = ∂(0, 1] = ∂[0, 1) = ∂[0, 1] = {0, 1}, ∂Z = Z, ∂Q = R.
(3) Στο R2 µε τη συνηθισµένη µετρική, το συνόρο ενός δίσκου είναι η περιφέρειά του.

Κάποιες σχέσεις ανάµεσα στις προηγούµενες έννοιες δίνονται στο ακόλουθο.

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, και A ⊂ X. Τότε :

(1) X r A = X r A◦.
(2) (X r A)◦ = X r A.

(3) ∂A = ∂(X r A).
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Απόδειξη.

(1) Το XrA◦ είναι κλειστό υπερσύνολο τού XrA, άρα X r A ⊂ XrA◦. ΄Εστω τώρα x ∈ XrA◦. Τότε x < A◦,
άρα για κάθε r > 0 έχουµε D(x, r) 1 A, δηλαδή D(x, r) ∩ (X r A) , ∅. Εποµένως x ∈ X r A.

(2) Εφαρµόζουµε το (1) µε το X r A στη ϑέση τού A.

(3) ΄Εχουµε

∂(X r A) = X r A r (X r A)◦ = X r A ∩ (X r (X r A)◦) = (X r A◦) ∩ (X r (X r A))

= (X r A◦) ∩ A = A r A◦ = ∂A.

�
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Ισοδύναµες µετρικές

Αν ένα σύνολο X έχει περισσότερες από µια µετρικές, ας πούµε ρ1, ρ2, ρ3, . . . , τότε µερικές ϕορές, για

συντοµία, ϑα λέµε ότι ένα υποσύνολο τού X είναι ρk-ανοιχτό ή ρk-κλειστό, αν είναι ανοιχτό ή κλειστό αντίστοιχα,

ως προς την ρk.

Θεώρηµα. ΄Εστω X ένα σύνολο και ρ1, ρ2 δυο µετρικές στο X. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

(1) ΄Ενα σύνολο είναι ρ1-ανοιχτό αν και µόνο αν είναι ρ2-ανοιχτό.

(2) Μια ακολουθία συγκλίνει ως προς την ρ1 αν και µόνο αν συγκλίνει ως προς την ρ2.

(3) ΄Ενα σύνολο είναι ρ1-κλειστό αν και µόνο αν είναι ρ2-κλειστό.

Απόδειξη.

(1)⇒(2) ΄Εχουµε

xn
ρ1−→ x

⇔ Για κάθε ρ1-ανοιχτό σύνολο A µε x ∈ A, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε xn ∈ A για κάθε n ≥ n0

⇔ Για κάθε ρ2-ανοιχτό σύνολο A µε x ∈ A, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε xn ∈ A για κάθε n ≥ n0

⇔ xn
ρ2−→ x

(2)⇒(3) ΄Ενα σύνολο είναι κλειστό αν και µόνο αν το όριο κάθε συγκλίνουσας ακολουθίας σηµείων του, ανήκει

στο σύνολο. Εποµένως αν υποθέσουµε ότι οποιαδήποτε ακολουθία συγκλίνει ως προς την ρ1 αν και

µόνο αν συγκλίνει ως προς την ρ2, έχουµε ότι ένα σύνολο είναι κλειστό ως προς την ρ1 αν και µόνο αν

είναι κλειστό ως προς την ρ2.

(3)⇒(1) ΄Ενα σύνολο είναι ανοιχτό αν και µόνο αν το συµπλήρωµά του είναι κλειστό.

�

Ορισµός. ∆υο µετρικές οι οποίες ικανοποιούν οποιαδήποτε από τις συνθήκες τού προηγούµενου ϑεωρήµατος

ονοµάζονται ισοδύναµες.

Θεώρηµα (Κριτήριο Hausdorff ). ∆υο µετρικές ρ1 και ρ2 σε κάποιο σύνολο X είναι ισοδύναµες αν και µόνο αν για

κάθε x ∈ X και ε > 0 υπάρχουν δ1 > 0 και δ2 > 0 τέτοια ώστε D1(x, δ1) ⊂ D2(x, ε) και D2(x, δ2) ⊂ D1(x, ε), όπου

D1 και D2 είναι οι ανοιχτοί δίσκοι ως προς τις ρ1 και ρ2 αντίστοιχα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι µετρικές είναι ισοδύναµες. Ο δίσκος D2(x, ε) είναι ανοιχτό σύνολο ως προς την ρ2

άρα και ως προς την ρ1, εποµένως υπάρχει δ1 > 0 τέτοιο ώστε D1(x, δ1) ⊂ D2(x, ε). Οµοίως δείχνουµε ότι

D2(x, δ2) ⊂ D1(x, ε) χρησιµοποιώντας ότι ο D1 είναι ανοιχτός ως προς την ρ2.

Αντίστροφα, έστω ότι το A είναι ρ1-ανοιχτό, και x ∈ A τυχόν. Τότε υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D1(x, ε) ⊂ A.

Από υπόθεση, υπάρχει δ2 > 0 µε D2(x, δ2) ⊂ D1(x, ε) ⊂ A. Αφού το x ήταν τυχόν, το A είναι ρ2-ανοιχτό. Ανάλογα

δείχνουµε ότι αν ένα σύνολο είναι ρ2-ανοιχτό, τότε είναι και ρ1-ανοιχτό. �

Παραδείγµατα.

(1) Στον RN οι µετρικές d1, d2 και d∞ είναι ισοδύναµες διότι d∞ ≤ d2 ≤
√

Nd∞ και d∞ ≤ d1 ≤ Nd∞,

έτσι η σύγκλιση ως προς κάποια από τις µετρικές, είναι ισοδύναµη µε την σύγκλιση ως προς όλες τις

υπόλοιπες.

(2) Στο σύνολο C([0, 1]), οι µετρικές d1 και d∞ δεν είναι ισοδύναµες. Πράγµατι, αν ϑέσουµε

fn(t) =















1 − nt, 0 ≤ t ≤ 1/n

0, 1/n ≤ t ≤ 1
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1

1

1/n

τότε

d1( fn, 0) =
∫ 1/n

0
(1 − nt)dt =

1
2n
→ 0,

άρα fn
d1−→ 0. Αλλά η fn συγκλίνει κατά σηµείο στην ασυνεχή συνάρτηση

h(t) =















1, t = 0

0, t , 0
,

εποµένως δεν συγκλίνει οµοιόµορφα σε καµία συνάρτηση, άρα δεν συγκλίνει σε καµία συνάρτηση ως

προς την d∞, αφού η σύγκλιση ως προς την d∞ είναι ισοδύναµη µε την οµοιόµορφη σύγκλιση.

Παρατηρήστε όµως ότι d1( f , g) ≤ d∞( f , g), εποµένως αν µια ακολουθία συγκλίνει ως προς την d∞
τότε συγκλίνει και ως προς την d1.
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Υπόχωροι

Αν ο (X, d) είναι µετρικός χώρος και Y ⊂ X, τότε το Y µπορεί να ϑεωρηθεί και αυτό µετρικός χώρος µε

µετρική τον περιορισµό τής d στο Y × Y. Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι ο Y είναι υπόχωρος τού X. Αν y ∈ Y ϑα

χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό DY (y, r) για τον ανοιχτό δίσκο στον Y, και DX(y, r) για τον ανοιχτό δίσκο στον

X. ∆ηλαδή

DX(y, r) = {z ∈ X : d(y, z) < r}
DY (y, r) = {z ∈ Y : d(y, z) < r} = Y ∩ DX(y, r).

Θεώρηµα. ΄Εστω X µετρικός χώρος, Y ⊂ X, και A ⊂ Y.

(1) Το A είναι ανοιχτό στον Y αν και µόνο αν υπάρχει G ανοιχτό στον X τέτοιο ώστε A = Y ∩G.

(2) Το A είναι κλειστό στον Y αν και µόνο αν υπάρχει F κλειστό στον X τέτοιο ώστε A = Y ∩ F.

Απόδειξη.

(1) Αν το A είναι ανοιχτό στον Y, τότε για κάθε x ∈ A υπάρχει rx > 0 τέτοιο ώστε DY (x, rx) ⊂ A. Εποµένως

A =
⋃

x∈A
DY (x, rx) = Y ∩

⋃

x∈A
DX(x, rx) = Y ∩G,

όπου το G είναι ανοιχτό στον X.

Αντίστροφα, έστω A = Y ∩G, για κάποιο G ανοιχτό στον X, και έστω x ∈ A τυχόν. Τότε x ∈ G, και

αφού το G είναι ανοιχτό στον X, υπάρχει r > 0 τέτοιο ώστε DX(x, r) ⊂ G. Εποµένως

DY (x, r) = Y ∩ DX(x, r) ⊂ Y ∩G = A.

΄Αρα το A είναι ανοιχτό στον Y.

(2) Το A είναι κλειστό στον Y ⇔ το Y r A είναι ανοιχτό στον Y ⇔ Y r A = Y ∩G για κάποιο G ανοιχτό στον

X ⇔ A = Y ∩ F για κάποιο F κλειστό στον X.

�

Παρατηρήσεις.

(1) Αν το Y είναι ανοιχτό στον X, τότε ένα υποσύνολο A ⊂ Y είναι ανοιχτό στον Y αν και µόνο αν είναι

ανοιχτό στον X. Οµοίως µε τα κλειστά.

(2) Αν ένα σύνολο είναι ανοιχτό, αντίστοιχα κλειστό, σ’ ολόκληρο τον χώρο, τότε είναι ανοιχτό, αντίστοιχα

κλειστό, σε κάθε υπόχωρο. Το αντίστροφο, όπως ϕαίνεται από τα παραδείγµατα παρακάτω, δεν ισχύει.

Παραδείγµατα.

(1) Αν X = R, Y = [0, 2], και A = [0, 1), τότε το A είναι ανοιχτό στον Y διότι A = Y ∩ (−666, 1). Φυσικά, το A δεν

ανοιχτό στον X.

(2) Αν X = R2, Y = R × {0} (ο άξονας των x), και A = (−1, 1) × {0} (ένα ανοιχτό διάστηµα πάνω στον άξονα των

x), τότε το A είναι ανοιχτό στον Y αφού A = Y ∩ DX((0, 0), 1). ΄Οπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, το

A δεν είναι ϐέβαια ανοιχτό σ’ ολόκληρο τον χώρο X. Στην πραγµατικότητα, κανένα υποσύνολο τού Y δεν

είναι ανοιχτό στον X γιατί κανένα υποσύνολο µιας ευθείας δεν µπορεί να περιέχει έναν 2-διάστατο δίσκο.

(3) Αν X = R και Y = Z, τότε κάθε µονοσύνολο {n}, n ∈ Y, είναι ανοιχτό στον Y, διότι

{n} = Y ∩ (n − 1/8, n + 1/8).

Εποµένως κάθε υποσύνολο τού Y είναι ανοιχτό στον Y. Παρατηρήστε και εδώ, ότι κανένα υποσύνολο τού

Y δεν είναι ανοιχτό στον X.
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∆ιαχωρισιµότητα

Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου X ονοµάζεται πυκνό, αν A = X. Ο X ονοµάζεται διαχωρίσιµος,

αν έχει αριθµήσιµο και πυκνό υποσύνολο.

Παρατηρήσεις.

(1) Το A είναι πυκνό αν και µόνο αν για κάθε x ∈ X υπάρχει ακολουθία σηµείων τού A η οποία συγκλίνει στο

x.

(2) Το A είναι πυκνό αν και µόνο αν κάθε περιοχή κάθε σηµείου τού X τέµνει το A. ∆ηλαδή για κάθε x ∈ X
και κάθε ε > 0, υπάρχει y ∈ A µε d(x, y) < ε.

Παραδείγµατα.

(1) Το R µε τη συνηθισµένη µετρική είναι διαχωρίσιµος χώρος, αφού Q = R.

(2) ΄Ενας διακριτός χώρος X είναι διαχωρίσιµος αν και µόνο αν το X είναι αριθµήσιµο. Αυτό προκύπτει από το

ότι σ’ ένα διακριτό χώρο το µοναδικό πυκνό σύνολο είναι ο ίδιος ο χώρος.

(3) Ο χώρος C([a, b]) µε την µετρική d∞ είναι διαχωρίσιµος, διότι, από το ϑεώρηµα τού Weierstrass, το σύνολο

όλων των πολυωνύµων µε ϱητούς συντελεστές είναι πυκνό.

Θεώρηµα. Αν ο (X, d) είναι διαχωρίσιµος και Y ⊂ X, τότε και ο Y είναι διαχωρίσιµος.

Απόδειξη. ΄Εστω {xn : n ∈ N} αριθµήσιµο και πυκνό υποσύνολο τού X. Για κάθε y ∈ Y και για κάθε k ∈ N,

υπάρχει n(y, k) ∈ N, τέτοιο ώστε d(xn(y,k), y) < 1/k. Για κάθε k, το σύνολο {n(y, k) : y ∈ Y} είναι αριθµήσιµο γιατί

είναι υποσύνολο τού N. Εποµένως υπάρχουν y j
k ∈ Y, j ∈ N, τέτοια ώστε {n(y, k) : y ∈ Y} = {n(y j

k, k) : j ∈ N}.
Ισχυριζόµαστε ότι το αριθµήσιµο σύνολο {y j

k : j, k ∈ N} είναι πυκνό στο Y. Πράγµατι, έστω y ∈ Y και ε > 0.

Επιλέγουµε k έτσι ώστε 1/k < ε/2, και j ώστε n(y, k) = n(y j
k, k). Τότε

d(y, y j
k) ≤ d(y, xn(y,k)) + d(xn(y j

k ,k), y
j
k) < 1/k + 1/k < ε.

�

Θεώρηµα (Lindelof ). ΄Εστω X διαχωρίσιµος, και Ai ⊂ X, i ∈ I, µια οικογένεια ανοιχτών συνόλων. Τότε υπάρχει

J ⊂ I αριθµήσιµο τέτοιο ώστε
⋃

i∈I Ai =
⋃

i∈J Ai.

Απόδειξη. ΄Εστω {xn : n ∈ N} αριθµήσιµο και πυκνό υποσύνολο τού X. Θεωρούµε την οικογένεια D όλων των

ανοιχτών δίσκων τής µορφής D(xn, 1/k), n, k ∈ N. Η D είναι αριθµήσιµη, άρα D = {Dm : m ∈ N}. Θέτουµε

τώρα A =
⋃

i∈I Ai. Για κάθε x ∈ A υπάρχει i(x) ∈ I τέτοιο ώστε x ∈ Ai(x). Επιλέγουµε m(x) ∈ N τέτοιο ώστε

x ∈ Dm(x) ⊂ Ai(x). Η οικογένεια {m(x) : x ∈ A} είναι αριθµήσιµη, άρα υπάρχουν x j ∈ A, j ∈ N, τέτοια ώστε

{m(x) : x ∈ A} = {m(x j) : j ∈ N}. Θέτουµε J = {i(x j) : j ∈ N}. Τότε A =
⋃

i∈J Ai. �
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Πληρότητα

Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Μια ακολουθία xn ∈ X ονοµάζεται Cauchy αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0

τέτοιο ώστε για κάθε m, n ≥ n0 έχουµε d(xn, xm) < ε. Ο X λέγεται πλήρης αν κάθε ακολουθία Cauchy συγκλίνει.

Παρατήρηση. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι Cauchy. Αυτό προκύπτει άµεσα από την τριγωνική ανισότη-

τα

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(xm, x).

Παραδείγµατα.

(1) Στην περίπτωση τού R µε την συνηθισµένη µετρική, ο ορισµός της ακολουθίας Cauchy συµπίπτει µε τον

γνωστό από την Ανάλυση αντίστοιχο ορισµό. ΄Ετσι το R είναι πλήρης χώρος.

(2) Ο RN µε την συνηθισµένη µετρική d2 είναι πλήρης χώρος. Πράγµατι, αν xn είναι µια ακολουθία Cauchy,

τότε από τη σχέση |xn(k) − xm(k)| ≤ d2(xn, xm) έπεται ότι, για κάθε k = 1, 2, . . . ,N, η xn(k) είναι ακολουθία

Cauchy στο R, άρα συγκλίνει. Εποµένως η xn συγκλίνει διότι η σύγκλιση ως προς την d2 είναι ισοδύναµη

µε την κατά συντεταγµένη σύγκλιση.

(3) Το Q µε την συνηθισµένη µετρική δεν είναι πλήρης χώρος, διότι αν qn είναι µια ακολουθία ϱητών η οποία

συγκλίνει σε κάποιον άρρητο, τότε η qn είναι Cauchy, αλλά δεν συγκλίνει στο Q.

(4) Οµοίως, το (0, 1) µε την συνηθισµένη µετρική δεν είναι πλήρης χώρος, γιατί η 1/n είναι Cauchy και δεν

συγκλίνει σε σηµείο τού χώρου.

(5) Ο χώρος (C([a, b]), d∞) είναι πλήρης. Πράγµατι, αν fn είναι µια ακολουθία Cauchy, τότε

| fn(x) − fm(x)| ≤ d∞( fn, fm),

άρα η fn(x) είναι ακολουθία Cauchy στο R για κάθε x, εποµένως συγκλίνει. Θέτουµε f (x) = limn fn(x).
΄Εστω τώρα ε > 0. Αφού η fn είναι Cauchy, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε d∞( fn, fm) < ε για κάθε n,m ≥ n0. ΄Αρα

| fn(x) − fm(x)| < ε για κάθε n,m ≥ n0 και κάθε x. Παίρνοντας όριο στην προηγούµενη ανισότητα καθώς

m→ +∞, έχουµε ότι | fn(x) − f (x)| ≤ ε για κάθε n ≥ n0 και κάθε x. Εποµένως

sup
x∈[a,b]

| fn(x) − f (x)| ≤ ε,

για κάθε n ≥ n0. ∆ηλαδή fn → f οµοιόµορφα. Αυτό δείχνει ταυτόχρονα ότι f ∈ C([a, b]) και ότι fn → f ως

προς την d∞ (το οµοιόµορφο όριο συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση, και η σύγκλιση ως προς

την d∞ είναι ισοδύναµη µε την οµοιόµορφη σύγκλιση).

(6) Ο χώρος C([−1, 1], d1) δεν είναι πλήρης. Πράγµατι, ϑεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων

fn(x) =



























0, −1 ≤ x ≤ 0

nx, 0 ≤ x ≤ 1/n

1, 1/n ≤ x ≤ 1

.

Η fn είναι Cauchy διότι

d1( fn, fm) =
∫ 1

−1
| fn(x) − fm(x)| dx =

1
2

∣

∣

∣

∣

∣

1
n
− 1

m

∣

∣

∣

∣

∣

,

εποµένως, για δεδοµένο ε, αν επιλέξουµε n0 µε 1/n0 < ε, τότε για κάθε m, n ≥ n0 έχουµε d1( fn, fm) < ε. Ας

υποθέσουµε τώρα ότι fn
d1−→ f για κάποια συνεχή f . Τότε για κάθε c µε 0 < c < 1 και κάθε n µε 1/n < c

έχουµε
∫ 0

−1
| f | =

∫ 0

−1
| f − fn| ≤ d1( fn, f )→ 0,
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και
∫ 1

c
| f − 1| =

∫ 1

c
| f − fn| ≤ d1( fn, f )→ 0.

Συνεπώς
∫ 0

−1
| f | =

∫ 1

c
| f − 1| = 0.

Αφού η f είναι συνεχής, πρέπει να είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν στο [−1, 0], και ταυτοτικά ίση µε 1 στο

[c, 1]. Εφ’ όσον το 0 < c < 1 ήταν αυθαίρετο, έχουµε ότι η f είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν στο [−1, 0], και

ταυτοτικά ίση µε 1 στο (0, 1], άτοπο διότι υποθέσαµε ότι η f είναι συνεχής.

Θεώρηµα. ΄Εστω X πλήρης µετρικός χώρος και Y ⊂ X κλειστός υπόχωρος. Τότε ο Y είναι πλήρης.

Απόδειξη. ΄Εστω xn µια ακολουθία Cauchy στον Y. Τότε η xn είναι Cauchy στον X, άρα συγκλίνει σε κάποιο x.

Αφού ο Y είναι κλειστός, έχουµε x ∈ Y. �

Παρατήρηση. Το προηγούµενο ϑεώρηµα, όπως δείχνουν τα παραδείγµατα (3) και (4) παραπάνω, δεν ισχύει αν

ο Y δεν είναι κλειστός.

Ορισµός. Αν ο (X, d) είναι ένας µετρικός χώρος και A ⊂ X, τότε ϑέτουµε diam (A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}. Η

ποσότητα αυτή ονοµάζεται διάµετρος τού A.

Θεώρηµα (Cantor). ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και An ⊂ X, n ∈ N, µια ακολουθία κλειστών υποσυνόλων

τέτοια ώστε diam (An)→ 0 και An+1 ⊂ An για κάθε n. Τότε υπάρχει x0 ∈ X τέτοιο ώστε
⋂∞

n=1 An = {x0}.

Απόδειξη. Για κάθε n επιλέγουµε xn ∈ An. Τότε η xn είναι Cauchy. Πράγµατι, για δεδοµένο ε > 0, υπάρχει n0

τέτοιο ώστε diam (An0) < ε. Τότε για κάθε n,m ≥ n0 τα xn και xm ανήκουν στο An0 , άρα

d(xn, xm) ≤ diam (An0 ) < ε.

Αφού ο X είναι πλήρης, η xn συγκλίνει σε κάποιο x0. Τώρα, για κάθε k η ακολουθία xk, xk+1, xk+2, . . . ανήκει

στο Ak και συγκλίνει στο x0. Αλλά το Ak είναι κλειστό, εποµένως το x0 ανήκει στο Ak. ΄Ετσι, το x0 ανήκει στην

τοµή όλων των Ak. Αν, τέλος, υποθέσουµε ότι κάποιο άλλο y0 ανήκει στην τοµή, τότε έχουµε ότι τα x0 και y0

ανήκουν σε όλα τα An, άρα d(x0, y0) ≤ diam (An)→ 0. Συνεπώς d(x0, y0) = 0, εποµένως x0 = y0. �

Θεώρηµα (Baire). ΄Εστω X πλήρης µετρικός χώρος και Gn ⊂ X, n ∈ N, µια ακολουθία ανοιχτών και πυκνών

συνόλων. Τότε η τοµή
⋂∞

n=1 Gn είναι πυκνό σύνολο.

Απόδειξη. Θέτουµε G =
⋂∞

n=1 Gn. Θα δείξουµε ότι το G είναι πυκνό. Αρκεί να δείξουµε ότι για το τυχόν µη

κενό ανοιχτό U ⊂ X, έχουµε U ∩ G , ∅. Αφού το G1 είναι ανοιχτό και πυκνό, το U ∩ G1 είναι ανοιχτό και

µη κενό, άρα υπάρχει ανοιχτός δίσκος D1 τέτοιος ώστε D1 ⊂ U ∩ G1 και diam
(

D1

)

≤ 1. Οµοίως, Αφού το G2

είναι ανοιχτό και πυκνό, το D1 ∩ G2 είναι ανοιχτό και µη κενό, άρα υπάρχει ανοιχτός δίσκος D2 τέτοιος ώστε

D2 ⊂ D1 ∩ G2 και diam
(

D2

)

≤ 1/2. Συνεχίζοντας επαγωγικά, παίρνουµε µια ϕθίνουσα ακολουθία δίσκων Dn

έτσι ώστε Dn ⊂ Dn−1 ∩ Gn και diam
(

Dn

)

≤ 1/n. Από το ϑώρηµα Cantor, η τοµή
⋂∞

n=1 Dn είναι µη κενή (στην

πραγµατικότητα είναι µονοσύνολο). Αλλά
⋂∞

n=1 Dn ⊂ U ∩G, άρα U ∩G , ∅. �

Παρατήρηση. Η υπόθεση τής πληρότητας είναι απαραίτητη στα δυο προηγούµενα ϑεωρήµατα. Για παράδειγµα

στον µη πλήρη χώρο (0, 2) µε τη συνηθισµένη µετρική, η ϕθίνουσα ακολουθία An = (0, 1/n] αποτελείται από

κλειστά σύνολα (στο (0, 2)!), η διάµετρός τους τείνει στο µηδέν, αλλά η τοµή τους είναι κενή. Επίσης, στοQ = {qn : n ∈ N} µε τη συνηθισµένη µετρική, αν ϑέσουµε Gn = Q r {q1, . . . , qn}, τότε τα Gn είναι ανοιχτά (στοQ!) και πυκνά, αλλά η τοµή τους είναι κενή.

26



Σύνολα Fσ και Gδ - Σύνολα 1ης και 2ης κατηγορίας

Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου X ονοµάζεται :

• Fσ, αν είναι αριθµήσιµη ένωση κλειστών συνόλων.

• Gδ, αν είναι αριθµήσιµη τοµή ανοιχτών συνόλων.

• Πουθενά πυκνό, αν
(

A
)◦
= ∅.

• 1ης κατηγορίας, αν είναι αριθµήσιµη ένωση πουθενά πυκνών συνόλων.

• 2ης κατηγορίας, αν δεν είναι 1ης κατηγορίας.

Παρατήρηση. Το ϑεώρηµα Baire λέει ότι ένας πλήρης µετρικός χώρος είναι 2ης κατηγορίας. Πράγµατι, αν

υποθέσουµε ότι ο X είναι πλήρης και X =
⋃∞

n=1 An, µε τα An πουθενά πυκνά, τότε τα X r An είναι ανοιχτά και

πυκνά, άρα η τοµή τους είναι πυκνή, ιδιαίτερα, είναι µη κενή. Αλλά

∞
⋂

n=1

(X r An) ⊂
∞
⋂

n=1

(X r An) = X r
∞
⋃

n=1

An = ∅,

άτοπο.

Παραδείγµατα.

(1) Προφανώς, σε κάθε µετρικό χώρο τα κλειστά σύνολα είναι Fσ και τα ανοιχτά Gδ.
(2) Αν το F είναι κλειστό υποσύνολο ενός µετρικού χώρου (X, d), τότε είναι Gδ. Για να το αποδείξουµε, ϑέτουµε

Gn =
⋃

x∈F D(x, 1/n), n ∈ N. Τα Gn είναι (ανοιχτά) υπερσύνολα τού F, άρα η τοµή τους περιέχει το F. Τώρα

αν κάποιο y ανήκει στην τοµή
⋂∞

n=1 Gn, τότε για κάθε n υπάρχει xn ∈ F µε d(xn, y) < 1/n. Αυτό σηµαίνει ότι

xn → y. Αλλά το F είναι κλειστό, άρα y ∈ F. Συµπεραίνουµε ότι η τοµή των Gn είναι ακριβώς το F.

(3) Το συµπλήρωµα ενός ανοιχτού συνόλου είναι κλειστό, άρα, από το προηγούµενο παράδειγµα, κάθε ανοιχτό

σύνολο είναι Fσ.
(4) Στο R µε την συνηθισµένη µετρική, το Q = {qn : n ∈ N} είναι Fσ διότι Q = ⋃∞

n=1{qn} και τα µονοσύνολα

είναι κλειστά (γενικότερα, σε κάθε µετρικό χώρο τα αριθµήσιµα σύνολα είναι Fσ). Είναι 1ης κατηγορίας,

γιατί τα µονοσύνολα (στοR) είναι πουθενά πυκνά. ∆εν είναι πουθενά πυκνό, γιατί είναι πυκνό. Θα δείξουµε

ότι δεν είναι Gδ. Ας υποθέσουµε ότι είναι Gδ, τότε Q = ⋂∞
n=1 Gn όπου τα Gn είναι ανοιχτά. ΄ΕτσιR = Q ∪ (R rQ) =

∞
⋃

n=1

{qn} ∪
∞
⋃

n=1

(R rGn).

΄Ολα τα σύνολα στην παραπάνω ένωση είναι κλειστά, εποµένως, από το ϑεώρηµα τού Baire, κάποιο από

αυτά πρέπει να έχει µη κενό εσωτερικό, διαφορετικά το R ϑα ήταν 1ης κατηγορίας. Αλλά, προφανώς

{qn}◦ = ∅ για κάθε n. Επίσης, (R rGn)◦ = ∅, για κάθε n, διότι τα σύνολα αυτά αποτελούνται από άρρητους

αριθµούς.

(5) ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) δυο µετρικοί χώροι και f : X → Y µια συνάρτηση. Τότε το σύνολο των σηµείων συνέχειας

τής f είναι Gδ. Πράγµατι, για κάθε x ∈ X και δ > 0 ϑέτουµε

τ( f , x, δ) = sup {ρ( f (z), f (w)) : z,w ∈ D(x, δ)} = diam ( f (D(x, δ)), τ( f , x) = inf
δ>0
τ( f , x, δ),

και παρατηρούµε ότι η f είναι συνεχής στο x αν και µόνο αν τ( f , x) = 0. Εποµένως το σύνολο των σηµείων

συνέχειας τής f είναι

{x ∈ X : τ( f , x) = 0} =
∞
⋂

n=1

{

x ∈ X : τ( f , x) <
1
n

}

=

∞
⋂

n=1

Gn.

Αλλά τα Gn είναι ανοιχτά, άρα η τοµή τους είναι Gδ.
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(6) ∆εν υπάρχει συνάρτηση f : R→ R η οποία είναι συνεχής µόνο στους ϱητούς. Αυτό προκύπτει από τα δύο

προηγούµενα παραδείγµατα.
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Συµπάγεια

Ορισµός. ΄Ενας µετρικός χώρος λέγεται συµπαγής αν κάθε ακολουθία έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. ΄Ενα

υποσύνολο ενός µετρικού χώρου λέγεται συµπαγές αν, ως υπόχωρος, είναι συµπαγής.

Παραδείγµατα.

(1) ΤοR µε τη συνηθισµένη µετρική δεν είναι συµπαγής χώρος διότι η ακολουθία xn = n δεν έχει συγκλίνουσα

υπακολουθία.

(2) Το [0, 1] είναι συµπαγές υποσύνολο τού R µε τη συνηθισµένη µετρική, διότι, από το ϑεώρηµα Bolzano­

Weierstrass, κάθε ακολουθία στο [0, 1] έχει υπακολουθία η οποία συγκλίνει στο [0, 1].
(3) Το (0, 1) δεν είναι συµπαγές υποσύνολο τού R, διότι όλες οι υπακολουθίες τής xn = 1/n συγκλίνουν στο 0

το οποίο δεν ανήκει στο (0, 1).
(4) Το [0, 1] δεν είναι συµπαγές υποσύνολο τούR µε τη διακριτή µετρική. Πράγµατι, η ακολουθία xn = 1/n δεν

έχει συγκλίνουσα υπακολουθία αφού σ’ ένα διακριτό χώρο µόνο οι τελικά σταθερές ακολουθίες συγκλίνουν.

Θεώρηµα. Αν ο (X, d) είναι συµπαγής τότε είναι πλήρης.

Απόδειξη. ΄Εστω xn µια ακολουθία Cauchy. Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχει µια υπακολουθία xkn και ένα

σηµείο x ∈ X έτσι ώστε xkn → x. Αλλά τότε

d(xn, x) ≤ d(xn, xkn ) + d(xkn , x)→ 0.

�

Το αντίστροφο δεν ισχύει. Για παράδειγµα, τοR µε τη συνηθισµένη µετρική είναι πλήρης και όχι συµπαγής

χώρος.

Θεώρηµα. ΄Εστω A συµπαγές υποσύνολο ενός µετρικού χώρου (X, d). Τότε το A είναι κλειστό και ϕραγµένο.

Απόδειξη. ΄Εστω xn ∈ A τέτοια ώστε xn → x. Αφού το A είναι συµπαγές, υπάρχει υπακολουθία xkn και y ∈ A µε

xkn → y. Εποµένως η xkn συγκλίνει στο x και στο y. Από µοναδικότητα ορίου έχουµε x = y, άρα x ∈ A, συνεπώς

το A είναι κλειστό. Ας υποθέσουµε τώρα ότι το A δεν είναι ϕραγµένο και ας σταθεροποιήσουµε κάποιο x0 ∈ X.

Τότε για κάθε n έχουµε ότι A 1 D(x0, n), διαφορετικά το A ϑα ήταν ϕραγµένο. Εποµένως υπάρχει ακολουθία

xn ∈ A µε d(xn, x0) ≥ n. Αφού το A είναι συµπαγές, υπάρχει υπακολουθία xkn και x ∈ A έτσι ώστε xkn → x. Αλλά

τότε

kn ≤ d(xkn , x0) ≤ d(xkn , x) + d(x, x0).

Αυτό είναι άτοπο γιατί το αριστερά µέλος τείνει στο +∞, ενώ το δεξιά τείνει στο d(x, x0). �

Το παράδειγµα (4) παραπάνω δείχνει ότι το αντίστροφο τού προηγούµενου ϑεωρήµατος γενικά δεν ισχύει.

Παρ’ όλα αυτά έχουµε το ακόλουθο.

Θεώρηµα. Αν το A είναι κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο τού RN µε την συνηθισµένη µετρική, τότε το A είναι

συµπαγές.

Απόδειξη. Για απλότητα, δίνουµε την απόδειξη στην περίπτωση N = 2. ΄Εστω (xn, yn) ∈ A µια ακολουθία. Τότε

η xn είναι ϕραγµένη, άρα από Bolzano­Weierstrass, υπάρχει υπακολουθία xkn και x ∈ R έτσι ώστε xkn → x.

Οµοίως, η ykn είναι ϕραγµένη, άρα υπάρχει υπακολουθία yℓkn
και y ∈ R έτσι ώστε yℓkn

→ y. Εποµένως xℓkn
→ x

και yℓkn
→ y, δηλαδή (xℓkn

, yℓkn
) → (x, y). Αφού το A είναι κλειστό, έχουµε (x, y) ∈ A. Συµπεραίνουµε ότι το A

είναι συµπαγές. �
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Θεώρηµα. ΄Εστω A συµπαγές υποσύνολο ενός µετρικού χώρου X, και f : A → R µια συνεχής συνάρτηση. Τότε

η f είναι ϕραγµένη και παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε ότι η f είναι άνω ϕραγµένη και παίρνει µέγιστη τιµή. Ας υποθέσουµε ότι η f δεν

είναι άνω ϕραγµένη. Τότε υπάρχει ακολουθία xn ∈ A τέτοια ώστε f (xn) > n. Αφού το A είναι συµπαγές,

υπάρχει υπακολουθία xkn και x ∈ A έτσι ώστε xkn → x. Αφού η f είναι συνεχής, f (xkn ) → f (x). ΄Αρα η f (xkn )
είναι ϕραγµένη, άτοπο αφού f (xkn ) > kn. Θέτουµε τώρα s = sup f (A). Από την χαρακτηριστική ιδιότητα τού

supremum, υπάρχει ακολουθία xn ∈ A τέτοια ώστε s − 1/n < f (xn) ≤ s. ΄Αρα f (xn) → s. Αφού το A είναι

συµπαγές, υπάρχει υπακολουθία xℓn και ξ ∈ A έτσι ώστε xℓn → ξ, εποµένως, λόγω συνέχειας, f (xℓn )→ f (ξ). Απ’

την άλλη, f (xℓn ) → s, εποµένως, από µοναδικότητα ορίου, f (ξ) = s = sup f (A). Αυτό σηµαίνει ότι η f παίρνει

µέγιστη τιµή στο ξ. Οµοίως δείχνουµε ότι η f είναι κάτω ϕραγµένη και παίρνει ελάχιστη τιµή. �

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και f : X → Y συνεχής. Αν ο X είναι συµπαγής, τότε η f είναι

οµοιόµορφα συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Τότε υπάρχει ε > 0 και ακολουθίες xn, yn ∈ X τέτοιες

ώστε d(xn, yn) < 1/n και ρ( f (xn), f (yn)) ≥ ε. Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχουν υπακολουθίες xkn , ykn και

σηµεία x, y ∈ X έτσι ώστε xkn → x και ykn → y. Παρατηρούµε ότι

d(x, y) ≤ d(x, xkn) + d(xkn , ykn) + d(ykn , y)→ 0.

΄Αρα x = y. Τώρα, η f είναι συνεχής, εποµένως f (xkn )→ f (x) και f (ykn )→ f (y) = f (x). Συνεπώς

ε ≤ ρ( f (xkn ), f (ykn)) ≤ ρ( f (xkn ), f (x)) + ρ( f (x), f (ykn ))→ 0,

άτοπο. �

Τα δυο προηγούµενα ϑεωρήµατα γενικεύουν τις αντίστοιχες ιδιότητες (γνωστές από την Ανάλυση) συνεχών

συναρτήσεων που ορίζονται σε κλειστά και ϕραγµένα διαστήµατα.

Θεώρηµα. ΄Εστω X, Y µετρικοί χώροι και f : X → Y συνεχής. Αν το A ⊂ X είναι συµπαγές, τότε το f (A) είναι

συµπαγές.

Απόδειξη. ΄Εστω f (xn) µια ακολουθία στο f (A). Αφού το A είναι συµπαγές υπάρχει υπακολουθία xkn τέτοια ώστε

xkn → x για κάποιο x ∈ A. Λόγω συνέχειας, έχουµε f (xkn )→ f (x), άρα το f (A) είναι συµπαγές. �

Ορισµός. ΄Εστω X µετρικός χώρος και A ⊂ X. Μια οικογένεια ανοιχτών συνόλων Gi, i ∈ I, µε A ⊂ ⋃

i∈I Gi,

ονοµάζεται ανοιχτή κάλυψη τού A.

Θεώρηµα. ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) είναι συµπαγής αν και µόνο αν κάθε ανοιχτή κάλυψη τού X έχει πεπε-

ϱασµένη υποκάλυψη. ∆ηλαδή αν X =
⋃

i∈I Gi, µε τα Gi ανοιχτά, τότε υπάρχει J ⊂ I πεπερασµένο τέτοιο ώστε

X =
⋃

i∈J Gi. Ισοδύναµα, αν υπάρχουν i1, i2, . . . , in ∈ I, τέτοια ώστε X =
⋃n

k=1 Gik .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι κάθε ανοιχτή κάλυψη έχει πεπερασµένη υποκάλυψη, και έστω xn ∈ X µια ακολουθία. Για

κάθε n ϑέτουµε

Fn = {xn, xn+1, xn+2, . . . }.
Τότε τα Fn έχουν µη κενή τοµή, διαφορετικά τα X r Fn ϑα αποτελούσαν ανοιχτή κάλυψη τού X, άρα, από

υπόθεση, πεπερασµένο πλήθος από τα σύνολα αυτά, ας πούµε τα X r Fn1 , . . . , X r FnN , ϑα κάλυπταν το χώρο.

Αλλά η ακολουθία X r Fn είναι αύξουσα, εποµένως το X r FnN ϑα ήταν ίσο µε ολόκληρο τον χώρο, δηλαδή το

FnN ϑα ήταν κενό, άτοπο. Επιλέγουµε τώρα x ∈ ⋂∞
n=1 Fn. Αφού x ∈ F1, υπάρχει k1 τέτοιο ώστε d(x, xk1) < 1.

Αφού x ∈ Fk1+1, υπάρχει k2 > k1 τέτοιο ώστε d(x, xk2) < 1/2. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε µια

υπακολουθία xkn τέτοια ώστε d(x, xkn) < 1/n, το οποίο σηµαίνει ότι xkn → x, άρα ο X είναι συµπαγής.

Αντίστροφα, έστω ότι ο X είναι συµπαγής. Ισχυριζόµαστε ότι για κάθε ε > 0, ο χώρος καλύπτεται από

πεπερασµένο πλήθος δίσκων ακτίνας ε. Πράγµατι, αν αυτό δεν ήταν αλήθεια, τότε ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε

µια ακολουθία xn µε την ιδιότητα xn+1 <
⋃n

k=1 D(xk, ε), για κάθε n. ∆ηλαδή οι όροι τής xn ϑα είχαν ανά δύο

απόσταση τουλάχιστον ε. Εποµένως η xn δεν ϑα είχε συγκλίνουσα υπακολουθία, άτοπο. ΄Ετσι για κάθε n ο

χώρος καλύπτεται από πεπερασµένο πλήθος δίσκων ακτίνας 1/n. ΄Εστω An το σύνολο των κέντρων αυτών των

δίσκων. Τότε το
⋃∞

n=1 An είναι αριθµήσιµο και πυκνό, δηλαδή ο X είναι διαχωρίσιµος. ΄Εστω τώρα Gi, i ∈ I,
µια ανοιχτή κάλυψη τού X. Θα δείξουµε ότι έχει πεπερασµένη υποκάλυψη. Αφού ο X είναι διαχωρίσιµος,
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από το ϑεώρηµα Lindelof, υπάρχουν in ∈ I, n ∈ N, έτσι ώστε X =
⋃∞

n=1 Gin . Αν η αρχική κάλυψη δεν είχε

πεπερασµένη υποκάλυψη, ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε µια ακολουθία xn <
⋃n

k=1 Gik , για κάθε n. Αφού ο χώρος

είναι συµπαγής, ϑα υπήρχε µια υπακολουθία xmn και κάποιο σηµείο x µε xmn → x. Αλλά τα Gin καλύπτουν τον

X, άρα x ∈ Gin0
για κάποιο in0 , εποµένως ϑα υπήρχε n1 τέτοιο ώστε xmn ∈ Gin0

για κάθε n ≥ n1. Για mn ≥ n0, αυτό

αντιφάσκει µε την επιλογή τής xn. �

Παρατήρηση. Το επιχείρηµα στην προηγούµενη απόδειξη δείχνει ότι ένας συµπαγής χώρος είναι διαχωρίσιµος.

Το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει. Για παράδειγµα το R µε την συνηθισµένη µετρική είναι διαχωρίσιµος, µη

συµπαγής χώρος.

Παρακινούµενοι από την απόδειξη τού προηγούµενου ϑεωρήµατος, δίνουµε τον ακόλουθο.

Ορισµός. ΄Ενας µετρικός χώρος λέγεται ολικά ϕραγµένος αν για κάθε ε > 0, ο χώρος καλύπτεται από πεπερα-

σµένο πλήθος ανοιχτών δίσκων ακτίνας ε.

Θεώρηµα. ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) είναι συµπαγής αν και µόνο αν είναι πλήρης και ολικά ϕραγµένος.

Απόδειξη. Αν ο X είναι συµπαγής τότε έχουµε δείξει ότι είναι πλήρης. Επίσης, όπως προκύπτει από την

απόδειξη τού προηγούµενου ϑεωρήµατος, ο X είναι ολικά ϕραγµένος.

Αντίστροφα, έστω ότι ο X είναι πλήρης και ολικά ϕραγµένος. Θα δείξουµε ότι είναι συµπαγής. ΄Εστω λοιπόν

xn µια ακολουθία. Αφού ο X είναι ολικά ϕραγµένος, καλύπτεται από πεπερασµένο πλήθος δίσκων ακτίνας 1.

΄Αρα, κάποιος από αυτούς περιέχει άπειρους όρους τής xn. ΄Εστω D1 ο δίσκος αυτός, και ας επιλέξουµε xk1 ∈ D1.

Με την ίδια λογική, ο D1 καλύπτεται από πεπερασµένο πλήθος δίσκων ακτίνας 1/2, άρα κάποιος από αυτούς

περιέχει άπειρο πλήθος από τους όρους τής xn οι οποίοι ϐρίσκονται στον D1. ΄Εστω D2 ο δίσκος αυτός, και

xk2 ∈ D2 ∩ D1, µε k1 < k2. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε δίσκους Dn ακτίνας 1/n, και σηµεία

xkn ∈ Dn ∩ Dn−1 ∩ · · · ∩ D1, µε k1 < k2 < · · · < kn. Τότε για n ≥ m έχουµε xkn , xkm ∈ Dm, άρα d(xkn , xkm ) < 2/m.

∆ηλαδή η xkn είναι Cauchy, εποµένως συγκλίνει λόγω πληρότητας. Συνεπώς ο χώρος είναι συµπαγής. �

Παραδείγµατα.

(1) Σε κάθε µετρικό χώρο, τα πεπερασµένα σύνολα είναι συµπαγή, γιατί, προφανώς, κάθε ανοιχτή κάλυψη

ενός πεπερασµένου συνόλου έχει πεπερασµένη υποκάλυψη.

(2) ΄Εστω X µετρικός χώρος και xn ∈ X µια ακολουθία τέτοια ώστε xn → x για κάποιο x ∈ X. Τότε το σύνολο

A = {xn : n ∈ N} ∪ {x} είναι συµπαγές. Πράγµατι, αν Gi, i ∈ I, είναι µια ανοιχτή κάλυψη τού A, τότε το x
ανήκει σε κάποιο Gi0 . Αλλά xn → x και το Gi0 είναι ανοιχτό, άρα υπάρχει n0 τέτοιο ώστε xn ∈ Gi0 για κάθε

n ≥ n0. Επίσης, υπάρχουν i1, i2, . . . , in0−1 ∈ I τέτοια ώστε xn ∈ Gin για n < n0. Συνεπώς

A ⊂ Gi0 ∪Gi1 ∪ · · · ∪Gin0−1 ,

άρα το A είναι συµπαγές.

(3) ΄Ενας άπειρος διακριτός χώρος X δεν είναι ποτέ συµπαγής. Πράγµατι, η οικογένεια {x}, x ∈ X, είναι µια

ανοιχτή κάλυψη η οποία δεν έχει πεπερασµένη υποκάλυψη, αφού το X είναι άπειρο σύνολο.
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Οµοιοµορφισµοί και ισοµετρίες

Ορισµός. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και f : X → Y µια συνάρτηση.

(1) Αν η f είναι 1-1, επί, συνεχής και η f −1 είναι συνεχής, τότε λέγεται οµοιοµορφισµός. Στην περίπτωση αυτή οι

X και Y λέγονται οµοιοµορφικοί.

(2) Αν ρ( f (x), f (y)) = d(x, y) για κάθε x, y ∈ X, τότε η f λέγεται ισοµετρία. Αν επιπλέον η f είναι επί, τότε οι X
και Y λέγονται ισοµετρικοί.

Παρατηρήσεις.

(1) Στον ορισµό τού οµοιοµορφισµού η απαίτηση η f −1 να είναι συνεχής δεν είναι περιττή, όπως απρόσεχτα

ϑα παρατηρούσε κανείς, σκεπτόµενος την κατάσταση στον Απειροστικό Λογισµό, όπου µια συνεχής και

αντιστρέψιµη συνάρτηση ορισµένη σ’ ολόκληρο το R έχει αυτοµάτως συνεχή αντίστροφη. Στην περίπτωση

γενικών µετρικών χώρων αυτό µπορεί να µην ισχύει. Για παράδειγµα, αν X είναι το R µε την διακριτή

µετρική και Y είναι τοR µε τη συνηθισµένη µετρική, τότε η ταυτοτική απεικόνιση f : X → Y είναι συνεχής,

αλλά η f −1 δεν είναι.

(2) Αν δυο χώροι είναι ισοµετρικοί, τότε είναι οµοιοµορφικοί.

(3) Αν οι X και Y είναι οµοιοµορφικοί, A ⊂ X, και xn, x ∈ X, τότε :

• Το A είναι ανοιχτό αν και µόνο αν το f (A) είναι ανοιχτό.

• Το A είναι κλειστό αν και µόνο αν το f (A) είναι κλειστό.

• Το A είναι συµπαγές αν και µόνο αν το f (A) είναι συµπαγές.

• xn → x αν και µόνο αν f (xn)→ f (x).
• Ο X είναι διαχωρίσιµος αν και µόνο αν ο Y είναι διαχωρίσιµος.

(4) Αν σε κάποιο σύνολο X υπάρχουν δυο µετρικές ρ1 και ρ2, τότε είναι ισοδύναµες αν και µόνο αν η ταυτοτική

απεικόνιση f : (X, ρ1)→ (X, ρ2) είναι οµοιοµορφισµός.

(5) Αν οι X και Y είναι ισοµετρικοί, τότε ο X είναι πλήρης αν και µόνο αν ο Y είναι πλήρης.

Παραδείγµατα.

(1) Το (−π/2, π/2) µε την συνηθιµένη µετρική είναι οµοιοµορφικό µε το R µε την συνηθισµένη µετρική µέσω

τού οµοιοµορφισµού f (x) = tan x. Οι δυο χώροι δεν είναι ισοµετρικοί γιατί ο ένας είναι ϕραγµένος ενώ ο

άλλος όχι. Το παράδειµα αυτό δείχνει επίσης ότι η πληρότητα, γενικά, δεν διατηρείται από οµοιοµορφι-

σµούς.

(2) Κανένα κλειστό διάστηµα δεν είναι οµοιοµορφικό µε κανένα ανοιχτό διάστηµα, διότι τα κλειστά διαστήµατα

είναι συµπαγή, ενώ τα ανοιχτά δεν είναι.

(3) ∆υο τυχόντα ανοιχτά διαστήµατα (a, b) και (c, d) είναι οµοιοµορφικά µέσω τού οµοιοµορφισµού

f (x) = c + (x − a) · d − c
b − a

.

Παρατήρηση. Μια ιδιότητα ονοµάζεται τοπολογική, αν διατηρείται από οµοιοµορφισµούς. Οι παρατηρήσεις

και τα παραδείγµατα παραπάνω δείχνουν ότι η σύγκλιση ακολουθιών, η συµπάγεια και η διαχωρισιµότητα είναι

τοπολογικές ιδιότητες. Οµοίως και οι έννοιες «ανοιχτό σύνολο» και «κλειστό σύνολο». Γενικότερα, οποιαδήποτε

ιδιότητα µπορεί να εκφραστεί αποκλειστικά µέσω ανοιχτών συνόλων είναι τοπολογική. Η πληρότητα δεν είναι

τοπολογική ιδιότητα.
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Χώροι συνεχών συναρτήσεων

Αν ο X είναι συµπαγής χώρος, τότε µε C(X) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων

f : X → R. Αν f , g ∈ C(X), ορίζουµε d∞( f , g) = sup{| f (x) − g(x)| : x ∈ X}. Ακριβώς όπως στην οικεία περίπτωση

X = [a, b], ο (C(X), d∞) είναι πλήρης µετρικός χώρος. Παρατηρήστε ότι µια ακολουθία συγκλίνει ως προς την d∞
αν και µόνο αν συγκλίνει οµοιόµορφα. Σκοπός µας στην ενότητα αυτή είναι να χαρακτηρίσουµε τα συµπαγή

υποσύνολα τού C(X).

Ορισµός. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος. ΄Ενα σύνολο F ⊂ C(X) (δηλαδή µια οικογένεια συναρτήσεων)

λέγεται ισοσυνεχές, αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ X µε d(x, y) < δ και κάθε f ∈ F

έχουµε | f (x) − f (y)| < ε.
∆ηλαδή, η επιλογή τού δ στον ορισµό τής συνέχειας είναι η ίδια για όλες τις συναρτήσεις τής οικογένειας.

Παραδείγµατα.

(1) Κάθε πεπερασµένο υποσύνολο τού C(X) είναι ισοσυνεχές.

(2) Στον χώρο C([0, 1]) ϑεωρούµε την οικογένεια F = { fa : 0 ≤ a ≤ 666}, όπου fa(x) = sin(ax). Η F είναι

ισοσυνεχής διότι για κάθε x, y ∈ [0, 1] και κάθε 0 ≤ a ≤ 666 έχουµε | fa(x) − fa(y)| ≤ 666|x − y|.
Θεώρηµα (Arzela­Ascoli). ΄Εστω (X, d) συµπαγής χώρος και fn ∈ C(X) µια ακολουθία τέτοια ώστε :

• Για κάθε x ∈ X η ακολουθία fn(x) είναι ϕραγµένη.

• Το { fn : n ∈ N} είναι ισοσυνεχές.

Τότε η fn έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (ως προς την d∞).

Απόδειξη. Ο X είναι συµπαγής, άρα διαχωρίσιµος. ΄Εστω λοιπόν A = {xn : n ∈ N} ένα αριθµήσιµο και πυκνό

υποσύνολο τού X. Θα δείξουµε αρχικά ότι η fn έχει υπακολουθία η οποία συγκλίνει για κάθε σηµείο τού A. Η

ακολουθία ( fn(x1))∞n=1 είναι ϕραγµένη στο R, άρα, από Bolzano­Weierstrass, έχει συγκλίνουσα υπακολουθία,

έστω ( f1,n(x1))∞n=1. Οµοίως, η ( f1,n(x2))∞n=1 είναι ϕραγµένη, άρα έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, έστω ( f2,n(x2))∞n=1.

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, παίρνουµε για κάθε k µια υπακολουθία ( fk,n)∞n=1 τής ( fk−1,n)∞n=1 τέτοια ώστε η

( fk,n(xk))∞n=1 συγκλίνει. Θεωρούµε την «διαγώνια» υπακολουθία gn = fn,n.

g1 = f1,1 f1,2 f1,3 · · · f1,n · · ·
f2,1 g2 = f2,2 f2,3 · · · f2,n · · ·
f3,1 f3,2 g3 = f3,3 · · · f3,n · · ·
...

...
...

. . .
...

fn,1 fn,2 fn,3 · · · gn = fn,n · · ·
...

...
...

...
. . .

Τότε για κάθε k, η ακολουθία (gn)∞n=k είναι υπακολουθία τής ( fk,n)∞n=1, άρα η (gn(xk))∞n=1 συγκλίνει (στον άπειρο

πίνακα παραπάνω, η ακολουθία σε κάθε γραµµή είναι υπακολουθία τής ακολουθίας στην αµέσως προηγούµενη

γραµµή. Για κάθε k, αν η ακολουθία των συναρτήσεων στην k-γραµµή υπολογιστεί στο σηµείο xk, συγκλίνει).

∆είχνουµε τώρα ότι η gn είναι Cauchy ως προς την d∞, άρα συγκλίνει. ΄Εστω ε > 0. Από ισοσυνέχεια,

υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ X µε d(x, y) < δ και κάθε n, έχουµε |gn(x) − gn(y)| < ε. Αφού ο X
είναι συµπαγής, υπάρχουν ανοιχτοί δίσκοι D1,D2, . . . ,DN ακτίνας δ/2, οι οποίοι καλύπτουν τον χώρο. Αφού

το A είναι πυκνό, για κάθε j = 1, . . . ,N, υπάρχει k j τέτοιο ώστε xk j ∈ D j. Για κάθε τέτοιο j η ακολουθία

(gn(xk j ))
∞
n=1 είναι Cauchy στο R, άρα υπάρχει n( j) τέτοιο ώστε |gn(xk j) − gm(xk j)| < ε για κάθε m, n ≥ n( j).
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Θέτουµε n0 = max{n(1), . . . , n(N)}. ΄Εστω τώρα x ∈ X τυχόν. Τότε το x ανήκει σε κάποιον δίσκο D j0 . ΄Ετσι για

κάθε n,m ≥ n0 έχουµε

|gn(x) − gm(x)| ≤ |gn(x) − gn(xk j0
)| + |gn(xk j0

) − gm(xk j0
)| + |gm(xk j0

) − gm(x)| < 3ε,

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι η (gn(xk j0
))∞n=1 είναι Cauchy, και ότι d(x, xk j0

) < δ διότι τα δυο σηµεία ανήκουν σ’

έναν δίσκο ακτίνας δ/2. Παίρνοντας supremum ως προς x στην παραπάνω σχέση έχουµε ότι d∞(gn, gm) ≤ 3ε
για κάθε n,m ≥ n0, δηλαδή η gn είναι Cauchy ως προς την d∞. �

Παράδειγµα. Στον χώρο C([0, 1]) η ακολουθία

fn(t) =















1 − nt, 0 ≤ t ≤ 1/n

0, 1/n ≤ t ≤ 1

δεν είναι ισοσυνεχής. Αν ήταν, τότε αφού είναι κατά σηµείο ϕραγµένη, ϑα είχε συγκλίνουσα υπακολουθία, από

το ϑεώρηµα Arzela­Ascoli. Αυτό όµως είναι αδύνατο γιατί η fn συγκλίνει κατά σηµείο σε ασυνεχή συνάρτηση.

Το προηγούµενο παράδειγµα δείχνει ότι, παρά τη ϕαινοµενική οµοιότητα, το ϑεώρηµα Arzela­Ascoli δεν

είναι ακριβώς ένα ϑεώρηµα «τύπου Bolzano­Weierstrass». Για να έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, η αρχική

ακολουθία δεν αρκεί να είναι ϕραγµένη. Πρέπει να είναι και ισοσυνεχής, το οποίο είναι µια πολύ περιοριστική

απαίτηση.

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και F ⊂ C(X). Το F είναι συµπαγές αν και µόνο αν είναι

κλειστό, ϕραγµένο και ισοσυνεχές.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι το F είναι κλειστό, ϕραγµένο και ισοσυνεχές. Θα δείξουµε ότι είναι συµπαγές.

΄Εστω fn ∈ F. Η fn είναι κατά σηµείο σηµείο ϕραγµένη και ισοσυνεχής, άρα, από το ϑεώρηµα Arzela­Ascoli,

έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, το όριο τής οποίας ανήκει στο F, αφού είναι κλειστό. ΄Αρα το F είναι συµπαγές.

Αντίστροφα, αν το F είναι συµπαγές, τότε είναι κλειστό και ϕραγµένο. Θα δείξουµε ότι είναι ισοσυνεχές.

΄Εστω ε > 0. Αφού το F είναι συµπαγές, υπάρχουν f1, . . . , fn ∈ F τέτοια ώστε F ⊂ ⋃n
k=1 D∞( fk, ε). Αλλά το

{ f1, . . . , fn} είναι ισοσυνεχές, άρα υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y µε d(x, y) < δ και κάθε 1 ≤ k ≤ n
έχουµε | fk(x) − fk(y)| < ε. Τώρα, το τυχόν f ∈ F ανήκει σε κάποιον δίσκο D∞( fk0 , ε), εποµένως για κάθε x, y µε

d(x, y) < δ έχουµε

| f (x) − f (y)| ≤ | f (x) − fk0 (x)| + | fk0 (x) − fk0 (y)| + | fk0 (y) − f (y)| ≤ 2d∞( f , fk0 ) + | fk0 (x) − fk0 (y)| < 3ε.

Συµπεραίνουµε ότι το F είναι ισοσυνεχές. �

Παρατήρηση. Το επιχείρηµα στην προηγούµενη απόδειξη δείχνει ότι το F είναι συµπαγές αν και µόνο αν είναι

κλειστό, κατά σηµείο ϕραγµένο (δηλαδή sup{| f (x)| : f ∈ F} < +∞ για κάθε x ∈ X), και ισοσυνεχές.

Θα δώσουµε µια εναλλακτική απόδειξη τού ότι αν το F είναι κλειστό, κατά σηµείο ϕραγµένο και ισοσυνεχές

τότε είναι συµπαγές. Αφού ο C(X) είναι πλήρης και το F κλειστό, αρκεί να δείξουµε ότι είναι ολικά ϕραγµένο.

΄Εστω λοιπόν ε > 0. Αφού το F είναι ισοσυνεχές, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν d(x, y) < δ τότε | f (x)− f (y)| < ε/3 για

κάθε x, y ∈ X και κάθε f ∈ F. Αφού ο X είναι συµπαγής, είναι ολικά ϕραγµένος, άρα υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ X
τέτοια ώστε X =

⋃n
j=1 D(x j, δ). Η F είναι κατά σηµείο ϕραγµένη, άρα το σύνολο

A = {( f (x1), . . . , f (xn)) : f ∈ F} ⊂ Rn

είναι ϕραγµένο, εποµένως ολικά ϕραγµένο (σε ευκλείδειους χώρους κάθε ϕραγµένο σύνολο είναι ολικά ϕραγ-

µένο). Συνεπώς υπάρχουν f1, . . . , fm ∈ F έτσι ώστε

A ⊂
m
⋃

k=1

D2(( fk(x1), . . . , fk(xn)), ε/3),

όπου D2 είναι ο συνηθισµένος ευκλείδειος δίσκος. Θα δείξουµε ότι το F καλύπτεται από τούς δίσκους D∞( fk, ε),
άρα είναι ολικά ϕραγµένο. Πράγµατι, αν f ∈ F, τότε υπάρχει fk τέτοιο ώστε

d2(( f (x1), . . . , f (xn)), ( fk(x1), . . . , fk(xn))) < ε/3.

Τώρα, το τυχόν x ∈ X ανήκει σε κάποιο D(x j, δ), εποµένως

| f (x) − fk(x)| ≤ | f (x) − f (x j)| + | f (x j) − fk(x j)| + | fk(x j) − fk(x)| < ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.
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Παίρνοντας supremum ως προς x ϐλέπουµε ότι d∞( f , fk) < ε, άρα η f ανήκει στο D∞( fk, ε).

Θεώρηµα (Dini). ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος, και fn ∈ C(X), µια µονότονη ακολουθία. Υποθέτουµε

ότι υπάρχει f ∈ C(X) τέτοια ώστε fn(x)→ f (x) για κάθε x ∈ X. Τότε fn → f ως προς την d∞ (δηλαδή οµοιόµορφα).

Απόδειξη. Χωρίς ϐλάβη τής γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι η ακολουθία fn είναι ϕθίνουσα. ΄Εστω

ε > 0. Αφού η fn(x) συγκλίνει στο f (x) για κάθε x έχουµε ότι

X =
∞
⋃

n=1

{x : | fn(x) − f (x)| < ε} =
∞
⋃

n=1

{x : fn(x) − f (x) < ε} =
∞
⋃

n=1

( fn − f )−1((−∞, ε)) =
∞
⋃

n=1

Gn.

Αφού οι fn και f είναι συνεχείς, τα Gn είναι ανοιχτά. Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε

X = G1 ∪G2 ∪ · · · ∪Gn0 . Αφού η ακολουθία fn είναι ϕθίνουσα, η Gn είναι αύξουσα, άρα X = Gn0 . Αυτό σηµαίνει

ότι για κάθε x και κάθε n ≥ n0 έχουµε

| fn(x) − f (x)| = fn(x) − f (x) ≤ fn0 (x) − f (x) < ε.

Παίρνοντας supremum ως προς x στην προηγούµενη σχέση, συµπεραίνουµε ότι d∞( fn, f ) ≤ ε για κάθε n ≥ n0,

δηλαδή fn → f . �
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Ο χώρος γινόµενο

Ορισµός. Αν (Xk, dk), k ∈ N, είναι µια ακολουθία µετρικών χώρων, ορίζουµε µια µετρική d στο καρτεσιανό

γινόµενο X =
∏∞

k=1 Xk, ως εξής. Για κάθε x = (x(k))∞k=1, y = (y(k))∞k=1 ∈ X, ϑέτουµε

d(x, y) =
∞
∑

k=1

1
2k
· dk(x(k), y(k))

1 + dk(x(k), y(k))
.

Η d ονοµάζεται µετρική γινόµενο, και ο (X, d) χώρος γινόµενο.

Θεώρηµα. ΄Εστω (Xk, dk), k ∈ N, µετρικοί χώροι, X το καρτεσιανό τους γινόµενο, και (X, d) ο χώρος γινόµενο.

Τότε, µια ακολουθία xn ∈ X συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X ως προς την d αν και µόνο αν xn(k)
dk−→ x(k) για κάθε k.

∆ηλαδή η ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν συγκλίνει κατά συντεταγµένη.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι xn → x. Σταθεροποιούµε τυχόν k και επιλέγουµε n0 έτσι ώστε 2kd(xn, x) < 1 για κάθε n ≥ n0.

Για τέτοια n έχουµε

1
2k
· dk(xn(k), x(k))

1 + dk(xn(k), x(k))
≤
∞
∑

j=1

1
2 j
·

d j(xn( j), x( j))

1 + d j(xn( j), x( j))
= d(xn, x).

΄Αρα

dk(xn(k), x(k)) ≤ 2kd(xn, x)
1 − 2kd(xn, x)

→ 0, καθώς n→ ∞.

Αντίστροφα, έστω ότι xn(k)→ x(k) για κάθε k, και έστω ε > 0. Επιλέγουµε k0 έτσι ώστε

∞
∑

j=k0+1

1
2 j
<
ε

2
.

Αφού

lim
n→∞

k0
∑

j=1

1
2 j
·

d j(xn( j), x( j))

1 + d j(xn( j), x( j))
= 0,

υπάρχει n0 τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 έχουµε

k0
∑

j=1

1
2 j
·

d j(xn( j), x( j))

1 + d j(xn( j), x( j))
<
ε

2
. Εποµένως για όλα αυτά τα n

παίρνουµε

d(xn, x) =
∞
∑

j=1

1
2 j
·

d j(xn( j), x( j))

1 + d j(xn( j), x( j))
=

k0
∑

j=1

1
2 j
·

d j(xn( j), x( j))

1 + d j(xn( j), x( j))
+

∞
∑

j=k0+1

1
2 j
·

d j(xn( j), x( j))

1 + d j(xn( j), x( j))

≤
k0
∑

j=1

1
2 j
·

d j(xn( j), x( j))

1 + d j(xn( j), x( j))
+

∞
∑

j=k0+1

1
2 j
<
ε

2
+

ε

2
= ε.

�

Παράδειγµα. Στην περίπτωση τού RN , η µετρική γινόµενο είναι ισοδύναµη µε την συνηθισµένη µετρική d2

διότι η σύγκλιση ως προς τις δυο µετρικές είναι ισοδύναµη µε την κατά συντεταγµένη σύγκλιση. ΄Ετσι οι δυο

χώροι είναι οµοιοµορφικοί. ∆εν είναι ισοµετρικοί αφού η µετρική γινόµενο είναι ϕραγµένη, ενώ η d2 δεν είναι.

Θεώρηµα. ΄Εστω Xk, k ∈ N, συµπαγείς µετρικοί χώροι. Τότε ο χώρος γινόµενο X είναι συµπαγής.
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Απόδειξη. ΄Εστω xn ∈ X µια ακολουθία. Θα δείξουµε ότι έχει συγκλίνουσα υπακολουθία χρησιµοποιώντας

το «διαγώνιο» επιχείρηµα τής απόδειξης τού ϑεωρήµατος Arzela­Ascoli. Ο X1 είναι συµπαγής άρα υπάρχει

υπακολουθία x1,n(1) τής xn(1), και x(1) ∈ X1 έτσι ώστε limn x1,n(1) = x(1). Οµοίως, ο X2 είναι συµπαγής

άρα υπάρχει υπακολουθία x2,n(2) τής x1,n(2), και x(2) ∈ X2 έτσι ώστε limn x2,n(2) = x(2). Συνεχίζοντας µε

τον ίδιο τρόπο, παίρνουµε για κάθε k, µια υπακολουθία xk,n τής xk−1,n, και ένα σηµείο x(k) ∈ Xk έτσι ώστε

limn xk,n(k) = x(k). ΄Οπως στην απόδειξη τού Arzela­Ascoli, ϑεωρούµε την διαγώνια υπακολουθία yn = xn,n. Τότε

yn(k)→ x(k) για κάθε k, άρα, από το προηγούµενο ϑεώρηµα, yn → x, ως προς την µετρική γινόµενο. �
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Το ϑεώρηµα Stone­Weierstrass

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα τού Weierstrass, κάθε συνεχής συνάρτηση σ’ ένα κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα

[a, b] είναι το οµοιόµορφο όριο µιας ακολουθίας πολυωνύµων. Σε ορολογία µετρικών χώρων, η κλειστότητα ως

προς την µετρική d∞ τού συνόλου των πολυωνύµων στο [a, b] είναι ολόκληρος ο χώρος C([a, b]). Στην ενότητα

αυτή ϑα γενικεύσουµε το ϑεώρηµα τού Weierstrass αντικαθιστώντας το [a, b] µε έναν τυχόντα συµπαγή µετρικό

χώρο.

Ορισµός. ΄Εστω X συµπαγής µετρικός χώρος. ΄Ενα σύνολο A ⊂ C(X) λέγεται άλγεβρα, αν για κάθε f , g ∈ C(X)
και κάθε c ∈ R έχουµε f + g, f g, c f ∈ A. Λέµε ότι η A διαχωρίζει τα σηµεία αν για κάθε x, y ∈ X µε x , y υπάρχει

f ∈ A τέτοια ώστε f (x) , f (y). Αν η σταθερή συνάρτηση 1 ανήκει στην A τότε λέµε ότι η A είναι άλγεβρα µε

µονάδα. Θα ϑεωρούµε ότι όλες οι άλγεβρες έχουν µονάδα.

Παράδειγµα. Το σύνολο όλων των πολυωνύµων στο [a, b] είναι µια άλγεβρα που διαχωρίζει τα σηµεία.

Παρατηρήσεις.

(1) Αν µια άλγεβρα A διαχωρίζει τα σηµεία, τότε για κάθε x1, x2 ∈ X µε x , y και κάθε c1, c2 ∈ R, υπάρχει

f ∈ A τέτοια ώστε f (x1) = c1 και f (x2) = c2. Πράγµατι, επιλέγουµε g ∈ A ώστε g(x1) , g(x2). Η Ϲητούµενη

συνάρτηση είναι η

f = c1
g − g(x2)

g(x1) − g(x2)
+ c2

g − g(x1)
g(x2) − g(x1)

.

(2) Η κλειστότητα µιας άλγεβρας είναι άλγεβρα.

(3) Αν η A είναι µια κλειστή άλγεβρα, και f ∈ A τότε | f | ∈ A, διότι αν ϑέσουµε s = sup{| f (x)| : x ∈ X} και

A(t) = |t|, τότε από το ϑεώρηµα τού Weierstrass, υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων Pn τέτοια ώστε Pn → A
οµοιόµορφα στο [−s, s]. Εποµένως Pn ◦ f → A ◦ f = | f | ως προς την d∞. Αλλά Pn ◦ f ∈ A γιατί η A είναι

άλγεβρα. ΄Αρα | f | ∈ A αφού η A είναι κλειστή.

(4) Αν η A είναι µια κλειστή άλγεβρα, και f , g ∈ A, τότε

max{ f , g} = f + g + | f − g|
2

∈ A, min{ f , g} = f + g − | f − g|
2

∈ A.

Θεώρηµα (Stone­Weierstrass). ΄Εστω X συµπαγής µετρικός χώρος, και A ⊂ C(X) µια κλειστή άλγεβρα η οποία

διαχωρίζει τα σηµεία. Τότε A = C(X).

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ C(X) και ε > 0. Θα δείξουµε ότι υπάρχει g ∈ A µε d∞( f , g) ≤ ε, άρα g ∈ A = A, αφού η

A είναι κλειστή. Σταθεροποιούµε x ∈ X και για κάθε y ∈ Y, από την παρατήρηση (1) παραπάνω, επιλέγουµε

hy ∈ A τέτοια ώστε hy(x) = f (x) και hy(y) = f (y). Από την συνέχεια των hy, για κάθε y υπάρχει µια περιοχή

Dy τού y τέτοια ώστε hy > f − ε στο Dy. Η οικογένεια Dy, y ∈ X, είναι µια ανοιχτή κάλυψη τού συµπαγούς X,

άρα υπάρχουν y1, . . . , yn ∈ X τέτοια ώστε X = Dy1 ∪ · · · ∪ Dyn . ΄Ετσι αν ϑέσουµε gx = max{hy1 , . . . , hyn}, έχουµε

ότι gx ∈ A (παρατήρηση (4) παραπάνω), και ότι gx > f − ε, gx(x) = f (x). Από την συνέχεια των gx, έχουµε ότι

για κάθε x υπάρχει µια περιοχή D′x τού x τέτοια ώστε gx < f + ε στο D′x. Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχουν

x1, . . . , xm ∈ X τέτοια ώστε οι περιοχές D′x1
, . . . ,D′xm

καλύπτουν τον X. Θέτουµε g = min{gx1 , . . . , gxm}. Τότε g ∈ A

και f (x) − ε < g(x) < f (x) + ε. Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε x, άρα d∞( f , g) ≤ ε. �

Παρατήρηση. Στην παραπάνω απόδειξη, το µόνο σηµείο στο οποίο χρησιµοποιήσαµε το κλασικό ϑεώρηµα

Weierstarss, ήταν όταν δείξαµε ότι η συνάρτηση απόλυτη τιµή προσεγγίζεται οµοιόµορφα από πολυώνυµα.

Αυτό είναι δυνατό να παρακαµφθεί ϐρίσκοντας απ’ ευθείας µια συγκεκριµένη ακολουθία πολυωνύµων, ας
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πούµε στο [0, 1], η αποία συγκλίνει οµοιόµορφα στην
√

t. Αυτό µπορεί να γίνει ως εξής. Ορίζουµε αναδροµικά

P0(t) = 0, Pn+1(t) = Pn(t) +
1
2

[t − P2
n(t)].

Τότε η Pn είναι µια αύξουσα ακολουθία πολυωνύµων η οποία συγκλίνει κατά σηµείο στην
√

t. Εποµένως η

Pn ◦ T , όπου T (x) = x2, συγκλίνει κατά σηµείο στην συνάρτηση απόλυτη τιµή, άρα από το ϑεώρηµα Dini, η

σύγκλιση είναι οµοιόµορφη.

Παράδειγµα. Το σύνολο όλων των πολυωνύµων δύο µεταβλητών στο [a, b]×[c, d], δηλαδή όλων των συναρτήσεων

τής µορφής

f (x, y) =
n

∑

j,k=0

a jkx jyk,

όπου a jk ∈ R σταθερές, είναι άλγεβρα που διαχωρίζει τα σηµεία, άρα είναι πυκνό στο C([a, b] × [c, d]).
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