
JEWRIA PIJANOTHTWN (Metaptuqiakì)

1o Full�dio Ask sewn-Earinì Ex�mhno 2013

Parakal¸ na mou parad¸sete tic lÔseic sac thn Pèmpth 28 FebrouarÐou.

(1) (1 mon�da) DeÐxte ìti ean mÐa σ-�lgebra èqei �peira stoiqeÐa tìte èqei uperarijm sima
stoiqeÐa.

(2) (1 mon�da) D¸ste par�deigma sunìlou Ω kai oikogèneiac uposunìlwn E ¸ste µ(E) 6=
σ(E), ìpou µ(E) h mikrìterh monìtonh kl�sh pou perièqei to sÔnolo E kai σ(E) h mikrìterh
σ-�lgebra pou perièqei to sÔnolo E . (Upìdeixh: EÐnai polÔ aplì.)

(3) (1 mon�da) 'Estw Ω = Q ∩ [0, 1] kai A h �lgebra pou par�getai apì sÔnola thc morf c
(a, b)∩Q, [a, b)∩Q, (a, b]∩Q, [a, b]∩Q, ìpou 0 ≤ a < b ≤ 1. Gia A di�sthma thc prohgoÔmenhc
morf c orÐzoume P(A) = b − a kai epekteÐnoume to P se peperasmèna prosjetikì mètro
pijanìthtac P : A → [0, 1]. DeÐxte ìti to P den eÐnai arijm sima prosjetikì sthn �lgebra A.

(4) (1 mon�da) DeÐxte ìti up�rqoun mètra pijanìthtac P1,P2 se q¸ro (Ω,F) tètoia ¸ste to
sÔnolo {A ∈ F : P1(A) = P2(A)} na mhn eÐnai �lgebra.

(5) (2 mon�dec) 'Estw P èna peperasmèna prosjetikì mètro pijanìthtac sthn �lgebra A. Ean
A1, A2, . . . ∈ A xèna kai

⋃∞
i=1Ai ∈ A deÐxte ìti P(

⋃∞
i=1Ai) ≥

∑∞
i=1 P(Ai). BreÐte par�deigma

ìpou h anisìthta eÐnai gn sia.

(6) (2 mon�dec) 'Estw P mètro pijanìthtac se q¸ro (Ω, σ(A)) ìpou A �lgebra uposunìlwn
tou Ω. DeÐxte ìti gia k�je A ∈ σ(A) kai ε > 0 up�rqei B ∈ A ¸ste P(A M B) ≤ ε.

(7) (2 mon�dec) OrÐzoume wc D thn oikogèneia uposunìlwn tou N gia ta opoÐa up�rqei to
ìrio

d(E) := lim
N→∞

|E ∩ [1, N ]|
N

.

(i) DeÐxte ìti to d(E) den up�rqei p�nta.

(ii) DeÐxte ìti h D den eÐnai �lgebra.

(iii) DeÐxte ìti h sunolosun�rthsh d : D → [0, 1] eÐnai peperasmèna prosjetikì all� ìqi
σ-prosjetikì mètro pijanìthtac sto sÔnolo D.


