
JEWRIA PIJANOTHTWN (Metaptuqiakì)

4o Full�dio Ask sewn-Earinì Ex�mhno 2013

Parakal¸ na mou parad¸sete tic lÔseic sac prin thn TrÐth 9 AprilÐou.

(1) (1 mon�da) 'Estw (ξn) akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n ¸ste ξn → ξ kat� pijanìthta.
DeÐxte ìti up�rqei upoakoloujÐa (ξnk

) thc (ξn) ¸ste ξnk
→ ξ sqedìn bèbaia.

(2) (1 mon�da) 'Estw (An) akoloujÐa anex�rthtwn endeqomènwn ¸ste P(An) < 1 gia k�je
n ∈ N. DeÐxte ìti P(An i.o.) = 1 an kai mìno an P(∪∞n=1An) = 1.

(3) (1 mon�da) 'Estw (ξn) akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n ¸ste

P(ξn = n) = 1− 1/n2, P(ξn = −n3 + n) = 1/n2.

DeÐxte ìti Eξn = 0 gia k�je n ∈ N ìmwc 1
n

∑n
k=1 ξk → +∞ sqedìn bèbaia.

(4) (3 mon�dec) (i) DeÐxte ìti up�rqei stajer� C ¸ste

n∑
k=2

1

(log k)2
≤ C · n

(log n)2

gia k�je n ∈ N.

(ii) 'Estw (An) akoloujÐa endeqomènwn ¸ste P(An) ≤ 1/(log n)2 gia k�je n ≥ 2. DeÐxte ìti
sqedìn bèbaia to sÔnolo {n ∈ N : ω ∈ An} èqei puknìthta 0, dhlad , 1

n

∑n
k=1 1Ak

(ω)→ 0.

(5) (2 mon�dec) 'Estw (ξn) akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n me
E|ξ1| < +∞. DeÐxte ìti 1

n

∑n
k=1 ξk →L1 Eξ1.

(6) (3 mon�dec) (i) DeÐxte ìti ex + e−x ≤ 2ex
2/2 kai gia k�je x ∈ R.

(ii) 'Estw ξ tuqaÐa metablht  ¸ste Eξ = 0 kai |ξ| ≤ 1. DeÐxte ìti Eetξ ≤ et
2/2 gia k�je

t ∈ R. (Upìdeixh: DeÐxte pr¸ta ìti etξ ≤ ξ+1
2
et + 1−ξ

2
e−t.)

(iii) 'Estw ξ1, . . . , ξn anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc ¸ste Eξn = 0 kai |ξn| ≤ 1 gia k�je
n ∈ N. Jètoume Sn = ξ1 + · · ·+ ξn. DeÐxte ìti

P(|Sn − ESn| ≥ λ
√
n) ≤ 2e−λ

2/2.


