
JEWRIA PIJANOTHTWN (Metaptuqiakì)

5o Full�dio Ask sewn-Earinì Ex�mhno 2013

Parakal¸ na mou parad¸sete tic lÔseic sac prin thn Pèmpth 25 AprilÐou.

(1) (1 mon�da) 'Estw ìti oi akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n (ξn) kai (ξ′n) èqoun thn Ðdia apo
koinoÔ katanom . DeÐxte ìti h seir�

∑∞
n=1 ξn sugklÐnei sqedìn bèbaia an kai mìno an h seir�∑∞

n=1 ξ
′
n sugklÐnei sqedìn bèbaia.

(2) (1 mon�da) 'Estw (ξn) asusqètistec tuqaÐec metablhtèc kai bn akoloujÐa ¸ste

bn√∑n
k=1 Eξ2n

→∞.

Ean Sn = ξ1 + · · ·+ ξn, deÐxte ìti

Sn − E(Sn)

bn
→P 0.

(3) (2 mon�dec) 'Estw (ξn) akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n ¸ste gia k�je epilog  pros mwn
± (uperarijm simec epilogèc) h seir�

∑∞
n=1±ξn sugklÐnei sqedìn bèbaia.

(i) DeÐxte ìti
∑∞

n=1 ξ
2
n <∞ sqedìn bèbaia.

(ii) DeÐxte ìti mporeÐ na èqoume
∑∞

n=1 |ξn| =∞ sqedìn bèbaia.

(4) (2 mon�dec) 'Estw ξ1, ξ2, . . . anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me P(ξn = 1) = P(ξn = −1) =
1/2. DeÐxte ìti sqedìn bèbaia to sÔnolo twn shmeÐwn suss¸reushc thc akoloujÐac

ξ1 + · · ·+ ξn√
2n log log n

eÐnai to sÔnolo [−1, 1].

(5) (2 mon�dec) (i) 'Estw pn ≥ 0. DeÐxte ìti
∑∞

n=1
pn

(p1+···+pn)2
<∞.

(ii) 'Estw ξ1, ξ2, . . . anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me P(ξn = 1) = pn kai P(ξn = 0) = 1−pn.
Ean

∑∞
n=1 pn =∞, deÐxte ìti sqedìn bèbaia èqoume

lim
n→∞

∑n
i=1 ξi∑n
i=1 pi

= 1.

(6) (3 mon�dec) 'Estw a ∈ (0, 1) kai ξ1, ξ2, . . . anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me P(ξn = 1) =
n−a kai P(ξn = 0) = 1− n−a. OrÐzoume ta tuqaÐa sÔnola Sa(ω) = {n ∈ N : ξn(ω) = 1}.

(i) DeÐxte ìti up�rqei Ca > 0 ¸ste

lim
N→∞

|Sa(ω) ∩ [1, N ]|
N1−a = Ca

sqedìn bèbaia.

(ii) DeÐxte ìti ean a > 2/3, tìte sqedìn bèbaia to sÔnolo Sa(ω) perièqei peperasmènec
arijmhtikèc proìdouc m kouc 3.


