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'0�'�0 = '00'00 + '01'10

= & · & + '& = &('+ &) = &�

'01(2)��=
∑
�

'0�'�1 = '00'01 + '01'11 = &'+ 0 = &'�

'02(2)��=
∑
�

'0�'�2 = '00'02 + '01'12 = 0 + '2 = '2



�% �������� �

(�� +��(6 +�� � = 1� 2� � � �

'� 0(2)��=
∑
�

'��'�0 = '� 0'0 0 + '� �+1'�+1 0

= &2 + '& = &('+ &) = &�

'� 1(2)��=
∑
�

'��'�1 = '� 0'0 1 + '� �+1� '�+1 1 = &'+ 0 = &'�

'� �+2(2)��=
∑
�

'��'��+2 = '� 0'0 �+2 + '� �+1'�+1 �+2 = 0 + '2�

[�� � '���(�� P (2) ��� 	
 ���:!

P (2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

& &' '2 0 0 · · · 0 · · ·
& &' 0 '2 0 · · · 0 · · ·
& &' · · ·
& &' · · ·
���

��� · · ·
& &' · · ·
���

���

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
�

,�
����'��#�	�� 	�� '���'6�" '�����	
	� �'���5� �� �'���+����� 	��
'���(� P (3)� *�� '��6=�+���

'00(3) ��=
∑
�

'0�'�0(2) = '00'00(2) + '01'10(2)

= && + '& + &(& + ') = &

'� 0(3) =
∑
�

'��'�0(2) = '� 0'00(2) + '� �+1'�+1 0(2)

= && + '& = &� � = 1� 2� � � � �

�? �30��1� 2���2��1�
8"�#�	�� 	��� '���(� P 1�P 2�P 3 (�� P 4 f��� ��e �� �'���+�����

	
� '�����	
	� '11(2)�

�e *�� 	�� P 1 �����

'11(2) ��=
∑
�

'1�'�1 = '11'11 + '10'01 + '12'21

= �21 + &1'0 + '1&2�



!� B�)��������� �����2�� �)

�e *�� 	��� P 2 (�� P 3 �����

'11(2) ��=
∑
�

'1�'�1 = '10'01 + '12'21

= & · 0 + ' · & = '&�

+e *�� 	�� P 4 ����

'11(2) ��=
∑
�

'1�'�1 = '10'01 + '12'21

= & · 1 + '& = & + '&�

���� ���� 
 '�����	
	� '11(3) +�� 	��� '���'6�" 	������� '��'�	���t

�� F�&�	4�	�	� �����;�

\�	" ��� ���(�����! �����=� � �#�� (�	��	6�"� � = {0� 1} (��
'���(� '�����	!	"� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
�

P =
[
'00 '01

'10 '11

]
=
[

1− '0 '0

1− '1 '1

]
=
[
&0 '0

&1 '1

]
�

_'"� :���	�� �'� 	�� '���(� P �� ��	��	���� =�(���� ^2GCEP00K =� �>
��� ���6�	
	�� �:�5 '��� 
 '�����	
	� �:6���
� '�	����� f(�	6�	��
� �e
���	6	�� �'� 	� �'�	����� 	
� '��
+�5��
� =�(��!��  	
 ������� ��
��	!���� 	�� '���(� P (�) '��� �'"� !=
 �'�=����� ���� P (�) = P � �

*�� 	�� �'���+���� 	�� P � �(������5� 	
 +�"�	! �'� 	
 $��		���
O�"���� =��=�(����� *�"��X��� �	�

P � = H

(
-�1 0
0 -�2

)
H−1

�'�� -1� -2 �� �=��	���� 	�� P (�� H � '���(�� 	"� �=��=������6	"�� �����	�(6
�����h N ����(	
���	�(! ���"�
∣∣∣∣ 1− '0 − - '0

1− '1 '1 − -
∣∣∣∣ = 0

! (1 − '0 − -)('1 − -) − '0(1 − '1) = 0 ��� =��� 	�� �=��	���� -1 = 1 (��
-2 = '1 − '0�
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*�� 	�� '���=������� 	"� �=��=������6	"� �����h[
1− '0 '0

1− '1 '1

] [
&11

&21

]
= -1

[
&11

&21

]
⇒ &11 = &21 = 1

(�� [
1− '0 '0

1− '1 '1

] [
&12

&22

]
= -2

[
&12

&22

]
⇒ &12 = −'0

&22 = 1− '1�

[�� � H =��	�� �'� 	
 ����


H =
[

1 −'0

1 1− '1

]
� �.�H =

[
1− '1 '0

−1 1

]

(�� '����"� � ��	��	��:�� 	�� H ����

H−1 =
1
|H|�.�H =

1
1− '1 + '0

[
1− '1 '0

−1 1

]
�

[��

P � =
1

1− '1 + '0

[
1 −00

1 1− '1

] [
1� 0
0 ('1 − '0)�

] [
1− '1 '0

−1 1

]
�

� �6�
 	� '���'6�" (�	��!+��� �	
� �!� ���:! +�� 	�� '���(�
�>��	!� 	6�"�

P (�) =
[
'00(�) '01(�)
'10(�) '11(�)

]

= P � =
1

&1 + '0

[
&1 '0

&1 '0

]
+

('1 − '0)�

&1 + '0

[
'0 −'0

−&1 &1

]
f���e

I��(������ =5� '��'	#���h

����2�9�! �h �� |'1 − '0| � 1� 	�	

lim�→∞ '00(�) = lim�→∞ '10(�) = 51
51++0

≡ +0

� +0 + +1 = 1�
lim�→∞ '01(�) = lim�→∞ '11(�) = +0

51++0
≡ +1

,�
����'��#�	�� 	
 ����
 f��%e ����� +�� 	�� �'���	� '�����	
	� '�(�) =
� (�� = �)� � = 0� 1

'1(�) =
∑
�

 �'�1(�) =  0'01(�) +  1'11(�)
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'0(�) =
∑
�

 �'�0(�) =  0'00(�) +  1'10(�)

(��
lim
�→∞ '1(�) = ( 0 +  1)

'0

&1 + '0
=

'0

&1 + '0
≡ +1

lim
�→∞ '0(�) = ( 0 +  1)

&1
&1 + '0

=
&1

&1 + '0
≡ +0�

�:�5  0 +  1 = 1 f����(! (�	����!e�
<� '�����	
	� +0 (�� +1 ���X��� ��� (�	����! '�� (���	�� Z��1��(#�

����2�9�! �� �� |'1 − '0| = 1� 	�	

#

'1 = 1 (�� '0 = 0 =
�� � '���(�� P ��� 	
 ���:!

P =
[
1
0

0
1

]
� 6�� P (�) =

[
1
0

0
1

]
=
�� 	� �5�	
�� �(��#�	�� �'� ��� (�	6�	��
 '������� �c ��	!� +�� '6�	��

#

'1 = 0 (�� '0 = 1 (�� � '���(�� P ����

P =
[
0
1

1
0

]
� 6�� P (2�) =

[
1
0

0
1

]
(�� P (2�+1)

[
0
1

1
0

]
=
�� 	� �5�	
�� � 6�	�� ������ �
�6	"� '��	��:� �	
� �=�� (�	6�	��
� �#
� '��		� ������ �
�6	"� �	�'
=6� �	
� 6��
 (�	6�	��
� ��	� �
�����
����Y
 �	�	��	�(!� ������'��� ! �+�=�(�	
	���

���5������� N (�	6�	��
 	�� �		�(�5 ������5 (�	6 	
 �>��	! 
����� ��	"
�� � = 1� 2� � � �� ���X	�� "� �!�h

�� =
{

0 �� � <������ 	
� �		�(!� ���� (������
1 �� � <������ 	
� �		�(!� ���� ����:��������

�

P =
[

0� 8 0� 2
0� 6 0� 4

]
=
[
'00 '01

'10 '11

]
�

�� �"�!���� "� ����(! (�	6�	��
 	
� (�	6�	��
 	�� ������5 (�	6 	
�
'�#	
 g���������� ���� ���� 
 '�����	
	� �� ���� � ������� ����:��������
(�	6 	
� 
���� 	"� ]#	"�� �� +�"��X��� �	� (�� (�	6 	
� ��"	������6 �
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������� !	�� ����:��������t �� =� +�"��X��� 	
� (�	6�	��
 	�� ������5
(�	6 	
� ��"	������6� 	�	 '��� ���� 
 '���'6�" '�����	
	�t
�
	6� =
�� 	
� '�����	
	� '11(5)� (��#� (�� 	
� �'���	
 '�����	
	� '1(5)�

�'� 	
 ����
 f���e �����

P (5) = P 5 =
1

0� 2 + 0� 6

[
0� 6 0� 2
0� 6 0� 2

]
+

(0� 4− 0� 2)5

0� 2 + 0� 6

[
0� 2 −0� 2
−0� 6 0� 6

]
6��

'11(5) =
0� 2

0� 2 + 0� 6
+

(0� 4− 0� 2)5

0� 2 + 0� 6
· 0� 6 ≈ 0� 2

0� 2 + 0� 6
= >h���

����	
��5� �	� � ����� ) �!��	� 	� �5�	
�� :�6�� ��=�� � (�	6�	��

������'���� *�� 	
� �'���	
 '�����	
	� �����

'1(5) =
1∑
�=0

� (�1 = %)'�1(5) = � (�1 = 0)'01(5) + � (�1 = 1)�11(5)

≈ 1
2
· 0� 25 +

1
2
· 0� 25 = >h���

�'"� !	�� ���������� f8"��5� 	
� ����(! (�	����!  0 =  2 = 1�2�
�:�5 =� +�"��X��� 	
� (�	6�	��
 	�� ������5 (�	6 	
� �
 g���������e�

#� ����;�)��	�

�? !
�� �� � ����	�� ��� ��������� 
� � ���(������� ���	�� *-56+7,,8�
$�� ��� ���
�� {�� � � = 1� 2� � � �}� �� �����"�
���� �� �����������
	������
�� ������ ��� ���
��� ��(���

�c�!� \�	"

5� =
{

1 �� 
 �>��	! =�(��! ���� J'�	���� fJe
0 �� 
 �>��	! =�(��! ���� �'�	���� f�e

� � (5� = 1) = ' (�� � (5� = 0) = &� ��	 �� = 51 + · · · + 5� (��
��+1 = �� + 5�+1 =
�� 
 ��+1 ���	6	�� �'� 	
 �� 6�� 
 �	� ���
{�� � � = 1� 2� � � �} ��� 	
� �=��	
	� T.GUEH� < �#��� (�	��	6�"�
���� � = {0� 1� � � � � �}�
<� '�����	
	� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
� �'���+�X��	�� �'� 	
 ����


'�� = � (��+1 = �|�� = �) = � (�� + 5�+1 = �|�� = �)
= � (5�+1 = � − �)� �� � ∈ ��
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[��

'�� = � (5�+1 = 0) = &
� '�� = 0� ∀ % �= �� �+ 1

'��+1 = � (5�+1 = 1) = '

(�� � '���(�� ��� "� �!�

P =

⎡
⎢⎢⎢⎣
& ' 0 0 · · ·
0 & ' 0 · · ·
0 0 & ' 0 · · ·
���
���
���
���
���

���

⎤
⎥⎥⎥⎦

*�� 	�� '�����	
	� �	�'!=
�
� �>��	!� 	6�
� �����

'��(�) =� (��+� = �|�� = �)
=� (�� + 5�+1 + · · ·+ 5�+� = �|�� = �)

=� (5�+1 + · · ·+ 5�+� = � − �) =
(

�

� − �
)
'�−�&�−(�−�)�

+�� � = �� �+1� � � � � �+�� �:�5 	� 6������� ���6�	
	"� =�	��"� ^2GCEP00K
�(������ 	
 I�"����(! (�	����!�

�? m�����	� ���  ��� ���h �������l�� !
�� {�� � � ≥ 1} � 	���������
��� ���� ����	��� ��� �	.���
����� 
��� ������ � ��l���� i� �����"��

���� �� ����������� 	������
�� ������ ��� ������� ��(���
�c�!� \�	" 5� 	� �'�	����� 	
� �>��	!� ��Y
�� � = 1� 2� � � � �
��	 �� = min{51� � � � � 5�} (�� 6�� ��+1 = min{�� � 5�+1}� =
�� 

{�� � � ≥ 1} ��� 	
� �=��	
	� T.GUEH �:�5 
 +�#�
 	
��� ��� (�����X�
	
� (�	����! 	
� ��+1� < �#��� (�	��	6�"� ���� � = {1� 2� � � � � 6}�
J:����X��	�� �	����#=�� '�����	
	� �����h

�e *�� 	�� '�����	
	� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
�

'�� = 0� ∀ � � �

'�� = � (��+1 = �|�� = �) = � (min(�� � 5�+1) = �|�� = �)
= � (min(�� 5�+1) = �) = � (5�+1 ≥ �)

=
6− (�− 1)

6
=

7− �
6

� � = 1� � � � � 6 (��

'�� = � (��+1 = �|�� = �) = � (min(�� 5�+1) = �)

= � (5�+1 = �) =
1
6
� � � ��



;3 �������� �

�e *�� 	�� =�	���� 	6�
� '�����	
	� �����

'��(2) = 0 � � �

'��(2) = � (��+2 = �|�� = �) = � (min(�� 5�+1� 5�+2) = �)

= � (5�+1 ≥ �� 5�+2 ≥ �)
�����
=
����

� (5�+1 ≥ �)� (5�+2 ≥ �)

=
(

7− �
6

)2

� � = 1� 2� � � � � 6� (��

'��(2) = � (��+2 = �|�� = �) = � (min(�� 5�+1� 5�+2) = �)
= � (min(5�+1� 5�+2) = �)
= � (min(5�+1� 5�+2) ≥ �)− � (min(5�+1� 5�+2) ≥ � + 1)�

=
(

7− �
6

)2

−
(

7− � − 1
6

)2

� � � ��

��� '���'6�" '�����	
	� �'���5� �� 	�� �'���+����� :����>
X��	�� 	�� ���#��� B − W +�� ��+((������ (�	��	6���� *��
'��6=�+���

'42(2) =
∑
�

'4�'�2 = '44'42 + '43'32 + '42'22 + '41'12

=
7− 4

6
· 1
6

+
1
6
· 1
6

+
1
6
· 7− 2

6
+

1
6
· 0 =

1
4

[
'42(2) =

(
7− 2

6

)2

−
(

7− 2− 1
6

)2

=
1
4

]

'44(2) =
∑
�

'4�'�4 = '44'44 =
1
4

=
(

7− 4
6

)2

(��'�

<� ��	��	����� '���(� ����

1 2 3 4 5 6

P =

1
2
3
4
5
6

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0
1�6 5�6 0 0 0 0
1�6 1�6 4�6 0 0 0
1�6 1�6 1�6 3�6 0 0
1�6 1�6 1�6 1�6 2�6 0
1�6 1�6 1�6 1�6 1�6 1�6

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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1 2 3 4 5 6

P (2) = P 2 =

1
2
3
4
5
6

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · ·
1− (5�6)2 (5�6)2 0 · · ·

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · (1�6)2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ �

����	
��5� �	� 
 (�	6�	��
 � ���� (�	6�	��
 �'����:
�
�� =
�� ��
	� �5�	
�� ���� �	
� (�	6�	��
 � =� �'��� �� :5+� �'� ��	!� '�	��

�? !
�� {S�} ��������� ���(������� ���	�� *-56+7,,8 	�

� (S� = 1) = '� � (S� = 0) = &� '+ & = 1 � = 1� 2� � � � �

$�� � = 2� 3� � � � ��� ��	� ��� 
����
���� �����(�

�� =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 �� S�−1 = S� = 1
1 �� S�−1 = 1� S� = 0
2 �� S�−1 = 0� S� = 1
3 �� S�−1 = 0� S� = 0

�

i� ������ ��� � {�� � � = 2� 3� � � �} ���� �� 1��������� �������� i�
�����"�
��� � ������� ����������� 	������
�� P � ����� ��� � �����
������ '00(3)�

�c�!� N �	����	�(! ������
 {�� � � = 2� 3� � � �} ��� �#�� (�	��	6>
�"� � = {0� 1� 2� 3}� �� +�"��X��� 	
� (�	6�	��
 	
� �� '�� ���>
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������ 	
� (�	����! 	
� ��+1 '�� ���	6	�� �'� 	�� (S� � S�+1)� [�� 

{�� � � = 2� 3� � � �} ���� ���(�����! �����=��
*�� 	�� '�����	
	� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
� ����� +�� '��6=�+��

'00 = � (��+1 = 0|�� = 0)
= � (S�+1 = S� = 1|S�−1 = S� = 1)

=
� (S�−1 = S� = S�+1 = 1)

� (S�−1 = S� = 1)
�����
=
����

� (S�+1 = 1) = '

'01 = � (��+1 = 1|�� = 0) = � (S�+1 = 0) = &

'02 = 0� '03 = 0� '04 = 0�
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�
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0 1 2 3

P =

0
1
2
3

⎡
⎢⎢⎣
' & 0 0
0 0 ' &
' & 0 0
0 0 ' &

⎤
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����'��#�	�� 	�� ���#��� B−W �'���+�X��� 	
� '00(3) "� �!�h

'00(3) =
∑
�

'0�'�0(2) = '00'00(2) + '01'10(2)

= '00('00'00 + '01'10) + '01('12'20 + '13'30)

= ' · '2 + &'2 = '2�

"? �������� ��� K�����"	���� L�
!
�� ��� � {�� � � = 2� 3� � � �} ��� ���� �� �(��S

�� =
{

0� �� S�−1 = S� = 1
1� �� ��.�������
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⎤
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=
1
4
[0 + ('2 + &2) + 0 + 2'&] =

1
4
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∑
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= &'01(3) + ''11(3)
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∑
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'0�'�1(2) = '00'01(2) + '01'11(2)
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 �↔ � ���'6+	�� �	� � ↔ �

�e �	���	�(�	
	�� =
�� �� �↔ � (�� � ↔ %� 	�	 �↔ %� �:�5 �'� 	� �	�
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∑
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� �=�� (�6�
 ���=��������

������� ���� 1�� ���
�� ^B5n+Z �������� ��3. � �	5+1+� �� � ↔ �
∀ �� � ∈ ��

������� ���� 1�� ���
� �
����	��� W �������� �3���. . �3���
 �)B
	�3� ����5��1	 ��

'��(�) = 0 ∀ � ∈ W� � �∈ W� � ≥ 1�

������� ��"� %� W = {�} ��� X ����
��� ���� � ����
��
� � �������� ��B
5���� �����
4�����

*�� 	
� (��5	�
 (�	���
�
 	"� '���'6�" �����#� =����� 	� '����
'���=�+��	��

�������������

�� \�	" 
 �����=� T.GUEH {�� � � ≥ 1} � �#�� (�	��	6�"� � =
{1� 2� 3� 4}� *�� 	
� �����=� ��	! �"��5� 	������ =��:��	�(�5� '���>
(� '�����	!	"� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
� (�� � (6� '��'	"�
 (�>
	�	6����� 	�� (�	��	6��� �5�:"�� � 	��� '��
+�5����� ������5��



;; �������� �

�?
1 2 3 4

P =

1
2
3
4

⎡
⎢⎢⎣
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< '���(�� �'��� �� =������	� � 6����� �'�'���(� �	����	�(�5� '��
��	��	����5� �	� (���	6 �5���� (�	��	6�"�� '�� �:���5� 	�� ������ '��
'�(���"��5��

*��(6 �'��� �� =��	�'"�� 	� �!� �#�
�� ���������� 	�� ������� 	"�
(�	��	6�"� ���� ���(�����!� �����=���

%�&�!�� $�"� /� 
����� � ��� ����
��
��� 	����� �� �������� ���� 	��
����� ����� �� �(��S

Ω = M ∪ K1 ∪ K2 ∪ . . .�

���� M �� 
����� ��� 	���������� ����
��
��� ��� Ki � = 1� 2� � � � ��
����
�� 
����� ����
��
��� ��� ����
������� 
��� �		�����

���5������ $��� J ������� ��������� 	� � = {0� 1� � � � � 1} ��� '00 = '88 =
1� '���−1 = 1 − '� '���+1 = '� ���� ��� ����
��
��� 0 ��� 1 �		���� :�����

��
��� ������.�
��;� ��� ��� {1� � � � � 1 − 1} 	����������� !�
� ����	� ��
��������� Ω = {1, . . . , − 1} ∪ {0} ∪ {} ��� �������

����� ��� �����

��
��� � ������� P "��.����
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0 1 1 2 · · · 1 − 1

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 · · · 0
0 1 0 0 · · · 0

1− ' 0 0 ' · · · 0
0 0 1− ' 0 · · · 0

0 ' 0 0 · · · 1− ' 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K1 0 · · · 0
0 K2 0 · · · 0

M1 M

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ �

���5������ $��� !
�� � 1��������� ���
�� 	� � = {0� 1� � � � � 5} ��� ���
���� ����������� 	������
��

0 1 2 3 4 5

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1�3 2�3 0 0 0 0
2�3 1�3 0 0 0 0
0 0 1�4 3�4 0 0
0 0 1�5 4�5 0 0

1�4 0 1�4 0 1�4 1�4
1�6 1�6 1�6 1�6 1�6 1�6

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ �

� ������ "��.���� ��

� =

⎡
⎣ >1 0 0

0 >2 0
�1 �2 �

⎤
⎦ �

����

>1 =
[

1�3 2�3
2�3 1�3

]
� >2 =

[
1�4 3�4
1�5 4�5

]
� � =

[
1�4 1�4
1�6 1�6

]

�1 =
[

1�4 0
1�6 1�6

]
� �2 =

[
1�4 0
1�6 1�6

]
�

�'� 	� 8#�
�� 4�� ����� �	�

$�� = 1 ∀ �� % ∈ >1 (�� $�� = 1 ∀ �� 7 ∈ >2�
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< ���+�#�	
� '���	�5�	�� �� =��� �	� $0 = 1� $2 = 1 (�� $5 � 1 ��
��>
��'��#�	�� 	��� ��	�(�5� ������5� (�� �� �'���+��� 	��� ������ �������
'���=�� 00 (�� 02� *�� '��6=�+��� �����

$00(1) =
1
3
� $00(2) =

2
3
· 2
3
� $00(3) =

2
3

1
3

2
3
� � � �

$00(�) =
2
3

1
3

1
3
· · · 1

3
· 2
3

=
2
3

(
1
3

)�−2 2
3

$0 =
∞∑
�=1

$00(�) =
1
3

+
∞∑
�=2

(
2
3

)2(1
3

)�−2

= 1

(��

00 =
∞∑
�=1

�$00(�) =
1
3

+
∞∑
�=2

�

(
2
3

)2(1
3

)�−2

= 2�

<� '�����	
	� $�� �'�� � ∈ � (�� % ∈ >1 ! >2 =� ���� 	��� 5(���
�'���+����� � ��� +�"��X��� "� 	#��� '���

$40(1) =
1
4
� $40(2) = '44'40 + '45'50 =

(
1
4

)2

+
1
4
· 1
6

$40(3) ='44'44'40 + '45'55'50 + '45'51'10 =
(

1
4

)3

+
1
4

(
1
6

)2

+
1
4

1
6

2
3

$40(4) ='44'44'44'40 + '45'55'55'50 + '45'55'51'10

+ '45'51'11'11'10 = � � �

�� 8#�
�� ��) 	
� '���
� '���+�6:�� ��� '�	��'� 	�� '���=�������
	����

,�
����'��#�	�� 	� '��
+�5��� �"�!��	� �'���5� �� (�	��!���� �c
�=��:����	� ���'�6���	� "� '��� 	�� ������ 	"� '��(�Y"� 	�� ���	!>
��	�� �	�� (�	��	6��� 	
� ���(�����!� �����=�� '�� 	� '��+�6:�� *�� 	�
�(�'� ��	� ���X��� 	�� 	����� �	���
	��

S� = 1� �� �� = � (�� �0 = �
� = 1� 2� � � � �

S� = 0� =��:��	�(6

a�	 	� 6�������
∑∞
�=1 S� ���5	�� � 	�� ������ 	"� '���="� �	
� �� J����

>(S�) = 1 · '��(�) + 0 · (1− '��(�)) = '��(�) (��

>

( ∞∑
�=1

S�

)
=

∞∑
�=1

>(S�) =
∞∑
�=1

'��(�)�



.� ����#��� C(�����(��)������ ���

�� 	��	��� �'�	����� � ���=����� � 	� 8#�
�� 4�� ��� =��� 	� �(�>
����� '������h

������� $��� 1�� ����
��
� � ����� �		��� :	���������; �� ��� 	��� �� �
	�
�� ����	�� ������� 
��� � ����� ������� :������
	����;�

<��X��� 	#�� 	�� �!� '�����	
	�
9��(J) = � f	� �5�	
�� '��	��:� �	
� � 	���6���	�� 1 :����e� � ∈ ��
��	
9�� = lim%→∞ 9��(J) ���� 
 '�����	
	� �'��"� '���="� �	
� � (�	6�	��
�

������� $�"� 1�� ����
��
� � ����� �		��� � 	��������� �����"� �� 9�� =
1 �

�2����\!� � =��=���(�� :����+�� 	�� �"�!��	�� ���(!� '�����	
	�� "�
'��� 	� ����� '�#	
� '���=�� �	
� � �����

9��(J) =
∞∑
�=1

$��(�)9��(J − 1) = 9��(J − 1)
∞∑
�=1

$��(�)

= 9��(J − 1)$� = · · · = 9��(1)$%−1
� = $%�

�:�5 � ������5

9��(1) = � f	���6���	�� ��� :��6 '��	��:� �	
� �) =
�� 9��(1) = $��

�:�5 lim%→∞ 9��(J) = 9��� ����� �	� 9�� = 1 ! 3 �����+"� 	�� �� $� = 1
! $� � 1 ��	��	���� =
�� �����+"� 	�� �� 
 (�	6�	��
 � ���� �����
 !
�	���	�(!� �

������� $��� %� � ↔ � ��� � �		���� ���� 	� ���������� F �� 
�
��	�
(��������� ��� ��� � ���
�������� ��� � ������� .�����

�2����\!� \�	" �� '�����	
	�

9��(J) = � (	���6���	�� 1 :���� 	� �5�	
�� �(��#�	�� �'� 	
� �

'��(�'		�� 	
� �)� J = 1� 2� � � � �

,�
����'��#�	�� 	� �#�
�� ���(!� '�����	
	�� �����

9��(J) =
∞∑
�=1

$��(�)9��(J − 1) = 9��(J − 1)$��

(��
9�� = lim

%→∞
9��(J) = $�� lim

%→∞
9��(J − 1) = $��9�� �



��� �������� �

���6 
 � ���� �����
� 6�� �'� ������� 4�% ���� 9�� = 1� (�� �:�5 �↔ � �'�
8#�
�� 4�� ����� $�� = 1� J'����"�

9�� = 1� �

 	
 ������� ���:����� ���(�� �	����#=�� ����'�� 	
� '���=�(�	
>
	��� �� �'��� ���� ��!���� �	
� ����(! ���'��:��6 	"� '�����	!	"� �	�>
'!=
�
��

\�	" ��� ��6+"+
 �����=� T.GUEH � '���=� . (�� ��	" �� (�	��	6���
	
� � (�� �� �:�5 ���� ��6+"+
 f�'�!e ����� �	� � ↔ �� ∀ �� � ∈ � (�� 6��
∃ #� �� �(������h '��(#) � 0 (�� '��(�) � 0� ���6 '��(#+�) ≥ '��(#)'��(�) �
0 6�� # + � '����'�6��� 	�� .� ���	#�	�� �	���� 	� � '���	
��5� �	�
(6� �(������ # '�� ���� 	�	���� #�	 '��(#) � 0 ���� 	
� ���:!� # =
� + �.� 0 ≤ � ≤ .� � = 0� 1� � � �� � �6�
 	
� � (�	6�	��
� � ������� � ����
����(	
���	�(�� 	
� (�	6�	��
� � f��"� (�� 6��"� (�	��	6�"�e� =
�� 	�	
(6� (�	6�	��
 ��!(� � ��� �'� 	�� (�	
+���� G0� G1� � � � � G�−1� �'��

G� = {� : '��(#) = 0� (	�� �� # = � + �.}�
�� �5���� G0� � � � � G�−1 ���� ���� �	��5 	��� (�� �'�	��5� ��� =�������

	�� ������� � 	"� (�	��	6�"� 	
� �����=���

\�	"� +�� '��6=�+��� 
 �����=� T.GUEH � � = {1� 2� 3� 4� 5� 6} (�� '�>
��(� '�����	!	"� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
�

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1�2 0 1�2 0
1�3 0 0 1�3 0 1�3
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1�4 0 3�4 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ �

N �����=� ���� �'�! (�� ��� '���=� . = 3� 8� '���=�������� 	� �5����
(�	��	6�"� G0� G1� G2� � �6�
 	
� (�	6�	��
 ��

<� '���(� '�����	!	"� �	�'!=
�
� ��� (�� �
� 	6�
� ����

P (2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0
0 0 7�12 0 5�12 0

1�3 0 0 1�3 0 1�3
0 1 0 0 0 0

1�3 0 0 1�3 0 1�3
0 1 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦



D� ��� (�$��)# �� (������� �$� (�����#�$�  ���(#2���� ���

(��

P (3) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1�3 0 0 1�3 0 1�3
0 1 0 0 0 0
0 0 7�12 0 5�12 0

1�3 0 0 1�3 0 1�3
0 0 7�12 0 5�12 0

1�3 0 0 1�3 0 1�3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ �

�'� 	��� '���'6�" '���(� ����� 	� �5����

G0 = {� : '1�(3�) � 0 +�� (6'��� �} = {1� 4� 6}
G1 = {� : '1�(3� + 1) � 0 +�� (6'��� �} = {3� 5}
G2 = {� : '1�(3� + 2) � 0 +�� (6'��� �} = {2}

�� '��� ���� '6�� "� �6�
 	
� (�	6�	��
 �� 	�	 �� ����

G0 = {2}� G1 = {1� 4� 6}� G2 = {3� 5}�
�����#�!�!� ����	
�#�	�� 	
� �����=� 	�� �	�+��� 3� 2 · 3� � � � � �.� 	�	
����� ��� ��� �����=� � '���(� '�����	!	"� �	�'!=�
� '�#	
� 	6�
� 	��
P (3)� � �'���� ��� =���� �	� (6� �5���� G� ���X� ��� ��6+"+
 �'���=�(!
�'������=�� ��	� ���5� +��(6�  	� '��6=�+�6 ��� ����� 	�� �'������=�
� '���(� '�����	!	"� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
�

� % 4 � )

P =

⎡
⎣ 1�3 1�3 1�3

1�3 1�3 1�3
1�3 1�3 1�3

⎤
⎦ � P 1 =

[
7�12 5�12

7�12 5�12

]
� P 2 = '22 = 1�

7� ����%	!	�& ���%��9��4 	!� %�����	 	!� �	�% +

;
�
�

�� �(������ �#�
�� �'�	�� 	� (��=� +�� 	
� �'�=��
 	"� ����(#�
�"�
�6	"� '�� �� �(�����!����� N �'�=��! 	�� ���� '��� �'� 	� �(�'�
��	�5 	�� ��++�6���	�� (�� '�����'	��� j�	��� � ���+�#�	
� '���'��'>
	�� �	� ������ 	"� D.G0KC (�� a.s0EG� �:�� +�� '���	��" �'	�������

6	�	�1��
 ��!���� �� ������
 #�
	��

!
�� � ��������� ��� 	� ��������� ���� { �} 	�
∑
�  � = 1�

!
�� . � 1�?�<� ��� �������� � :  � � 0 ���

%� =  1%�−1 +  2%�−2 + · · ·+  �%0� � ≥ 1� %0 = 1�



��% �������� �

/���

lim
�→∞%�� =

.

0
� ���� 0 =

∑
�

� � �

%�&�!�� ���� �; %� � � ����� 	��������� � �		��� 	������� ����

lim
�→∞ '��(�) = 0� f���e

�; %� � � ����� ��"����� ����

lim
�→∞ '��(�) =

1
0�
� f���e

"; %� � � ����� �		��� ������ 	� ������ .� ����

lim
�→∞ '��(�) =

.

0�
� f���e

�2����\!� �e �� 
 � ���� �	���	�(!� 	�	
∑∞
�=0 '��(�) �∞� 6�� '��(�)→ 0

�	�� � →∞�
�e �'� 	
 ����
 '��(�) =

∑�
�=1 $��(�)'��(� − �) (�� 	� ����"	�(� �#�
��

�����

lim
�→∞ '��(�) =

1
0�
� �'�� 0� =

∞∑
�=1

�$��(�)�

�� 0� =∞� 	�	 lim�→∞ '��(�) = 0�
+e �:�5 
 � ���� '���=�(! � '���=� . �'	�� �	� � ����I� 	"� �(���"�
� � 0 : $��(�) � 0 ���� � ������� .� [�� �'� 	� ����"	�(� �#�
�� �����
�	�

lim
�→∞ '��(�) =

.

0�
� �

�� '���� �!��� ���� ��!���� +�� 	
� �'�=��
 	�� '����� �"�!��>
	���

�#��� ���� !
�� � ���������

�� =
�∑
�=0

!���−�� � = 0� 1� � � � �

���� !� ≥ 0�
∑∞
�=0 !� = ! �∞ ��� lim�→∞ �� = �� /���

lim
�→∞ �� = !��



D� ��� (�$��)# �� (������� �$� (�����#�$�  ���(#2���� ��)

%�&�!�� ���� �; %� � � ����� 	��������� � �		��� 	������� ����

lim
�→∞ '��(�) = 0� ∀ � ∈ �� f��%e

�; %� � � ����� ��"����� ����

lim
�→∞ '��(�) =

1
0�
$��� ∀ � ∈ �� f��)e

"; %� � � ����� �		��� ������ 	� ������ .� ��� �↔ � 	� � ∈ G�� ����

lim
�→∞ '��(�) = lim

2→∞ '��(#.� + 7) =
.�
0�

�� � ∈ G�+�
f��4e

= 0 ��.��������

�2����\!� �e �'� 	
 ����


'��(�) =
�∑
�=1

$��(�)'��(� − �)

(�� �:�5 
 � ���� �	���	�(! ! �����
 �
=��(! ����� �'� 	
� f���e 	��
8"�!��	�� ��� (�� 	� Z!��� ��� �	�

lim
�→∞ '��(�) = 0�

�e �:�5 
 � ���� �+�=�(! ����� �'� 	
� f���e 	�� 8"�!��	�� ��� �	�
lim�→∞ '��(�) = 1

��
(�� �'� 	� Z!��� ��� �	�

lim
�→∞ '��(�) =

1
0�
$�� � �'�� $�� =

∞∑
�=1

$��(�) �∞�

+e \�	" � ∈ G�� �� � ∈ G�� 	�	 
 �'������=� '�� ��� (�	��	6��� 	�
�5���� G� (�� �����
��	�(�� '�����	
	�� 	�� '�����	
	� .� 	6�
� �'�	���
�'"� �=�� �	� 	���� 	
� '��
+�5��
� '���+�6:��� ��� ��6+"+
 �'���=�(!
�����=� (�� '�=! 
 � ���� �����
 �	�(! 
 �'������=� ���� �+�=�(!� [��
�'� 	� �e �����

lim
2→∞ '��(#.�) =

1
07�
$7�� �



��4 �������� �

_�"� $7�� = 1 �:�5 �� � ∈ G� ������ (��

07� =
∞∑
�=1

�$7��(�) =
∞∑
�=1

�$��(�.�) =
1
.�

∞∑
�=1

(�.�)$��(�.�)

=
0�
.�
�

J'����"�

lim
2→∞ '��(#.�) =

.�
0�
�

\�	" 	#�� 
 ����
 '��(� + 1) 6−0=
∑
� '��'��(�)� \����

lim
�→∞ '��(� + 1) = lim

2→0
'��(#.� + 1) =

∑
�

'�� lim
2→0

'��(#.�)

=
.�
0�

�� � ∈ G�+1

= 0 �� � �∈ G�+1�

�:�5 
 6�����
 +��	�� +�� ��� 	� % '�� ��!(��� �	� G�+1 �5����� _����

����� �'� 	
 ����
 '��(� + 2) 6−9=
∑
� '��(2)'��(�) �	�

lim
�→∞ '��(� + 2) = lim

2→∞ '��(#.� + 2) =
∑
�

'��(2) lim
2→∞ '��(#.�)

=
.�
0�

�� � ∈ G�+2

= 0 �� � �∈ G�+2
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� '��'	"�
 '�� ' = '� & = &� � = 0� � = 1� 2� � � � (��
�� ' � &� 	�	 	� '�����=� ���� ���~(� +�� 	�� ��	��
�� ' � &� 	�	 	� '�����=� ���� ���~(� +�� 	�� ��	�'��� 	��
+� ' = &� 	�	 	� '�����=� ���� =�(����

*�� 	� �0� '0 ����� 	� �!�h

�� �0 = 1� '0 = 0 f'�� �
����� �	� � ��	�'���� 	�� ��	��� ��� "� �(�'�
�� 	�� '6�� 	
� '������� (�� ����� ����� ��	� �	���	6� 	� '�����=�e�

�� �0 � 0� '0 � 0 f'�� �
����� �	� � ��	�'���� 	�� ��	��� '��X� +��	� 	��
����� 	� '�����=� (�� '�	��'� �	�� ��	�� �� ������� 	� '������ (��
�"��� '�������e�
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 '�����	
	� $�0 ���� 
 '�����	
	� �� (�	��	��:� � ��	��� =����	�� �	�

 ����(! 	�� '������� !	�� �� 7� {$� 0� � = 0� 1� 2� � � �} �(���'���5� 	��
���#���

$�0 =
∞∑
�=0

'��$�0� � = 1� 2� � � �

f$��e

$00 = 1�

k'���	���� +�� � ≥ 1� �	�

'�� =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

'� � 0 �� � = � + 1
�� ≥ 0 �� � = �
&� � 0 �� � = � − 1
0 =��:��	�(6�
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<� f$��e +�6:��	��

$�0 = &�$�−1 0 + ��$�0 + '�$�+1 0� � = 1� 2� � � �

(�� �:�5 �� = 1− &� − '� ����� �	�

'�($�+1 0 − $�0) = &�($�0 − $�−1 0)� � = 1� 2� � � � �

N 	��	��� ����
 ��� =��� +�� # � � ≥ 1

$2+1 0 − $2 0 =
&2 · · · &�
'2 · · · '� ($� 0 − $�−1 0)�

�� ������� 	�� �!� '���	
	�

E0 = 1� E2 =
&2 · · · &1
'2 · · · '1

� # = 1� 2� � � � �

��	

$2+1 0 − $20 = E2($10 − 1)� # ≥ 0�

����	
��5� �	�
∑

2=0

($2+1 0 − $20) = $+1 0 − 1�

6��

$+1 0 − 1 = ($10 − 1)
∑

2=0

E2� � = 0� 1� � � � f$��e

=
�� ����� '���=������ 	�� $ 0 �����	!�� 	
� $1 0� 	
� �'��� �� '���=����>
���� �	
 �������� *�� �� 	� '�	5���� �� �'������� '�'���� �	�

&0 = 0� �0 = 1� '0 = 0

=
�� 	� '�����=� �	���	6� �	�� 
 '������� 	�� ��	��� :�6�� ��� '��(���>
������� '��� W� ��	 �� {$� 0� � = 0� 1� � � � �W} �(���'���5� 	�� ���#���

$�0 =
0∑
�=0

'��$�0� � = 1� � � � �W − 1� $00 = 1� $00 = 0� f$��e
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 �����=� �'���5� �� '���=�������� 	
� $10 �"��� =��(�����
�'� 	� �	� $0 0 = 0 ����� �'� 	
� f$��e +�� � = W − 1 �	�

$10 = 1−
[
0−1∑
2=0

E2

]−1

=

0−1∑
2=1

E2

0−1∑
2=0

E2

� f$�%e

�'� 	�� ������ f$��e (�� f$�%e ����� +�� ���� 	����� '��'�	� � '���(�
'�����	!	"� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
� 	�� '���'6�" P �'"� =�����:#�
(�
=
�� � 	�� (�	��	6��� 3 (�� X �� ���� (�	��	6��� �'����:
�
�� (�� �#��
(�	��	6�"� � = {0� 1� � � � �W}� �	� �� '�����	
	� �'����:
�
� �'� 	
� (�>
	6�	��
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1− $� 0 =

�−1∑
2=0

E2

0−1∑
2=0

E2

� � = 1� � � � �W� f$�)e

*�� �� '���=�������� 	�� '�����	
	� �'����:
�
� +�� 	�� ����(� ��� 	�����
'��'�	� ���� ��+�(� �� �"�!���� �	� �	�� f$�)e 	� X 	��� �	� 6'����
 	
� '��'	"�
 ��	! ���5��� 	� �!�h ��

∞∑
2=0

E2 �∞�

	�	

1− $� 0 =

�−1∑
2=0

E2

∞∑
2=0

E2

� � = 1� � � � �∞ � f$�4e

��	��	����� ��
∞∑
2=0

E2 =∞�

	�	
$� 0 = 1� � = 1� 2� � � � �



F� ���������� �(��������� ��$

*�� �� (�	���!���� 	� '���'6�" �'�	�����	� �� �	6���� 	
� �'�!
'��'	"�
 �'�� ' = & (�� � ��	��� (��#� (�� � ��	�'���� 	�� �'���5� ��
:�6���� 	� ������(� '��� X � (�������  	
� '��'	"�
 ��	! 	� '���'6�"
�+��
 +����	��

E2 =
(
&

'

)2
(�� 
 f$�)e ��� =���

$�0 = 1−
1− (&�')�

1− &�'
1− (&�')0

1− &�'
=

(&�')� − (&�')0

1− (&�')0
� �� ' �= &

= 1− �

W
=
W − �
W

� �� ' = &�

�� W →∞� 	�	

$�0 =
(
&

'

)�
� �� ' � &

= 1� �� ' ≤ &�

<� 	��	��� ������ �
������� �	�� �� 	� '�����=� ���� =�(��� ! 6=�(�
+�� 	�� ��	�� (�� � ��	�'���� ��� '��5 �+��5	�
 '������� �'� 	�� ��	���
	�	 � ��	��� ��+���� (�	��	��:	��� �� ��"� 	� '�����=� ���� ���~(� +��
	�� ��	��� 	�	 �'6��� �	�(! '�����	
	� � ��	�'���� 	�� �� (�	��	��:�
�(��� (�c �� =����	� �+��5	�
 '��������

� 	�� �	���	�(�� (�	��	6��� ���=���	�� �� 	����� �	���
	�� '�� '��>
+�6:��� 	� ����� '�� �'��	�	�� +�� �� �'����:
��5� �'� 	�� ����>
��� \�=��:���� '������6X� � '���=�������� 	
� (�	����!� 	���� I�����
���(6 �	����� +�� 	� '����
�� ��	� (�� '"� �'���5� ��	6 �� :�������5�
�	�� 	����� '��'�	�� J���� �'����	
	�� �� �(������� �������h

\�	" J(�) � ������ (�	6�
Y
� 	
� (�	6�	��
� � �	� '�#	� � �!��	��
N 	����� �	���
	!

J(∞) = lim
�→∞J(�)

(:�6X� 	�� ���(� ����� (�	6�
Y
� 	
� (�	6�	��
� ��
*�� (6� (�	6�	��
 % (�� � = 1� 2� � � � ���X��� 	
� 	���

*(�) = 1 �� �� = �

= 0 �� �� �= � �
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	�	

J(�) =
�∑

2=1

*(#)� J(∞) =
∞∑
2=1

*(#)

(��

>{J(∞)|�0 = �} = >

{ ∞∑
2=1

*(#)|�0 = �

}

=
∞∑
2=1

>(*(#)|�0 = �) =
∞∑
2=1

'�(#)� f$��e

7 ������ '��� 	
� �'����:
�
 ���� � ������ '�� ��=5� 
 �����=� (�>
��5��
 ��6��� �	�� �	���	�(�� (�	��	6���� ��	" J ′� '�� ����

J ′ =
∑
�∈9

J�(∞)� f$�;e

 ��'#� � ������ +�� 	
� �'����:
�
� ��	" 1 � ����

J = J ′ + 1� f$�$e

g=���	�� �=��:���� '������6X� 	� ��+���

#� = >{J |�0 = �}� f$��3e

=
�� � ����� ������ �'����:
�
� �	�� 
 �����=� �(��6� �'� 	
� (�	6�	��

�� � ∈� � N ����
 f$��3e ��+" 	
� f$�$e +�6:	��

#� = 1 + >{J ′|�0 = �}� f$���e

g��5� 	� �(������ �#�
�� +�� 	��� ������ #� � � ∈� �

%�&�!�� =��� $�� � ∈� �
����� �� 
��
���

#� = 1 +
∑
�∈9

∞∑
�=1

'��(�) f$���e

#� = 1 +
∑
∈:

'�#� f$���e
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�2����\!� N f$���e ��+" 	"� f$��e (�� f$�;e +�6:	��

#� = 1 +>

{∑
�∈9

J�(∞)|�0 = �

}

= 1 +
∑
�∈:

∞∑
�=1

'��(�)�

�'� 	� �#�
�� ���(!� '�����	
	�� �����

#� = >{J |�0 = �} =
∑
∈Ω

'�>{J |�1 = �}

=
∑
∈9

'�[1 + >{J |�0 = �}] +
∑
∈9�

'�

= 1 +
∑
∈9

'�#�

�'�� �6 	� �5���� ��"� 	"� �����"� (�	��	6�"�� �

�����#�!�!�   ''������� �����=� �� ������ �'����:
�
� ���� ''��>
������ (�� 	� �5�	
�� f$���e ��� ����=�(! �5�
�   ��� �����=� � 6'���
�	���	�(�� (�	��	6��� �� ����� ������ �'����:
�
� �'��� �� ���� 6'�>
���� �'��� �� =���� �	� �� �� ������ �'����:
�
� ���� ''�������� �
'�����	
	� �� 	�	 	� �5�	
�� f$���e ��� ����=�(! �5�
�

 	
 ������� �� '���=�������� 	� '���'6�" �+��
 �	�� 	����� '��'�	��
'�� �� (�	��	6��� 3 (�� X ���� (�	��	6��� �'����:
�
� �# �� {1� � � � �W−
1} ���� �	���	�(���  	
� '��'	"�
 ��	! � ������ �'����:
�
� 1 ���� 

=�6�(�� 	�� '�����=��5 (�� #� = >{J |�0 = �} ���� 
 ���
 =�6�(�� 	��
'�����=��5 =����	�� �	� � ��	��� ��� '������� � �	
� ���! 	�� '�����=��5�
<� ����� ������ �'����:
�
� {#� � � = 1� � � � � � − 1} ���� 
 ����=�(! �5�

	�� ���	!��	�� 	"� ���#�"�

#� = 1 +
/−1∑
=1

'�#� � = 1� � � � � X − 1�

�� �������#0 = #/ = 0 (�� ��
����'��!���� 	�� '�����	
	� �	�'!=
�
�
'�#	
� 	6�
� 
 '��
+�5��
 ����
 ��� =���

#� = 1 + &�#�−1 + ��#� + '�#�+1� � = 1� � � � �W − 1 �

8�	��	��
�� = #� −#�−1� � = 1� � � � �W − 1�



��� �������� �

�����

'���+1 = &��� − 1� � = 1� 2� � � � �W − 1 �

N 	��	��� ����
 ���� ��� '�#	
� 	6�
� ���"�
 =��:��#� �'� 	
� �'���
5(��� '�������

��+1 =
&�
'�
· &�−1

'�−1
· · · &�−2

&�−2
��−2

− 1
'�

(
1 +

&�
'�−1

+ · · ·+ &� · · · &�−2+1

'�−1 · · · '�−2

)
� f$��%e

N 	��	��� ����
 ��� '�	��'� 	�� '���=������� 	"� ���"� 	��#� #� � � =
1� � � � �W − 1�

*�� �� +��� '�����	�� (�	���
	! 
 '���'6�" =��=�(���� �� �"�!����
	
� '��'	"�
 	�� �'��5 	������ '��'6	��� =
�� � '� = '� &� = & � =
1� 2� � � � � � − 1� \����

��+1 =
(
&

'

)�
�1 − 1

'

{
1 +

&

'
+ · · ·+

(
&

'

)�−1
}

=

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
(
5
+

)�
�1 −

(
1
+−5
){

1−
(
5
+

)�}
�� ' �= &

�1 − 1
+�� �� ' = &�

f$��)e

���6
�−1∑
�=0

��+1 =
�−1∑
�=0

(#�+1 −#�) = #� −#0

(�� �'� 	
� f$��)e �����

#� −#0 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

{
�1 +

(
1
+−5
)} 1−

(
�

�

)�
1−

&

'

− �

'− & �� ' �= &

��1 − 1
'

�(�− 1)
2

� �� ' = &�

��	� '�� ���� ���� � '���=�������� 	�� �1� �'� 	� �	� #0 = #0 = 0
����� �	� +�� ' = &

0 = #0 = W�1 − 1
'

W(W − 1)
2

(�� 6�� �1 =
W − 1

2'
�
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_���� +�� ' �= &� N �5�
 '����"� ����

#� =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�(W − �)
2'

� �� ' = &

�

& − ' −
W

& − '
1−
(
5
+

)�
1−
(
&

'

)0 � �� ' �= &�

�� W →∞� 	�	
#� =

�

& − ' �� & � '

=∞ �� ' = &�

���#���� 	� (:6���� '�����	��	�� ��� �'�� '��6=�+�� �	� �'���
�'���5� �� :�������� ��=�� ��� 	�� ������ '�� ��	!����

8�*�(� 2��5������� \�	" 
 ���(�����! �����=� � � = {0� 1�
� � � � 5} (�� '���(� '�����	!	"� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
�

0 1 2 3 4 5

P =

0
1
2
3
4
5

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1�2 2�3 0 0 0 0
2�3 1�3 0 0 0 0
0 0 1�4 3�4 0 0
0 0 1�5 4�5 0 0

1�3 1�3 0 1�3 0 0
0 1�3 0 1�3 1�3 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ �

����	
��5� �	� �'6����� 	� �!� =5� (���	6 �5���� X1 = {0� 1}� X2 =
{2� 3} (�� �� �	���	�(�� (�	��	6��� K = {4� 5}�

8� �'���+����� 	�� ����(�� '�����	
	� lim�−→∞ '��(�)� �� � ∈ Ω�

�� N �'������=� '�� ��	��	���� �	� W1 ���� �+�=�(! (�� ��� =�'�6 �	�>
���	�(� '���(� '�����	!	"� �	�'!=
�
� '�#	
� 	6�
��  5�:"�� � 	�
������� ;�� �����

lim
�→∞ '��(�) =

1
2
∀ �� � ∈ W1�

�� *�� 	� W2 �����

� �

P/2 =
2
3

[
1�4 3�4

1�5 4�5

]
�



��% �������� �

N �	6���
 (�	����! ����h

\2 = \2
1
4

+ \3
1
5
� \3 = \2

3
4

+ \3
4
5
⇒
(
\2 =

4
19
� \3 =

15
19

)
(�� �'� 	� 8#�
�� ;�� �����

lim
�→∞ '�2(�) =

4
19
� lim
�→∞ '�3(�) =

5
19
∀ � ∈ W2�

I��:��	�(�� 	��'�� �'���+����5h *�� '��6=�+�� 
 “2” ���� �����

6�� lim�→∞ '22(�) = 1

�2
� �'�� 02 =

∑∞
�=1 �$22(�)� �� =����� �	� 


��� ���� �����
 � �6�
 	�� ������ (�� �	
 ������� �� �'���+�����
	�� ���� ����� '���=�� 02� J����

$22(1) =
1
4
� $22(2) =

3
4
· 1
5
� $22(3) =

3
4
· 4
5
· 1
5
· · ·

$22(�) =
3
4

(
4
5

)�−2 1
5
� � = 2� 3� � � �

(��
∞∑
�=1

$22(�) =
1
4

+
∞∑
�=2

3
4

(
4
5

)�−2 1
5

=
1
4

+
3
20

1
1− 4

5

= 1 �

6�� 
 “2” ���� �����
� < ����� ������ '���=�� ����

02 =
∞∑
�=1

�$22(�) =
1
4

+
∞∑
�=2

�
3
20

(
4
5

)�−2

=
1
4

+
3
20

∞∑
�=2

[(� − 1) + 1]
(

4
5

)�−2

=
1
4

+
3
20

⎡
⎣ ∞∑
�=2

(
4
5

)�−2

+

[
.

.7

∞∑
�=2

7�−2

]
�= 4

5

⎤
⎦

=
1
4

+
3
20

[
1

1− 4
5

+
[
.

.7

(
1

1− 7
)]

�= 4
5

]
=

19
4
�

�� *�"��X��� �	� lim�→∞ '��(�) = 0 ∀ �� � ∈� �

8� '���=�������� 	�� '�����	
	� lim�→∞ '4�(�)� � = 0� 1� 2� 3 (��#�
(�� 	�� lim�→∞ '5�(�)� � = 0� 1� 2� 3�
J����

lim
�→∞ '40(�) =

1
00
$40 � 00 = 2�
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�'� 	� 8#�
�� $�� �����

$40 = '40$00 + '41$10 =
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