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Telikì Diag¸nisma-Earinì ex�mhno 2010-Did�skwn:NÐkoc Frantzikin�khc

Di�rkeia treÐc ¸rec me kleistèc ìlec tic shmei¸seic. Kal  tÔqh!!

(1) 'Estw H q¸roc Hilbert, (en)n∈N orjokanonik  akoloujÐa tou H, kai (an)n∈N akoloujÐa
pragmatik¸n arijm¸n. Na deiqjeÐ ìti h seir�

∑∞
n=1 anen sugklÐnei an kai mìno an h seir�∑∞

n=1 a2
n sugklÐnei.

(2) 'Estw X grammikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno < , >.
(i) Na deiqjeÐ ìti e�n ‖xn − x‖ → 0 kai ‖yn − y‖ → 0 tìte < xn, yn >→< x, y >.
(ii) E�n < xn, x >→ 0 gia k�je x ∈ X, mporoÔme na sumper�noume ìti ‖xn‖ → 0?

(3) 'Estw X q¸roc me nìrma, kai Y (6= X) kleistìc upìqwroc. Na deiqjeÐ oti gia k�je
x0 /∈ Y up�rqei fragmèno grammikì sunarthsoeidèc f tètoio ¸ste f(y) = 0 gia k�je
y ∈ Y kai f(x0) = 1.

(4) Na deiqjeÐ ìti up�rqei fragmèno grammikì sunarthsoeidèc f ston `∞ tètoio ¸ste
lim inf
n→∞

an ≤ f((an)) ≤ lim sup
n→∞

an.

gia k�je fragmènh akoloujÐa (an).

(5) 'Estw X q¸roc Banach, Y q¸roc me nìrma, kai Tn : X → Y akoloujÐa fragmènwn
grammik¸n telest¸n tètoia ¸ste to ìrio limn→∞ Tnx up�rqei gia k�je x ∈ X. Na deiqjeÐ
ìti o telest c T : X → Y me tÔpo Tx = limn→∞ Tnx eÐnai fragmènoc grammikìc telest c.

(6) 'Estw T : C[0, 1] → C[0, 1] (me thn sup nìrma ‖·‖∞) grammikìc telest c tètoioc ¸ste
e�n fn ∈ C[0, 1] kai ‖fn‖∞ → 0 tìte (Tfn)(t) → 0 gia k�je t ∈ [0, 1] (prosoq  den
upojètoume ìti ‖Tfn‖∞ → 0). Na deiqjeÐ ìti o telest c T eÐnai fragmènoc.

(7) 'Estw H q¸roc Hilbert kai (un)n∈N, (vn)n∈N orjokanonikèc akoloujÐec.
(i) E�n < w, vn >= 0 gia k�je n ∈ N sunep�getai ìti w = 0, na deiqjeÐ ìti h (vn)n∈N,
eÐnai orjokanonik  b�sh tou H (dhlad  h grammik  j kh twn vn eÐnai pukn  ston H).

(ii) E�n h (un)n∈N eÐnai orjokanonik  b�sh tou H kai
∑∞

n=1 ‖un − vn‖2 < 1 na deiqjeÐ
ìti kai h (vn)n∈N eÐnai orjokanonik  b�sh tou H.
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