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Φυλλάδιο 4

1). ΄Εστω Ω ⊂ C τόπος και f : Ω→ C είναι ολόμορφη που έχει επιπρόσθετα την ιδιότητα

Αν x ∈ Ω, τότε είτε f(z) = 0 είτε f ′(z) = 0.

Αποδείξτε ότι η f είναι η σταθερή συνάρτηση.

2). Βρείτε όλες τις ολόμορφες συναρτήσεις f : C→ C που ικανοποιούν

f(x + yi) = x2 − y2 + iv(x, y), x, y ∈ R, v : R2 → R.

3). ΄Εστω ∅ 6= Ω ⊂ C τόπος. Αποδείξτε πως δεν υπάρχει μη σταθερή ολόμορφη συνάρτηση f : Ω→ C
ώστε η εικόνα f(Ω) να περιέχεται σε ευθεία γραμμή του C.

4). Θέτουμε

f(z) =
+∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C.

Αποδείξτε ότι

ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C.

Υπόδειξη: Ορίστε τη συνάρτηση g(z) = e−zf(z), z ∈ C.

5). ΄Εστω f : C→ C ολόμορφη, ώστε

f(z + w) = f(z)f(w), ∀z, w ∈ C,

f(x) = ex, ∀x ∈ R.

Αποδείξτε ότι

f(z) = ez, ∀z ∈ C.

Υπόδειξη: Αν z = x + yi, x, y ∈ R τότε αποδείξτε αρχικά ότι f(z) = exA(y) + iexB(y) με
A,B : R→ R.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ!
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