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Φυλλάδιο 10

1)
⊗
. Να λυθεί το Πρόβλημα Αρχικών-Συνοριακών Τιμών

ut(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 2 sinx− 3 sin(2x), 0 ≤ x ≤ π.

2)
⊗
. Να λυθεί το Πρόβλημα Αρχικών-Συνοριακών Τιμών

ut(x, t) = uxx(x, t), 0 < x <
π

2
, t > 0,

ux(0, t) = u(
π

2
, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = − cosx+ 2 cos(3x), 0 ≤ x ≤ π

2
.

3)
⊗
. Να λυθεί το Πρόβλημα Αρχικών-Συνοριακών Τιμών

ut(x, t) = uxx(x, t) + 2ux(x, t), 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = −3 e−x sin(2πx)−+2 e−x sin(3πx), 0 ≤ x ≤ 1.

4)
⊗
. Να λυθεί το ΠΑΤ (πρόβλημα Cauchy)

utt(x, t) = 2uxx(x, t)− uxt(x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ R,

ut(x, 0) = g(x), x ∈ R,

όπου f, g : R → R είναι δοθείσες ομαλές συναρτήσεις. Πόσο ομαλές πρέπει να είναι οι f, g ώστε να
υπάρχει κλασική λύση; Μπορούμε να βρούμε λύση σε όλα τα σημεία x ∈ R, t > 0?

Υπόδειξη: Μπορείτε να κάνετε την αλλαγή

ξ = x+ t, η = x− 2t, u(x, t) = v(ξ, η),
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και να βρείτε τη ΔΕ που ικανοποιεί η v(ξ, η).

5). Θεωρούμε το Πρόβλημα Συνοριακών Τιμών

ut(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, t > 0,

ux(π, t) + 2 u(π, t) = 0, t > 0.

Ψάχνουμε για τις μη ταυτοτικά μηδέν λύσεις του προβλήματος με τη μέθοδο Fourier στη μορφή u(x, t) =
A(x) B(t).

α) Αποδείξτε ότι υπάρχει πραγματική σταθερά λ ώστε

A′′(x) + λA(x) = 0, 0 < x < π,

A(0) = 0,

A′(π) + 2 A(π) = 0,

B′(t) + λB(t) = 0, t > 0.

β) Αποδείξτε ότι αν λ ≤ 0, τότε A(x) ≡ 0, 0 ≤ x ≤ π.

γ) Θέτουμε λ = µ2, µ > 0 τέτοιο ώστε το πρόβλημα να έχει μη τετριμμένη λύση, αποδείξτε τότε ότι
ισχύει

(?) µ cos(µπ) + 2 sin(µπ) = 0

δ) Αποδείξτε ότι η εξίσωση (?) έχει άπειρες θετικές λύσεις µ.

Υπόδειξη για το δ): Αν µ > 0 λύση της (?) τότε θα ικανοποιεί την εξίσωση

(??) 2 tan(µπ) = −µ.

6). Με χρήση του Θεωρήματος Green να λυθεί το ΠΑΤ (πρόβλημα Cauchy)

utt(x, t) = uxx(x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ R,

ut(x, 0) = g(x), x ∈ R,

όπου f, g : R → R είναι δοθείσες ομαλές συναρτήσεις. Πόσο ομαλές πρέπει να είναι οι f, g ώστε να
υπάρχει κλασική λύση; Μπορούμε να βρούμε λύση σε όλα τα σημεία x ∈ R, t > 0?

Υπόδειξη: Εφαρμόστε το Θ. Green στον κώνο εξάρτησης των λύσεων.

Οι ασκήσεις για παράδοση σημειώνονται με ⊗

Η παράδοση των ασκήσεων θα γίνεται προσωπικά την ώρα των Ασκήσεων (Εργαστήριο)

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ!
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