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Α. Τερτίκας

ΜΔΕ

(Φυλλάδιο 3)

1. ΄Εστω u ∈ C2(B1) ∩ C(B1) θετική αρμονική συνάρτηση. Αποδείξτε την ακόλουθη μορφή της
ανισότητας Harnack

1− |x|
(1 + |x|)n−1

u(0) ≤ u(x) ≤ 1 + |x|
(1− |x|)n−1

u(0), x ∈ B1.

2. ΄Εστω g : [0,+∞) → R ομαλή συνάρτηση ώστε g(0) = 0. Αποδείξτε χωρίς επαλήθευση, ότι ο
τύπος

u(x, t) :=
x√
4π

∫ t

0

1

(t− s)3/2
e
−x2

4(t−s) g(s) ds ,

μας δίνει τη λύση του Προβλήματος Αρχικών Συνοριακών Τιμών

ut(x, t)− uxx(x, t) = 0, x > 0, t > 0,

u(x, 0) = 0, x > 0,

u(0, t) = g(t), t ≥ 0.

Υπόδειξη: Θεωρήστε τη συνάρτηση v(x, t) = u(x, t) − g(t) και κατάλληλη επέκταση αυτής για
x < 0.

3. ΄Εστω Ω φραγμένο και u ∈ C2,1(ΩT ) ∩C(ΩT ) λύση της εξίσωσης θερμότητας

ut −∆u = 0, στο ΩT .

α) Για ε > 0, θεωρούμε τη συνάρτηση vε = u− εt. Αποδείξτε ότι ικανοποιεί

vt −∆v < 0, στο ΩT ,

και επιπρόσθετα ότι

max
ΩT

vε = max
ΓT

vε

β) Αποδείξτε επίσης ότι

max
ΩT

u = max
ΓT

u.

4. Τη συνάρτηση v ∈ C2,1(ΩT ) τη λέμε υπολύση της εξίσωσης της θερμότητας εαν ικανοποιεί την

vt −∆v ≤ 0, στο ΩT .
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α) Αποδείξτε ότι αν v είναι υπολύση τότε ικανοποιεί

v(x, t) ≤ 1

4(4π)n/2rn

∫ ∫
E(x,t;r)

v(y, s)
|y − x|2

(t− s)2
dy ds

για όλα

E(x, t; r) ⊆ ΩT .

β)(Συνέχεια του α) Αποδείξτε επίσης ότι

max
ΩT

v = max
ΓT

v.

γ) ΄Εστω φ : R→ R ομαλή κυρτή συνάρτηση. Υποθέτουμε u λύση της εξίσωσης θερμότητας

ut −∆u = 0, στο ΩT ,

και θέτουμε v := φ(u). Αποδείξτε ότι η v είναι υπολύση της εξίσωσης θερμότητας.
δ)(Συνέχεια του γ) Αποδείξτε ότι η w := |∇u|2 + u2

t είναι υπολύση της εξίσωσης θερμότητας, αν η u
είναι λύση της εξίσωσης θερμότητας.

5. ΄Εστω u ∈ C2,1(Rn × (0,+∞)) θετική λύση της εξίσωσης θερμότητας

ut = ∆u, x ∈ Rn, t > 0.

Αποδείξτε την ακόλουθη μορφή της ανισότητας Harnack

u(x, t) ≥ u(y, s)
(s
t

)n/2

e−
|x−y|2
4(t−s) , x, y ∈ Rn, t > s > 0.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ
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