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(Φυλλάδιο 1)

1. ΄Εστω Ω = (0, 1)2 και ορίζουμε u από τη σχέση :

u(x, y) =

{
1 + x− y, 0 < y < x < 1,
1 + y − x, 0 < x < y < 1.

Αποδείξτε πως η u έχει πρώτης τάξης ασθενείς παραγώγους.

2. ΄Εστω Ω = (0, 1)2 και ορίζουμε u από τη σχέση :

u(x, y) =

{
1 + x− y, 0 < y < x < 1,
2 + y − x, 0 < x < y < 1.

΄Εχει η u πρώτης τάξης ασθενείς παραγώγους;

3. Εαν u ∈W1,6[0, 1], αποδείξτε ότι

|u(x)− u(y)|6 ≤ |x− y|5
∫ 1

0

(u′(x))6 dx, σ.π. x, y ∈ [0, 1].

Υπόδειξη: Αποδείξτε αρχικά την ανισότητα για u ∈ C1[0, 1] και στη συνέχεια πως υπάρχει συνεχής
αντιπρόσωπος.

4. Για 1 ≤ p < n, 2 ≤ n, βρείτε τον εκθέτη q ώστε να υπάρχει θετική σταθερά c = cn,p τέτοια ώστε
να ισχύει η ανισότητα:

(∫
Rn−1

|u(x′, 0)|q dx′
) 1

q

≤ c

(∫
Rn

+

|∇u|p dx

) 1
p

, ∀ u ∈ C∞c (Rn).

Στη συνέχεια να αποδείξτε την ανισότητα για την επιλογή σας.
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5. ΄Εστω B+
1 = {(x′, xn) ∈ B1, xn > 0, } και u ∈ W1,p(B+

1 ), v ∈ W1,q(B+
1 ), όπου 1 < p, q είναι

τέτοια ώστε
1
p

+ 1
q

= 1.
Αποδείξτε ότι:

a) uv ∈W1,1(B+
1 ),

b)

∫
B+

1

uxn(x′, xn)v(x) dx = −
∫
B+

1

u(x′, xn)vxn(x) dx−
∫
|x′|≤1

Tr u(x′, 0)Tr v(x′, 0) dx′.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ
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