
Κεφάλαιο 4

Μήκη και ορθές γωνίες

Μήκος διανύσµατος

Στο επίπεδο, R2
, ϐρίσκουµε το µήκος ενός διανύσµατος x = (x1, x2) χρησιµοποιώντας το

Πυθαγόρειο ϑεώρηµα:

||x||2 = x2
1 + x2

2 .

Στο χώρο R3
, εφαρµόζουµε το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα 2 ϕορές : εάν x = (x1, x2, x3) και

u = (x1, x2)

||x||2 = ||u||2 + x2
3

= x2
1 + x2

2 + x2
3 .

Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του ανάστροφου, αυτό γράφεται

||x||2 = xT x .

Εφαρµόζοντας το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα n−1 ϕορές, ϐρίσκουµε το µήκος ενός διανύσµατος

στο Rn
:

||x||2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

= xT x .

Ορθογώνια διανύσµατα

Εκτός από τα µήκη, ϑέλουµε να µετράµε και γωνίες µεταξύ διανυσµάτων. Αργότερα ϑα

µιλήσουµε για όλες τις γωνίες, αλλά προς το παρόν µας ενδιαφέρουν οι ορθές γωνίες. Πότε

είναι δύο διανύσµατα x , y ορθογώνια;

Το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα ισχύει και αντίστροφα: ένα τρίγωνο είναι ορθογώνιο µόνον

όταν το τετράγωνο της υποτείνουσας είναι ίσο µε το άθροισµα των τετραγώνων των 2 πλευ-

ϱών. Μπορούµε να εργαστούµε στο Rn
, αλλά στην πραγµατικότητα οι µετρήσεις ϑα είναι

µέσα στο επίπεδο που περιέχει το τρίγωνο. Η γωνία ∠(x, y) είναι ορθή εάν και µόνον εάν

||x||2 + ||y||2 = ||x− y||2 ,

δηλαδή εάν και µόνον εάν

x1y1 + · · ·+ xnyn = 0

ή

xTy = 0
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Πρόταση 4.1 ∆ύο διανύσµατα x, y του Rn
είναι ορθογώνια εάν και µόνον εάν το εσωτερικό

τους γινόµενο xTy είναι 0.

�
΄Ενα διάνυσµα είναι ορθογώνιο στον εαυτό του µόνον εάν έχει µηδενικό µήκος : xTx =

0. Το µοναδικό τέτοιο διάνυσµα του Rn
είναι το 0.

Πρόταση 4.2 Εάν τα διανύσµατα v1, . . . , vn είναι µη µηδενικά και ορθογώνια µεταξύ τους,

τότε είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Απόδειξη. ΄Εστω ένας γραµµικός συνδυασµός c1v1 + · · · + cnvn = 0. Παίρνουµε το

εσωτερικό γινόµενο µε το v1:

vT1 (c1v1 + · · ·+ cnvn) = vT1 0 = 0

Αλλά vT1 vi = 0 για κάθε i 6= 1, άρα έχουµε

vT1 c1v1 = c1||v1|| = 0

και εφόσον ||v1|| 6= 0, έχουµε c1 = 0
Παρόµοια, ci = 0 για κάθε i.

�
Είναι προφανές ότι δεν ισχύει το αντίστροφο: δυο γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα

δεν είναι υποχρεωτικά ορθογώνια.

Ορθογώνιοι υπόχωροι

Στον R3
, µία ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο όταν σχηµατίζει ορθή γωνία µε κάθε

ευθεία του επιπέδου που την τέµνει.

Ανάλογα, ορίζουµε την ορθογωνιότητα δύο υποχώρων.

Ορισµός. ∆ύο υπόχωροι V και W του χώρου Rn
είναι ορθογώνιοι όταν κάθε διάνυσµα

του V είναι ορθογώνιο σε κάθε διάνυσµα του W .

Προσέξτε, όµως, ότι στο R3
, δύο κάθετα επίπεδα W1 και W2 (δηλαδή, τα κάθετα σε

αυτά διανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους) δεν ικανοποιούν αυτή τη συνθήκη, δηλαδή,

ως υπόχωροι του Rn
, οι W1,W2 δεν είναι ορθογώνιοι. Πράγµατι, ας ϑεωρήσουµε µία

ϐάση από δύο ορθογώνια διανύσµατα σε κάθε επίπεδο, u1, v1 στο W1 , u2, v2 στο W2.

Εάν τα W1 και W2 ήταν ορθογώνια, τότε ϑα είχαµε 4 διανύσµατα u1, v1, u2, v2 ορθογώνια

µεταξύ τους. Από την Πρόταση 4.2 αυτά ϑα ήταν γραµµικώς ανεξάρτητα. Αλλά στον R3

δεν υπάρχουν 4 γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα.

Θα συµβολίζουµε την ορθογωνιότητα δύο γραµµικών υπόχωρων V και W του Rn
µε

V⊥W .

Πρόταση 4.3 Αν V⊥W τότε V ∩W = {0}.

Απόδειξη. Αν x ∈ V ∩W , τότε x⊥x, άρα ||x|| = 0, οπότε x = 0.
�

Πρόταση 4.4 Αν V⊥W , v1, . . . , vk ∈ V είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και w1, . . . , wl ∈ W
είναι, επίσης, γραµµικώς ανεξάρτητα, τότε τα v1, . . . , vk, w1, . . . , wl είναι γραµµικώς ανεξάρ-

τητα.
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Απόδειξη. ΄Εστω x1v1 + · · ·+xkvk+y1w1 + · · ·+ylwl = 0, όπου x1, . . . , xk, y1, . . . , yl ∈ R.

Θα δείξοµε ότι όλοι οι συντελεστές xi και όλοι οι συντελεστές yj είναι µηδενικοί. Για τον

σκοπό αυτό ϑέτοµε v = x1v1+· · ·+xkvk και w = y1w1+· · ·+ylwl, οπότε v+w = 0. Καθώς

v ∈ V και w ∈ W , η τελευταία ισότητα συνεπάγεται ότι v ∈ V ∩W , άρα, από την Πρόταση

4.3, v = 0 και w = 0. Συνεπώς, x1v1 + · · · + xkvk = 0 και y1w1 + · · · + ylwl = 0. Λόγω

της γραµµικής ανεξαρτησίας των v1, . . . , vk έπεται ότι x1 = . . . = xk = 0 και, ανάλογα,

w1 = . . . = wl = 0.
�

Πόρισµα 4.5 Αν οι V,W είναι ορθογώνιοι υπόχωροι του Rn
και dimV + dimW = n, τότε

η ένωση µιας οποιασδήποτε ϐάσης του V µε οποιαδήποτε ϐάση τουW δίνει µια ϐάση του Rn

�

Πόρισµα 4.6 Αν οι V,W είναι ορθογώνιοι υπόχωροι του Rn
και dimV + dimW = n, τότε

κάθε x ∈ Rn
γράφεται µε ένα και µοναδικό τρόπο ως x = v + w, όπου v ∈ V και w ∈ W .

Απόδειξη. Θεωρούµε ϐάσεις v1, . . . , vk του V και w1, . . . , wl του W . Από το πόρισµα 4.5

έπεται ότι υπάρχουν x1, . . . , xk, y1, . . . , yl ∈ R τέτοιοι ώστε x1v1 + · · ·+ xkvk + y1w1 + · · ·+
ylwl = x. Θέτοµε v = x1v1 + · · · + xkvk και w = y1w1 + · · · + ylwl, οπότε v + w = x
µε το v ∈ V και το w ∈ W . Αν τώρα ισχύει και x = v′ + w′, όπου v′ ∈ V και w′ ∈ W ,

τότε v + w = v′ + w′, απ’ όπου v − v′ = w′ − w. Αυτό σηµαίνει ότι το τελευταίο διάνυσµα

ανήκει στην τοµή των V και W άρα, από την πρόταση 4.3, είναι το µηδενικό διάνυσµα.

΄Αρα v′ = v και w′ = w.

�

΄Ασκηση 4.1 ΄Εστω ότι V,W είναι µη µηδενικοί υπόχωροι του Rn
, v1, . . . , vk µια οποιαδή-

ποτε ϐάση του V και w1, . . . , wl µια οποιαδήποτε ϐάση του W . Αποδείξτε ότι V ⊥ W αν

και µόνο αν vi ⊥ wj για κάθε i = 1, . . . , k και j = 1, . . . , l.

΄Ασκηση 4.2 ΄Εστω ότι V,W είναι µη µηδενικοί υπόχωροι του Rn
, και V = 〈v1, . . . , vk〉.

Αποδείξτε ότι V ⊥ W αν και µόνο αν w ⊥ vi για κάθε i = 1, . . . , k.

Ορισµός. ΄Εστω V υπόχωρος του Rn
. Το σύνολο

V ⊥ := {w ∈ Rn : w ⊥ v ∀ v ∈ V }

λέγεται ορθογώνιο συµπλήρωµα του V .

΄Ασκηση 4.3 Αποδείξτε ότι το ορθογώνιο συµπλήρωµα ενός υποχώρου V του Rn
είναι

υπόχωρος του Rn
.

Θεώρηµα 4.7 Το ορθογώνιο συµπλήρωµα ενός υποχώρου V του Rn
είναι υπόχωρος του

Rn
διαστάσεως n− dimV . Ακόµη, (V ⊥)⊥ = V .

Απόδειξη. Αν V = 0 τότε, προφανώς, V ⊥ = Rn
και ο ισχυρισµός αποδείχθηκε.

΄Εστω τώρα dimV = m ≥ 1, v1, . . . , vm µια ϐάση του V και A ο πίνακας µε γραµµές

vT1 , . . . , v
T
m. Ο A είναι πίνακας m× n τάξεως m, αφού οι m γραµµές του είναι γραµµικώς

ανεξάρτητες. Σύµφωνα µε την άσκηση 4.1, ένα w ∈ Rn
ανήκει στο V ⊥ αν και µόνο αν

w ⊥ vi για κάθε i = 1, . . . ,m. Αυτή η συνθήκη, όµως, ισοδυναµεί µε την Aw = 0. ΄Αρα
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w ∈ V ⊥ ⇔ w ∈ N (A), δηλαδή, V ⊥ = N (A). ΄Αρα dimV ⊥ = dimN (A) = n− τάξη(A) =
n−m.

Θα απδείξοµε τώρα ότι (V ⊥)⊥ = V . Πράγµατι, εξ ορισµού του V ⊥, κάθε v ∈ V
είναι ορθογώνιο πρός κάθε w ∈ V ⊥, άρα V ⊆ (V ⊥)⊥. Επιπλέον, οι διαστάσεις των δύο

υποχώρων είναι ίσες, αφού dim(V ⊥)⊥ = n − dimV ⊥ = n − (n −m) = m. Συνεπώς, οι

δύο υπόχωροι ταυτίζονται.

�

Βάσει του ϑεωρήµατος αυτού και του πορίσµατος 4.6, αν V είναι µη µηδενικός

υπόχωρος του Rn
, τότε κάθε x ∈ Rn

‘αναλύεται’ µε ένα και µοναδικό τρόπο σε

άθροισµα x = v + w, όπου v ∈ v και w ∈ V ⊥. Το v λέγεται προβολή του v
στον υπόχωρο V .

Θεώρηµα 4.8 Σε κάθε πίνακα A ισχύουν τα εξής :

(α΄) R(AT )⊥ = N (A) και N (A)⊥ = R(AT ), δηλαδή, για τον χώρο γραµµών και τον

µηδενόχωρο ισχύει ότι ο ένας είναι ορθογώνιο συµπλήρωµα του άλλου.

(ϐ΄) R(A)⊥ = N (AT ) και N (AT )⊥ = R(A), δηλαδή, για τον χώρο στηλών και τον

αριστερό µηδενόχωρο ισχύει ότι ο ένας είναι ορθογώνιο συµπλήρωµα του άλλου.

Απόδειξη. (α΄) Πρώτα αποδεικνύοµε ότι N (A) = R(AT )⊥. Ο R(AT ), εξ ορισµού, πα-

ϱάγεται από τις γραµµές του A, άρα, από την άσκηση 4.2, ένα διάνυσµα (στήλη) του Rn

ανήκει στον R(AT )⊥ αν, και µόνο αν, το x είναι ορθογώνιο προς κάθε γραµµή του A.

Προφανώς, αυτό ισοδυναµεί µε τη σχέση Ax = 0, δηλαδή, µε τη σχέση x ∈ N (A). ΄Αρα,

N (A) = R(AT )⊥.
Ο δεύτερος ισχυρισµός του (α΄) είναι άµεση συνέπεια του δευτέρου ισχυρισµού του ϑεω-

ϱήµατος 4.7.

(ϐ΄) Προκύπτει αµέσως από το (α΄) αν ϐάλοµε στη ϑέση του A τον AT .
�

΄Εστω A ένας m × n πίνακας. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 4.8, ο χώρος γραµµών R(AT )
και ο µηδενόχωροςN (A) είναι υπόχωροι του Rn

, που ο ένας είναι ορθογώνιο συµπλήρωµα

του άλλου. ΄Αρα, από την παρατήρηση µετά το ϑεώρηµα 4.7, κάθε x ∈ Rn
γράφεται µε

ένα και µοναδικό τρόπο ως άθροισµα x = xγ + xµ, όπου το xγ ανήκει στον χώρο γραµµών

του πίνακα A και το xµ στον µηδενόχωρο του A.

Επίσης, ο χώρος στηλών R(A) και ο αριστερός µηδενόχωρος N (AT ) είναι υπόχωροι του

Rm
, που ο ένας είναι ορθογώνιο συµπλήρωµα του άλλου. Το επόµενο ϑεώρηµα µας

περιγράφει τη ‘δράση’ της απεικόνισης LA : Rn → Rm
.

Θεώρηµα 4.9 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Γραµµικής ΄Αλγεβρας). ΄Εστω A ένας m × n
πίνακας και LA : Rn → Rm

η αντίστοιχη γραµµική απεικόνιση.

(α΄) Αν περιορίσοµε την LA στον χώρο γραµµών, τότε παίρνοµε αµφιµονοσήµαντη απει-

κόνιση επί του χώρου στηλών. ∆ηλαδή, η γραµµική απεικόνιση LA : R(AT )→ R(A) είναι

αµφιµονοσήµαντη (1-1 και επί).

(ϐ΄) Αν περιορίσοµε την LA στον µηδενόχωρο, τότε παίρνοµε τη µηδενική απεικόνιση,

δηλαδή, έχοµε την τετριµµένη γραµµική απεικόνιση LA : N (A)→ {0} ⊆ Rm
.

(γ΄) Για κάθε x ∈ Rn
, αν ϑεωρήσοµε την ανάλυσή του x = xγ + xµ, όπου το xγ ανήκει

στον χώρο γραµµών του πίνακα A και το xµ στον µηδενόχωρο του A, τότε LA(x) = LA(xγ)+
LA(xµ) = LA(xγ) + 0 = LA(xγ).

(δ΄) ΄Ολα τα µη µηδενικά διανύσµατα του αριστερού µηδενόχωρου του A είναι ‘απρόσιτα’

από την LA, δηλαδή, αν κάποιο µη µηδενικό y ∈ Rm
ανήκει στον αριστερό µηδενόχωρο του

A, τότε δεν υπάρχει x ∈ Rn
που ν’ απεικονίζεται µέσω της LA στο y. Ισοδύναµη διατύπωση:

L−1
A (N (A)) = {0}.
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Απόδειξη. (α΄) ΄Εστω r η τάξη του A, άρα r από τις γραµµές του, ας πούµε οι γ1, . . . , γr
αποτελούν ϐάση για τον χώρο γραµµών R(AT ). Αν ϑέσοµε LA(γi) = σi, (i = 1, . . . , r),
τότε τα διανύσµατα (στήλες) σ1, . . . , σr ανήκουν στον χώρο στηλών R(A), διότι κάθε στήλη

της µορφής Ax, για οποιοδήποτε x ∈ Rn
, είναι γραµµικός συνδυασµός των στηλών του

A. Επιπλέον, τα σ1, . . . , σr είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Πράγµατι, έστω ότι για κάποιους

λ1, . . . , λr ∈ R ισχύει λ1σ1 + · · ·+ λrσr = 0. Τότε,

0 = λ1LA(γ1) + · · ·+ λrLA(γr) = LA(λ1γ1 + · · ·+ λrγr) = A(λ1γ1 + · · ·+ λrγr).

Εποµένως, λ1γ1 + · · · + λrγr ∈ N (A). ΄Οµως το διάνυσµα στο αριστερό µέλος ανήκει και

στον υπόχωρο R(AT ), ο οποίος είναι ορθογώνιος προς τον N (A) (ϑεώρηµα 4.8), συνεπώς,

λόγω της πρότασης 4.3, το διάνυσµα αυτό είναι το µηδενικό. ΄Αρα λ1γ1 + · · · + λrγr = 0
και λόγω της ανεξαρτησίας των γ1, . . . , γr, οι συντελεστές λ1, . . . , λr πρέπει να είναι όλοι

µηδέν. Το συµπέρασµά µας, λοιπόν, είναι ότι τα σ1, . . . , σr είναι r γραµµικώς ανεξάρτητα

διανύσµατα του r-διάστατου υποχώρου R(A), άρα αποτελούν ϐάση του R(A).
Τώρα είναι πολύ εύκολο να δείξοµε ότι η LA είναι ‘επί’. Κάθε y ∈ R(A) γράφεται y =
µ1σ1 + · · · + µrσr, οπότε, αν ϑέσοµε x = µ1γ1 + · · · + µrγr, τότε x ∈ R(AT ) και LA(x) =
µ1LA(γ1) + · · ·µrLA(γr) = µ1σ1 + · · ·+ µrσr = y.
Επίσης, η LA περιορισµένη στον R(AT ) είναι 1-1. Πράγµατι, αν x1, x2 ∈ R(AT ) και

LA(x1) = LA(x2), τότε A · (x1 − x2) = 0, άρα x1 − x2 ∈ N (A). Καθώς, όµως, x1 −
x2 ∈ R(AT ), το ϑεώρηµα 4.8-α΄ σε συνδυασµό µε την πρόταση 4.3 µας οδηγούν στο

συµπέρασµα x1 − x2 = 0.
(ϐ΄) Το x ∈ Rn

ανήκει στον µηδενόχωρο N (A) εξ ορισµού αν Ax = 0, δηλαδή, αν και

µόνο αν LA(x) = 0.
(γ΄) ΄Αµεση συνέπεια των (α΄) και (ϐ΄).

(δ΄) ΄Εστω ότι κάποιο y ∈ N (AT ) είναι εικόνα µέσω της LA κάποιου x ∈ Rn
. Από το

(γ΄) έχοµε ότι LA(x) = LA(xγ) για κάποιο xγ ∈ R(AT ) και από το (α΄), LA(xγ) ∈ R(A).
΄Αρα y ∈ R(A) ∩ N (AT ). Η τελευταία τοµή, όµως, είναι το µηδενικό διάνυσµα, λόγω του

ϑεωρήµατος 4.8-ϐ΄ και της πρότασης 4.3.

�


