
Κεφάλαιο 5

Ορίζουσες

Περιληπτική παρουσίαση των ϐασικών ιδιοτήτων τους

΄Εστω A πίνακας n × n. Για κάθε i, j, 1 ≤ i, j ≤ n, συµβολίζοµε aij = (A)ij, δηλαδή, το
στοιχείο του A που ϐρίσκεται στη γραµµή i και τη στήλη j του A, και µε Aij συµβολίζοµε
τον (n − 1) × (n − 1) πίνακα, ο οποίος προκύπτει από τον A όταν του διαγράψοµε την
i-γραµµή και τη j-στήλη..
Συµβολίζοµε µε γ1, . . . , γn τις γραµµές του A και µε σ1, . . . , σn τις στήλες του. ΄Ετσι, ο A
περιγράφεται και µε τους εξής τρόπους :

A =


γ1

γ2
...
γn

 A =
[
σ1 σ2 . . . σn

]

Η ορίζουσα detA είναι ένας πραγµατικός αριθµός, ο οποίος, αναδροµικά, ορίζεται ως
εξής :

Αν n = 2, τότε detA = a11a22 − a12a21. Αν n ≥ 3, τότε

detA = a11 detA11 − a12 detA12 + · · ·+ (−1)n+1 detA1n .

Η ορίζουσα χαρακτηρίζεται από τις παρακάτω ιδιότητες.
1) det In = 1
2) Αν B είναι ένας πίνακας, που προκύπτει από την εναλλαγή δύο γραµµών του A, τότε

detB = − detA.
Αντίστοιχη ιδιότητα ισχύει και για τις στήλες.

3) Αν δύο γραµµές του A είναι ίσες, τότε detA = 0.
Αντίστοιχη ιδιότητα ισχύει και για τις στήλες.

4) ΄Εστω i ∈ {1, . . . , n} και γ′
i ένα οποιοδήποτε διάνυσµα-γραµµή του Rn. Τότε

det



γ1

γ2
...

γi + γ′
i

...
γn


= det



γ1

γ2
...
γi
...
γn


+ det



γ1

γ2
...
γ′

i
...
γn
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Αντίστοιχη ιδιότητα ισχύει και για τις στήλες. Αν i ∈ {1, . . . , n} και σ′
i ένα οποιοδήποτε

διάνυσµα-στήλη του Rn, τότε

det
[
σ1 σ2 . . . σi + σ′

i . . . σn

]
= det

[
σ1 σ2 . . . σi . . . σn

]
+ det

[
σ1 σ2 . . . σ′

i . . . σn

]
5) ΄Εστω i ∈ {1, . . . , n} και λ ένας οποιοδήποτε πραγµατικός αριθµός. Τότε

det



γ1

γ2
...
λγi
...
γn


= λ · det



γ1

γ2
...
γi
...
γn


Αντίστοιχη ιδιότητα ισχύει και για τις στήλες.

det
[
σ1 σ2 . . . λσi . . . σn

]
= λ · det

[
σ1 σ2 . . . σi . . . σn

]
6) Αν στην i-γραµµή προστεθεί πολλαπλασιο µιας διαφορετικής j-γραµµής, η τιµή της

ορίζουσας δεν αλλάζει.

det



γ1
...

γi + λγj
...
γj
...
γn


= det



γ1
...
γi
...
γj
...γn


Αντίστοιχη ιδιότητα ισχύει και για τις στήλες. Αν στην i-στήλη προστεθεί πολλαπλασιο
µιας διαφορετικής j-στήλης, η τιµή της ορίζουσας δεν αλλάζει.

det
[
σ1 . . . σi + λσj . . . σj . . . σn

]
= det

[
σ1 . . . σi . . . σj . . . σn

]
7) Αν οA είναι τριγωνικός (άνω είτε κάτω), τότε η detA ισούται µε το γινόµενο των στοιχείων
της διαγωνίου του A.

8) Αν U είναι ο κλιµακωτός, που προκύπτει από τον A µε απαλοιφή Gauss, τότε
detA = (−1)k detU , όπου k είναι το πλήθος των εναλλαγών γραµµών, που έγιναν κατά
την απαλοιφή.

9) Ο A είναι ιδιόµορφος αν και µόνο αν detA = 0.
10) det(AB) = detA · detB.
11) det(AT ) = detA.
12) Για κάθε i = 1, . . . , n ισχύει η σχέση (ανάπτυγµα της ορίζουσας κατά την i-γραµµή.)

detA =
n∑

j=1

(−1)i+jaij detAij =
n∑

j=1

aijCij ,

όπου Cij = (−1)i+j detAij είναι ο συµπαράγων ή αλγεβρικό συµπλήρωµα του aij.
Ανάλογα έχοµε το ανάπτυγµα της ορίζουσας κατά την j-στήλη:

detA =
n∑

i=1

(−1)i+jaij detAij =
n∑

i=1

aijCij ,
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Ο Προσαρτηµένος ή συζυγής του A συµβολίζεται adjA και κατασκευάζεται ως
εξής : Πρώτα σχηµατίζοµε τον n× n πίνακα, του οποίου το (i, j)-στοιχείο είναι
Cij και µετά παίρνοµε τον ανάστροφό του, άρα

(adjA)ij = Cji .


