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1. TopologikoÐ Q¸roi - Bˆseic - Upobˆseic

Orismìc.

(1) 'Enac topologikìc q¸roc eÐnai èna 
eugˆri (X; T ) , ìpou X eÐnai èna sÔnolo kai T mia oikogèneia

uposunìlwn tou X tètoia ¸ste :

(a') ; ; X 2 T .

(�') H T eÐnai kleist  wc proc tic (aujaÐretec) en¸seic. Dhlad  an Gi 2 T , i 2 I , tìte

[

i2I

Gi 2 T .

(g') H T eÐnai kleist  wc proc tic peperasmènec tomèc. Dhlad  an U; V 2 T , tìte U \ V 2 T .

H T onomˆzetai topologÐa kai ta stoiqeÐa thc anoiqtˆ sÔnola.

(2) An T 1 , T 2 eÐnai duo topologÐec se kˆpoio sÔnolo kai T 1 � T 2 , tìte lème ìti h T 2 eÐnai megalÔterh

  isqurìterh apì thn T 1 .

(3) 'Estw (X; T ) topologikìc q¸roc kai x 2 X. Kˆje U 2 T me x 2 U lègetai perioq  tou x.

Parˆdeigma. 'Estw (X; � ) metrikìc q¸roc kai D(x; r) = fy 2 X : � (x; y) < rg o anoiqtìc dÐskoc me kèntro x
kai aktÐna r . H oikogèneia

T � = fG � X : Gia kˆje x 2 G upˆrqei r tètoio ¸ste D(x; r) � Gg= fG � X : G anoiqtì wc proc thn � g

eÐnai mia topologÐa sto X. Lème ìti h T � epˆgetai apì thn metrik .

Orismìc. 'Enac topologikìc q¸roc (X; T ) lègetai metrikopoi simoc an upˆrqei metrik  � sto X tètoia ¸ste

T = T � (dhlad  an h topologÐa epˆgetai apì metrik ).

Parˆdeigma (H tetrimmènh topologÐa) . 'Estw X èna sÔnolo. H oikogèneia T = f; ; Xg eÐnai mia topologÐa.

H T eÐnai h mikrìterh topologÐa pou mporeÐ na èqei to X. An to X èqei perissìtera apì èna stoiqeÐa, h

T den eÐnai metrikopoÐhsimh. Prˆgmati, ac upojèsoume ìti T = T � gia kˆpoia metrik  � . Epilègoume

a; b 2 X me a , b kai 0 < r < � (a; b) . Tìte o dÐskoc D(a; r) eÐnai sÔnolo anoiqtì, mh kenì kai diaforetikì

apì to X, ˆtopo.

Parˆdeigma (H diakrit  topologÐa) . 'Estw X èna sÔnolo. H oikogèneia T = P (X) (ìla ta uposÔnola tou

X) eÐnai mia topologÐa. H T eÐnai h megalÔterh topologÐa pou mporeÐ na èqei to X kai epˆgetai apì th

diakrit  metrik 

� (x; y) =

8
>><
>>:
0; an x = y

1; an x , y
:

Parˆdeigma (H sumpeperasmènh topologÐa) . 'Estw X èna sÔnolo. H oikogèneia

T = fG � X : X r G peperasmèno g [ f;g

eÐnai mia topologÐa sto X. An to X eÐnai peperasmèno, tìte h T eÐnai h diakrit  topologÐa. An to X
eÐnai ˆpeiro tìte h T den eÐnai metrikopoi simh diìti kˆje duo mh kenˆ anoiqtˆ sÔnola tèmnontai (se èna

metrikì q¸ro me duo toulˆqisto shmeÐa mporoÔme pˆnta na �roÔme duo mh kenˆ xèna anoiqtˆ sÔnola).

Orismìc. 'Estw (X; T ) ènac topologikìc q¸roc kai B � T . H B lègetai �ˆsh gia thn T an kˆje anoiqtì

sÔnolo eÐnai ènwsh sunìlwn thc B , dhlad  gia kˆje G 2 T upˆrqoun Bi 2 B , i 2 I , tètoia ¸ste G =
[

i2I

Bi .

Je¸rhma.

(1) 'Estw (X; T ) ènac topologikìc q¸roc kai B � T . H B eÐnai �ˆsh gia thn T an kai mìno an gia

kˆje G 2 T kai kˆje x 2 G upˆrqei B 2 B tètoio ¸ste x 2 B � G.

(2) 'Estw (X; T ) ènac topologikìc q¸roc kai B � T mia �ˆsh gia thn T . 'Ena sÔnolo G � X eÐnai

anoiqtì an kai mìno an gia kˆje x 2 G upˆrqei B 2 B tètoio ¸ste x 2 B � G.

Apìdeixh .

(1) () ) 'Estw G � X anoiqtì kai x 2 G. AfoÔ h B eÐnai �ˆsh upˆrqoun Bi 2 B , i 2 I , tètoia ¸ste

G =
[

i2I

Bi . Epomènwc upˆrqei i0 2 I tètoio ¸ste x 2 Bi0 � G.

(( ) 'Estw G � X anoiqtì. Apì upìjesh, gia kˆje x 2 G upˆrqei Bx 2 B tètoio ¸ste x 2 Bx � G.

Epomènwc G =
[

x2G

Bx, dhlad  to G eÐnai ènwsh sunìlwn thc B .

(2) () ) Akrib¸c ìpwc to () ) tou (1).

(( ) 'Estw G � X èna sÔnolo pou ikanopoieÐ thn upìjesh. Tìte gia kˆje x 2 G upˆrqei Bx 2 B
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tètoio ¸ste x 2 Bx � G. ' Ara G =
[

x2G

Bx. Epomènwc to G eÐnai anoiqtì san ènwsh anoiqt¸n

sunìlwn.

�

ParadeÐgmata.

(1) Se kˆje topologikì q¸ro h Ðdia h topologÐa eÐnai mia �ˆsh gia thn topologÐa.

(2) 'Estw (X; � ) metrikìc q¸roc. Oi oikogèneiec

fD(x; r) : x 2 X; r > 0g; fD(x; 1=n) : x 2 X; n 2 N g

eÐnai �ˆseic gia thn T � .

(3) Sto R me th sunhjismènh topologÐa (aut n pou epˆgei h sunhjismènh metrik ), oi oikogèneiec

f(a; b) : a; b 2 R ; a < bg; f(p; q) : p; q 2 Q ; p < qg

eÐnai �ˆseic (ìla ta anoiqtˆ diast mata kai ìla ta anoiqtˆ diast mata me �htˆ ˆkra).

(4) S�èna diakritì topologikì q¸ro X (den �a grˆfoume (X; T ) ìtan h topologÐa ennoeÐtai   ìtan

den upˆrqei perÐptwsh na thn mperdèyoume me kˆpoia ˆllh), h oikogèneia ff xg: x 2 Xg (ìla ta

monosÔnola) eÐnai mia �ˆsh.

Je¸rhma. 'Estw X èna sÔnolo kai B mia oikogèneia uposunìlwn tou X. H B eÐnai �ˆsh gia kˆpoia

topologÐa sto X an kai mìno an :

(1)

[

B2B

B = X.

(2) Gia kˆje B1; B2 2 B kai kˆje x 2 B1 \ B2 upˆrqei B3 2 B tètoio ¸ste x 2 B3 � B1 \ B2.

PSfrag �eplacementc B1

B2

B3

x

Apìdeixh .

() ) 'Estw ìti h B eÐnai �ˆsh gia kˆpoia topologÐa. To X eÐnai anoiqtì ˆra upˆrqoun Bi 2 B , i 2 I , tètoia

¸ste X =
[

i2I

Bi , epomènwc X =
[

B2B

B. T¸ra, èstw B1; B2 2 B kai x 2 B1 \ B2. To B1 \ B2 eÐnai anoiqtì, ˆra,

apì to prohgoÔmeno �e¸rhma, upˆrqei B3 2 B 3 tètoio ¸ste x 2 B3 � B1 \ B2.

(( ) Jètoume

T = fG � X : Gia kˆje x 2 G upˆrqei B 2 B tètoio ¸ste x 2 B � Gg:

Tìte h T eÐnai mia topologÐa h opoÐa èqei �ˆsh thn B . Prˆgmati, eÐnai profanèc ìti ; 2 T kai ìti h T
eÐnai kleist  wc proc tic en¸seic. To ìti X 2 T sunepˆgetai apì to (1). To ìti h T eÐnai kleist  wc proc

tic peperasmènec tomèc sunepˆgetai apì to (2). Tèloc, to ìti h B eÐnai �ˆsh prokÔptei apì to ìti B � T
kai to prohgoÔmeno �e¸rhma. �

Parat rhsh. Mia oikogèneia uposunìlwn h opoÐa eÐnai kleist  wc proc tic peperasmènec tomèc ikano-

poieÐ automˆtwc th deÔterh sunj kh sto prohgoÔmeno �e¸rhma (gia B3 paÐrnoume to Ðdio to B1 \ B2).

Epomènwc gia na elègxoume an eÐnai �ˆsh arkeÐ na deÐxoume ìti ikanopoieÐ mìno thn pr¸th. To antÐstro-

�o, �usikˆ, den isqÔei. Mia �ˆsh den eÐnai kat�anˆgkh kleist  wc proc tic peperasmènec tomèc. Gia

parˆdeigma, sto R

2
, h tom  duo anoiqt¸n dÐskwn den eÐnai potè dÐskoc (ektìc ki�an o ènac perièqetai ston

ˆllo).

Parˆdeigma. Sto R h oikogèneia

f(�1 ; a) : a 2 R g [ f (b; +1 ) : b 2 R g

ikanopoieÐ thn pr¸th allˆ ìqi th deÔterh sunj kh tou prohgoÔmenou �ewr matoc, ˆra den eÐnai �ˆsh

gia kamÐa topologÐa.
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Parˆdeigma (H topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiktwn diasthmˆtwn) . Sto R h oikogèneia

f(a; b] : a; b 2 R ; a < bg

ikanopoieÐ tic duo sunj kec tou prohgoÔmenou �ewr matoc, ˆra eÐnai �ˆsh gia kˆpoia topologÐa T .

H T eÐnai gn sia isqurìterh apì th sunhjismènh topologÐa T � . Prˆgmati gia kˆje anoiqtì diˆsthma

èqoume

(a; b) =
1[

n=1

 
a; b �

1
n

#
2 T :

Dhlad  ìla ta anoiqtˆ diast mata an koun sthn T . Allˆ kˆje anoiqtì sÔnolo wc proc th sunhjismènh

topologÐa eÐnai ènwsh anoiqt¸n diasthmˆtwn. ' Ara T � � T . Ap�thn ˆllh, (a; b] < T � , epomènwc T � $ T .

Je¸rhma. 'Estw X èna sÔnolo kai C mia aujaÐreth oikogèneia uposunìlwn tou X. Tìte h oikogèneia

B C =

8
>><
>>:

n\

k=1

Ck : Ck 2 C; k = 1; : : : ;n; n 2 N

9
>>=
>>; [ f Xg

(ìlec oi peperasmènec tomèc sunìlwn thc C ) eÐnai �ˆsh gia mia topologÐa sto X. H topologÐa aut  sumbo-

lÐzetai me � (C)
kai eÐnai h mikrìterh topologÐa h opoÐa perièqei thn C . H C onomˆzetai upobˆsh thc � (C)

kai lème ìti h C parˆgei thn � (C)
.

Apìdeixh . AfoÔ X 2 B C , h B C profan¸c ikanopoieÐ thn pr¸th sunj kh tou prohgoÔmenou �ewr matoc.

EpÐshc, h B C eÐnai kleist  wc proc tic peperasmènec tomèc, ˆra ikanopoieÐ kai th deÔterh sunj kh.

Epomènwc eÐnai �ˆsh gia kˆpoia topologÐa � (C)
. 'Estw t¸ra T mia ˆllh topologÐa sto X tètoia ¸ste

C � T . Kˆje sÔnolo thc B C eÐnai peperasmènh tom  sunìlwn thc C . AfoÔ h T eÐnai kleist  wc proc

tic peperasmènec tomèc, èqoume ìti B C � T . T¸ra, kˆje sÔnolo thc � (C)
eÐnai ènwsh sunìlwn thc B C .

Epomènwc � (C) � T diìti h T eÐnai kleist  wc proc tic en¸seic. Sunep¸c h � (C)
eÐnai h mikrìterh

topologÐa pou perièqei thn C . �

Parathr seic.

(1) H � (C)
apoteleÐtai apì ìlec tic dunatèc en¸seic ìlwn twn dunat¸n peperasmènwn tom¸n sunìlwn

thc C .

(2) An to X èqei  dh kˆpoia topologÐa T me �ˆsh B , tìte � (B ) = � (T ) = T .

(3) Mia dedomènh oikogèneia C mporeÐ na mhn eÐnai �ˆsh gia kˆpoia topologÐa. EÐnai ìmwc pˆnta

upobˆsh thc � (C)
. Me aut  thn ènnoia, kˆje oikogèneia uposunìlwn {parˆgei mia topologÐa}.

Parˆdeigma. Sto R , h oikogèneia

f(�1 ; a) : a 2 R g [ f (b; +1 ) : b 2 R g

parˆgei th sunhjismènh topologÐa (allˆ den eÐnai �ˆsh thc). OmoÐwc, h oikogèneia

f(�1 ; a] : a 2 R g [ f (b; +1 ) : b 2 R g

parˆgei thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiktwn diasthmˆtwn (allˆ den eÐnai �ˆsh thc).

Orismìc. 'Estw X topologikìc q¸roc kai x 2 X. Mia oikogèneia B apì anoiqtˆ sÔnola lègetai �ˆsh

perioq¸n tou x, an :

(1) Gia kˆje B 2 B èqoume x 2 B .

(2) Gia kˆje perioq  U tou x upˆrqei B 2 B tètoio ¸ste B � U .

ParadeÐgmata.

(1) Sto R me th sunhjismènh topologÐa h oikogèneia f(x � 1=n; x + 1=n) : n 2 N g eÐnai mia �ˆsh

perioq¸n tou x.

(2) Sto R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn h oikogèneia f(x � 1=n; x] : n 2 N g
eÐnai mia �ˆsh perioq¸n tou x. H oikogèneia tou prohgoÔmenou paradeÐgmatoc den eÐnai �ˆsh

perioq¸n kanenìc shmeÐou diìti, gia parˆdeigma, sto diˆsthma (�1 ; x] , to opoÐo eÐnai perioq 

tou x, den perièqetai anoiqtì diˆsthma me kèntro to x.
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2. Kleistìthta kai Eswterikì

Orismìc. 'Ena uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou lègetai kleistì an to sumpl rwmˆ tou eÐnai anoiqtì.

Parat rhsh. H oikogèneia twn kleist¸n sunìlwn eÐnai kleist  wc proc tic (aujaÐretec) tomèc kai tic

peperasmènec en¸seic.

ParadeÐgmata.

(1) Sto R me th sunhjismènh topologÐa, to (a; b] den eÐnai oÔte anoiqtì oÔte kleistì, to Z eÐnai

kleistì, ìqi anoiqtì, kai to f1=n : n 2 N g den eÐnai oÔte anoiqtì oÔte kleistì.

(2) Sto R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn, to (a; b] eÐnai anoiqtì kai kleistì,

kai ta Z , f1=n : n 2 N g eÐnai kleistˆ, ìqi anoiqtˆ.

(3) S� èna diakritì q¸ro, ìla ta sÔnola eÐnai anoiqtˆ kai kleistˆ.

(4) S� q¸ro me th sumpeperasmènh topologÐa èna sÔnolo eÐnai kleistì an kai mìno an eÐnai pepera-

smèno   kenì   olìklhroc o q¸roc.

Orismìc. 'Estw X topologikìc q¸roc kai A � X. H kleistìthta tou A orÐzetai na eÐnai

A = cl A =
\

F kleistì

A� F

F:

Ta shmeÐa tou A lègontai oriakˆ shmeÐa tou A.

Parathr seic.

(1) To A eÐnai to mikrìtero kleistì upersÔnolo tou A kai eÐnai, �usikˆ, mh kenì an to A eÐnai mh

kenì.

(2) To A eÐnai kleistì an kai mìno an A = A.

ParadeÐgmata.

(1) Sto R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn, (a; b) = (a; b] .

(2) Sto R me thn sumpeperasmènh topologÐa, Z = R .

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc, A � X, kai x 2 X. Tìte x 2 A an kai mìno an gia kˆje perioq  U tou

x èqoume U \ A , ; , dhlad  to x eÐnai oriakì shmeÐo tou A an kai mìno an kˆje perioq  tou x tèmnei to A.

Apìdeixh .

() ) 'Estw x 2 A kai upojètoume ìti upˆrqei perioq  U tou x tètoia ¸ste U \ A = ; . Tìte to X r U
eÐnai kleistì kai A � X r U . ' Ara A � X r U . IdiaÐtera, x < U , ˆtopo.

(( ) 'Estw ìti kˆje perioq  tou x tèmnei to A kai ac upojèsoume ìti x < A. Tìte to X r A eÐnai perioq 

tou x. ' Ara A \ (X r A) , ; , ˆtopo diìti A � A.

�

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc kai A; B � X. Tìte :

(1) A � B ) A � B.

(2) (A [ B) = A [ B.

(3) (A \ B) � A \ B.

Apìdeixh .

(1) To B eÐnai kleistì kai perièqei to A, ˆra A � B.

(2) To A [ B eÐnai kleistì kai perièqei to A [ B, ˆra (A [ B) � A [ B. Ap� thn ˆllh, to (1) dÐnei

A � (A [ B) kai B � (A [ B). Epomènwc (A [ B) � A [ B.

(3) Apì to (1) èqoume (A \ B) � A kai (A \ B) � B. ' Ara (A \ B) � A \ B.

�

Parathr seic.

(1) To (2) sto prohgoÔmeno �e¸rhma, genikˆ, den isqÔei gia ˆpeirec en¸seic. Gia parˆdeigma sto R

me th sunhjismènh topologÐa

[

0<x<1

fxg= (0; 1) = [0; 1] , (0; 1) =
[

0<x<1

fxg:
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(2) Sto (3) tou prohgoÔmenou �wr matoc, den èqoume genikˆ isìthta : sto R me th sunhjismènh

topologÐa

(0; 1) \ (1; 2) = ; , f1g= (0; 1) \ (1; 2):

Orismìc. 'Ena uposÔnolo A enìc topologikoÔ q¸rou X lègetai puknì an A = X.

Parˆdeigma. To Q eÐnai puknì sto R wc proc th sunhjismènh topologÐa kai thn topologÐa twn aristerˆ

hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn.

Orismìc. 'Estw X topologikìc q¸roc kai A � X. To eswterikì tou A orÐzetai na eÐnai

A� = int A =
[

G anoiqtì

G� A

G:

Ta shmeÐa tou A�
lègontai eswterikˆ shmeÐa tou A.

Parathr seic.

(1) To A�
eÐnai to megalÔtero anoiqtì uposÔnolo tou A kai mporeÐ na eÐnai kenì gia mh kenì A.

(2) To A eÐnai anoiqtì an kai mìno an A = A�
, dhlad  an ìla ta shmeÐa tou eÐnai eswterikˆ.

(3) 'Ena x 2 X eÐnai eswterikì shmeÐo tou A an kai mìno an upˆrqei perioq  U tou x tètoia ¸ste

U � A.

ParadeÐgmata.

(1) Sto R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn, [a; b] � = (a; b] .

(2) Sto R me thn sumpeperasmènh topologÐa, [a; b] � = ; .

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc kai A; B � X. Tìte :

(1) A � B ) A� � B�
.

(2) (A \ B)� = A� \ B�
.

(3) (A [ B)� � A� [ B�
.

Apìdeixh .

(1) To A�
eÐnai anoiqtì uposÔnolo tou B, ˆra A� � B�

.

(2) To A� \ B�
eÐnai anoiqtì uposÔnolo tou A \ B, ˆra A� \ B� � (A \ B)�

. EpÐshc, apì to (1),

(A \ B)� � A�
kai (A \ B)� � B�

, epomènwc (A \ B)� � A� \ B�
.

(3) To (1) dÐnei A� � (A [ B)�
kai B� � (A [ B)�

. ' Ara A� [ B� � (A [ B)�
.

�

Parathr seic.

(1) To (2) sto prohgoÔmeno �e¸rhma, genikˆ, den isqÔei gia ˆpeirec tomèc. Gia parˆdeigma sto R

me th sunhjismènh topologÐa

0
BBBBB@
\

x>0

(� x; x)

1
CCCCCA

�

= f0g� = ; , f0g=
\

x>0

(� x; x)� :

(2) Sto (3) tou prohgoÔmenou �wr matoc, den èqoume genikˆ isìthta : sto R me th sunhjismènh

topologÐa

([0; 1] [ [1; 2])� = (0; 2) , (0; 1) [ (1; 2) = [0; 1]� [ [1; 2]� :

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc kai A � X. Tìte :

(1) X r A = X r A�
.

(2) (X r A)� = X r A.

Apìdeixh .

(1) To X r A�
eÐnai kleistì kai perièqei to X r A, ˆra X r A � X r A�

. 'Estw t¸ra x < A�
. Tìte gia

kˆje perioq  U tou x èqoume U 1 A, to opoÐo shmaÐnei ìti U \ (X r A) , ; . ' Ara x 2 X r A,

dhlad  X r A� � X r A.

(2) Efarmìzoume to (1) me to X r A sth �èsh tou A kai paÐrnoume sumplhr¸mata sth sqèsh pou

prokÔptei.

�
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Orismìc. 'Estw X topologikìc q¸roc, A � X, kai x 2 X. To x lègetai shmeÐo suss¸reushc tou A an gia kˆje

perioq  U tou x èqoume A \ U r fxg, ; , dhlad  an kˆje perioq  tou x perièqei shmeÐa tou A diaforetikˆ

apì to x. To sÔnolo twn shmeÐwn suss¸reushc tou A onomˆzetai parˆgwgo sÔnolo tou A kai sumbolÐzetai

me A0
. 'Ena shmeÐo tou A to opoÐo den eÐnai shmeÐo suss¸reushc lègetai memonwmèno.

Parat rhsh. Profan¸c kˆje shmeÐo suss¸reushc enìc sunìlou eÐnai oriakì shmeÐo. To antÐstrofo

�usikˆ den isqÔei. Gia parˆdeigma sto R me th sunhjismènh topologÐa, Z

0 = ; .

Parˆdeigma. Sto R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn, to a den eÐnai shmeÐo sus-

s¸reushc tou diast matoc [a; b] , en¸ to b eÐnai (se antÐjesh me th sunhjismènh topologÐa, sthn opoÐa kai

ta dÔo ˆkra kˆje tÔpou diast matoc eÐnai shmeÐa suss¸reushc).

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc kai A � X. Tìte A = A [ A0
.

Apìdeixh . Kˆje shmeÐo suss¸reushc eÐnai oriakì shmeÐo, ˆra A[ A0 � A. AntÐstrofa, èstw x 2 A. An x 2 A
tìte telei¸same. 'Estw loipìn ìti x < A. Tìte gia kˆje perioq  U tou x èqoume ìti h tom  U \ A eÐnai mh

ken  (afoÔ to x eÐnai oriakì shmeÐo) kai den perièqei to x (afoÔ x < A). Epomènwc U \ Ar fxg= U \ A , ; ,

to opoÐo shmaÐnei ìti x 2 A0
. �
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3. SÔgklish

Orismìc. 'Estw X topologikìc q¸roc, xn 2 X, n 2 N , mia akoloujÐa, kai x 2 X. Lème ìti h xn sugklÐnei sto

x kai grˆfoume xn ! x, an gia kˆje perioq  U tou x, upˆrqei n0 tètoio ¸ste xn 2 U gia kˆje n � n0.

Parathr seic.

(1) S� èna metrikì q¸ro, o prohgoÔmenoc orismìc sumpÐptei me ton gnwstì orismì thc sÔgklishc.

(2) An s� èna sÔnolo èqoume duo topologÐec, h mÐa isqurìterh thc ˆllhc, tìte sÔgklish wc proc thn

isqur  topologÐa sunepˆgetai sÔgklish wc proc thn asjen  topologÐa.

(3) S� èna genikì topologikì q¸ro, mia akoloujÐa mporeÐ na sugklÐnei se perissìtera apì èna

shmeÐa. Gia parˆdeigma, sto N me thn sumpeperasmènh topologÐa, h akoloujÐa xn = n sugklÐnei

se kˆje �usikì arijmì. Prˆgmati, èstw U mia perioq  opoioud pote �usikoÔ arijmoÔ. To

sÔnolo N r U eÐnai peperasmèno, ˆra upˆrqei n0 tètoio ¸ste fn0; n0+ 1; n0+ 2; : : :g � U . Epomènwc

xn = n 2 U gia kˆje n � n0 .

ParadeÐgmata.

(1) Se kˆje topologikì q¸ro, mia telikˆ stajer  akoloujÐa sugklÐnei (telikˆ stajer  shmaÐnei ìti

upˆrqoun x kai n0 tètoia ¸ste xn = x gia kˆje n � n0 ).

(2) S� èna diakritì q¸ro, mia akoloujÐa sugklÐnei an kai mìno an eÐnai telikˆ stajer  diìti ta

monosÔnola eÐnai perioqèc.

(3) Ston tetrimmèno topologikì q¸ro, kˆje akoloujÐa sugklÐnei se kˆje shmeÐo diìti h monadik 

perioq  opoioud pote shmeÐou eÐnai olìklhroc o q¸roc.

(4) Sto R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn h akoloujÐa 1=n den sugklÐnei.

Prˆgmati, an sunèkline �a èprepe na sugklÐnei sto 0 diìti h topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn

diasthmˆtwn eÐnai isqurìterh thc sunhjismènhc. Allˆ autì eÐnai adÔnato afoÔ h akoloujÐa

apofeÔgei ex� olokl rou thn perioq  (�1 ; 0] .

S� èna genikì topologikì q¸ro, oi akoloujÐec mporeÐ na mhn eparkoÔn gia na perigrˆyoun mia seirˆ

apì ènnoiec gia tic opoÐec sthn perÐptwsh enìc metrikoÔ q¸rou eÐnai diajèsimoc ikanopoihtikìc akolou-

�iakìc qarakthrismìc. Gia parˆdeigma, upˆrqei ènac topologikìc q¸roc X, èna sÔnolo A � X, kai èna

x 2 A, ètsi ¸ste kamÐa akoloujÐa shmeÐwn tou A den sugklÐnei sto x (an den gnwrÐzete �ewrÐa sunìlwn

agno ste aut n thn parènjesh. 'Estw ! 1 o pr¸toc uperarijm simoc diataktikìc arijmìc. Sto sÔnolo

X = [0; ! 1] �ewroÔme thn topologÐa h opoÐa èqei gia �ˆsh ìla ta diast mata thc morf c (�; � ] , ìpou

� < � � ! 1 (mazÐ me to f0g). Jètoume A = [0; ! 1) . Tìte A = X. Allˆ to supremum opoiasd pote ako-

loujÐac arijm simwn diataktik¸n arijm¸n eÐnai arijm simoc diataktikìc arijmìc, epomènwc den upˆrqei

akoloujÐa sto A h opoÐa na sugklÐnei sto ! 1 ). To prìblhma autì mporeÐ na xeperasteÐ genikeÔontac thn

ènnoia thc akoloujÐac. Autì �a gÐnei mèsw twn parakˆtw orism¸n.

Orismìc. 'Ena prodiatetagmèno sÔnolo eÐnai èna 
eugˆri (� ; � ) ìpou � eÐnai èna sÔnolo kai � mia dimel c

sqèsh sto � tètoia ¸ste :

� � � � gia kˆje � 2 � (autopˆjeia).

� Gia kˆje �; �; � 2 � , an � � � kai � � � tìte � � � (metabatikìthta).

Parˆdeigma. Sto sÔnolo C twn migadik¸n arijm¸n orÐzoume z � w an kai mìno an jzj � j wj. Tìte to ( C ; � )
eÐnai prodiatetagmèno.

Orismìc. 'Ena kateujunìmeno sÔnolo eÐnai èna prodiatetagmèno sÔnolo (� ; � ) tètoio ¸ste gia kˆje

� 1; � 2 2 � , upˆrqei � 3 2 � tètoio ¸ste � 1 � � 3 kai � 2 � � 3 .

ParadeÐgmata.

(1) To ( N ; � ) , ìpou � eÐnai h sunhjismènh diˆtaxh, eÐnai kateujunìmeno sÔnolo : an gia n1; n2 2 N

�èsoume n3 = maxfn1; n2g tìte n1 � n3 kai n2 � n3.

(2) 'Estw X topologikìc q¸roc, x 2 X kˆpoio shmeÐo, kai B x mia �ˆsh perioq¸n tou x. Tìte to

(B x; � ) eÐnai kateujunìmeno. Prˆgmati, an B1; B2 2 B x tìte to B1 \ B2 eÐnai perioq  tou x, ˆra

upˆrqei B3 2 B x tètoio ¸ste B3 � B1 \ B2. Dhlad  B3 � B1 kai B3 � B2.

Orismìc. 'Estw X èna sÔnolo, kai (� ; � ) èna kateujunìmeno sÔnolo. Mia sunˆrthsh x : � ! X lègetai

dÐktuo sto X. Grˆfoume x� antÐ x(� ) kai �antazìmaste to x� san ton { � -ostì} ìro tou diktÔou.

Parathr seic.

(1) Mia akoloujÐa eÐnai eidik  perÐptwsh diktÔou, ìpou (� ; � ) = ( N ; � ) .
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(2) Se mia akoloujÐa xn oi deÐktec, dhlad  oi �usikoÐ arijmoÐ, eÐnai sugkrÐsimoi : to x4 eÐnai {metˆ}

to x1 kai {prin} to x10.

PSfrag �eplacementc

x1 x4 x10

Se èna dÐktuo x� , � 2 � , to mìno pou xèroume eÐnai ìti gia kˆje dÔo ìrouc x� 1; x� 2 upˆrqei kˆpoioc

trÐtoc ìroc x� 3 o opoÐoc eÐnai {metˆ} apì touc x� 1 kai x� 2 . Oi deÐktec � 1 kai � 2 mporeÐ, kˆllista,

na mhn eÐnai metaxÔ touc sugkrÐsimoi. Gia parˆdeigma, an pˆroume (� ; � ) = (P ( N ); � ) , tìte o

ìroc xf1;3;5g eÐnai {prin} ton ìro x
N

kai {metˆ} touc ìrouc xf3;5g kai xf1g, allˆ o xf1g den eÐnai oÔte

{prin} oÔte {metˆ} ton xf3;5g.

PSfrag �eplacementc

xf1g

xf3;5g

xf1;3;5g x
N

(3) Se èna dÐktuo den èqei genikˆ nìhma na mil soume gia ton {epìmeno}   ton {prohgoÔmeno} enìc

ìrou. Gia parˆdeigma, sto dÐktuo xq = sinq, q 2 Q , ìpou to Q èqei th sunhjismènh diˆtaxh,

kanènac ìroc den èqei oÔte epìmeno, oÔte prohgoÔmeno, parˆ to ìti ìloi oi deÐktec, dhlad  oi

�htoÐ arijmoÐ, eÐnai metaxÔ touc sugkrÐsimoi.

Orismìc. 'Estw X topologikìc q¸roc, x� 2 X, � 2 � , èna dÐktuo, kai x 2 X. Lème ìti to x� sugklÐnei sto x
kai grˆfoume x� ! x, an gia kˆje perioq  U tou x, upˆrqei � 0 tètoio ¸ste x� 2 U gia kˆje � � � 0 .

Parathr seic.

(1) An B x eÐnai mia �ˆsh perioq¸n tou x, tìte x� ! x an kai mìno an gia kˆje U 2 B x upˆrqei � 0

tètoio ¸ste x� 2 U gia kˆje � � � 0 .

(2) Prosèxte th diaforˆ anˆmesa ston orismì thc sugklÐnousac akoloujÐac kai tou sugklÐnontoc

diktÔou. O akoloujiakìc orismìc eÐnai isodÔnamoc me to ìti gia kˆje perioq  tou x to polÔ

peperasmèno pl joc ìrwn thc akoloujÐac �rÐskontai èxw apì thn perioq , diìti to sÔnolo

fn 2 N : n < n0g eÐnai peperasmèno. Sthn perÐptwsh enìc diktÔou den mporoÔme, genikˆ, na

poÔme kˆti gia to sÔnolo f� 2 � : � � � 0g. 'Etsi den apokleÐetai na èqoume ˆpeirouc ìrouc tou

diktÔou èxw apì kˆpoia perioq  tou x.

ParadeÐgmata.

(1) Sto R me th sunhjismènh topologÐa, �ewroÔme to dÐktuo xr , r 2 Z (to Z èqei th sunhjismènh

diˆtaxh), ìpou

xr =

8
>><
>>:
r; an r � 0

1=r; an r > 0
:

Tìte xr ! 0. Parˆ taÔta, ˆpeiroi ìroi tou diktÔou �rÐskontai èxw apì kˆje �ragmènh perioq 

tou 0. EpÐshc to dÐktuo autì, an kai sugklÐnei, den eÐnai �ragmèno. An t¸ra, me aujaÐreto

trìpo, anadiatˆxoume touc ìrouc tou diktÔou ¸ste na to grˆyoume san akoloujÐa, dhlad 

fxr : r 2 Z g= fyn : n 2 N g, tìte h yn den sugklÐnei giatÐ den eÐnai �ragmènh.

(2) Sto R me th sunhjismènh topologÐa, �ewroÔme to dÐktuo xa = a, a 2 R (to R èqei th sunhjismènh

diˆtaxh). Tìte to xa den sugklÐnei se kanèna pragmatikì arijmì. Wc proc th sumpeperasmènh

topologÐa, to xa sugklÐnei se kˆje pragmatikì arijmì.

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc, A � X, kai x 2 X. Tìte x 2 A an kai mìno an upˆrqei dÐktuo x� 2 A,

� 2 � , tètoio ¸ste x� ! x.

Apìdeixh .

() ) 'Estw (N ; � ) h oikogèneia ìlwn twn perioq¸n tou x me sqèsh diˆtaxhc to antÐstrofo perièqesjai,

dhlad  U � V an kai mìno an U � V . To (N ; � ) eÐnai kateujunìmeno giatÐ an U kai V eÐnai duo

perioqèc tou x tìte h U \ V eÐnai perioq  tou x kai U \ V � U , U \ V � V . AfoÔ x 2 A, èqoume

ìti gia kˆje U 2 N upˆrqei xU 2 A \ U . Tìte to dÐktuo xU , U 2 N , sugklÐnei sto x. Prˆgmati

an W eÐnai tuqoÔsa perioq  tou x, tìte gia kˆje U 2 N me U � W èqoume xU 2 U � W.
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(( ) 'Estw x� 2 A, � 2 � , èna dÐktuo sto A tètoio ¸ste x� ! x. Ja deÐxoume ìti x 2 A. 'Estw loipìn U
mia perioq  tou x. Tìte upˆrqei � 0 2 � tètoio ¸ste x� 0 2 U . Dhlad  x� 0 2 A \ U , ˆra U \ A , ; ,

epomènwc x 2 A.

�
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4. Sunèqeia

Orismìc. 'Estw X, Y topologikoÐ q¸roi, f : X ! Y mia sunˆrthsh, kai x 2 X. H f lègetai suneq c sto x an

gia kˆje perioq  V � Y tou f (x) upˆrqei perioq  U � X tou x tètoia ¸ste f (U) � V . An h f eÐnai suneq c

se kˆje shmeÐo tou X tìte lègetai suneq c.

PSfrag �eplacementc

X

Y

x
f

U

Vf (x) f (U)

ParadeÐgmata.

(1) Kˆje stajer  sunˆrthsh, anˆmesa se duo tuqìntec topologikoÔc q¸rouc, eÐnai suneq c.

(2) Kˆje sunˆrthsh me pedÐo orismoÔ èna diakritì q¸ro eÐnai suneq c.

Je¸rhma. 'Estw X, Y topologikoÐ q¸roi, f : X ! Y mia sunˆrthsh, kai x 2 X. H f eÐnai suneq c sto x an

kai mìno an gia kˆje dÐktuo x� 2 X, � 2 � , me x� ! x, èqoume f (x� ) ! f (x) .

Apìdeixh .

() ) 'Estw x� 2 X, � 2 � , èna dÐktuo me x� ! x, kai V mia perioq  tou f (x) . AfoÔ h f eÐnai suneq c

sto x, upˆrqei perioq  U tou x tètoia ¸ste f (U) � V . AfoÔ to x� sugklÐnei sto x. Upˆrqei � 0 2 �
tètoio ¸ste x� 2 U gia kˆje � � � 0 . Epomènwc f (x� ) 2 f (U) � V gia kˆje � � � 0 .

(( ) 'Estw ìti h f den eÐnai suneq c sto x. Tìte upˆrqei perioq  V tou f (x) tètoia ¸ste gia kˆje

perioq  U tou x èqoume f (U) 1 V . Epomènwc gia kˆje perioq  U tou x upˆrqei xU 2 U tètoio

¸ste f (xU) < V . 'Estw t¸ra N h oikogèneia ìlwn twn perioq¸n tou x diatetagmènh me th sqèsh

tou antÐstrofou perièqesjai. Tìte to dÐktuo xU , U 2 N , sugklÐnei sto x, ˆra apì upìjesh

f (xU ) ! f (x) . Epomènwc upˆrqei U0 2 N tètoio ¸ste f (xU0) 2 V , ˆtopo.

�

Je¸rhma. 'Estw f : X ! Y mia sunˆrthsh anˆmesa se duo topologikoÔc q¸rouc. Ta akìlouja eÐnai

isodÔnama.

(1) H f eÐnai suneq c.

(2) Gia kˆje G � Y anoiqtì, to f � 1(G) eÐnai anoiqtì.

(3) Gia kˆje F � Y kleistì, to f � 1(F) eÐnai kleistì.

(4) Gia kˆje A � A, f
�
A

�
� f (A) .

Apìdeixh .

(1) ) (2) ArkeÐ na deÐxoume ìti kˆje shmeÐo tou f � 1(G) eÐnai eswterikì. 'Estw loipìn x 2 f � 1(G) . Tìte

f (x) 2 G, ˆra to G eÐnai perioq  tou f (x) , epomènwc upˆrqei perioq  U tou x tètoia ¸ste

f (U) � G, apì to opoÐo sunepˆgetai ìti U � f � 1( f (U)) � f � 1(G) .

(2) ) (1) 'Estw x 2 X kai V mia perioq  tou f (x) . Apì upìjesh, to U := f � 1(V) eÐnai anoiqtì, ˆra eÐnai

perioq  tou x. Allˆ f (U) = f ( f � 1(V)) � V .

(2) ) (3) 'Estw F � Y kleistì. Tìte to Y r F eÐnai anoiqtì, ˆra apì upìjesh to f � 1(Y r F) = X r f � 1(F)
eÐnai anoiqtì, epomènwc to f � 1(F) eÐnai kleistì.

(3) ) (2) TeleÐwc anˆloga me to prohgoÔmeno.
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(3) ) (4) To f (A) eÐnai kleistì ˆra, apì upìjesh, to f � 1
�
f (A)

�
eÐnai kleistì. EpÐshc, A � f � 1

�
f (A)

�
.

Epomènwc A � f � 1
�
f (A)

�
. Sunep¸c f

�
A

�
� f

�
f � 1

�
f (A)

��
� f (A) .

(4) ) (3) 'Estw F � Y kleistì. Apì upìjesh èqoume f
�
f � 1(F)

�
� f ( f � 1(F)) � F = F . Epomènwc

f � 1(F) � f � 1(F) , ˆra to f � 1(F) eÐnai kleistì.

�

Parathr seic.

(1) H sunepagwg  (2) ) (1) exakoloujeÐ na isqÔei an antÐ thc antÐstrofhc eikìnac kˆje anoiqtoÔ

sunìlou, pˆroume thn antÐstrofh eikìna kˆje sunìlou miac �ˆshc gia thn topologÐa tou Y.

(2) H sÔnjesh suneq¸n sunart sewn eÐnai suneq c :

x� ! x ) f (x� ) ! f (x) ) g( f (x� )) ! g( f (x)):

Parˆdeigma. 'Estw T h topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn sto R . JewroÔme tic sunart -

seic f ; g : ( R ; T ) ! R (to pedÐo tim¸n èqei th sunhjismènh topologÐa), me tÔpouc

f (x) =

8
>><
>>:
0; an x � 0
1; an x > 0

g(x) =

8
>><
>>:
0; an x < 0
1; an x � 0

:

Tìte h f eÐnai suneq c diìti h antÐstrofh eikìna opoioud pote sunìlou eÐnai to ; ,   to R ,   to (0; +1 ) ,   to

(�1 ; 0] . 'Ola autˆ ta sÔnola eÐnai anoiqtˆ. H g den eÐnai suneq c diìti h antÐstrofh eikìna opoioud pote

anoiqtoÔ diast matoc perièqei to 1 allˆ ìqi to 0 eÐnai to mh anoiqtì sÔnolo [0; +1 ) . Fusikˆ, kamÐa apì

tic duo sunart seic den eÐnai suneq c wc proc th sunhjismènh topologÐa.

Orismìc. 'Estw X, Y topologikoÐ q¸roi kai f : X ! Y mia antistrèyimh (1-1 kai epÐ) sunˆrthsh. H f
lègetai omoiomorfismìc an eÐnai suneq c kai èqei suneq  antÐstrofh. An metaxÔ duo topologik¸n q¸rwn

upˆrqei omoiomorfismìc, tìte oi q¸roi lègontai omoiomorfikoÐ.

Je¸rhma. 'Estw f : X ! Y mia antistrèyimh sunˆrthsh anˆmesa se duo topologikoÔc q¸rouc. Ta akì-

louja eÐnai isodÔnama.

(1) H f eÐnai omoiomorfismìc.

(2) H f eÐnai suneq c kai gia kˆje G � X anoiqtì, to f (G) eÐnai anoiqtì.

(3) H f eÐnai suneq c kai gia kˆje F � X kleistì, to f (F) eÐnai kleistì.

(4) Gia kˆje A � X, f
�
A

�
= f (A) .

Apìdeixh .

(1) , (2) H f � 1 : Y ! X eÐnai suneq c an kai mìno gia kˆje G � X anoiqtì, to ( f � 1)� 1(G) = f (G) eÐnai

anoiqtì.

(2) ) (3) 'Estw F � X kleistì. Tìte to X r F eÐnai anoiqtì, ˆra apì upìjesh to f (X r F) = Y r f (F) eÐnai

anoiqtì, epomènwc to f (F) eÐnai kleistì.

(3) ) (2) TeleÐwc anˆloga me to prohgoÔmeno.

(3) ) (4) Apì upìjesh to f
�
A

�
eÐnai kleistì. EpÐshc f (A) � f

�
A

�
. ' Ara f (A) � f

�
A

�
. Allˆ h f eÐnai

suneq c, epomènwc, apì to prohgoÔmeno �e¸rhma, f (A) � f
�
A

�
. Sunep¸c f (A) = f

�
A

�

(4) ) (3) 'Estw F � X kleistì. Tìte f (F) = f
�
F

�
= f (F) . ' Ara to f (F) eÐnai kleistì. EpÐshc, f

�
A

�
� f (A)

gia kˆje A � X, ˆra h f eÐnai suneq c apì to prohgoÔmeno �e¸rhma.

�

ParadeÐgmata.

(1) Duo arijm simoi diakritoÐ q¸roi eÐnai omoiomorfikoÐ.

(2) Sto R , h topologÐa T twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn den eÐnai omoiomorfik  me thn

sunhjismènh topologÐa. Prˆgmati, an up rqe omoiomorfismìc f : ( R ; T ) ! R tìte to f ((a; b])
�a  tan mh kenì, diaforetikì apì to R , anoiqtì kai kleistì (wc proc th sunhjismènh topologÐa).

Autì eÐnai ˆtopo.

Parat rhsh. Mia idiìthta lègetai topologik  an diathreÐtai apì kˆje omoiomorfismì. 'Etsi duo omoio-

morfikoÐ q¸roi èqoun tic Ðdiec topologikèc idiìthtec, kai epomènwc apì aut  thn ˆpoyh touc tautÐzoume.
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5. H Sqetik  TopologÐa kai h TopologÐa Ginìmeno

Orismìc. 'Estw (X; T ) topologikìc q¸roc kai Y � X. H oikogèneia T Y = fG \ Y : G 2 T g eÐnai profan¸c

mia topologÐa sto Y. H T Y onomˆzetai sqetik  topologÐa tou Y (wc proc thn T ).

PSfrag �eplacementc

X Y

G

G \ Y

Ta sÔnola thc T Y �a ta lème anoiqtˆ sto Y. OmoÐwc kai me tic ˆllec topologikèc ènnoiec. Gia parˆdeigma,

�a milˆme gia thn kleistìthta enìc sunìlou A � Y wc proc th sqetik  topologÐa kai �a grˆfoume cl Y(A) ,

k.t.l. 'Otan lème apl¸c {anoiqtì}, {kleistì}, k.t.l. qwrÐc kˆpoion ˆllo prosdiorismì, �a ennooÔme wc

proc thn topologÐa olìklhrou tou X.

Parathr seic.

(1) Ja èlege kaneÐc ìti o logikìteroc trìpoc na orÐsei kaneÐc mia topologÐa sto Y eÐnai na �ewr sei

thn oikogèneia fG 2 T : G � Yg. To prìblhma eÐnai ìti an to Y den eÐnai anoiqtì tìte h oikogèneia

aut  den eÐnai topologÐa. Mˆlista eÐnai dunatì na apoteleÐtai mìno apì to kenì sÔnolo.

(2) H sqetik  topologÐa eÐnai h mikrìterh topologÐa sto Y wc proc thn opoÐa h tautotik  apeikìnish

' : Y ! X, ' (y) = y, eÐnai suneq c. Autìc eÐnai o lìgoc gia ton opoÐo h sqetik  topologÐa orÐsthke

me ton trìpo pou orÐsthke. H sunèqeia thc ' eÐnai h �usiologikìterh apaÐthsh pou mporeÐ na

èqei kaneÐc apì mia topologÐa sto Y h opoÐa eÐnai {sumbat } me thn topologÐa olìklhrou tou X.

ParadeÐgmata.

(1) Sto R me th sunhjismènh topologÐa �ètoume Y = [0; 1] [ f 2g. Tìte ta sÔnola [0; 1=2) kai f2g eÐnai

anoiqtˆ sto Y (allˆ ìqi s� olìklhro to R ).

(2) Sto R

2
me th sunhjismènh topologÐa �ètoume Y = R � f 0g. Tìte to sÔnolo (0; 1)� f 0geÐnai anoiqtì

sto Y. Parathr ste ìti kanèna uposÔnolo tou Y den eÐnai anoiqtì sto R

2
(to Y eÐnai mia eujeÐa

gramm ). To shmeÐo f(0; 0)g den anoiqtì sto Y diìti kanènac anoiqtìc dÐskoc den mporeÐ na tèmnei

mia eujeÐa s� èna monosÔnolo.

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc kai Y � X. Tìte :

(1) An B eÐnai mia �ˆsh (antÐstoiqa upobˆsh) gia thn topologÐa tou X tìte h oikogèneia fB\ Y : B 2 B g
eÐnai mia �ˆsh (antÐstoiqa upobˆsh) gia th sqetik  topologÐa tou Y.

(2) 'Ena sÔnolo A � Y eÐnai kleistì sto Y an kai mìno an upˆrqei F � X kleistì tètoio ¸ste A = F \ Y.

(3) An to Y eÐnai anoiqtì (antÐstoiqa kleistì), tìte èna sÔnolo A � Y eÐnai anoiqtì (antÐstoiqa kleistì)

sto Y an kai mìno eÐnai anoiqtì (antÐstoiqa kleistì).

(4) 'Estw y� 2 Y èna dÐktuo sto Y, kai y 2 Y. Tìte y� ! y wc proc th sqetik  topologÐa, an kai mìno

an y� ! y.

(5) An A � Y, tìte cl Y(A) = Y \ cl (A) kai int Y(A) � Y \ int (A) .

(6) An Z eÐnai kˆpoioc ˆlloc topologikìc q¸roc kai f : X ! Z mia suneq c sunˆrthsh, tìte o

periorismìc f jY : Y ! Z eÐnai suneq c.

Apìdeixh .

(1) 'Estw A � Y anoiqtì sto Y. Tìte upˆrqei G � X anoiqtì tètoio ¸ste A = G \ Y. AfoÔ h B eÐnai

�ˆsh upˆrqoun Bi 2 B , i 2 I , tètoia ¸ste G =
S

i2I Bi . Allˆ tìte A =
S

i2I Bi \ Y. OmoÐwc gia thn

upobˆsh.

(2) An to A eÐnai kleistì sto Y tìte to Y r A eÐnai anoiqtì sto Y, ˆra upˆrqei G � X anoiqtì tètoio

¸ste Y r A = G \ Y, epomènwc A = (X r G) \ Y me X r G kleistì. AntÐstrofa, an A = F \ Y gia

kˆpoio F kleistì, tìte Y r A = (X r F) \ Y me X r F anoiqtì. ' Ara to Y r A eÐnai anoiqtì sto Y,

epomènwc to A eÐnai kleistì sto Y.
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(3) 'Estw ìti to Y eÐnai anoiqtì. An t¸ra to A eÐnai anoiqtì sto Y tìte A = G\ Y gia kˆpoio G anoiqtì.

' Ara kai to A eÐnai anoiqtì wc tom  duo anoiqt¸n sunìlwn. AntÐstrofa, an to A eÐnai anoiqtì tìte

grˆfoume A = A\ Y kai sumperaÐnoume ìti to A eÐnai anoiqtì sto Y apì ton orismì thc sqetik c

topologÐac. OmoÐwc gia ta kleistˆ.

(4) 'Estw ìti y� ! y wc proc th sqetik  topologÐa, kai èstw U mia perioq  tou y. H U \ Y eÐnai

perioq  tou y wc proc th sqetik  topologÐa, ˆra upˆrqei � 0 tètoio ¸ste y� 2 U \ Y � U gia kˆje

� � � 0 . Epomènwc y� ! y. AntÐstrofa, èstw ìti y� ! y, kai èstw A mia perioq  tou y wc proc

th sqetik  topologÐa. Tìte A = V \ Y gia kˆpoia perioq  V tou y. AfoÔ to dÐktuo sugklÐnei

upˆrqei � 0 tètoio ¸ste y� 2 V gia kˆje � � � 0 . Allˆ to dÐktuo �rÐsketai sto Y, ˆra y� 2 V \ Y = A
gia kˆje � � � 0 , to opoÐo shmaÐnei ìti y� ! y wc proc th sqetik  topologÐa.

(5) 'Estw y 2 cl Y(A) � Y. Tìte upˆrqei dÐktuo y� 2 A tètoio ¸ste y� ! y wc proc th sqetik  topologÐa.

Tìte, apì to (4), èqoume ìti y� ! y, ˆra y 2 Y \ cl (A) . AntÐstrofa, èstw y 2 Y \ cl (A) . Tìte

upˆrqei dÐktuo y� 2 A tètoio ¸ste y� ! y. AfoÔ y 2 Y, apì to (4) sunepˆgetai ìti y� ! y wc proc

th sqetik  topologÐa, ˆra y 2 cl Y(A) .

'Estw t¸ra y 2 Y\ int (A) . Tìte upˆrqei perioq  U tou y tètoia ¸ste U � A. Allˆ tìte to U \ Y
eÐnai mia perioq  tou y wc proc th sqetik  topologÐa h opoÐa perièqetai sto A. ' Ara y 2 int Y(A) .

(6) 'Estw y� 2 Y èna dÐktuo sto Y tètoio ¸ste, gia kˆpoio y 2 Y, èqoume y� ! y wc proc th sqe-

tik  topologÐa. Tìte apì to (4), y� ! y. AfoÔ h f eÐnai suneq c, èqoume f (y� ) ! f (y) , ˆra

f jY(y� ) ! f jY(y) . Epomènwc h f jY eÐnai suneq c.

�

Parat rhsh. Sto (5) tou prohgoÔmenou �ewr matoc genikˆ èqoume int Y(A) , Y\ int (A) . Gia parˆdeigma,

sto R me th sunhjismènh topologÐa, int
Z

(f1g) = f1g, allˆ int (f1g) = ; .

Ja orÐsoume t¸ra mia �usiologik  topologÐa sto kartesianì ginìmeno miac oikogèneiac topologik¸n

q¸rwn.

Orismìc. 'Estw Xi , i 2 I , mia oikogèneia topologik¸n q¸rwn. Gia kˆje j 2 I �ewroÔme tic probolèc

p j :
Y

i2I

Xi ! X j ; p j(x) = x( j);

kai �ètoume

C = fp� 1
i (Gi) : Gi � Xi anoiqtì ; i 2 Ig:

H topologÐa pou parˆgei h oikogèneia C onomˆzetai topologÐa ginìmeno sto

Q
i2I Xi .

Parathr seic.

(1) H topologÐa ginìmeno eÐnai h mikrìterh topologÐa sto

Q
i2I Xi wc proc thn opoÐa oi probolèc

eÐnai suneqeÐc.

(2) Mia �ˆsh gia thn topologÐa ginìmeno eÐnai h oikogèneia ìlwn twn sunìlwn thc morf c

n\

k=1

p� 1
ik (Gik); Gik � Xik anoiqtì ; i1; : : : ;ik 2 I ; n 2 N ;

dhlad  ìlec oi peperasmènec tomèc sunìlwn thc C . IsodÔnama, mia �ˆsh apoteleÐtai apì ìla ta

sÔnola thc morf c

Q
i2I Gi , ìpou ta Gi � Xi eÐnai anoiqtˆ kai Gi , Xi gia to polÔ peperasmèno

pl joc i .

(3) An pˆroume mia peperasmènh oikogèneia topologik¸n q¸rwn X1; X2; : : : ;Xm tìte mia �ˆsh gia thn

topologÐa ginìmeno sto X1 � � � � � Xm eÐnai ìla ta {orjog¸nia} G1 � � � � � Gm, ìpou ta Gk � Xk eÐnai

anoiqtˆ. Autì prokÔptei apì th sqèsh

nY

k=1

Gk =
n\

k=1

p� 1
k (Gk):

(4) An to G �
Q

i2I Xi eÐnai anoiqtì tìte to p j(G) eÐnai anoiqtì gia kˆje j .

(5) H probol  enìc kleistoÔ sunìlou den eÐnai kat� anˆgkh kleistì sÔnolo. Gia parˆdeigma sto R

2
,

to sÔnolo F = f(x; 1=x) : x > 0g eÐnai kleistì, allˆ p1(F) = p2(F) = (0; +1 ) .

ParadeÐgmata.

(1) H topologÐa ginìmeno sto R

n
tautÐzetai me th sunhjismènh topologÐa pou epˆgei h EukleÐdeia

metrik . Autì prokÔptei apì to ìti mèsa se kˆje anoiqt  mpˆla mporoÔme na �roÔme ènan

anoiqtì kÔbo me to Ðdio kèntro, kai antistrìfwc.

16



(2) Sto R

n
me thn topologÐa ginìmeno, to sÔnolo

nY

k=1

(0; 1) = (0; 1)n = (0; 1) � � � � � (0; 1)|                  {z                  }
n parˆgontec

eÐnai anoiqtì (san sÔnolo thc �ˆshc).

(3) Sto R

N

me thn topologÐa ginìmeno, to sÔnolo

A =
1Y

n=1

(0; 1) = (0; 1)N = (0; 1) � (0; 1) � � � �

DEN eÐnai anoiqtì. Sthn pragmatikìthta A� = ; . An to A eÐqe mh kenì eswterikì, tìte �a up rqan

i1; : : : ;in 2 N kai anoiqtˆ sÔnola Gi1; : : : ;Gin � R ètsi ¸ste

n\

k=1

p� 1
ik (Gik) � A:

Epilègoume t¸ra m 2 N r fi1; : : : ;ing. Tìte

R = pm

0
BBBBB@

n\

k=1

p� 1
ik (Gik)

1
CCCCCA� pm(A) = (0; 1);

ˆtopo. Genikìtera, s� èna kartesianì ginìmeno me ˆpeirouc parˆgontec, èna orjog¸nio, tupikˆ

den eÐnai anoiqtì sÔnolo.

(4) An to f0; 1g èqei th diakrit  topologÐa tìte h topologÐa ginìmeno sto f0; 1gn
eÐnai h diakrit  gia

kˆje n 2 N. AntÐjeta, to f0; 1gN

den èqei th diakrit  topologÐa.

Je¸rhma. 'Estw Xi , i 2 I , mia oikogèneia topologik¸n q¸rwn. Jètoume X =
Q

i2I Xi .

(1) 'Ena dÐktuo x� 2 X sugklÐnei se kˆpoio x 2 X an kai mìno an pi(x� ) ! pi(x) gia kˆje i 2 I . Dhlad 

to dÐktuo sugklÐnei an kai mìno an sugklÐnei katˆ suntetagmènh.

(2) An Ai � Xi , i 2 I , tìte

cl

0
BBBBB@
Y

i2I

Ai

1
CCCCCA=

Y

i2I

Ai ;

0
BBBBB@
Y

i2I

Ai

1
CCCCCA

�

�
Y

i2I

A�
i :

(3) 'Estw Y ènac ˆlloc topologikìc q¸roc kai f : Y ! X mia sunˆrthsh. H f eÐnai suneq c an kai

mìno an h pi � f eÐnai suneq c gia kˆje i 2 I .

Y X

Xi

-f

@
@@Rpi � f ?

pi

Apìdeixh .

(1) H mia kateÔjunsh prokÔptei apì th sunèqeia twn probol¸n pi . Gia thn ˆllh kateÔjunsh, èstwT n
k=1 p� 1

ik
(Gik) mia perioq  tou x. Tìte to Gik eÐnai perioq  tou pik(x) . AfoÔ pik(x� ) ! pik(x) ,

upˆrqoun � 1; : : : ; � n tètoia ¸ste pik(x� ) 2 Gik gia kˆje � � � k . Epilègoume � 0 tètoio ¸ste � 0 � � k

gia kˆje k = 1; 2; : : : ;n. Tìte x� 2
T n

k=1 p� 1
ik

(Gik) gia kˆje � � � 0 , ˆra x� ! x.

(2) 'Estw x 2 cl
�Q

i2I Ai
�

. Tìte upˆrqei dÐktuo x� 2
Q

i2I Ai tètoio ¸ste x� ! x. T¸ra, apì to

(1), èqoume ìti pi(x� ) ! pi(x) gia kˆje i . Allˆ tìte pi(x) 2 Ai gia kˆje i , dhlad  x 2
Q

i2I Ai .

AntÐstrofa, èstw x 2
Q

i2I Ai , kai èstw

T n
k=1 p� 1

ik
(Gik) tuqoÔsa perioq  tou x. Tìte to Gik eÐnai

perioq  tou pik(x) 2 Aik ˆra Gik \ Aik , ; . Epomènwc

T n
k=1 p� 1

ik
(Gik) \

Q
i2I Ai , ; diìti oi ik -pleurèc

tou orjogwnÐou

T n
k=1 p� 1

ik
(Gik) eÐnai ta sÔnola Gik ta opoÐa tèmnoun ta Aik , en¸ oi upìloipec i -

pleurèc eÐnai olìklhroi oi q¸roi Xi oi opoÐoi profan¸c tèmnoun ta Ai . Sunep¸c x 2 cl
�Q

i2I Ai
�

.

Gia th deÔterh sqèsh, an to aristerˆ mèloc eÐnai kenì tìte den èqoume tÐpota na deÐxoume.

'Estw loipìn x 2
�Q

i2I Ai
� �

. Tìte upˆrqoun anoiqtˆ Gik � Xik , k = 1; : : : ;n, tètoia ¸ste

x 2
n\

k=1

p� 1
ik (Gik) �

Y

i2I

Ai :
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' Ara pik(x) 2 Gik � Aik gia kˆje k, kai kat� anˆgkh, A j = X j gia kˆje j diaforetikì apì ta ik .

Epomènwc pik(x) 2 A�
ik

gia kˆje k. Sunep¸c x 2
Q

i2I A�
i . Isìthta genikˆ den èqoume, ìpwc deÐqnei

to (3) twn prohgoÔmenwn paradeigmˆtwn.

(3) An h f eÐnai suneq c tìte h pi � f eÐnai suneq c san sÔnjesh suneq¸n sunart sewn. Gia to

antÐstrofo, èstw y� èna dÐktuo sto Y me y� ! y. Tìte pi( f (y� )) ! pi( f (y)) gia kˆje i . ' Ara, apì to

(1), f (y� ) ! f (y) . Epomènwc h f eÐnai suneq c.

�

ParadeÐgmata.

(1) TautÐzoume to sÔnolo ìlwn twn sunart sewn apì to R sto R me to ginìmeno R

R

. Tìte mia

akoloujÐa sunart sewn fn sugklÐnei katˆ shmeÐo se kˆpoia sunˆrthsh f an kai mìno an fn ! f
wc proc thn topologÐa ginìmeno.

(2) An �ewr soume to C([0; 1]) uposÔnolo tou R

[0;1]
tìte h topologÐa thc ˆskhshc (10) tou 1ou

�ulladÐou sumpÐptei me thn sqetik  topologÐa ginìmeno.

(3) 'Estw R s to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasth-

mˆtwn. Tìte to A = f(x; � x) : x 2 R g (h antidiag¸nioc) den èqei shmeÐa suss¸reushc wc proc thn

topologÐa ginìmeno ston R s � R s. Prˆgmati, gia kˆje x h perioq  (�1 ; x] � (�1 ; � x] tèmnei to A
akrib¸c sto shmeÐo (x; � x) . EpÐshc to A eÐnai kleistì diìti eÐnai kleistì wc proc th sunhjismènh

topologÐa tou R

2
, ˆra A0 = ; .
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6. Sunektikìthta

Orismìc. 'Enac topologikìc q¸roc X onomˆzetai sunektikìc an den upˆrqoun U; V � X mh kenˆ, anoiqtˆ

kai xèna tètoia ¸ste X = U [ V . 'Ena sÔnolo A � X onomˆzetai sunektikì an eÐnai sunektikìc q¸roc wc proc

th sqetik  topologÐa.

ParadeÐgmata.

(1) Se kˆje topologikì q¸ro ta monosÔnola eÐnai sunektikˆ.

(2) 'Enac diakritìc q¸roc me toulˆqisto duo shmeÐa den eÐnai sunektikìc, giatÐ an x 2 X tìte

X = fxg [ (X r fxg):

(3) To A = [0; 1) [ f 2g den eÐnai sunektikì giatÐ ta [0; 1) kai f2g eÐnai anoiqtˆ sto A.

(4) To Q den eÐnai sunektikì diìti Q =
�
(�1 ;

p
2) \ Q

�
[

�
(
p

2; +1 ) \ Q

�
.

(5) To R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diathmˆtwn den eÐnai sunektikì diìti

R = (�1 ; 0] [ (0; +1 ):

(6) To R me th sunhjismènh topologÐa eÐnai sunektikì giatÐ an upojèsoume ìti upˆrqoun U; V � R

mh kenˆ, anoiqtˆ kai xèna tètoia ¸ste R = U [ V , tìte to U = R r V eÐnai anoiqtì, kleistì, mh

kenì gn sio uposÔnolo tou R , ˆtopo.

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc. Ta akìlouja eÐnai isodÔnama :

(1) O X eÐnai sunektikìc.

(2) Ta monadikˆ uposÔnola tou X ta opoÐa eÐnai anoiqtˆ kai kleistˆ eÐnai to ; kai to X.

(3) Den upˆrqei suneq c sunˆrthsh f : X ! f 0; 1g h opoÐa eÐnai epÐ.

Apìdeixh .

(1) ) (2) 'Estw A � X anoiqtì kai kleistì. Tìte ta sÔnola A kai X r A eÐnai anoiqtˆ kai xèna, kai

X = A [ (X r A) . AfoÔ o X eÐnai sunektikìc, prèpei eÐte A = ;   X r A = ; . Dhlad  eÐte A = ;  

A = X.

(2) ) (3) Ac upojèsoume ìti upˆrqei f : X ! f 0; 1g suneq c kai epÐ. Tìte to f � 1(f0g) eÐnai anoiqtì, kleistì,

mh kenì gn sio uposÔnolo tou X, ˆtopo.

(3) ) (1) 'Estw ìti o X den eÐnai sunektikìc. Tìte upˆrqoun U; V � X mh kenˆ anoiqtˆ kai xèna tètoia ¸ste

X = U [ V . Epomènwc h sunˆrthsh f : X ! f 0; 1g me

f (x) =

8
>><
>>:
1; an x 2 U
0; an x 2 V

eÐnai suneq c kai epÐ, ˆtopo.

�

Je¸rhma. 'Ena uposÔnolo tou R eÐnai sunektikì an kai mìno an eÐnai diˆsthma.

Apìdeixh . An kˆpoio sunektikì A � R den eÐnai diˆsthma, tìte upˆrqoun x; y 2 A kai z < A me x < z < y.

Allˆ tìte A = ((�1 ; z) \ A) [ ((z; +1 ) \ A)
, ˆtopo. AntÐstrofa, an upojèsoume ìti kˆpoio diˆsthma A den

eÐnai sunektikì, tìte upˆrqei f : A ! R suneq c h opoÐa paÐrnei akrib¸c duo timèc. Autì eÐnai ˆtopo apì

to �e¸rhma endiˆmeshc tim c tou apeirostikoÔ logismoÔ. �

Je¸rhma. 'Estw X sunektikìc q¸roc kai f : X ! Y suneq c kai epÐ. Tìte o Y eÐnai sunektikìc.

Apìdeixh . An o Y den  tan sunektikìc tìte �a up rqe g : Y ! f 0; 1g suneq c kai epÐ. Allˆ tìte h sÔnjesh

g � f : X ! f 0; 1g �a  tan suneq c kai epÐ, ˆtopo. �

ParadeÐgmata.

(1) O monadiaÐoc kÔkloc S1 = f(x; y) 2 R

2 : x2 + y2 = 1g eÐnai h eikìna tou diast matoc [0; 2� ] mèsw

thc suneqoÔc apeikìnishc f (t) = (cost; sint) , ˆra eÐnai sunektikì sÔnolo.

(2) Sto R

n
mia eujeÐa pou pernˆei apì to shmeÐo x0 kai èqei kateÔjunsh e eÐnai sunektikì sÔnolo

wc eikìna tou R mèsw thc suneqoÔc f (t) = x0 + te.

To akìloujo eÐnai h {afhrhmènh èkdosh} tou �ewr matoc endiˆmeshc tim c.

Je¸rhma. 'Estw X sunektikìc q¸roc kai f : X ! R suneq c. Tìte h f paÐrnei kˆje tim  anˆmesa se duo

opoiesd pote timèc thc.
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Apìdeixh . AfoÔ o X sunektikìc to f (X) eÐnai sunektikì uposÔnolo tou R , ˆra eÐnai diˆsthma. 'Estw t¸ra

� 1; � 2 2 f (X) duo timèc thc f me � 1 < � 2 , kai � 2 (� 1; � 2) . AfoÔ to f (X) eÐnai diˆsthma, èqoume ìti � 2 f (X) ,

dhlad  to � eÐnai tim  thc f . �

Je¸rhma. 'Estw Ai , i 2 I , mia oikogèneia sunektik¸n sunìlwn me èna toulˆqisto koinì shmeÐo. Tìte h ènwshS
i2I Ai eÐnai sunektikì.

Apìdeixh . 'Estw x0 2
T

i2I Ai , kai f :
S

i2I Ai ! f 0; 1g suneq c. Ja deÐxoume ìti h f eÐnai stajer . 'Estw

x 2
S

i2I Ai . Tìte x 2 Ai gia kˆpoio i . Allˆ o periorismìc f jAi eÐnai stajer  sunˆrthsh giatÐ to Ai eÐnai

sunektikì. Epomènwc f (x) = f (x0) . H isìthta aut  isqÔei gia kˆje x, ˆra h f eÐnai stajer . �

Parat rhsh. H tom  duo sunektik¸n sunìlwn den eÐnai kat� anˆgkh sunektikì sÔnolo. Gia parˆdeigma,

sto epÐpedo, ènac kÔkloc tèmnei mia diˆmetro tou se dÔo shmeÐa.

Je¸rhma. An to A eÐnai sunektikì kai A � B � A, tìte to B eÐnai sunektikì. IdiaÐtera, h kleistìthta enìc

sunektikoÔ sunìlou eÐnai sunektik .

Apìdeixh . 'Estw f : B ! f 0; 1g suneq c. AfoÔ to A eÐnai sunektikì, o periorismìc f jA eÐnai stajer 

sunˆrthsh, dhlad  to f (A) eÐnai monosÔnolo. Allˆ

f (B) = f (B \ A) = f (cl BA) � f (A) = f (A):

' Ara to f (B) eÐnai monosÔnolo. Epomènwc h f eÐnai stajer . Sunep¸c to B eÐnai sunektikì. �

Parˆdeigma. Sto R

2
�ètoume X = f(x; sin(1=x)) : x > 0g. To X eÐnai sunektikì wc suneq c eikìna sunektikoÔ

sunìlou. Epomènwc to X = X [ (f0g � [� 1; 1]) eÐnai sunektikì.

PSfrag �eplacementc

Parathr ste ìti an afairèsoume opoiod pote sÔnolo shmeÐwn apì to eujÔgrammo tm ma f0g � [� 1; 1] ,

to sÔnolo pou prokÔptei paramènei sunektikì giatÐ �rÐsketai metaxÔ enìc sunektikoÔ sunìlou kai thc

kleistìthtac tou.

Je¸rhma. 'Estw Xi , i 2 I , mia oikogèneia topologik¸n q¸rwn. Tìte to ginìmeno

Q
i2I Xi eÐnai sunektikì an

kai mìno an kˆje parˆgontac Xi eÐnai sunektikìc.

Apìdeixh . An to ginìmeno eÐnai sunektikì tìte kˆje X j eÐnai sunektikì wc suneq c eikìna tou

Q
i2I Xi mèsw

thc probol c p j . Gia to antÐstrofo, �a deÐxoume arqikˆ ìti an X kai Y eÐnai duo sunektikoÐ q¸roi tìte to

X � Y eÐnai sunektikì. StajeropoioÔme (x0; y0) 2 X � Y kai gia kˆje x 2 X �ewroÔme ton {staurì}

Cx = (fxg � Y) [ (X � f y0g) :

PSfrag �eplacementc

X

Y
(x0; y0)

(x; y0)

x
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Parathr ste ìti to fxg � Y eÐnai sunektikì giatÐ eÐnai omoiomorfikì me to Y. OmoÐwc to X � f y0g eÐnai

sunektikì giatÐ eÐnai omoiomorfikì me to X. EpÐshc

(x; y0) 2 (fxg � Y) \ (X � f y0g) :

' Ara to Cx eÐnai sunektikì wc ènwsh duo sunektik¸n sunìlwn me mh ken  tom . T¸ra, to shmeÐo (x0; y0)
an kei se ìla ta Cx , epomènwc h ènwsh

S
x2X Cx = X � Y eÐnai sunektik . Epagwgikˆ, to ginìmeno miac

peperasmènhc oikogèneiac sunektik¸n q¸rwn eÐnai sunektikì. DeÐqnoume t¸ra th genik  perÐptwsh. 'Estw

Xi , i 2 I , mia aujaÐreth oikogèneia sunektik¸n q¸rwn. StajeropoioÔme z = (zi)i2I 2
Q

i2I Xi kai gia kˆje

J � I peperasmèno �ètoume

YJ =
\

i2I r J

p� 1
i (fzig); Y =

[

J� I
J peperasmèno

YJ:

To YJ eÐnai èna orjog¸nio h j -pleurˆ tou opoÐou eÐnai o q¸roc X j , gia kˆje j 2 J. Oi upìloipec pleurèc

eÐnai monosÔnola. Epomènwc to YJ eÐnai omoiomorfikì me to peperasmèno ginìmeno

Q
j2J X j , kai ˆra eÐnai

sunektikì. EpÐshc to shmeÐo z an kei se ìla ta YJ ˆra h ènws  touc, dhlad  to Y, eÐnai sunektikì.

ParathroÔme t¸ra ìti mia tuqoÔsa perioq  sto ginìmeno, dhlad  èna orjog¸nio thc morf c

T n
k=1 p� 1

ik
(Gik)

tèmnei to orjog¸nio Yfi1;:::;ing. Prˆgmati, h ik -pleurˆ tou deÔterou orjogwnÐou eÐnai to Xik to opoÐo tèmnei

thn ik -pleurˆ tou pr¸tou orjogwnÐou, kai gia i , ik h i -pleurˆ tou pr¸tou orjogwnÐou eÐnai to Xi to opoÐo

tèmnei thn i -pleurˆ tou deÔterou. SumperaÐnoume ìti to Y eÐnai puknì. 'Etsi, o q¸roc eÐnai h kleistìthta

enìc sunektikoÔ sunìlou, sunep¸c eÐnai sunektikìc. �

DÐnoume t¸ra mia tupik  efarmog  thc sunektikìthtac.

Je¸rhma. 'Estw n � 2. Tìte to R den eÐnai omoiomorfikì me to R

n
.

Apìdeixh . Ac upojèsoume ìti upˆrqei omoiomorfismìc h : R ! R

n
. Tìte to R r f0g eÐnai omoiomorfikì me

to R

nr fh(0)g. Autì eÐnai ˆtopo diìti to R r f0g= (�1 ; 0)[ (0; +1 ) den eÐnai sunektikì, en¸ to A = R

nr fh(0)g
eÐnai. Prˆgmati, stajeropoioÔme x0 2 A kai epilègoume mia eujeÐa ` h opoÐa pernˆei apì to x0 kai ìqi

apì to h(0). T¸ra gia kˆje x 2 A epilègoume mia eujeÐa ` x h opoÐa tèmnei thn ` kai den pernˆei apì to

h(0). Jètoume Lx = ` [ ` x . Tìte ta Lx eÐnai sunektikˆ uposÔnola tou A, to shmeÐo x0 an kei se kˆje Lx kai

h ènws  touc eÐnai to A. Epomènwc to A eÐnai sunektikì. �

Sth sunèqeia �a deÐxoume ìti kˆje q¸roc {spˆei sta sunektikˆ tou kommˆtia}.

Orismìc. 'Estw X topologikìc q¸roc. Gia kˆje x 2 X �ètoume

C(x) =
[

x2A
A � X sunektikì

A:

To C(x) onomˆzetai sunektik  sunist¸sa tou X sto shmeÐo x.

Parathr seic.

(1) To C(x) eÐnai mh kenì giatÐ to monosÔnolo fxg eÐnai sunektikì.

(2) To C(x) eÐnai sunektikì wc ènwsh sunektik¸n sunìlwn me èna toulˆqisto koinì shmeÐo.

(3) Mia sunektik  sunist¸sa eÐnai èna megistikì sunektikì uposÔnolo tou X, dhlad  an to B eÐnai

kˆpoio ˆllo sunektikì sÔnolo kai C(x) � B tìte C(x) = B. IsodÔnama den upˆrqei sunektikì

gn sio upersÔnolo tou C(x) .

ParadeÐgmata.

(1) S� èna diakritì q¸ro èqoume C(x) = fxg gia kˆje x.

(2) Ston q¸ro (0; 1] [ [2; 3] [ f 4g (me th sqetik  topologÐa) èqoume

C(x) =

8
>>>>><
>>>>>:

(0; 1]; an x 2 (0; 1]
[2; 3]; an x 2 [2; 3]

f4g; an x = 4

:

Dhlad  o q¸roc èqei mìno treic diakekrimènec sunektikèc sunist¸sec.

(3) Sto Q (me th sqetik  topologÐa) den upˆrqoun sunektikˆ sÔnola me perissìtera apì èna shmeÐa

giatÐ an upojèsoume ìti x; y 2 A me x < y, tìte epilègontac ènan ˆrrhto � metaxÔ twn x kai y
èqoume A = ((�1 ; � ) \ A) [ ((�; +1 ) \ A) . Epomènwc C(x) = fxg gia kˆje x 2 Q .

(4) OmoÐwc sto R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn, ta monadikˆ sunektikˆ

sÔnola eÐnai ta monosÔnola, ˆra C(x) = fxg gia kˆje x.
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Orismìc. 'Enac q¸roc X me thn idiìthta C(x) = fxg gia kˆje x 2 X, onomˆzetai olikˆ antisunektikìc.

ParadeÐgmata. Kˆje diakritìc q¸roc eÐnai olikˆ antisunektikìc. To Q me th sqetik  topologÐa, to R me

thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn kai to f0; 1gN

me thn topologÐa ginìmeno eÐnai olikˆ

antisunektikoÐ q¸roi.

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc. Tìte

(1) H ènwsh twn sunektik¸n sunistws¸n eÐnai olìklhroc o q¸roc.

(2) Kˆje sunektik  sunist¸sa eÐnai kleistì sÔnolo.

(3) Duo sunektikèc sunist¸sec eÐte tautÐzontai   eÐnai xènec.

Apìdeixh .

(1) ProkÔptei ˆmesa apì ton orismì.

(2) To C(x) eÐnai sunektikì kai perièqei to C(x) , epomènwc apì th megistikìthta thc sunist¸sac

prèpei na èqoume C(x) = C(x) .

(3) An duo sunist¸sec C(x) kai C(y) tèmnontai tìte to C(x) [ C(y) eÐnai sunektikì kai

C(x);C(y) � C(x) [ C(y);

ˆra apì megistikìthta, C(x) = C(x) [ C(y) = C(y) .

�

Orismìc. Mia kampÔlh s� èna topologikì q¸ro eÐnai mia suneq c sunˆrthsh 
 : [0; 1] ! X. To 
 (0) lègetai

arq  thc kampÔlhc kai to 
 (1) tèloc thc kampÔlhc.

Parathr seic.

(1) An h 
 èqei arq  to x kai tèloc to y, tìte h e
 me e
 (t) = 
 (1 � t) èqei arq  to y kai tèloc to x.

(2) Suqnˆ, ìtan lème {mia kampÔlh 
 } ennooÔme to sÔnolo 
 ([0; 1]) .

Orismìc. 'Enac topologikìc q¸roc lègetai katˆ tìxa sunektikìc an gia kˆje x; y 2 X upˆrqei kampÔlh sto

X me arq  to x kai tèloc to y.

Parˆdeigma. Kˆje kurtì sÔnolo A � R

n
eÐnai katˆ tìxa sunektikì, giatÐ an x; y 2 A, tìte to eujÔgrammo

tm ma 
 (t) = (1 � t)x + ty, t 2 [0; 1] , �rÐsketai sto A kai sundèei ta x kai y.

Parat rhsh. An s� èna q¸ro X upˆrqei x0 tètoio ¸ste gia kˆje x upˆrqei kampÔlh h opoÐa sundèei ta

x0 kai x, tìte o X eÐnai katˆ tìxa sunektikìc. Prˆgmati, èstw x; y 2 X, kai kampÔlec 
 1; 
 2 : [0; 1] ! X me


 1(0) = x, 
 1(1) = x0 , 
 2(0) = x0 , 
 2(1) = y. Tìte h 
 : [0; 1] ! X


 (t) =

8
>><
>>:

 1(2t); an t 2 [0; 1=2]

 2(2t � 1); an t 2 [1=2; 1]

eÐnai mia kampÔlh me arq  to x kai tèloc to y.

Je¸rhma. An o X eÐnai katˆ tìxa sunektikìc tìte eÐnai sunektikìc.

Apìdeixh . StajeropoioÔme x0 2 X. Tìte gia kˆje x 2 X upˆrqei kampÔlh 
 x : [0; 1] ! X me arq  to x0

kai tèloc to x. Ta sÔnola 
 x([0; 1]) eÐnai sunektikˆ (wc suneqeÐc eikìnec tou sunektikoÔ [0; 1] ), to x0 eÐnai

koinì shmeÐo touc, kai h ènws  touc ìloc o q¸roc X. ' Ara o X eÐnai sunektikìc. �

Parat rhsh. To antÐstrofo tou prohgoÔmenou �ewr matoc den isqÔei. Prˆgmati, sto R

2
�ètoume

Y = f(x; sin(1=x)) : x > 0g [ (f0g � [� 1; 1]):

'Opwc eÐdame, to Y eÐnai sunektikì. Ja deÐxoume ìti ta shmeÐa (0; 0) kai (1=�; 0) den mporoÔn na sundejoÔn

me kˆpoia kampÔlh sto Y. Ac upojèsoume ìti upˆrqei kampÔlh 
 : [0; 1] ! Y me 
 (t) = (x(t); y(t)) tètoia

¸ste 
 (0) = (0; 0) kai 
 (1) = (1=�; 0). Parathr ste ìti an x(t) > 0 tìte to shmeÐo (x(t); y(t)) eÐnai sto

grˆfhma thc sunˆrthshc sin(1=x) , ˆra y(t) = sin(1=x(t)) . T¸ra, èqoume x(0) = 0 kai x(1) = 1=� , ˆra apì to

�e¸rhma endiˆmeshc tim c, upˆrqei t1 2 (0; 1) tètoio ¸ste x(t1) = 2=(3� ) . OmoÐwc, upˆrqei t2 2 (0; t1) tètoio

¸ste x(t2) = 2=(5� ) k.o.k. PaÐrnoume ètsi mia �jÐnousa, ˆra sugklÐnousa, akoloujÐa tn 2 (0; 1) tètoia ¸ste

x(tn) = 2=((2n + 1)� ) kai y(tn) = sin(1=x(tn)) = (� 1)n. Epomènwc


 (tn) =
 

2
(2n + 1)�

; (� 1)n
!
:

Autì eÐnai ˆtopo diìti to aristerˆ mèloc sugklÐnei en¸ to dexiˆ mèloc ìqi.
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Parˆ taÔta èqoume to akìloujo.

Je¸rhma. 'Estw G � R

n
anoiqtì kai sunektikì. Tìte to G eÐnai katˆ tìxa sunektikì.

Apìdeixh . StajeropoioÔme x0 2 G kai �ètoume

A = fx 2 G : Upˆrqei kampÔlh sto G me arq  to x0 kai tèloc to xg:

Profan¸c x0 2 A, ˆra to A eÐnai mh kenì. Ja deÐxoume ìti eÐnai anoiqtì kai kleistì sto G, epomènwc,

efìson to G eÐnai sunektikì, prèpei na tautÐzetai me olìklhro to G. 'Estw x 2 A. AfoÔ to G eÐnai

anoiqtì, upˆrqei anoiqt  mpˆla D(x; r) � G. T¸ra, kˆje shmeÐo y thc mpˆlac sundèetai me to x mèsw tou

eujugrˆmmou tm matoc ` (t) = (1 � t)x + ty, t 2 [0; 1] , to opoÐo �rÐsketai sto G giatÐ h mpˆla �rÐsketai

sto G. Ap� thn ˆllh, to x0 sundèetai me to x mèsw kˆpoiac kampÔlhc 
 : [0; 1] ! G, 
 (0) = x0 , 
 (1) = x.

Epomènwc, to x0 sundèetai me to y mèsw thc kampÔlhc

� (t) =

8
>><
>>:

 (2t); an t 2 [0; 1=2]

`(2t � 1); an t 2 [1=2; 1]

H opoÐa profan¸c �rÐsketai sto G afoÔ ta duo kommˆtia thc (h 
 kai to ` ) �rÐskontai sto G. Autì deÐqnei

ìti y 2 A, dhlad  D(x; r) � A, ˆra to A eÐnai anoiqtì.

PSfrag �eplacementc

G




x0

x
y

D(x; r)

`

'Estw t¸ra a j 2 A mia akoloujÐa tètoia ¸ste a j ! a gia kˆpoio a 2 G. AfoÔ to G eÐnai anoiqtì, upˆrqei

anoiqt  mpˆla D(a; r) � G. Allˆ a j ! a, ˆra upˆrqei j0 tètoio ¸ste a j0 2 D(a; r) . Sth sunèqeia, akrib¸c

ìpwc prin, sundèoume to a me to a j0 me èna eujÔgrammo tm ma kai metˆ to a j0 me to x0 me mia kampÔlh

sto G kai sumperaÐnoume ìti a 2 A. Dhlad  to A eÐnai kleistì.

'Eqoume loipìn ìti A = G, ˆra kˆje shmeÐo tou G mporeÐ na sundejeÐ me to x0 me kˆpoia kampÔlh,

sunep¸c to G eÐnai katˆ tìxa sunektikì. �
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7. H TopologÐa PhlÐko

Orismìc. 'Estw X ènac topologikìc q¸roc, Y èna sÔnolo, kai f : X ! Y mia apeikìnish epÐ. Jètoume

T f = fG � Y : f � 1(G) anoiqtì g:

H T f onomˆzetai topologÐa phlÐko tou Y wc proc f .

Parat rhsh. H topologÐa phlÐko eÐnai h megalÔterh topologÐa sto Y wc proc thn opoÐa h f eÐnai

suneq c.

Parˆdeigma. An X = R me th sunhjismènh topologÐa, Y = [0; +1 ) , kai f (x) = x2
, tìte h topologÐa phlÐko

tou Y wc proc thn f eÐnai akrib¸c h sqetik  topologÐa.

Je¸rhma. 'Estw X, (Y; T ) topologikoÐ q¸roi, kai f : X ! Y suneq c, anoiqt  (  kleist ) kai epÐ. Tìte

T = T f .

Apìdeixh . AfoÔ h T f eÐnai h megalÔterh topologÐa sto Y wc proc thn opoÐa h f eÐnai suneq c, èqoume

ìti T � T f . AntÐstrofa, an G 2 T f , tìte apì ton orismì thc topologÐac phlÐko, to f � 1(G) eÐnai anoiqtì.

Allˆ h f eÐnai anoiqt , ˆra to G = f ( f � 1(G)) eÐnai anoiqtì wc proc thn T . �

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc, Y èna sÔnolo, f : X ! Y epÐ, kai Z ènac ˆlloc q¸roc. Mia

sunˆrthsh g : (Y; T f ) ! Z eÐnai suneq c an kai mìno an h g � f eÐnai suneq c.

X (Y; T f )

Z

-f

@
@

@
@R

g� f

?

g

Apìdeixh . An h g eÐnai suneq c tìte h g � f eÐnai suneq c san sÔnjesh suneq¸n sunart sewn. AntÐstrofa,

an h g � f eÐnai suneq c, kai to G � Z eÐnai anoiqtì tìte to f � 1(g� 1(G)) = (g � f )� 1(G) eÐnai anoiqtì,

epomènwc, apì ton orismì thc topologÐac phlÐko, to g� 1(G) eÐnai anoiqtì. �

'Otan, s� èna q¸ro, lème ìti {tautÐzoume duo shmeÐa x; y} ennooÔme ìti upˆrqei mia sqèsh isodunamÐac

R tètoia ¸ste (x; y) 2 R. 'Etsi, mia klˆsh isodunamÐac apoteleÐtai apì ìla ta shmeÐa pou èqoume tautÐsei.

Orismìc. 'Estw X topologikìc q¸roc kai R � X � X mia sqèsh isodunamÐac. JewroÔme thn apeikìnish

phlÐko Q : X ! X=R, me Q(x) = [x] , ìpou [x] eÐnai h klˆsh isodunamÐac tou x kai X=R = f[x] : x 2 Xg
to sÔnolo phlÐko. To X=R me thn topologÐa phlÐko wc proc Q onomˆzetai q¸roc phlÐko. IdiaÐtera, an

� (X) = f(x; x) : x 2 Xg eÐnai h diag¸nioc, kai A � X kˆpoio uposÔnolo, tìte mporoÔme na �ewr soume th

sqèsh isodunamÐac R = � (X) [ (A � A) . Sthn perÐptwsh aut  grˆfoume X=A antÐ X=R.

Diaisjhtikˆ, to X=R eÐnai o q¸roc pou prokÔptei an {surrikn¸soume} kˆje klˆsh isodunamÐac s� ènan

antiprìswpì thc. 'Etsi, to X=A prokÔptei an surrikn¸soume to A s� èna shmeÐo.

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc, Y èna sÔnolo kai f : X ! Y epÐ. JewroÔme th sqèsh isodunamÐac

Rf = f(x1; x2) : f (x1) = f (x2)g (sthn perÐptwsh aut , h f lègetai apeikìnish taÔtishc). Tìte o q¸roc phlÐko

X=Rf eÐnai omoiomorfikìc me ton (Y; T f ) .

Apìdeixh . JewroÔme thn apeikìnish h : X=Rf ! Y me h([x]) = f (x) . H h eÐnai kalˆ orismènh 1-1 kai epÐ.

ParathroÔme ìti h � Q = f kai h� 1 � f = Q.

X (X=Rf ; T Q)

Y

-Q

@
@

@
@

@R

f

?

h

X (Y; T f )

X=Rf

-f

@
@

@@R
Q

?
h� 1

Epomènwc, apì to prohgoÔmeno �e¸rhma, oi h kai h� 1
eÐnai suneqeÐc. �

ParadeÐgmata. Ja qrhsimopoioÔme to sumbolismì X � Y an oi X kai Y eÐnai omoiomorfikoÐ. EpÐshc, me

Sn� 1
�a sumbolÐzoume thn epifˆneia thc monadiaÐac mpˆlac tou R

n
, dhlad  thn monadiaÐa sfaÐra. Tèloc

�a qrhsimopoioÔme eleÔjera migadikì sumbolismì sto R

2
.
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(1) [0; 2� ]=f0; 2� g � S1
. Prˆgmati, �ewroÔme thn apeikìnish taÔtishc f : [0; 2� ] ! S1

me f (t) = eit
.

H f eÐnai suneq c kai kleist , ˆra h sunhjismènh topologÐa tou S1
sumpÐptei me thn topologÐa

phlÐko wc proc f . EpÐshc � ([0; 2� ]) [ (f0; 2� g � f 0; 2� g) = Rf . Epomènwc

[0; 2� ]=f0; 2� g= [0; 2� ]=Rf � (S1; T f ) = S1:

(2) Sto X = R

n r f0g �ewroÔme th sqèsh isodunamÐac R me (x; y) 2 R an kai mìno an upˆrqei � > 0
tètoio ¸ste y = � x, dhlad  duo shmeÐa eÐnai isodÔnama an an koun sthn Ðdia hmieujeÐa me arq 

to 0. Tìte X=R � Sn� 1
. Ed¸ h apeikìnish taÔtishc eÐnai h f : X ! Sn� 1

me f (x) = x=jxj, ìpou jxj
eÐnai to mètro tou x. H f eÐnai suneq c kai anoiqt , ˆra h topologÐa thc Sn� 1

eÐnai h topologÐa

phlÐko wc proc f . ParathroÔme ìti R = Rf , ètsi

X=R = X=Rf � (Sn� 1; T f ) = Sn� 1:

(3) Sto X = R

n r f0g �ewroÔme th sqèsh isodunamÐac R me (x; y) 2 R an kai mìno an upˆrqei � , 0
tètoio ¸ste y = � x, dhlad  duo shmeÐa eÐnai isodÔnama an an koun se kˆpoia eujeÐa pou pernˆei

apì to 0. O q¸roc phlÐko X=R sumbolÐzetai me RP

n� 1
kai onomˆzetai pragmatikìc probolikìc

q¸roc.

(4) Sto [0; 1] � [0; 1] , gia kˆje x tautÐzoume to (x; 0) me to (x; 1) kai gia kˆje y to (0; y) me to (1; y) .

O q¸roc pou prokÔptei (to "torus" ) eÐnai omoiomorfikìc me ton S1 � S1
. H apeikìnish taÔtishc

eÐnai h (s; t) 7! (e2� is; e2� it ) . To S1 � S1
eÐnai me th seirˆ tou omoiomorfikì me thn epifˆneia tou

sq matoc.

PSfrag �eplacementc

(5) Sto [0; 1] � [0; 1] tautÐzoume to (0; y) me to (1; 1 � y) gia kˆje y kai paÐrnoume thn {tainÐa tou

Mobius }.

PSfrag �eplacementc

(6) Sto [0; 1] � [0; 1] , gia kˆje y tautÐzoume to (0; y) me to (1; y) kai gia kˆje x to (x; 0) me to (1 � x; 1).

PaÐrnoume mia kleist  epifˆneia (thn {�iˆlh tou Klein }) qwrÐc eswterikì   exwterikì h opoÐa den

eÐnai omoiomorfik  me kanèna uposÔnolo tou R

3
.

PS
fra
g

�ep
lac
em
en
tc
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8. Q¸roi Hausdor�

Orismìc. 'Enac topologikìc q¸roc X lègetai T2   Hausdor� an gia kˆje x; y 2 X me x , y upˆrqoun

perioqèc U; V twn x; y antÐstoiqa tètoiec ¸ste U \ V = ; .

PSfrag �eplacementc

X U
V

x y

ParadeÐgmata.

(1) Kˆje metrikìc q¸roc (X; � ) eÐnai Hausdor� giatÐ an x; y 2 X me x , y tìte D(x; ") \ D(y; ") = ;
ìpou " = � (x; y)=2.

(2) 'Enac tetrimmènoc q¸roc me toulˆqisto duo shmeÐa den eÐnai Hausdor� giatÐ to monadikì mh kenì

anoiqtì sÔnolo eÐnai o Ðdioc o q¸roc.

(3) To N me th sumpeperasmènh topologÐa den eÐnai Hausdor� giatÐ kˆje duo mh kenˆ anoiqtˆ

sÔnola tèmnontai.

Parathr seic.

(1) An o (X; T ) eÐnai Hausdor� kai S eÐnai mia topologÐa sto X megalÔterh thc T , tìte o (X; S ) eÐnai

Hausdor� . 'Etsi, gia parˆdeigma, to R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn

eÐnai Hausdor� .

(2) S� èna q¸ro Hausdor� ta monosÔnola, ˆra kai ta peperasmèna sÔnola, eÐnai kleistˆ.

Je¸rhma. 'Enac q¸roc X eÐnai Hausdor� an kai mìno an kˆje sugklÐnon dÐktuo sugklÐnei se èna mìno

shmeÐo.

Apìdeixh . 'Estw ìti o X eÐnai Hausdor� kai èstw ìti gia kˆpoio dÐktuo x� , � 2 � , èqoume ìti x� ! x kai

x� ! y me x , y. Epilègoume perioqèc U; V twn x; y tètoiec ¸ste U \ V = ; . Tìte upˆrqoun � 1; � 2 2 � tètoia

¸ste x� 2 U gia kˆje � � � 1 kai x� 2 V gia kˆje � � � 2 . 'Etsi an pˆroume � 0 2 � me � 0 � � 1 kai � 0 � � 1 ,

�a èqoume x� 0 2 U \ V , ˆtopo.

AntÐstrofa, èstw ìti o X den eÐnai Hausdor� . Tìte upˆrqoun x; y 2 X me x , y tètoia ¸ste U \ V , ;
gia kˆje perioq  U tou x kai kˆje perioq  V tou y. JewroÔme to sÔnolo

� = f(U; V) : U perioq  tou x, V perioq  tou yg

me sqèsh diˆtaxhc

(U1; V1) � (U2; V2) , U2 � U1 & V2 � V1:

To (� ; � ) eÐnai kateujunìmeno. T¸ra, gia kˆje (U; V) 2 � epilègoume x(U;V) 2 U \ V . Tìte x(U;V) ! x kai

x(U;V) ! y. Prˆgmati, an U0; V0 eÐnai tuqoÔsec perioqèc twn x; y, tìte gia kˆje (U; V) � (U0; V0) èqoume

x(U;V) 2 U \ V � U0 \ V0 � U0 kai x(U;V) 2 U \ V � U0 \ V0 � V0 . �

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc. Ta akìlouja eÐnai isodÔnama.

(1) O X eÐnai Hausdor� .

(2) Gia kˆje x; y 2 X me x , y, upˆrqei perioq  U tou x tètoia ¸ste y < U .

(3) Gia kˆje x 2 X èqoume \

U perioq  tou x

U = fxg:

(4) H diag¸nioc � (X) = f(x; x) : x 2 Xg eÐnai kleistì uposÔnolo tou X � X.

Apìdeixh . Ja qrhsimopoi soume thn isodunamÐa A \ B = ; , (A � B) \ � (X) = ; , gia kˆje A; B � X.

(1) ) (2) AfoÔ o X eÐnai Hausdor� upˆrqoun perioqèc U; V twn x; y me U \ V = ; . Dhlad  upˆrqei perioq 

tou y h opoÐa den tèmnei to sÔnolo U . Autì shmaÐnei ìti to y den an kei sto U .

(2) ) (3) To x profan¸c an kei sthn tom  \

U perioq  tou x

U:
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An t¸ra y eÐnai kˆpoio shmeÐo diaforetikì apì to x tìte upˆrqei perioq  U tou x tètoia ¸ste

y < U . Epomènwc

y <
\

U perioq  tou x

U:

' Ara to x eÐnai to monadikì stoiqeÐo thc tom c.

(3) ) (4) 'Estw (x; y) < � (X) . Tìte x , y, ˆra

y <
\

U perioq  tou x

U:

'Etsi upˆrqei perioq  U tou x tètoia ¸ste y < U . Epomènwc to X r U eÐnai mia perioq  tou y me

U \
�
X r U

�
= ; . Sunep¸c to U �

�
X r U

�
eÐnai mia perioq  tou (x; y) me

�
U �

�
X r U

��
\ � (X) = ; .

Dhlad  to � (X) eÐnai kleistì.

(4) ) (1) 'Estw x; y 2 X me x , y. Tìte (x; y) < � (X) . AfoÔ to � (X) eÐnai kleistì, upˆrqoun perioqèc U; V
twn x; y tètoiec ¸ste (U � V) \ � (X) = ; . Autì shmaÐnei ìti U \ V = ; .

�

Je¸rhma. 'Estw Xi , i 2 I , mia oikogèneia topologik¸n q¸rwn. Tìte to ginìmeno

Q
i2I Xi eÐnai Hausdor� an

kai mìno an kˆje parˆgontac Xi eÐnai Hausdor� .

Apìdeixh . 'Estw ìti kˆje Xi eÐnai Hausdor� , kai èstw x; y 2
Q

i2I Xi me x , y. Tìte upˆrqei j 2 I tètoio ¸ste

p j(x) , p j(y) . AfoÔ o X j eÐnai Hausdor� , upˆrqoun U; V perioqèc twn p j(x); p j(y) tètoiec ¸ste U \ V = ; .

Tìte oi p� 1
j (U); p� 1

j (V) eÐnai xènec perioqèc twn x; y. ' Ara to ginìmeno eÐnai Hausdor� .

AntÐstrofa, èstw ìti to ginìmeno eÐnai Hausdor� . StajeropoioÔme j 2 I kai �a deÐxoume ìti o X j eÐnai

Hausdor� . 'Estw x j ; y j 2 X j me x j , y j . Epilègoume duo shmeÐa x; y 2
Q

i2I Xi me pi(x) = pi(y) an i , j kai

p j(x) = x j , p j(y) = y j . Tìte x , y. AfoÔ to ginìmeno eÐnai Hausdor� upˆrqoun perioqèc

Q
i2I Ui ,

Q
i2I Vi

twn x; y tètoiec ¸ste

�Q
i2I Ui

�
\

�Q
i2I Vi

�
= ; . ParathroÔme ìti gia kˆje i , j ta sÔnola Ui kai Vi tèmnontai

afoÔ perièqoun to shmeÐo pi(x) = pi(y) . Epomènwc, kat� anˆgkh, èqoume ìti U j \ V j = ; . Allˆ to U j eÐnai

perioq  tou x j kai to V j eÐnai perioq  tou y j . SumperaÐnoume ìti o X j eÐnai Hausdor� . �

Parathr seic.

(1) An o X eÐnai Hausdor� kai Y � X, tìte o Y me th sqetik  topologÐa eÐnai Hausdor� .

(2) H idiìthta Hausdor� , genikˆ, den metafèretai apì suneqeÐc apeikonÐseic (�usikˆ, metafèretai

apì omoiomorfismoÔc). Gia parˆdeigma, an X = f0; 1g kai T = f; ; X; f0gg, tìte o (X; T ) den

eÐnai Hausdor� giatÐ h monadik  perioq  tou 1 eÐnai olìklhroc o q¸roc. 'Omwc h apeikìnish

f : R ! X me f = � f1g eÐnai suneq c, anoiqt  kai epÐ.

(3) 'Enac q¸roc phlÐko enìc q¸rou Hausdor� den eÐnai kat� anˆgkh Hausdor� . Gia parˆdeigma, sto

R =Q , h stajer  akoloujÐa � n = [0] sugklÐnei se kˆje [� ] = f� g, � 2 R r Q . Prˆgmati èstw

Q : R ! R =Q , Q(x) = [x] , h apeikìnish phlÐko, kai èstw G tuqoÔsa perioq  tou [� ] . To Q� 1(G)
eÐnai anoiqtì uposÔnolo tou R , ˆra upˆrqei �htìc r 2 Q� 1(G) . Epomènwc

� n = [0] = [r] = Q(r) 2 G

gia kˆje n.

Je¸rhma. 'Estw X topologikìc q¸roc kai R mia sqèsh isodunamÐac sto X tètoia ¸ste

(1) To R eÐnai kleistì uposÔnolo tou X � X.

(2) H Q : X ! X=R, Q(x) = [x] , eÐnai anoiqt  apeikìnish.

Tìte o X=R eÐnai Hausdor� .

Apìdeixh . 'Estw Q(x); Q(y) 2 X=R me Q(x) , Q(y) . Tìte ta x; y den eÐnai isodÔnama, ˆra (x; y) < R. AfoÔ to

R eÐnai kleistì, upˆrqoun U; V perioqèc twn x; y tètoiec ¸ste (U � V) \ R = ; . AfoÔ h Q eÐnai anoiqt  ta

Q(U); Q(V) eÐnai xènec perioqèc twn Q(x); Q(y) (an ta Q(U); Q(V) tèmnontan, �a up rqan z1 2 U , z2 2 V me

Q(z1) = Q(z2) . Allˆ tìte (z1; z2) 2 (U � V) \ R, ˆtopo). �

Parˆdeigma. JewroÔme ton probolikì q¸ro RP

n� 1 = R

n r f0g=R, ìpou R eÐnai h sqèsh isodunamÐac

(x; y) 2 R , upˆrqei � , 0 tètoio ¸ste y = � x. O RP

n� 1
eÐnai Hausdor� . Prˆgmati, èstw (x j ; y j) 2 R me

(x j ; y j) ! (x; y) . AfoÔ (x j; y j) 2 R, upˆrqoun � j , 0 ¸ste y j = � j x j , ˆra j� j j ! j yj=jxj > 0. Epomènwc h � j

eÐnai �ragmènh, sunep¸c upˆrqei upakoloujÐa � k j tètoia ¸ste � k j ! � , gia kˆpoio � , 0. SumperaÐnoume

27



ìti y = lim yk j = lim � k j xk j = � x, dhlad  (x; y) 2 R kai ètsi to R eÐnai kleistì. 'Estw t¸ra G � R

n r f0g
anoiqtì. Tìte

Q� 1(Q(G)) =
[

� , 0

� G;

ìpou � G = f� g : g 2 Gg. Allˆ ta sÔnola � G eÐnai anoiqtˆ wc eikìnec tou G mèsw tou omoiomorfismoÔ

x 7! � x, � , 0. ' Ara, apì ton orismì thc topologÐac phlÐko, to Q(G) eÐnai anoiqtì. Dhlad  h Q eÐnai

anoiqt . To sumpèrasma èpetai apì to prohgoÔmeno �e¸rhma.
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9. KanonikoÐ Q¸roi

Orismìc. 'Enac q¸roc Hausdor� X lègetai T3   kanonikìc (regular) , an gia kˆje F � X kleistì kai kˆje

x < F upˆrqoun U; V � X anoiqtˆ kai xèna tètoia ¸ste x 2 U kai F � V . Dhlad  ta x kai F diaqwrÐzontai

apì anoiqtˆ sÔnola.

PSfrag �eplacementc

X U
V

x F

ParadeÐgmata.

(1) Kˆje metrikìc q¸roc (X; d) eÐnai T3. Prˆgmati, èstw F � X kleistì kai a < F . JewroÔme th

sunˆrthsh f (x) = d(x; F) = inffd(x; y) : y 2 Fg. H f eÐnai suneq c giatÐ j f (x) � f (y)j � d(x; y) .

EpÐshc f (a) > 0 giatÐ a < F kai F kleistì. Tèloc f jF = 0. Epomènwc a 2 f � 1(( f (a)=2; +1 )) kai

F � f � 1((�1 ; f (a)=2)). Ta f � 1(( f (a)=2; +1 ); f � 1((�1 ; f (a)=2)) eÐnai profan¸c xèna kai anoiqtˆ

san antÐstrofec eikìnec anoiqt¸n sunìlwn mèsw thc suneqoÔc f .

(2) To R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn eÐnai T3 . 'Estw F � R kleistì kai

x < F . Epilègoume mia perioq  (a; x] tou x tètoia ¸ste (a; x] \ F = ; , kai gia kˆje y 2 F mia

perioq  (by; y] tou y tètoia ¸ste x < (by; y] . Tìte

(a; x] \
[

y2F

(by; y] = ; :

(3) Upˆrqei q¸roc T2 o opoÐoc den eÐnai T3 . EpÐshc mia topologÐa isqurìterh miac kanonik c

topologÐac, den eÐnai kat� anˆgkh kanonik . Autˆ prokÔptoun apì to ex c parˆdeigma. Sto R

�ewroÔme thn topologÐa pou parˆgetai apì thn oikogèneia

f(a; b) : a; b 2 R ; a < bg [ f Q g:

'Etsi, mia �ˆsh gia thn topologÐa apoteleÐtai apì ìla ta anoiqtˆ diast mata kai ìla ta sÔnola

thc morf c (a; b) \ Q . H topologÐa aut  eÐnai isqurìterh thc sunhjismènhc, ˆra eÐnai T2 .

Parathr ste ìti to F = R r Q eÐnai kleistì kai 0 < F . Isqurizìmaste ìti to F kai to x den

diaqwrÐzontai apì anoiqtˆ sÔnola. Prˆgmati, èstw U tuqoÔsa perioq  tou 0 kai V tuqìn anoiqtì

upersÔnolo tou F . H U perièqei èna sÔnolo thc morf c (� �; � ) \ Q . Epilègoume t¸ra ènan

ˆrrhto � 2 (� �; � ) . H V eÐnai perioq  tou � , ˆra perièqei kˆpoio diˆsthma (� � "; � + " ) to opoÐo

kat� anˆgkh tèmnei to (� �; � ) \ Q . Dhlad  kˆje perioq  tou 0 tèmnei kˆje anoiqtì upersÔnolo

tou F . Autì shmaÐnei ìti o q¸roc den eÐnai T3.

Parathr seic.

(1) Kˆje upìqwroc enìc q¸rou T3 eÐnai T3 .

(2) Akrib¸c ìpwc sthn perÐptwsh q¸rwn Hausdor� , h suneq c eikìna   èna phlÐko enìc q¸rou T3

den eÐnai anagkastikˆ T3 .

Je¸rhma. 'Enac q¸roc Hausdor� X eÐna T3 an kai mìno an gia kˆje x 2 X kai kˆje perioq  U tou x,

upˆrqei perioq  V tou x tètoia ¸ste V � U .

Apìdeixh . 'Estw ìti o X eÐnai T3 , kai èstw U mia perioq  tou x. Tìte x < X r U , ˆra upˆrqoun V; W � X
anoiqtˆ kai xèna tètoia ¸ste x 2 V kai X r U � W. Epomènwc, V � X r W = X r W � U . AntÐstrofa, èstw

F � X kleistì kai x < F . Tìte to X r F eÐnai perioq  tou x, ˆra upˆrqei V perioq  tou x tètoia ¸ste

V � X r F . Tìte to X r V eÐnai anoiqtì upersÔnolo tou F xèno me to V . �

Parat rhsh. To prohgoÔmeno �e¸rhma mac dÐnei mia enallaktik  apìdeixh ìti ènac metrikìc q¸roc eÐnai

T3 . Gia kˆje x kai kˆje " > 0 èqoume D(x; "=2) � D(x; ") .

Je¸rhma. To ginìmeno miac oikogèneiac q¸rwn Xi , i 2 I , eÐnai T3 an kai mìno an kˆje parˆgontac Xi eÐnai

T3 .
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Apìdeixh . 'Estw ìti o X =
Q

i2I Xi eÐnai T3. StajeropoioÔme j 2 I kai èna shmeÐo z = (zi)i2I 2 X. Tìte to

sÔnolo A j =
T

i, j p� 1
i (fzig) eÐnai q¸roc T3 wc proc th sqetik  topologÐa. EÐnai epÐshc omoiomorfikì me ton

X j mèsw tou omoiomorfismoÔ :

A j 3 y 7! p j(y) 2 X j:
' Ara o X j eÐnai T3 . AntÐstrofa, upojètoume ìti ìloi oi parˆgontec eÐnai T3 . Kat� arqˆc parathroÔme ìti

o X eÐnai T2 wc ginìmeno q¸rwn T2 . 'Estw t¸ra x 2 X kai U =
T n

k=1 p� 1
ik

(Uik) mia perioq  tou x. Tìte to

Uik eÐnai perioq  tou pik(x) , ˆra, apì to prohgoÔmeno �e¸rhma, upˆrqei mia perioq  Vik tou pik(x) tètoia

¸ste Vik � Uik . Allˆ tìte to

T n
k=1 p� 1

ik
(Vik) eÐnai mia perioq  tou x tètoia ¸ste

n\

k=1

p� 1
ik

(Vik) =
n\

k=1

p� 1
ik

�
Vik

�
�

n\

k=1

p� 1
ik (Uik) = U:

Epomènwc, pˆli apì to prohgoÔmeno �e¸rhma, o X eÐnai T3 . �

Je¸rhma. An o X eÐnai T3 kai to A � X kleistì, tìte o X=A eÐnai Hausdor� .

Apìdeixh . 'Estw Q : X ! X=A, Q(x) = [x] , h apeikìnish phlÐko. Parathr ste ìti Q(x) = fxg an x < A kai

Q(x) = A an x 2 A. 'Etsi h QjXr A : X r A ! X=Ar fAg eÐnai 1-1 kai epÐ. 'Estw t¸ra [x]; [y] 2 X=A me [x] , [y] .

Tìte ta x kai y den eÐnai isodÔnama ˆra apokleÐetai na an koun kai ta duo sto A.

An x < A kai y < A, tìte afoÔ o X eÐnai T2 kai to A kleistì, upˆrqoun xènec perioqèc U; V � X r A twn

x; y. AfoÔ h QjXr A eÐnai 1-1 èqoume ìti Q(U) \ Q(V) = ; . EpÐshc Q� 1(Q(U)) = U kai Q� 1(Q(V)) = V , ˆra

ta Q(U) kai Q(V) eÐnai anoiqtˆ apì ton orismì thc topologÐac phlÐko.

An x < A kai y 2 A, tìte afoÔ o X eÐnai T3 , upˆrqoun U; V anoiqtˆ kai xèna tètoia ¸ste x 2 U kai

A � V . Ta Q(U) kai Q(V) eÐnai xèna giatÐ an up rqan u 2 U kai v 2 V me Q(u) = Q(v) tìte ta u; v �a  tan

isodÔnama, dhlad  �a eÐqame x = y   x; y 2 A, epomènwc ta U; V den �a  tan xèna. EpÐshc Q� 1(Q(U)) = U
giatÐ h QjXr A eÐnai 1-1, ˆra to Q(U) eÐnai anoiqtì. Tèloc

Q� 1(Q(V)) = Q� 1(Q(A [ (V r A))) = Q� 1(Q(A)) [ Q� 1(Q(V r A)) = Q� 1(fAg) [ (V r A) = A [ (V r A) = V:

Dhlad  kai to Q(V) eÐnai anoiqtì.

PSfrag �eplacementc

XX

VV

xx

y

y

UU AA

SumperaÐnoume ìti se kˆje perÐptwsh, ta Q(U) , Q(V) eÐnai xènec perioqèc twn [x] , [y] .

�

Parat rhsh. H upìjesh ìti to A eÐnai kleistì den mporeÐ na paralhfjeÐ ìpwc �aÐnetai apì to parˆ-

deigma R =Q .
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10. FusiologikoÐ Q¸roi

Orismìc. 'Enac q¸roc Hausdor� X lègetai T4   �usiologikìc ( normal ), an gia kˆje A; B � X kleistˆ kai

xèna, upˆrqoun U; V � X anoiqtˆ kai xèna tètoia ¸ste A � U kai B � V .

PSfrag �eplacementc

X U
V

A B

ParadeÐgmata.

(1) Kˆje metrikìc q¸roc (X; d) eÐnai T4, giatÐ an ta A; B � X eÐnai kleistˆ kai xèna kai �ewr soume

th suneq  sunˆrthsh

f (x) =
d(x; A)

d(x; A) + d(x; B)

tìte èqoume A � f � 1((�1 ; 1=2)), B � f � 1((1=2; +1 )) .

(2) To R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn eÐnai T4 . Prˆgmati, èstw A; B � R

kleistˆ kai xèna. Gia kˆje x 2 A epilègoume mia perioq  (ax; x] xènh me to B kai gia kˆje y 2 B
epilègoume mia perioq  (by; y] xènh me to A. Tìte

[

x2A

(ax; x] \
[

y2B

(by; y] = ; :

Je¸rhma. 'Enac q¸roc Hausdor� X eÐnai T4 an kai mìno an gia kˆje A � X kleistì kai kˆje U � A
anoiqtì upˆrqei V � A anoiqtì tètoio ¸ste V � U .

Apìdeixh . TeleÐwc anˆlogh me thn apìdeixh tou antÐstoiqou �ewr matoc gia q¸rouc T3 . �

Je¸rhma.

(1) 'Enac kleistìc upìqwroc enìc q¸rou T4 eÐnai T4 .

(2) An o X eÐnai T4, o Y eÐnai T2 , kai h f : X ! Y suneq c, kleist  kai epÐ, tìte o Y eÐnai T4 .

Apìdeixh .

(1) Duo xèna kai kleistˆ uposÔnola enìc kleistoÔ upìqwrou eÐnai kleistˆ s� olìklhro to q¸ro, ˆra

diaqwrÐzontai.

(2) 'Estw A; B � Y kleistˆ kai xèna. Tìte ta f � 1(A); f � 1(B) � X eÐnai kleistˆ kai xèna, ˆra upˆrqoun

U; V � X anoiqtˆ kai xèna tètoia ¸ste f � 1(A) � U kai f � 1(B) � V . AfoÔ h f eÐnai kleist  ta

Y r f (X r U) kai Y r f (X r V) eÐnai anoiqtˆ kai xèna upersÔnola twn A; B.

�

Parat rhsh. 'Enac upìqwroc enìc �usiologikoÔ q¸rou den eÐnai kat� anˆgkh �usiologikìc. Gia pa-

�ˆdeigma (ed¸ apaitoÔntai gn¸seic �ewrÐac sunìlwn) an �ewr soume touc q¸rouc diataktik¸n arijm¸n

[0; ! ] , [0; ! 1] me thn topologÐa pou èqei �ˆsh ìla ta diast mata thc morf c (�; � ] (mazÐ me to f0g) kai

�èsoume X = [0; ! ] � [0; ! 1] , tìte o X eÐnai �usiologikìc, allˆ o anoiqtìc upìqwroc Y = X r f(!; ! 1)g den

eÐnai giatÐ ta kleistˆ (ston Y) kai xèna sÔnola f! g � [0; ! 1) kai [0; ! ) � f ! 1g den diaqwrÐzontai.

H idiìthta T4 epibˆllei periorismoÔc sto {pìso pollˆ} mporeÐ na eÐnai ta kleistˆ kai xèna uposÔnola

enìc q¸rou, ìpwc �aÐnetai apì to akìloujo.

Je¸rhma. 'Estw X ènac �usiologikìc q¸roc, Y � X kleistì kai diakritì, kai D � X puknì. Tìte

jP (Y)j � j P (D)j, ìpou me j � j sumbolÐzoume ton plhjˆrijmo.

Apìdeixh . AfoÔ o Y eÐnai diakritìc, kˆje uposÔnolì tou eÐnai kleistì ston X. Epomènwc gia kˆje A � Y
upˆrqoun UA; VA � X anoiqtˆ kai xèna tètoia ¸ste A � UA kai Y r A � VA . AfoÔ ta UA eÐnai anoiqtˆ kai

to D puknì, èqoume ìti UA \ D , ; . JewroÔme t¸ra thn apeikìnish

' : P (Y) ! P (D); ' (A) = UA \ D:
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Tìte h ' eÐnai 1-1. Prˆgmati, an A; B � Y me A , B tìte mporoÔme qwrÐc �lˆbh thc genikìthtac na

upojèsoume ìti A \ (Y r B) , ; , ˆra UA \ VB , ; , epomènwc UA \ VB \ D , ; giatÐ to D eÐnai puknì. An

loipìn eÐqame ìti ' (A) = ' (B) tìte

; , UA \ VB \ D = ' (A) \ VB = ' (B) \ VB = UB \ D \ VB = ; ;

ˆtopo. SumperaÐnoume ìti jP (Y)j � j P (D)j. �

San efarmog , dÐnoume to akìloujo parˆdeigma to opoÐo deÐqnei ìti upˆrqei q¸roc T3 o opoÐoc den

eÐnai T4 , ìti to ginìmeno duo T4 q¸rwn den eÐnai kat� anˆgkh T4 kai ìti mia topologÐa isqurìterh miac

topologÐac T4 mporeÐ na mhn eÐnai T4 .

Parˆdeigma. 'Estw R s to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn

diasthmˆtwn. Jètoume X = R s � R s, Y = f(x; � x) : x 2 R g kai D = Q � Q . O X eÐnai T3 san ginìmeno q¸rwn

T3 . EpÐshc, to D eÐnai puknì giatÐ to Q eÐnai puknì ston R s. Tèloc, ìpwc èqoume dei, to Y eÐnai kleistì

kai diakritì. An o X  tan T4 , tìte apì to prohgoÔmeno �e¸rhma �a eÐqame ìti jP (Y)j � j P (D)j. Allˆ

jP (Y)j = jP ( R )j kai jP (D)j = jP ( N )j = jR j, ˆtopo giatÐ o plhjˆrijmoc tou dunamosunìlou eÐnai gn sia

megalÔteroc apì ton plhjˆrijmo tou sunìlou.

Je¸rhma. 'Estw X ènac q¸roc T4 kai A � X kleistì. Tìte o X=A eÐnai T4 .

Apìdeixh . Anˆlogh me thn apìdeixh tou antÐstoiqou �ewr matoc thc prohgoÔmenhc enìthtac. �
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11. To L mma tou Urysohn kai to Je¸rhma Epèktashc tou Tietze

H shmantikìterh idiìthta twn �usiologik¸n q¸rwn eÐnai ìti duo kleistˆ kai xèna sÔnola mporoÔn na

diaqwristoÔn apì suneqeÐc sunart seic, akrib¸c ìpwc kai sthn perÐptwsh twn metrik¸n q¸rwn.

Je¸rhma (To L mma tou Urysohn ) . 'Estw X ènac q¸roc T4 kai A; B � X kleistˆ kai xèna. Tìte upˆrqei

f : X ! [0; 1] suneq c tètoia ¸ste f jA = 0 kai f jB = 1.

Apìdeixh . 'Estw D = fk=2n : n = 0; 1; 2; : : : k = 0; 1; 2; : : : ;2ng to sÔnolo ìlwn twn duadik¸n arijm¸n sto

[0; 1] . To D eÐnai puknì. Ja orÐsoume epagwgikˆ mia oikogèneia Ur , r 2 D, anoiqt¸n uposunìlwn tou X
me tic akìloujec idiìthtec.

(1) A � Ur , B \ Ur = ; .

(2) An r < s tìte U r � Us.

PSfrag �eplacementc

A

B

X

U0

U1=8
U1=4

Jètoume U1 = X n B. Tìte A � U1 . AfoÔ to A eÐnai kleistì kai o q¸roc �usiologikìc, upˆrqei U0

anoiqtì tètoio ¸ste A � U0 � U0 � U1 . 'Estw t¸ra ìti ta Uk=2n� 1
, k = 0; 1; : : : ;2n� 1

, èqoun oristeÐ ¸ste na

ikanopoioÔntai oi (1) kai (2). Ja orÐsoume ta Uk=2n
, k = 0; 1; 2; : : : ;2n

. An o k eÐnai ˆrtioc, dhlad  k = 2` ,

tìte to Uk=2n = U`=2n� 1
èqei  dh oristeÐ. An o k eÐnai perittìc tìte oi k � 1 kai k + 1 eÐnai ˆrtioi epomènwc ta

U(k� 1)=2n
, U(k+1)=2n

èqoun oristeÐ kai èqoume U(k� 1)=2n � U(k+1)=2n
. AfoÔ o q¸roc eÐnai �usiologikìc upˆrqei

Uk=2n
anoiqtì tètoio ¸ste

U (k� 1)=2n � Uk=2n � Uk=2n � U(k+1)=2n:

Autì oloklhr¸nei ton epagwgikì orismì. AntikajistoÔme t¸ra to U1 me ìlo ton q¸ro X kai orÐzoume

f : X ! [0; 1]; f (x) = inffr 2 D : x 2 Urg:

AfoÔ U1 = X, h f eÐnai kalˆ orismènh. An x 2 A tìte to x an kei se ìla ta Ur epomènwc f (x) = 0. An x 2 B
tìte to x an kei mìno sto U1 ˆra f (x) = 1. DeÐqnoume tèloc ìti h f eÐnai suneq c. 'Estw x0 2 X. QwrÐc

�lˆbh thc genikìthtac, f (x0) 2 (0; 1). 'Estw t¸ra I = ( f (x0) � "; f (x0) + " ) mia perioq  tou f (x0) . AfoÔ to

D eÐnai puknì, upˆrqoun r1; r2 2 D tètoia ¸ste f (x0) � " < r1 < r2 < f (x0) . Tìte x0 < Ur2 , ˆra x0 < U r1 .

EpÐshc f (x0) < f (x0) + " , ˆra upˆrqei r3 2 D me f (x0) � r3 < f (x0) + " tètoio ¸ste x0 2 Ur3 . Epomènwc to

W = Ur3 r U r1 eÐnai perioq  tou x0 . ParathroÔme ìti f (W) � I giatÐ an x 2 W tìte r1 � f (x) � r3 . Sunep¸c

h f eÐnai suneq c. �

Parathr seic.

(1) IsqÔei kai to antÐstrofo tou l mmatoc tou Urysohn : An ènac q¸roc Hausdor� X èqei thn idiìthta

ìti gia kˆje A; B � X kleistˆ kai xèna upˆrqei f : X ! R suneq c ¸ste f jA = 0 kai f jB = 1, tìte o

X eÐnai T4 . Prˆgmati, ta anoiqtˆ sÔnola f � 1((�1 ; 1=2)) kai f � 1((1=2; +1 )) diaqwrÐzoun ta A kai

B.

(2) AfoÔ [0; 1] � [a; b] , èqoume ìti an o X eÐnai T4 kai A; B � X kleistˆ kai xèna tìte upˆrqei

f : X ! [a; b] suneq c tètoia ¸ste f jA = a kai f jB = b.

Je¸rhma (To Je¸rhma Epèktashc tou Tietze ) . 'Estw X ènac q¸roc T4 , A � X kleistì kai f : A ! R

suneq c. Tìte upˆrqei h : X ! R suneq c tètoia ¸ste hjA = f . Dhlad  h f èqei suneq  epèktash.

Sthn apìdeixh �a qrhsimopoi soume thn akìloujh.
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Prìtash. 'Estw X q¸roc T4 , A � X kleistì kai F : A ! R suneq c tètoia ¸ste jF(x)j � c gia kˆje x 2 A.

Tìte upˆrqei H : X ! R suneq c tètoia ¸ste jH(x)j � c=3 gia kˆje x 2 X kai jF(x) � H(x)j � 2c=3 gia kˆje

x 2 A.

Apìdeixh . Jètoume A+ = fx 2 A : F(x) � c=3g kai A� = fx 2 A : F(x) � � c=3g. Ta A+ kai A� eÐnai kleistˆ

sto A, ˆra kai sto X afoÔ to A eÐnai kleistì. Apì to l mma tou Urysohn upˆrqei H : X ! [� c=3; c=3]
suneq c tètoia ¸ste HjA+ = c=3 kai HjA� = � c=3. H H eÐnai profan¸c h 
htoÔmenh. �

Apìdeixh . (Tou Jewr matoc tou Tietze .)

1h perÐptwsh. Upojètoume ìti j f j � c sto A kai deÐqnoume ìti upˆrqei suneq c epèktash h tètoia ¸ste jhj � c
sto X. Efarmìzoume thn prohgoÔmenh prìtash gia F = f kai paÐrnoume mia h0 : X ! R

suneq  tètoia ¸ste jh0j � c=3 sto X kai j f � h0j � 2c=3 sto A. Sth sunèqeia efarmìzoume thn

prìtash gia F = f � h0 kai paÐrnoume mia h1 : X ! R suneq  tètoia ¸ste jh1j � 1=3 � 2c=3
sto X kai j f � h0 � h1j � (2=3)2c sto A. SuneqÐzontac me diadoqikèc efarmogèc thc prìtashc,

paÐrnoume mia akoloujÐa suneq¸n sunart sewn hn : X ! R tètoia ¸ste jhnj � 1=3(2=3)nc sto X
kai j f �

P n
k=0 hkj � (2=3)n+1c sto A. AfoÔ

P 1
n=0(2=3)n < 1 , apì to krit rio Weierstrass èqoume ìti

h h =
P 1

n=0 hn eÐnai suneq c. EpÐshc jhj � c=3
P 1

n=0(2=3)n = c sto X. Tèloc paÐrnontac ìria kaj¸c

n ! 1 sth sqèsh j f �
P n

k=0 hkj � (2=3)n+1c èqoume ìti f = hjA .

2h perÐptwsh. Upojètoume ìti j f j < c sto A kai deÐqnoume ìti upˆrqei suneq c epèktash h tètoia ¸ste jhj < c sto

X. Apì thn 1h perÐptwsh, upˆrqei suneq c epèktash

bh tètoia ¸ste jbhj � c. �ètoume

A0 = fx 2 X : jbhj = cg:

Tìte to A0 eÐnai kleistì kai xèno me to A, ˆra apì to l mma tou Urysohn upˆrqei ' : X ! [0; 1]
suneq c tètoia ¸ste ' jA0 = 0 kai ' jA = 1. Jètoume h = ' bh.

3h perÐptwsh. Den upˆrqei periorismìc gia thn f . Ed¸ �ewroÔme ènan omoiomorfismì  : R ! (� 1; 1). Tìte

apì thn 2h perÐptwsh upˆrqei g : X ! (� 1; 1) suneq c epèktash thc  � f . 'Etsi h h =  � 1 � g
eÐnai h 
htoÔmenh epèktash.

�

Parat rhsh. IsqÔei kai to antÐstrofo tou �ewr matoc tou Tietze . An ènac q¸roc Hausdor� èqei thn

idiìthta ìti kˆje suneq c sunˆrthsh se kˆje kleistì sÔnolo èqei suneq  epèktash, tìte o q¸roc eÐnai T4 .

Prˆgmati, an A; B eÐnai kleistˆ kai xèna, tìte h f : A [ B ! [0; 1] me f jA = 0 kai f jB = 1 eÐnai suneq c, ˆra

èqei suneq  epèktash s� olìklhro to q¸ro. Dhlad , ta A kai B diaqwrÐzontai apì mia suneq  sunˆrthsh,

epomènwc o q¸roc eÐnai �usiologikìc.
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12. Sunj kec Arijmhsimìthtac

Orismìc. 'Enac q¸roc lègetai diaqwrÐsimoc an èqei èna arijm simo kai puknì uposÔnolo.

ParadeÐgmata.

(1) To R me th sunhjismènh topologÐa kai me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn

eÐnai diaqwrÐsimoc q¸roc afoÔ kai stic duo peript¸seic to Q eÐnai puknì.

(2) 'Enac uperarijm simoc diakritìc q¸roc den eÐnai diaqwrÐsimoc afoÔ to monadikì puknì uposÔ-

nolo eÐnai o Ðdioc o q¸roc.

Je¸rhma. 'Estw X diaqwrÐsimoc.

(1) Kˆje anoiqtìc upìqwroc eÐnai diaqwrÐsimoc.

(2) An Y eÐnai kˆpoioc q¸roc kai f : X ! Y suneq c kai epÐ, tìte o Y eÐnai diaqwrÐsimoc.

Apìdeixh . 'Estw D � X arijm simo kai puknì.

(1) An to A � X eÐnai anoiqtì, tìte to D \ A eÐnai puknì sto A diìti kˆje U � A anoiqtì sto A eÐnai

anoiqtì sto X epomènwc tèmnei to D ˆra kai to D \ A.

(2) 'Eqoume Y = f (X) = f
�
D

�
� f (D) . ' Ara to f (D) eÐnai puknì.

�

Parat rhsh. 'Enac aujaÐretoc upìqwroc enìc diaqwrÐsimou q¸rou den eÐnai kat� anˆgkh diaqwrÐsimoc.

Gia parˆdeigma, an R s eÐnai to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆ-

noiqtwn diasthmˆtwn tìte to R s � R s eÐnai diaqwrÐsimoc q¸roc afoÔ to Q � Q eÐnai puknì. Allˆ h

antidiag¸nioc f(x; � x) : x 2 R g eÐnai uperarijm simh kai diakrit , ˆra den mporeÐ na eÐnai diaqwrÐsimoc

q¸roc. Parˆ taÔta èqoume to akìloujo.

Je¸rhma. An o (X; d) eÐnai diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc kai Y � X, tìte o Y eÐnai diaqwrÐsimoc.

Apìdeixh . 'Estw fxn : n 2 N g puknì sto X. Tìte gia kˆje k 2 N kai y 2 Y upˆrqei n(y; k) 2 N tètoio ¸ste

d(y; xn(y;k)) < 1=k. To sÔnolo fn(y; k) : y 2 Yg eÐnai arijm simo, ˆra upˆrqoun yk
j 2 Y, j 2 N , tètoia ¸ste

fn(y; k) : y 2 Yg= fn(yk
j ; k) : j 2 N g. Tìte to fyk

j : j; k 2 N g eÐnai puknì sto Y. Prˆgmati, èstw y 2 Y kai " > 0.

Epilègoume k; j 2 N me 1=k < "=2 kai n(y; k) = n(yk
j ; k) . Tìte

d(y; yk
j) � d(y; xn(y;k)) + d(xn(yk

j ;k); yk
j) < 1=k + 1=k < ":

�

Parˆdeigma. O R s � R s eÐnai diaqwrÐsimoc allˆ h antidiag¸nioc den eÐnai. ' Ara o q¸roc autìc den eÐnai

metrikopoi simoc.

Je¸rhma. 'Estw Xn , n 2 N , mia akoloujÐa diaqwrÐsimwn q¸rwn. Tìte to ginìmeno X =
Q 1

n=1 Xn eÐnai

diaqwrÐsimoc q¸roc.

Apìdeixh . 'Estw Dn � Xn arijm simo kai puknì. StajeropoioÔme èna z = (zn)n2N

2 X. Tìte to sÔnolo

D =
1[

n=1

0
BBBBBB@

nY

j=1

D j �
1Y

j=n+1

fzjg

1
CCCCCCA

eÐnai arijm simo kai puknì giatÐ to tuqìn anoiqtì �asikì sÔnolo U =
T n

k=1 p� 1
ik

(Gik) , i1 < i2 < � � � < in ,

tèmnei to orjog¸nio R =
Q in

j=1 D j �
Q 1

j=in+1fzjg � D. Prˆgmati, h ik -pleurˆ tou U dhlad  to anoiqtì sÔnolo

Gik , tèmnei thn ik pleurˆ tou R h opoÐa eÐnai to puknì sÔnolo Dik . Gia j , ik , h j -pleurˆ tou U eÐnai

olìklhroc o q¸roc X j o opoÐoc �usikˆ tèmnei thn j -pleurˆ tou R. �

Parat rhsh. 'Ena aujaÐreto ginìmeno diaqwrÐsimwn q¸rwn mporeÐ na mhn eÐnai diaqwrÐsimoc q¸roc. Gia

parˆdeigma to R

I
, ìpou o plhjˆrijmoc tou I eÐnai gn sia megalÔteroc apì ton plhjˆrijmo tou R (h

apìdeixh paraleÐpetai).

Orismìc. 'Enac q¸roc lègetai 1oc arijm simoc an kˆje shmeÐo tou èqei arijm simh �ˆsh perioq¸n.

ParadeÐgmata.

(1) Kˆje metrikìc q¸roc (X; d) eÐnai 1oc arijm simoc afoÔ h oikogèneia fD(x; 1=n) : n 2 N g eÐnai

�ˆsh perioq¸n tou x.

(2) To R me thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn eÐnai 1oc arijm simoc q¸roc giatÐ

h oikogèneia f(x � 1=n; x] : n 2 N g eÐnai �ˆsh perioq¸n tou x.
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(3) An to I eÐnai èna uperarijm simo sÔnolo, tìte o q¸roc X = R

I
den eÐnai 1oc arijm simoc,

ˆra den eÐnai metrikopoi simoc. Sthn pragmatikìthta kanèna shmeÐo den èqei arijm simh �ˆsh

perioq¸n. Ac upojèsoume ìti kˆpoio x = (xi)i2I 2 X èqei arijm simh �ˆsh perioq¸n fUn : n 2 N g,

ìpou Un =
T

i2Jn
p� 1

i (Gn
i ) , Jn � I peperasmèno, Gn

i � R anoiqtì. Tìte an epilèxoume i0 2 I r
S

n2N

Jn

�a èqoume ìti h perioq  U = p� 1
i0

((xi0 � 1; xi0 + 1)) den perièqei kanèna Un , afoÔ h i0 -pleurˆ thc

U eÐnai èna �ragmèno diˆsthma, en¸ h i0 -pleurˆ twn Un eÐnai to R .

Parat rhsh. 'Enac upìqwroc enìc 1ou arijm simou q¸rou eÐnai 1oc arijm simoc.

Je¸rhma. 'Estw Xn , n 2 N , mia akoloujÐa 1wn arijm simwn q¸rwn. Tìte to ginìmeno X =
Q 1

n=1 Xn eÐnai

1oc arijm simoc q¸roc.

Apìdeixh . 'Estw x = (xn)n2N

2 X, kai B n arijm simh �ˆsh perioq¸n tou xn 2 Xn . Tìte h oikogèneia

1[

n=1

8
>><
>>:

n\

k=1

p� 1
k (Uk) : Uk 2 B k; k = 1; 2; : : : ;n

9
>>=
>>;

eÐnai mia arijm simh �ˆsh perioq¸n tou x. �

Je¸rhma. 'Estw X 1oc arijm simoc, A � X, x 2 X, Y kˆpoioc q¸roc, kai f : X ! Y.

(1) x 2 A an kai mìno an upˆrqei akoloujÐa xn 2 A tètoia ¸ste xn ! x.

(2) H f eÐnai suneq c sto x an kai mìno an gia kˆje akoloujÐa xn 2 X me xn ! x èqoume f (xn) ! f (x) .

Dhlad  s� èna 1o arijm simo q¸ro oi akoloujÐec mporoÔn na paÐxoun to �ìlo twn diktÔwn.

Apìdeixh . 'Estw fBn : n 2 N g mia �ˆsh perioq¸n tou x. Antikajist¸ntac to Bn me to

T
k� n Bk , mporoÔme na

upojèsoume ìti h Bn eÐnai mia �jÐnousa akoloujÐa sunìlwn.

(1) An x 2 A, epilègoume xn 2 A \ Bn. Tìte xn ! x. Prˆgmati, an U eÐnai tuqoÔsa perioq  tou x tìte

upˆrqei n0 tètoio ¸ste Bn0 � U . Epomènwc gia kˆje n � n0 èqoume xn 2 Bn � Bn0 � U .

(2) Ac upojèsoume ìti h f den eÐnai suneq c sto x. Tìte upˆrqei perioq  V tou f (x) tètoia ¸ste

f (Bn) 1 V gia kˆje n. Epilègoume xn 2 Bn me f (xn) < V . Tìte xn ! x kai f (xn) 9 f (x) .

�

Orismìc. 'Enac q¸roc (X; T ) lègetai 2oc arijm simoc an h T èqei arijm simh �ˆsh.

Parathr seic.

(1) 'Enac upìqwroc enìc 2ou arijm simou q¸rou eÐnai 2oc arijm simoc.

(2) 'Enac 2oc arijm simoc q¸roc eÐnai 1oc arijm simoc kai diaqwrÐsimoc giatÐ an fBn : n 2 N g eÐnai

mia �ˆsh gia thn topologÐa, tìte h fBn : x 2 Bng eÐnai arijm simh �ˆsh perioq¸n tou tuqìntoc

x. EpÐshc, an epilèxoume xn 2 Bn, tìte to sÔnolo fxn : n 2 N g eÐnai puknì. S� èna metrikì q¸ro

isqÔei kai to antÐstrofo.

Je¸rhma. 'Enac diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc (X; d) eÐnai 2oc arijm simoc.

Apìdeixh . 'Estw fxn : n 2 N gpuknì. Tìte h oikogèneia fD(xn; 1=m) : n; m 2 N g eÐnai �ˆsh gia thn topologÐa.

Prˆgmati, èstw G � X anoiqtì kai x 2 G. Tìte upˆrqei m 2 N tètoio ¸ste D(x; 1=m) � G. Epilègontac xn

me d(x; xn) < 1=(2m) , paÐrnoume ìti x 2 D(xn; 1=(2m)) � D(x; 1=m) � G. �

Je¸rhma ( Lindelof ) . 'Estw X 2oc arijm simoc.

(1) An Gi , i 2 I , eÐnai mia oikogèneia anoiqt¸n uposunìlwn tou X, tìte upˆrqei J � I arijm simo tètoio

¸ste

S
i2I Gi =

S
j2J G j .

(2) An B eÐnai mia �ˆsh gia thn topologÐa tou X, tìte upˆrqei C � B arijm simh tètoia ¸ste h C eÐnai

�ˆsh.

Apìdeixh . 'Estw fUn : n 2 N g mia �ˆsh gia thn topologÐa tou X.

(1) Jètoume G =
S

i2I Gi . Gia kˆje x 2 G upˆrqei i(x) 2 I me x 2 Gi(x) , ˆra upˆrqei n(x) 2 N tètoio

¸ste x 2 Un(x) � Gi(x) . To sÔnolo fn(x) : x 2 Gg eÐnai arijm simo, epomènwc upˆrqoun xk 2 G,

k 2 N , tètoia ¸ste fn(x) : x 2 Gg= fn(xk) : k 2 N g. Jètoume J = fi(xk) : k 2 N g. Tìte

S
j2J G j = G.

(2) AfoÔ h B eÐnai �ˆsh, kˆje Un grˆfetai san ènwsh sunìlwn thc B . Epomènwc, apì to (1),

upˆrqei arijm simh upooikogèneia B n � B tètoia ¸ste Un =
S

B2B n
B. Jètoume C =

S
n2N

B n .

AfoÔ h fUn : n 2 N g eÐnai �ˆsh, kai h C eÐnai �ˆsh.

�
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Parˆdeigma. O q¸roc R s eÐnai diaqwrÐsimoc, 1oc arijm simoc kai ìqi 2oc arijm simoc (ˆra den eÐnai

metrikopoi simoc). An  tan 2oc arijm simoc, tìte �a up rqan an < bn , n 2 N , tètoia ¸ste h oikogèneia

f(an; bn] : n 2 N g na eÐnai �ˆsh gia thn topologÐa. An t¸ra epilèxoume x 2 R diaforetikì apì ìla ta

bn , tìte h perioq  (�1 ; x] den mporeÐ na perièqei kˆpoio diˆsthma (an; bn] me x 2 (an; bn] giatÐ �a eÐqame

bn = x.

Je¸rhma. 'Estw Xn , n 2 N , mia akoloujÐa 2wn arijm simwn q¸rwn. Tìte to ginìmeno X =
Q 1

n=1 Xn eÐnai

2oc arijm simoc q¸roc.

Apìdeixh . 'Estw B n arijm simh �ˆsh gia thn topologÐa tou Xn . Tìte h oikogèneia

1[

n=1

8
>><
>>:

n\

k=1

p� 1
k (Uk) : Uk 2 B k; k = 1; 2; : : : ;n

9
>>=
>>;

eÐnai mia arijm simh �ˆsh gia thn topologÐa tou X. �

Parat rhsh. 'Ena uperarijm simo ginìmeno 2wn arijm simwn q¸rwn genikˆ den eÐnai 2oc arijm simoc

q¸roc, giatÐ ìpwc eÐdame mporeÐ na mhn eÐnai oÔte 1oc arijm simoc.

Je¸rhma. An o X eÐnai 2oc arijm simoc kai T3 tìte eÐnai T4 .

Apìdeixh . 'Estw A; B � X kleistˆ kai xèna. AfoÔ o X eÐnai T3, gia kˆje x 2 A upˆrqei perioq  Ux tou x
tètoia ¸ste Ux \ B = ; . OmoÐwc, gia kˆje y 2 B upˆrqei Vy perioq  tou y tètoia ¸ste Vy \ A = ; . AfoÔ o

X eÐnai 2oc arijm simoc upˆrqoun xn 2 A kai yn 2 B tètoia ¸ste

[

x2A

Ux =
1[

n=1

Uxn;
[

y2B

Vy =
1[

n=1

Vyn:

Jètoume

eUn = Uxn r
n[

k=1

Vyk; eVn = Vyn r
n[

k=1

Uxk ;

kai

U =
1[

n=1

eUn; V =
1[

n=1

eVn:

Tìte ta U; V eÐnai anoiqtˆ kai xèna upersÔnola twn A; B. �
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13. Metrikopoihsimìthta

Sthn enìthta aut  �a qarakthrÐsoume touc diaqwrÐsimouc metrikopoi simouc q¸rouc.

Je¸rhma ( Urysohn ) . 'Estw X 2oc arijm simoc kai T3 , tìte o X eÐnai metrikopoi simoc (kai diaqwrÐsimoc).

Gia thn apìdeixh �a qreiastoÔme mia seirˆ endiˆmesa apotelèsmata.

Je¸rhma. 'Estw (X; d) metrikìc q¸roc. Jètoume � = d=(1 + d) . Tìte h topologÐa pou epˆgei h metrik  �
tautÐzetai me thn topologÐa pou epˆgei h d. 'Etsi, s� èna metrikopoi simo q¸ro mporoÔme pˆnta na upojètoume

ìti h topologÐa tou epˆgetai apì mia metrik  �ragmènh apì to 1.

Apìdeixh . 'Enac metrikìc q¸roc eÐnai 1oc arijm simoc, epomènwc arkeÐ na deÐxoume ìti mia akoloujÐa

sugklÐnei wc proc th mia metrik  an kai mìno an sugklÐnei wc proc thn ˆllh. An xn ! x wc proc thn

d tìte � (xn; x) = d(xn; x)=(1 + d(xn; x)) ! 0, ˆra xn ! x wc proc th � . An xn ! x wc proc th � tìte

d(xn; x) = � (xn; x)=(1 � � (xn; x)) ! 0, ˆra xn ! x wc proc thn d. �

Je¸rhma. 'Estw Xn , n 2 N , mia akoloujÐa metrikopoi simwn q¸rwn. Tìte to ginìmeno X =
Q 1

n=1 Xn eÐnai

metrikopoi simoc q¸roc.

Apìdeixh . 'Estw ìti h topologÐa tou Xn epˆgetai apì th metrik  dn . QwrÐc �lˆbh thc genikìthtac, upojè-

toume ìti dn � 1. Sto X �ewroÔme th metrik 

d(x; y) =
1X

k=1

dk(x(k); y(k))
2k

:

Ja deÐxoume ìti h topologÐa pou epˆgei h d tautÐzetai me thn topologÐa ginìmeno. AfoÔ oi duo topolo-

gÐec eÐnai 1ec arijm simec, arkeÐ na deÐxoume ìti mia akoloujÐa sugklÐnei wc proc thn d an kai mìno an

sugklÐnei katˆ suntetagmènh, diìti sÔgklish wc proc thn topologÐa ginìmeno eÐnai isodÔnamh me katˆ

suntetagmènh sÔgklish. An d(xn; x) ! 0, tìte gia kˆje k èqoume dk(xn(k); x(k)) � 2kd(xn; x) ! 0. AntÐ-

strofa, èstw ìti xn(k) ! x(k) gia kˆje k, kai èstw " > 0. Epilègoume k0 tètoio ¸ste

P 1
k=k0+1 1=2k < " .

Tìte

d(xn; x) =
k0X

k=1

dk(xn(k); x(k))
2k

+
1X

k=k0+1

dk(xn(k); x(k))
2k

<
k0X

k=1

dk(xn(k); x(k))
2k

+ ":

Epomènwc lim supd(xn; x) � " . H sqèsh aut  isqÔei gia kˆje " , ˆra d(xn; x) ! 0. �

Parat rhsh. 'Ena uperarijm simo ginìmeno metrikopoi simwn q¸rwn den eÐnai genikˆ metrikopoi simo,

afoÔ mporeÐ na mhn eÐnai 1oc arijm simoc q¸roc.

Prìtash. 'Estw X q¸roc Hausdor� , Xi , i 2 I , mia oikogèneia topologik¸n q¸rwn, kai fi : X ! Xi mia

oikogèneia suneq¸n sunart sewn tètoia ¸ste gia kˆje A � X kleistì kai kˆje x < A upˆrqei i 2 I tètoio

¸ste fi(x) < fi(A). Tìte h apeikìnish

f : X !
Y

i2I

Xi ; f (x) = ( fi(x))i2I

eÐnai omoiomorfismìc tou X sto f (X) .

Apìdeixh . H f eÐnai profan¸c suneq c kai 1-1 giatÐ an x , y tìte, afoÔ ta monosÔnola eÐnai kleistˆ,

upˆrqei i tètoio ¸ste fi(x) < fi(fyg) , ˆra f (x) , f (y) . Ja deÐxoume ìti h f : X ! f (X) eÐnai anoiqt . 'Estw

G � X anoiqtì kai f (x) 2 f (G) . Tìte x < X r G, ˆra upˆrqei i tètoio ¸ste fi(x) < fi(X r G). Epomènwc

f (x) 2 p� 1
i

�
Xi r fi(X r G)

�
\ f (X) � f (G):

Autì shmaÐnei ìti to f (G) eÐnai anoiqtì sto f (X) . �

Apìdeixh . (Tou �ewr matoc metrikopoihsimìthtac tou Urysohn .) 'Estw fUn : n 2 N g mia �ˆsh gia thn

topologÐa tou X. Jètoume I = f(m; n) 2 N � N : Um � Ung. AfoÔ o X eÐnai 2oc arijm simoc kai T3 , eÐnai

�usiologikìc, ˆra, apì to l mma tou Urysohn , gia kˆje (m; n) 2 I , upˆrqei fm;n : X ! [0; 1] suneq c

tètoia ¸ste fm;njUm
= 0 kai fm;njXr Un = 1. Ja deÐxoume ìti h oikogèneia fm;n ikanopoieÐ thn upìjesh thc

prohgoÔmenhc prìtashc. 'Estw A � X kleistì kai x < A. Tìte upˆrqei Un tètoio ¸ste x 2 Un kai Un\ A = ; .

AfoÔ o X eÐnai T3 upˆrqei Um tètoio ¸ste x 2 Um � Um � Un . Tìte (m; n) 2 I kai

fm;n(x) = 0 < f1g= fm;n(A):
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SumperaÐnoume ìti o X eÐnai omoiomorfikìc me ènan upìqwro tou metrikopoi simou q¸rou [0; 1]I (to I
eÐnai arijm simo), ˆra o X eÐnai metrikopoi simoc. �

Parathr seic.

(1) Fusikˆ, isqÔei kai to antÐstrofo tou prohgoÔmenou �ewr matoc. 'Enac diaqwrÐsimoc metrikìc

q¸roc eÐnai, ìpwc èqoume dei, 2oc arijm simoc kai kanonikìc.

(2) Upˆrqei pl rhc qarakthrismìc twn metrikopoi simwn q¸rwn (anexˆrthta apì to an eÐnai diaqw-

�Ðsimoi), xefeÔgei ìmwc apì touc skopoÔc tou maj matoc.
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14. SumpageÐc Q¸roi

Orismìc. 'Estw X ènac q¸roc kai A � X. Mia oikogèneia anoiqt¸n sunìlwn Gi , i 2 I , tètoia ¸ste A �
S

i2I Gi

lègetai anoiqt  kˆluyh tou A.

Orismìc. 'Enac q¸roc Hausdor� X lègetai sumpag c an kˆje anoiqt  kˆluyh tou X èqei peperasmènh

upokˆluyh. Dhlad  gia kˆje oikogèneia anoiqt¸n sunìlwn Gi , i 2 I , me

S
i2I Gi = X, upˆrqoun i1; : : : ;in 2 I

tètoia ¸ste

S n
k=1 Gik = X. 'Ena uposÔnolo A � X lègetai sumpagèc an eÐnai sumpag c q¸roc wc proc th

sqetik  topologÐa.

ParadeÐgmata.

(1) To R me th sunhjismènh topologÐa kai thn topologÐa twn aristerˆ hmiˆnoiqtwn diasthmˆtwn den

eÐnai sumpag c q¸roc giatÐ h anoiqt  kˆluyh (� n; n) , n 2 N , den èqei peperasmènh upokˆluyh.

(2) 'Enac diakritìc q¸roc X eÐnai sumpag c an kai mìno an to X eÐnai peperasmèno. H mia kateÔ-

�unsh eÐnai profan c. Gia thn ˆllh kateÔjunsh, �ewroÔme thn anoiqt  kˆluyh ff xg : x 2 Xg.

AfoÔ o X eÐnai sumpag c upˆrqoun x1; : : : ;xn 2 X tètoia ¸ste X = fx1; : : : ;xng.

Je¸rhma. An o X eÐnai sumpag c q¸roc kai to A � X kleistì, tìte to A eÐnai sumpagèc.

Apìdeixh . 'Estw Gi , i 2 I , mia anoiqt  kˆluyh tou A. Tìte h oikogèneia fX r Ag [ f Gi : i 2 Ig, eÐnai anoiqt 

kˆluyh tou X, ˆra èqei peperasmènh upokˆluyh fX r Ag [ f Gik : k = 1; : : : ;ng. Epomènwc ta Gik apoteloÔn

peperasmènh upokˆluyh tou A. �

Je¸rhma. An o X eÐnai Hausdor� , to A � X sumpagèc, kai x < A, tìte upˆrqoun U; V � X anoiqtˆ kai xèna

tètoia ¸ste x 2 U kai A � V . IdiaÐtera, to A eÐnai kleistì.

Apìdeixh . 'Estw x < A. Tìte gia kˆje y 2 A upˆrqoun perioqèc Uy kai Vy twn x kai y antÐstoiqa tètoiec

¸ste Uy \ Vy = ; .

PSfrag �eplacementc

A

X

x

yUy

Vy

H oikogèneia Vy, y 2 A, eÐnai anoiqt  kˆluyh tou A, ˆra upˆrqoun y1; : : : ;yn 2 A tètoia ¸ste A �
S n

k=1 Vyk .

Jètoume

U =
n\

k=1

Uyk; V =
n[

k=1

Vyk:

�

Je¸rhma. An o X eÐnai Hausdor� kai A; B � X sumpag  kai xèna, tìte upˆrqoun U; V � X anoiqtˆ kai xèna

tètoia ¸ste A � U kai B � V .

Apìdeixh . Apì to prohgoÔmeno �e¸rhma, gia kˆje x 2 A, upˆrqoun Ux; Vx anoiqtˆ kai xèna tètoia ¸ste

x 2 Ux kai B � Vx . H oikogèneia Ux , x 2 A, eÐnai anoiqt  kˆluyh tou A, ˆra upˆrqoun x1; : : : ;xn 2 A
tètoia ¸ste A �

S n
k=1 Uxk . Jètoume

U =
n[

k=1

Uxk; V =
n\

k=1

Vxk:

Tìte ta U; V eÐnai anoiqtˆ kai xèna upersÔnola twn A; B. �

Je¸rhma. An o X eÐnai sumpag c, tìte eÐnai T4 .
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Apìdeixh . An A; B � X eÐnai kleistˆ kai xèna, tìte eÐnai sumpag  kai to sumpèrasma èpetai apì to

prohgoÔmeno �e¸rhma. �

Je¸rhma. 'Estw X sumpag c, Y Hausdor� kai f : X ! Y suneq c kai epÐ. Tìte

(1) O Y eÐnai sumpag c.

(2) An epiplèon h f eÐnai 1-1, tìte eÐnai omoiomorfismìc.

Apìdeixh .

(1) 'Estw Gi , i 2 I , mia anoiqt  kˆluyh tou Y. Tìte h f � 1(Gi) , i 2 I , eÐnai anoiqt  kˆluyh tou X, ˆra

èqei peperasmènh upokˆluyh f � 1(Gik) , k = 1; : : : ;n. Sunep¸c h Gik , k = 1; : : : ;n eÐnai kˆluyh tou

f (X) = Y.

(2) An to A � X eÐnai kleistì, tìte eÐnai sumpagèc afoÔ o X eÐnai sumpag c. ' Ara apì to (1), to

f (A) eÐnai sumpagèc, epomènwc kleistì. 'Etsi h f eÐnai 1-1, epÐ, suneq c kai kleist , ˆra eÐnai

omoiomorfismìc.

�

To akìloujo �e¸rhma eÐnai èna apì ta shmantikìtera apotelèsmata sth Genik  TopologÐa.

Je¸rhma ( Tychono� ) . 'Estw Xi , i 2 I , mia oikogèneia sumpag¸n q¸rwn. Tìte to ginìmeno X =
Q

i2I Xi eÐnai

sumpag c q¸roc.

Gia thn apìdeixh, �a qreiastoÔme ta ex c.

Je¸rhma (To l mma tou Zorn ) . 'Estw (X; � ) èna merikˆ diatetagmèno sÔnolo, tètoio ¸ste kˆje olikˆ

diatetagmèno uposÔnolo A � X èqei ˆnw �rˆgma, dhlad  upˆrqei s 2 X tètoio ¸ste a � s gia kˆje a 2 A.

Tìte to X èqei megistikì ( maximal ) stoiqeÐo, dhlad  upˆrqei x0 2 X tètoio ¸ste gia kˆje x 2 X èqoume

x0 � x ) x = x0 (autì shmaÐnei ìti den upˆrqei stoiqeÐo gn sia megalÔtero apì to x0 . Den shmaÐnei kat�

anˆgkh ìti to x0 eÐnai megalÔtero apì kˆje stoiqeÐo tou X, ektìc ki� an h diˆtaxh eÐnai olik ).

Apìdeixh . GÐnetai sto mˆjhma thc JewrÐac Sunìlwn. �

Je¸rhma ( A lexander ) . 'Estw X q¸roc Hausdor� kai A mia upobˆsh. Upojètoume ìti kˆje anoiqt  kˆluyh

tou X apì sÔnola thc A èqei peperasmènh upokˆluyh. Tìte o X eÐnai sumpag c.

Sthn apìdeixh, an S eÐnai kˆpoia oikogèneia sunìlwn tìte �a qrhsimopoioÔme ton sumbolismì

S
S

gia thn ènwsh

S
S2S S.

Apìdeixh . Upojètoume ìti o X eÐnai den eÐnai sumpag c. Tìte upˆrqei anoiqt  kˆluyh tou X qwrÐc

peperasmènh upokˆluyh. Jètoume loipìn

F = fC : H C eÐnai anoiqt  kˆluyh tou X qwrÐc peperasmènh upokˆluyh g:

Apì to l mma tou Zorn , to F èqei maximal (wc proc th sqèsh tou perièqesjai) stoiqeÐo, èstw C0 . Dhlad 

h C0 den èqei peperasmènh upokˆluyh, kai an C eÐnai kˆpoia ˆllh anoiqt  kˆluyh gn sia megalÔterh

thc C , tìte h C èqei peperasmènh upokˆluyh. Prˆgmati, èstw fD
 : 
 2 � g èna olikˆ diatetagmèno

uposÔnolo tou F . Jètoume D =
S


 2� D
 kai deÐqnoume ìti h D eÐnai ˆnw �rˆgma tou fD
 : 
 2 � g sto

F . Profan¸c D
 � D gia kˆje 
 . EpÐshc, an h D den an ke sto F �a eÐqe peperasmènh upokˆluyh

G1; : : : ;Gn. Tìte, afoÔ oi D
 eÐnai sugkrÐsimec wc proc th sqèsh tou perièqesjai, ìla ta Gk �a an kan se

kˆpoio D
 0 , ˆra h D
 0 �a eÐqe peperasmènh upokˆluyh, ˆtopo.

Jètoume t¸ra B = A \ C0 (h B mporeÐ na eÐnai ken ). H B den kalÔptei ton q¸ro giatÐ an ton

kˆlupte �a eÐqe peperasmènh upokˆluyh (afoÔ B � A ). Autì eÐnai ˆtopo diìti B � C0 . Epomènwc

upˆrqei x <
S

B . AfoÔ h C0 eÐnai kˆluyh, upˆrqei V 2 C0 me x 2 V . AfoÔ h A eÐnai upobˆsh, upˆrqoun

U1; : : : ;Un 2 A tètoia ¸ste x 2 U1 \ � � � \ Un � V . An kˆpoio Ui an ke sthn C0 tìte �a an ke sthn B , ˆra

�a eÐqame x 2
S

B , ˆtopo. Epomènwc Ui < C0 , kai ètsi C0 $ C0 [ f Uig gia kˆje i . AfoÔ h C0 eÐnai maximal ,

èqoume ìti gia kˆje i h C0 [ f Uig den an kei sto F , sunep¸c èqei peperasmènh upokˆluyh. Epomènwc gia

kˆje i upˆrqoun Vi
j 2 C0 , j = 1; : : : ;ki , tètoia ¸ste Ui [ Vi

1 [ � � � [ Vi
ki

= X. Allˆ tìte

X =
n\

i=1

0
BBBBBB@Ui [

ki[

j=1

Vi
j

1
CCCCCCA�

0
BBBBB@

n\

i=1

Ui

1
CCCCCA[

n[

i=1

ki[

j=1

Vi
j � V [

n[

i=1

ki[

j=1

Vi
j:

Dhlad  h C0 èqei peperasmènh upokˆluyh, ˆtopo. �
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Apìdeixh . (Tou �ewr matoc tou Tychono� .) 'Estw C mia kˆluyh tou X apì upobasikˆ sÔnola, dhlad 

orjog¸nia thc morf c p� 1
i (G) , ìpou i 2 I , G � Xi anoiqtì. Gia kˆje i �ètoume Ci = fG � Xi : p� 1

i (G) 2 Cg,

(to Ci apoteleÐtai apì ìlec tic mh tetrimmènec i -pleurèc twn orjogwnÐwn thc C ). Tìte upˆrqei j 2 I tètoio

¸ste h C j kalÔptei to X j , diaforetikˆ �a mporoÔsame gia kˆje i na epilèxoume xi <
S

Ci . Allˆ tìte to

shmeÐo x = (xi)i2I den �a an ke se kanèna sÔnolo thc C , ˆtopo. AfoÔ o X j eÐnai sumpag c, upˆrqoun

G1; : : : ;Gn 2 C j tètoia ¸ste X j = G1 [ � � � [ Gn . ' Ara X = p� 1
j (G1) [ � � � [ p� 1

j (Gn) . Dhlad  h C èqei

peperasmènh upokˆluyh. To sumpèrasma èpetai apì to �e¸rhma tou A lexander . �

Parat rhsh. H apìdeixh tou �ewr matoc tou Tychono� eÐnai ousiwd¸c aploÔsterh an èqoume pepera-

smèno pl joc q¸rwn. Sthn perÐptwsh aut  to �e¸rhma tou A lexander antikajÐstatai apì thn sqedìn

tetrimmènh parat rhsh ìti ènac q¸roc Hausdor� eÐnai sumpag c an kai mìno an kˆje anoiqt  kˆluyh

apì �asikˆ sÔnola èqei peperasmènh upokˆluyh. Ac upojèsoume loipìn ìti X kai Y eÐnai sumpageÐc

q¸roi kai èstw U� � V� , � 2 K , mia anoiqt  kˆluyh tou X � Y apì �asikˆ sÔnola. ParathroÔme ìti

gia kˆje x 2 X, h {�èta} fxg � Y eÐnai sumpagèc uposÔnolo tou X � Y giatÐ eÐnai omoiomorfik  me ton Y.

Epomènwc upˆrqei Kx � K peperasmèno tètoio ¸ste fxg � Y �
S

� 2Kx
U� � V� .

PSfrag �eplacementc

x X

Y

fxg � Y

Jètoume Wx =
T

� 2Kx
U� . Tìte h Wx , x 2 X, eÐnai anoiqt  kˆluyh tou X, ˆra upˆrqoun x1; : : : ;xn 2 X tètoia

¸ste X =
S n

j=1 Wx j . SumperaÐnoume ìti

X � Y =
n[

j=1

Wx j � Y =
n[

j=1

0
BBBBBBBB@
Wx j �

[

� 2Kxj

V�

1
CCCCCCCCA

�
n[

j=1

[

� 2Kxj

U� � V� :

' Ara o X � Y eÐnai sumpag c.

Ja parousiˆsoume t¸ra kˆpoiec idiìthtec twn sumpag¸n metrik¸n q¸rwn tic opoÐec, genikˆ, den èqoun

mh metrikopoi simoi sumpageÐc topologikoÐ q¸roi.

Je¸rhma. 'Enac sumpag c metrikìc q¸roc (X; d) eÐnai diaqwrÐsimoc kai �ragmènoc.

Apìdeixh . Gia kˆje n 2 N , h oikogèneia D(x; 1=n) , x 2 X, eÐnai anoiqt  kˆluyh tou X, ˆra upˆrqei

Fn � X peperasmèno, tètoio ¸ste X =
S

x2Fn
D(x; 1=n) . Jètoume D =

S
n2N

Fn . Tìte to D eÐnai arijm simo

kai puknì. EpÐshc, gia stajeropoihmèno x0 2 X, h anoiqt  kˆluyh D(x0; n) , n 2 N , èqei peperasmènh

upokˆluyh. ' Ara upˆrqei n0 tètoio ¸ste X =
S n0

n=1 D(x0; n) = D(x0; n0) , dhlad  o X eÐnai �ragmènoc. �

Parat rhsh. Upˆrqoun sumpageÐc topologikoÐ q¸roi oi opoÐoi den eÐnai diaqwrÐsimoi. Gia parˆdeigma,

o q¸roc f0; 1gI
, ìpou to I èqei plhjˆrijmo gn sia megalÔtero apì ton plhjˆrijmo tou R (h apìdeixh

paraleÐpetai).

Je¸rhma. 'Enac metrikìc q¸roc (X; d) eÐnai sumpag c an kai mìno an kˆje akoloujÐa èqei sugklÐnousa

upakoloujÐa.

Apìdeixh . 'Estw ìti o X eÐnai sumpag c kai xn 2 X mia akoloujÐa. Gia kˆje n 2 N �ètoume

Fn = fxn; xn+1; xn+2; : : :g:

H Fn eÐnai mia �jÐnousa akoloujÐa kleist¸n sunìlwn. AfoÔ o X eÐnai sumpag c, èqoume ìti

T 1
n=1 Fn , ; .

Prˆgmati, an upojèsoume ìti h tom  eÐnai ken , tìte h oikogèneia X r Fn , n 2 N , eÐnai anoiqt  kˆluyh

tou X, ˆra upˆrqei n0 tètoio ¸ste X =
S n0

n=1 X r Fn = X r Fn0 , epomènwc Fn0 = ; , ˆtopo. Epilègoume loipìn

x 2
T 1

n=1 Fn . AfoÔ x 2 F1 , upˆrqei n1 tètoio ¸ste d(x; xn1) < 1. OmoÐwc, afoÔ x 2 Fn1+1 , upˆrqei n2 > n1

tètoio ¸ste d(x; xn2) < 1=2. SuneqÐzontac me ton Ðdio trìpo paÐrnoume mia upakoloujÐa xnk tètoia ¸ste

d(x; xnk) < 1=k ! 0.
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AntÐstrofa, èstw ìti kˆje akoloujÐa sto X èqei sugklÐnousa upakoloujÐa. Isqurizìmaste kat� ar-

qˆc ìti gia kˆje n 2 N , upˆrqei Fn � X peperasmèno tètoio ¸ste X =
S

x2Fn
D(x; 1=n) . Prˆgmati, an

upojèsoume ìti autì den eÐnai al jeia, tìte upˆrqei n0 tètoio ¸ste o X den kalÔptetai apì peperasmèno

pl joc dÐskwn aktÐnac 1=n0. Epilègoume tuqìn x1 2 X. Tìte X , D(x1; 1=n0) , ˆra upˆrqei x2 < D(x1; 1=n0) .

OmoÐwc, X , D(x1; 1=n0) [ D(x2; 1=n0) , ˆra upˆrqei x3 < D(x1; 1=n0) [ D(x2; 1=n0) . SuneqÐzontac me ton

Ðdio trìpo paÐrnoume mia akoloujÐa xn tètoia ¸ste xn <
S

i<n D(xi ; 1=n0) , apì to opoÐo sunepˆgetai ìti

d(xn; xm) � 1=n0 gia kˆje n , m. Autì shmaÐnei ìti h xn den mporeÐ na èqei sugklÐnousa upakoloujÐa,

ˆtopo. T¸ra, to sÔnolo

S
n2N

Fn eÐnai arijm simo kai puknì, ˆra o X eÐnai diaqwrÐsimoc, epomènwc 2oc

arijm simoc. 'Estw ìti den eÐnai sumpag c. Tìte upˆrqei anoiqt  kˆluyh C qwrÐc peperasmènh upokˆ-

luyh. AfoÔ o q¸roc eÐnai 2oc arijm simoc, apì to �e¸rhma Lindelof , h C èqei arijm simh upokˆluyh,

èstw D = fGn : n 2 N g. H D den èqei peperasmènh upokˆluyh, ˆra, ìpwc prin, mporoÔme na epilèxoume

mia akoloujÐa xn <
S

i� n Gi . Apì upìjesh, upˆrqoun mia upakoloujÐa xkn kai èna shmeÐo x 2 X me xkn ! x.

AfoÔ h D eÐnai kˆluyh, èqoume x 2 Gm0 gia kˆpoio m0 . Epomènwc upˆrqei n0 � m0 tètoio ¸ste xkn0
2 Gm0 ,

ˆtopo giatÐ xkn0
<

S
i� kn0

Gi . �

Parat rhsh. S� èna mh metrikopoi simo q¸ro, to prohgoÔmeno �e¸rhma genikˆ den isqÔei. H perigraf 

twn sqetik¸n antiparadeigmˆtwn eÐnai ektìc twn skop¸n tou maj matoc.

Parˆdeigma. 'Ena uposÔnolo tou R

n
me th sunhjismènh topologÐa eÐnai sumpagèc an kai mìno eÐnai klei-

stì kai �ragmèno. Autì eÐnai ˆmesh sunèpeia tou prohgoÔmenou �ewr matoc kai tou ìti kˆje �ragmènh

akoloujÐa sto R

n
èqei sugklÐnousa upakoloujÐa ( Bolzano­Weierstrass ).

Je¸rhma. 'Estw X sumpag c topologikìc q¸roc kai f : X ! R suneq c. Tìte h f paÐrnei mègisth

kai elˆqisth tim . An epiplèon o X eÐnai metrikopoi simoc tìte h f eÐnai omoiìmorfa suneq c wc proc

opoiad pote metrik  epˆgei thn topologÐa tou X.

Apìdeixh . To f (X) eÐnai sumpagèc uposÔnolo tou R ˆra eÐnai kleistì kai �ragmèno. Jètoume ` = inf f (X)
kai u = supf (X) kai epilègoume akoloujÐec `n; un 2 f (X) tètoiec ¸ste `n ! ` , un ! u. AfoÔ to f (X)
eÐnai kleistì, èqoume ìti `; u 2 f (X) . Dhlad  to f (X) èqei mègisto kai elˆqisto stoiqeÐo, epomènwc h f
paÐrnei mègisth kai elˆqisth tim . 'Estw t¸ra ìti h topologÐa tou X epˆgetai apì th metrik  d. Gia na

deÐxoume ìti h f eÐnai omoiìmorfa suneq c, arkeÐ na deÐxoume ìti gia kˆje 
eugˆri akolouji¸n xn; yn 2 X
me d(xn; yn) ! 0 èqoume f (xn) � f (yn) ! 0. Ac upojèsoume ìti f (xn) � f (yn) 9 0. Tìte upˆrqei upakoloujÐa

f (xnk) � f (ynk) tètoia ¸ste j f (xnk) � f (ynk)j � " gia kˆpoio " > 0. AfoÔ o X eÐnai sumpag c, upˆrqoun

upakoloujÐec xnk`
, ynk`

, kai shmeÐa x; y 2 X tètoia ¸ste xnk`
! x, ynk`

! y. Allˆ d(xnk`
; ynk`

) ! 0, ˆra x = y,

epomènwc " � j f (xnk`
) � f (ynk`

)j ! j f (x) � f (y)j = 0, ˆtopo. �

Je¸rhma. 'Enac sumpag c metrikìc q¸roc (X; d) eÐnai pl rhc, dhlad  kˆje akoloujÐa Cauchy sugklÐnei.

Apìdeixh . 'Estw xn mia akoloujÐa Cauchy . AfoÔ o q¸roc eÐnai sumpag c, upˆrqoun xkn kai x 2 X tètoia

¸ste xkn ! x. Allˆ tìte

d(xn; x) � d(xn; xkn) + d(xkn; x) ! 0:
�

Parat rhsh. Se èna aujaÐreto topologikì q¸ro oi ènnoiec {�ragmèno sÔnolo}, {omoiìmorfa suneq c

sunˆrthsh} kai {akoloujÐa Cauchy } den èqoun, genikˆ, nìhma.
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15. Topikˆ SumpageÐc Q¸roi

Orismìc. 'Ena uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou onomˆzetai sqetikˆ sumpagèc an h kleistìthtˆ tou eÐnai

sumpagèc sÔnolo. 'Enac q¸roc Hausdor� onomˆzetai topikˆ sumpag c an kˆje shmeÐo èqei mia sqetikˆ

sumpag  perioq .

ParadeÐgmata.

(1) To R

n
me th sunhjismènh topologÐa eÐnai topikˆ sumpag c q¸roc giatÐ kˆje dÐskoc eÐnai sqetikˆ

sumpagèc sÔnolo.

(2) 'Enac diakritìc q¸roc eÐnai topikˆ sumpag c giatÐ ta monosÔnola eÐnai sumpag .

(3) To Q den eÐnai topikˆ sumpag c q¸roc giatÐ kanèna diˆsthma den eÐnai sumpagèc (sto Q !).

Je¸rhma. 'Estw X topikˆ sumpag c q¸roc, x 2 X kai U mia perioq  tou x. Tìte upˆrqei sqetikˆ sumpag c

perioq  V tou x tètoia ¸ste V � U . IdiaÐtera, o X eÐnai kanonikìc.

Apìdeixh . 'Estw G sqetikˆ sumpag c perioq  tou x. To G eÐnai sumpagèc, ˆra T3 . To G\ U eÐnai perioq 

tou x sto G, epomènwc upˆrqei perioq  W tou x tètoia ¸ste cl G(W\ G) � G\ U . Dhlad , W \ G\ G � G\ U ,

ˆra W \ G � G \ U . Jètoume V = W \ G. Tìte to V eÐnai kleistì uposÔnolo tou sumpagoÔc G, ˆra eÐnai

sumpagèc, kai profan¸c V � U . �

Je¸rhma ( Baire ) . 'Estw X topikˆ sumpag c kai Gn , n 2 N , anoiqtˆ kai puknˆ. Tìte to

T 1
n=1 Gn eÐnai puknì.

Apìdeixh . 'Estw U1 anoiqtì kai sqetikˆ sumpagèc. Jètoume D =
T 1

n=1 Gn . Ja deÐxoume ìti to U1 tèmnei

to D. AfoÔ to G1 eÐnai anoiqtì kai puknì, to G1 \ U1 eÐnai mh kenì kai anoiqtì. Apì to prohgoÔmeno

�e¸rhma, upˆrqei U2 anoiqtì kai sqetikˆ sumpagèc tètoio ¸ste U2 � G1 \ U1 . OmoÐwc, afoÔ to G2 eÐnai

anoiqtì kai puknì, to G2 \ U2 eÐnai mh kenì kai anoiqtì ˆra upˆrqei U3 anoiqtì kai sqetikˆ sumpagèc

me U3 � G2 \ U2 . SuneqÐzontac me ton Ðdio trìpo, paÐrnoume mia �jÐnousa akoloujÐa anoiqt¸n kai

sqetikˆ sumpag¸n sunìlwn Un tètoia ¸ste Un+1 � Gn \ Un . H Un eÐnai mia �jÐnousa akoloujÐa kleist¸n

uposunìlwn tou sumpagoÔc U1 , ˆra

T 1
n=1 Un , ; . SumperaÐnoume ìti D \ U1 , ; . �

Parat rhsh. To �e¸rhma Baire den isqÔei an o q¸roc den eÐnai topikˆ sumpag c,   an h oikogèneia twn

anoiqt¸n kai pukn¸n den eÐnai arijm simh. Gia parˆdeigma sto Q ta sÔnola Q r fqg, q 2 Q , eÐnai anoiqtˆ

kai puknˆ allˆ h tom  touc eÐnai ken . OmoÐwc, sto R , h uperarijm simh oikogèneia R r fxg, x 2 R , èqei

ken  tom .

Orismìc. 'Ena uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou onomˆzetai :

(1) Poujenˆ puknì, an h kleistìthtˆ tou èqei kenì eswterikì.

(2) 1hc kathgorÐac, an eÐnai arijm simh ènwsh poujenˆ pukn¸n sunìlwn.

Me aut  thn orologÐa, to �e¸rhma Baire mporeÐ na diatupwjeÐ wc ex c.

Je¸rhma. 'Enac topikˆ sumpag c q¸roc den eÐnai 1hc kathgorÐac.

Apìdeixh . 'Estw ìti X =
S 1

n=1 An , ìpou ta An eÐnai poujenˆ puknˆ. Tìte ta X r An eÐnai anoiqtˆ kai puknˆ

me ken  tom , ˆtopo. �

Ta sÔnola 1hc kathgorÐac eÐnai, apì topologik  ˆpoyh, {mikrˆ}. Gia parˆdeigma, oi �htoÐ eÐnai

sÔnolo 1hc kathgorÐac. Oi ˆrrhtoi den eÐnai, giatÐ an  tan tìte to R �a  tan 1hc kathgorÐac.

Parat rhsh. To �e¸rhma Baire isqÔei kai se pl reic metrikoÔc q¸rouc. H apìdeixh eÐnai parìmoia.

QrhsimopoieÐ to gegonìc ìti s� èna pl rh metrikì q¸ro, mia �jÐnousa akoloujÐa kleist¸n sunìlwn h

diˆmetroc twn opoÐwn teÐnei sto mhdèn, èqei tom  èna monosÔnolo.

Orismìc. 'Estw (X; T ) topikˆ sumpag c, mh sumpag c q¸roc kai 1 èna antikeÐmeno me 1 < X. Jètoume

X1 = X [ f1g , kai T 1 = T [ f X1 r K : K � X sumpagèc g. O q¸roc (X1 ; T 1 ) onomˆzetai sumpagopoÐhsh enìc

shmeÐou   sumpagopoÐhsh Alexandro� tou X.

Parathr seic.

(1) H sqetik  topologÐa tou X san uposÔnolo tou X1 eÐnai h T .

(2) H tautotik  apeikìnish { : X ! X1 omoiomorfismìc tou X epÐ thc eikìnac tou.

(3) To X eÐnai puknì uposÔnolo tou X1 .

(4) An 1 0 < X, tìte X1 � X1 0
.
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Diaisjhtikˆ, o X1 prokÔptei an prosjèsoume sto X èna shmeÐo (to {ˆpeiro}). Ston kainoÔrgio q¸ro,

mia �ˆsh perioq¸n ènoc shmeÐou x eÐnai oi perioqèc tou x wc proc T an x 2 X, en¸ mia �ˆsh perioq¸n tou

apeÐrou eÐnai ta sumplhr¸mata twn sumpag¸n uposunìlwn tou X. Gia parˆdeigma sto R 1 mia perioq 

tou apeÐrou eÐnai to (�1 ; � 1) [ (1; +1 ) .

Je¸rhma. 'Estw X topikˆ sumpag c. Tìte o X1 eÐnai sumpag c.

Apìdeixh . DeÐqnoume kat� arqˆc ìti o X1 eÐnai Hausdor� . 'Estw x; y 2 X1 me x , y. An x; y 2 X tìte, afoÔ o

X eÐnai Hausdor� , ta x, y diaqwrÐzontai ston X, ˆra kai ston X1 . An x 2 X kai y = 1 , tìte, afoÔ o X eÐnai

topikˆ sumpag c, upˆrqei sqetikˆ sumpag c perioq  U tou x. 'Etsi ta U kai X1 r U diaqwrÐzoun ta x kai

1 . 'Estw t¸ra Gi , i 2 I , mia anoiqt  kˆluyh tou X1 . Tìte upˆrqei i0 2 I tètoio ¸ste 1 2 Gi0 . Epilègoume

K � X sumpagèc tètoio ¸ste 1 2 X1 r K � Gi0 . AfoÔ to K eÐnai sumpagèc upˆrqoun i1; : : : ;in 2 I tètoia

¸ste K � Gi1 [ � � � [ Gin . Epomènwc X1 = Gi0 [ Gi1 [ � � � [ Gin , ˆra o X1 eÐnai sumpag c. �

ParadeÐgmata.

(1) An X = [0; 1), tìte X1 � [0; 1] .

(2) An X = R , tìte X1 � S1
. Prˆgmati, èstw f : R ! S1 r fNg, ènac omoiomorfismìc, ìpou N

eÐnai o {�ìreioc pìloc}. Tìte h g : X1 ! S1
me g(x) = f (x) , an x 2 R , kai g(1 ) = N eÐnai

omoiomorfismìc.

Je¸rhma (To L mma tou Urysohn gia Topikˆ SumpageÐc Q¸rouc) . 'Estw X topikˆ sumpag c, K � X
sumpagèc kai U � K anoiqtì. Tìte upˆrqei f : X ! [0; 1] suneq c me f jK = 0 kai f jXr U = 1.

Apìdeixh . O X1 eÐnai sumpag c, ˆra �usiologikìc, epomènwc apì to l mma tou Urysohn upˆrqei suneq c

g : X1 ! [0; 1] tètoia ¸ste gjK = 0 kai gjX1 r U = 1. Jètoume f = gjX . �
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