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Κεφάλαιο 4

Τάξη πεπερασμένου σώματος

Κύριος σκοπός των επόμενων δύο κεφαλαίων είναι η απόδειξη της ύπαρξης ανάγωγου πολυωνύμου q(X) βαθμού n, για κάθε φυσικό αριθμό n στο δακτύλιο Fp[X], όπου Fp το πεπερασμένο σώμα με p στοιχεία  και p οποιοσδήποτε πρώτος αριθμός. Δηλαδή η απόδειξη της ύπαρξης (και αργότερα και της μοναδικότητας) ενός σώματος με pn στοιχεία για κάθε πρώτο p και για κάθε φυσικό n.
(4.1) Θεώρημα Αν F πεπερασμένο σώμα με q στοιχεία τότε q = pn για κάποιο πρώτο p και κάποιο φυσικό n.

(Δηλαδή δεν υπάρχουν σώματα πεπερασμένα τάξεως n όταν ο n διαιρείται με περισσότερους από έναν πρώτους αριθμούς).
Απόδειξη Με 1 θα συμβολίζουμε το μοναδιαίο στοιχείο του πεπερασμένου σώματος F. Ορίζουμε την ακολουθία {u0,u1,u2,…} με u0 = 0, un = un-1 + 1
n = 1, 2 ,3,…

Από τον ορισμό της ακολουθίας (κάνοντας επαγωγή ως προς m) προκύπτει ότι
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Επειδή το σώμα F είναι πεπερασμένο έπεται ότι δεν είναι δυνατόν όλα τα um να είναι διαφορετικά μεταξύ τους, και συνεπώς υπάρχουν στοιχεία που συμπίπτουν (επαναλαμβάνονται). Έστω uk = uk+c η πρώτη επανάληψη.
Δηλαδή τα u0,u1,u2,…,uk+c-1 είναι διακεκριμένα μεταξύ τους. Τότε:

[image: image2.wmf]Þ

þ

ý

ü

=

-

Þ

=

+

+

c

k

c

k

c

k

k

u

u

u

)

1

(

u

u

uc = 0

Δηλαδή το πρώτο στοιχείο που θα επαναληφθεί θα είναι το μηδέν. Επομένως {u0,u1,u2, …,uc-1} είναι όλοι διακεκριμένοι μεταξύ τους.
(4.2) Ορισμός Ο ακέραιος c, ο οποίος θα είναι κατ’ ανάγκην μεγαλύτερος ή ίσος του 2, θα λέγεται χαρακτηριστική του σώματος F.

Για παράδειγμα έστω το σώμα F2 τότε u0 = 0. Τότε έχουμε ότι  u1 = u0 + 1 = 0 + 1 = 1 και u2 = u1 + 1 = 1 + 1 = 0. Επομένως η χαρακτηριστική του σώματος F2 είναι 2.

(4.3) Παρατήρηση Η χαρακτηριστική πεπερασμένου σώματος είναι κατ’ ανάγκη πρώτος αριθμός.

Πράγματι αν c = ab με 1 < a < c και 1 < b < c τότε από την (2) θα είχαμε ότι uc = uaub
Αλλά όπως δείξαμε uc = 0 ενώ ua 
[image: image3.wmf]¹

 0 και ub 
[image: image4.wmf]¹

 0 το οποίο είναι άτοπο.

Επομένως c = p για κάποιο πρώτο αριθμό p.

Το {u0,u1,u2,…,up-1} είναι υποσύνολο του F και υπόσωμα του F, αφού είναι κλειστό ως προς τις πράξεις + 
[image: image5.wmf]×
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 λόγω των (1) και (2). Μάλιστα το σύνολο {u0,u1,u2,…,  up-1} είναι ισόμορφο με το σώμα Fp={0,1,2,…,p-1} μέσω της απεικόνισης 
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 και συνεπώς Fp 
[image: image7.wmf]Í

 F.

Μπορoύμε να δούμε το F σαν Fp-δ.χ. δηλαδή σαν διανυσματικό χώρο πάνω από το σώμα Fp.

Έστω m η διάσταση του F και {ω1,ω2,…,ωm} μια Fp-βάση του F. Τότε κάθε a 
[image: image8.wmf]Î

 F μπορεί να γραφεί σαν a = a1ω1 + a2ω2 + … amωm όπου ai 
[image: image9.wmf]Î

 Fp.

Επομένως #F = pm.

Η πρόσθεση στο F είναι απλή και γίνεται κατά συνιστώσες.

Θα μελετήσουμε την πολλαπλασιαστική δομή του F.

Θα δούμε ιδιαίτερα ότι η πολλαπλασιαστική ομάδα 
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, του F είναι κυκλική τάξης q – 1.

(4.4) Πρόταση Αν α 
[image: image12.wmf]*
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 τάξης ord(α) = t, τότε t | (q–1).

Απόδειξη: Εφαρμόζουμε το θεώρημα του Lagrange στην ομάδα 
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(4.5) Λήμμα Αν p(X) πολυώνυμο βαθμού m με συντελεστές από ένα σώμα F, p(X)
[image: image15.wmf]Î

F[X], τότε η εξίσωση p(X) = 0 έχει το πολύ m διακεκριμένες λύσεις στο F.
Απόδειξη Θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής ως προς το βαθμό m του πολυωνύμου p(X).

Αν m=1 τότε το p(X) είναι της μορφής p(X) = αX+b οπότε η εξίσωση p(X)=0 έχει ακριβώς μια λύση στο F την x = 
[image: image16.wmf]a
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Αν m 
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 2 και η p(X) = 0 δεν έχει λύση στο F τελειώσαμε.

Αν η εξίσωση p(X) = 0 έχει τουλάχιστο μια λύση στο F , έστω α 
[image: image18.wmf]Î

 F, τότε p(α) = 0 οπότε το πολυώνυμο p(X) γράφεται στη μορφή p(Χ) = (Χ–α)q(Χ) όπου q(X) 
[image: image19.wmf]Î

F[x].

Αν τώρα β
[image: image20.wmf]¹

α μια οποιαδήποτε λύση της p(Χ) = 0, τότε p(β) = 0. Τότε όμως έχουμε ότι (β – α)q(β) = 0 και επειδή β
[image: image21.wmf]¹

α έπεται ότι q(β) = 0. Είδαμε ότι κάθε άλλη ρίζα του p(X) είναι και ρίζα του q(X). Όμως deg q(X) = m – 1 < m.

Η υπόθεση της μαθηματικής επαγωγής δίνει ότι το q(X) έχει το πολύ m – 1 ρίζες στο F. Το p(Χ) έχει τις ρίζες στο F τις ρίζες του q(X) και την ρίζα x = α . Δηλαδή έχει το πολύ (m–1) + m = m ρίζες.

(
Προσοχή Η εξίσωση δεύτερου βαθμού X2  – 1 = 0 στο Z8 έχει 4 λύσεις. Τις x = 1, 3, 5, 7 αφού:

12 –1 = 1 –1 = 0,

32 –1 = 9 –1 = 8 = 0,

52 –1 = 25 –1 = 1 –1 = 0,

72 –1 = (–1)2 –1 = 1 –1 = 0

Αυτό δεν έρχεται σε αντίθεση με το λήμμα (4.5) διότι το Ζ8 δεν είναι σώμα.

Αν τώρα α
[image: image22.wmf]Î

F, ord(α) = t τότε τα στοιχεία του συνόλου {1,α,…,αt–1} είναι λύσεις της εξίσωσης Xt –1 = 0. Σύμφωνα με το λήμμα (4.5) η εξίσωση Xt –1 = 0 δεν έχει άλλες λύσεις. Αυτό σημαίνει ότι αν b 
[image: image23.wmf]Î

 F και bt = 1 τότε b = αλ για κάποιο λ = 0, 1, …, t – 1

(4.6) Λήμμα Αν ord(α) = t τότε  ord(ai) = 
[image: image24.wmf])
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Απόδειξη: Έστω m η τάξη του αi. Τότε επειδή (αi)t = (αt)i = 1i = 1 θα πρέπει το m να διαιρεί το it. Ο ΜΚΔ(i, t) γράφεται σαν γραμμικός συνδυασμός των i και t. δηλαδή υπάρχουν u, v ακέραιοι τέτοιοι ώστε ΜΚΔ(i, t) = ut + vi. Αφού ο ΜΚΔ(i, t) διαιρεί τα i και t μπορούμε να γράψουμε 1 = u
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 είναι ακέραιοι και όπως φαίνεται από την τελευταία ισότητα πρώτοι μεταξύ τους. Επομένως, ο 
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 διαιρεί το it δηλαδή τον m. Δηλαδή, m = 
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(4.7) Παράδειγμα Έστω α
[image: image31.wmf]Î

F (α 
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 0) και ord(α) = 12.

Σχηματίζουμε τις δυνάμεις αi (i=0,1,2,…,11). (t = 12)

	i
	ΜΚΔ(i,12)
	ord(αi)

	0
	12
	1

	1
	1
	12

	2
	2
	6

	3
	3
	4

	4
	4
	3

	5
	1
	12

	6
	6
	2

	7
	1
	12

	8
	4
	3

	9
	3
	4

	10
	2
	6

	11
	1
	12


Παρατηρούμε ότι απ’ τις δυνάμεις του α τελικά υπάρχουν 4 που έχουν τάξη 12. Το αποτέλεσμα αυτό μπορούμε να το δούμε υπολογίζοντας τη συνάρτηση φ του Euler.

Γενικά αν n = 
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 τότε φ(n) = n 
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π.χ. για n = 12 = 23 3 έχουμε ότι φ(12) = 12
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Ειδικά αν n = p 
[image: image36.wmf]Î

 P τότε φ(p) = p 
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(4.8) Πρόταση
Έστω t φυσικός και F πεπερασμένο σώμα.

Στο F είτε δεν υπάρχει στοιχείο τάξης t είτε υπάρχουν ακριβώς φ(t) στοιχεία τάξης t.

Απόδειξη:

Αν δεν υπάρχει στο σώμα F στοιχείο τάξης t δεν έχουμε να αποδείξουμε τίποτα.

Αν υπάρχει ένα στοιχείο α
[image: image38.wmf]Î

F με ord(α) = t τότε κάθε άλλο στοιχείο που έχει τάξη t περιέχεται στο σύνολο {1,α,…,αt – 1 }, λόγω του λήμματος (4.5).

Από το λήμμα (4.6) έχουμε ότι t = ord (αi ) = 
[image: image39.wmf])
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. Επομένως ΜΚΔ(i, t) = 1 .

Δηλαδή υπάρχουν ακριβώς φ(t) τέτοια i (από τον ορισμό της συνάρτησης φ).

Συνδυάζοντας τώρα τις προτάσεις (4.4) και (4.8) βλέπουμε ότι αν F είναι ένα πεπερασμένο σώμα  με #F = q στοιχεία τότε για κάθε t
(I) Αν t
[image: image40.wmf]|

/

q – 1 τότε δεν υπάρχει α 
[image: image41.wmf]Î

 F με ord(α) = t
(II) Αν t | q – 1 τότε είτε δεν υπάρχει στοιχείο α 
[image: image42.wmf]Î

 F τάξης t
  είτε υπάρχουν ακριβώς φ(t) στοιχεία του F τάξης t
Εμείς θα αποδείξουμε ότι αν t | q – 1 τότε υπάρχουν πάντοτε ακριβώς φ(t) στοιχεία του F τάξης t.

(4.9) Παράδειγμα Έστω q = 16. Τότε q – 1 = 16 – 1 = 15. Τα t για τα οποία t | (q – 1) ή αλλιώς t |15 είναι τα t = 1, 3, 5, 15. Βρίσκουμε τα αντίστοιχα φ(t):
	t
	φ(t)

	1
	1

	3
	2

	5
	4

	15
	8


Το πλήθος αυτών τον στοιχείων είναι 1 + 2 + 4 + 8 = 15 δηλαδή ίσο με q – 1. Επομένως για  t  θα πρέπει να υπάρχουν ακριβώς φ(t) στοιχεία του σώματος F τάξης t. Το αποτέλεσμα αυτό είναι γενικό και είναι άμεση συνέπεια του παρακάτω θεωρήματος:

(4.10) Θεώρημα Έστω n
[image: image43.wmf]Î

N τότε 
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Απόδειξη: Η απόδειξη έχει γίνει στο μάθημα Θεωρία Αριθμών Ι.

Συνδυάζοντας τώρα την πρόταση (4.4), την πρόταση (4.8) και το θεώρημα (4.1) έχουμε το:

(4.11) Θεώρημα Έστω F πεπερασμένο σώμα με q στοιχεία και t 
[image: image45.wmf]Î

 N.

(i) Αν t
[image: image46.wmf]|
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q – 1 τότε δεν υπάρχει α 
[image: image47.wmf]Î

 F με ord(α) = t
(ii) Αν t | q – 1 τότε υπάρχουν ακριβώς φ(t) στοιχεία του F τάξης t
Απόδειξη:

Το (i) είναι άμεση συνέπεια της πρότασης (4.8).

Για το (ii): Έστω t | q – 1 και έστω ψ(t) το πλήθος των στοιχείων του F που έχουν τάξη t. Σύμφωνα με το θεώρημα του Lagrange κάθε μη-μηδενικό στοιχείο του F έχει σαν τάξη κάποιο t όπου t | q – 1. 
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Αλλά από το θεώρημα (4.10) έχουμε ότι 
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Επομένως 
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Αλλά από την πρόταση (4.8) έχουμε ότι φ(t) – ψ(τ) 
[image: image53.wmf]³

 0 για κάθε t το οποίο διαιρεί το q – 1 (αφού ψ(t) είναι ίσο με φ(t) ή με μηδέν).

Οπότε κατ’ ανάγκην ψ(t) = φ(t) για κάθε t | q – 1, δηλαδή το θεώρημα.

(
(4.12) Πόρισμα Αν F πεπερασμένο σώμα με q στοιχεία τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο τάξης q – 1. (Υπάρχουν μάλιστα φ(q – 1) τέτοια στοιχεία).
Δηλαδή η ομάδα 
[image: image54.wmf](
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 είναι πάντα κυκλική.
(4.13) Ορισμός Κάθε γεννήτορας της ομάδας 
[image: image55.wmf](
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 θα λέγεται πρωταρχική ρίζα του σώματος F.

(4.14) Παράδειγμα Έστω F = F7 = {0,1,2,3,4,5,6}. Θα βρούμε μια πρωταρχική ρίζα του σώματος F.

Παίρνουμε τις δυνάμεις του 2:

20 = 1

21 = 2

22 = 4

23 = 1

Άρα ord(2)=3 και το 2 δεν είναι πρωταρχική ρίζα του F.

Παίρνουμε τις δυνάμεις του 3:

30 = 1

31 = 3

32 = 2

33 = 6

Άρα από Θ. Lagrange  ord(3) = 6 και το 3 είναι πρωταρχική ρίζα του σώματος F = F7.

Είδαμε ένα παράδειγμα υπολογισμού των πρωταρχικών ριζών ενός σώματος με τη μέθοδο της δοκιμής και της επιτυχίας.

Αν το πεπερασμένο σώμα F είναι μεγάλο τότε τα πράγματα είναι δύσκολα. Υπάρχει ένας αλγόριθμος του Gauβ που μας δίνει στοιχεία του F, α1,α2,…,ακ τέτοια ώστε: ord(α1) < ord(α2) < …<  ord(ακ) = q – 1. Μάλιστα ισχύει, ord(αi)| ord(αi+1) για κάθε i = 1, 2, …, k – 1.

(4.15) Αλγόριθμος του Gauβ

G1.  Έστω i = 1 και α1
[image: image56.wmf]Î

 F με ord(α1) = t1.

G2. Αν ti = q – 1 τελειώσαμε. Το αi είναι μια πρωταρχική ρίζα.
G3. Αν ord(αi) < q – 1 επιλέγω μη-μηδενικό στοιχείο του F, έστω β, τέτοιο ώστε β
[image: image57.wmf]λ
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 για κάθε λ (το β να μην είναι δύναμη του αi). Έστω ord(β) = s. Αν s = q – 1 θέτουμε αi+1 = β και τελειώσαμε.
G4. Αλλιώς βρίσκουμε d | ti και e | s τέτοια ώστε ΜΚΔ(d, e) = 1 και 
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[image: image60.wmf]a
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 i + 1 και πηγαίνουμε στο G2.

Αποδεικνύεται ότι d και e υπάρχουν πάντα.

Παρατήρηση
Στο προηγούμενο παράδειγμα ουσιαστικά εφαρμόσαμε τον αλγόριθμο του Gauβ και είχαμε α1 = 2 , t1 = 3 και β = 3 , s = 6.

Δεν φτάσαμε ποτέ στο βήμα G4.

(4.16) Παράδειγμα Έστω F = F25 το πεπερασμένο σώμα με 25 στοιχεία. Θεωρούμε το πολυώνυμο X2 – 2 
[image: image61.wmf]Î

 F5[X]. Αυτό το πολυώνυμο είναι ανάγωγο ως προς το σώμα F5. Πράγματι, το X2 – 2 δεν έχει ρίζα στο F5 = {0, 1, 2, 3= –2, 4= –1} αφού

για x = 0 έχουμε x2 –2 = 0 –2 = –2 
[image: image62.wmf]¹

0

για x = 
[image: image63.wmf]±

1 έχουμε  x2 –2 = 1 –2 = –1 
[image: image64.wmf]¹

0
για x = 
[image: image65.wmf]±

2 έχουμε x2 –2 = 4 –2 = 2 
[image: image66.wmf]¹

0
Επομένως το F είναι ισόμορφο με 
[image: image67.wmf]>
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Το  F είναι F5-δ.χ. διάστασης 2. Δηλαδή το F γράφεται F = {(α, β) | α, β 
[image: image68.wmf]Î

 F5}.
Η πρόσθεση γίνεται φυσιολογικά κατά συνιστώσες:

(α1, β1) + (α2, β2) = (α1+ α2, β1+ β2)

Για τον πολλαπλασιασμό το F γράφεται F = 
[image: image69.wmf]>
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 = {αX+β |α, β 
[image: image70.wmf]Î

 F5}.

Έχουμε πολλαπλασιασμό πολυωνύμων:
(α1X + β1) (α2X + β2) = α1α2X2 + (α1β2+α2β1)X + β1β2
Ισχύει ότι X2 – 2 
[image: image71.wmf]º

 0 mod(X2 – 2). Δηλαδή X2 
[image: image72.wmf]2

º

 mod(X2 – 2).

Άρα (α1X + β1) (α2X + β2) = (α1β2+α2β1)X + β1β2 +2 α1α2
Άρα ο πολλαπλασιασμός στο F είναι: (α1, β1
[image: image73.wmf](

)

×

α2, β2) = (α1β2 + α2β1, β1β2 + 2 α1α2)

Ξεκινάμε τον αλγόριθμο του Gauβ:

Έστω α1 = (1,0). Με τη βοήθεια των κανόνων πρόσθεσης και πολλαπλασιασμού υπολογίζουμε μερικές δυνάμεις του α1:

α10 = (0,1)

α11 = (1,0)

α12 = α1 α1 = (1,0) (1,0) = 
[image: image74.wmf])
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α13 = α12 α1 = (0,2) (1,0) = 
[image: image75.wmf])
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α14 = α13 α1 = (2,0) (1,0)  = 
[image: image76.wmf])
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Με αυτό τον τρόπο κατασκευάζουμε τον παρακάτω πίνακα δυνάμεων του α1:
	i
	α1i

	0
	(0,1)

	1
	(1,0)

	2
	(0,2)

	3
	(2,0)

	4
	(0,4)

	5
	(4,0)

	6
	(0,3)

	7
	(3,0)

	8
	(0,1)


Για το α18 έχουμε: α18 = α17 α1 = (3,0) (1,0) = 
[image: image77.wmf])
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Επομένως ord(α1) = 8. Άρα t1 = 8 
[image: image78.wmf]¹

q – 1 = 24.

Το α δεν είναι πρωταρχική ρίζα.

Εφαρμόζουμε το βήμα G3.

Διαλέγουμε β
[image: image79.wmf]Î

F , β 
[image: image80.wmf]i

1
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¹

 (i = 0, 1, 2, …, 7).

Έστω β = (1,1). Υπολογίζουμε τις δυνάμεις του β:

	i
	βi

	0
	(0,1)

	1
	(1,1)

	2
	(2,3)

	3
	(0,2)

	4
	(2,2)

	5
	(4,1)

	6
	(0,4)

	7
	(4,4)

	8
	(3,2)

	9
	(0,3)

	10
	(3,3)

	11
	(1,4)

	12
	(0,1)


Επομένως το β=(1,1) έχει τάξη 12 (ord(β) = 12). Άρα s = 12 
[image: image81.wmf]¹

 q – 1 = 24.

Άρα πάλι δεν έχουμε βρει πρωταρχική ρίζα.

Εφαρμόζουμε το βήμα G4.

Ψάχνουμε d, e με d | t1 = 8 και e | s = 12 τέτοια ώστε ΜΚΔ(d, e) = 1 και 
[image: image82.wmf]e

d

×

 = ΕΚΠ(t1, s) = ΕΚΠ(8, 12) = 24.

Παίρνουμε d = 8 και e = 3

Σύμφωνα με το βήμα G4 παίρνουμε 
[image: image83.wmf]e
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. Δηλαδή 
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/

12

8

/

8

1

2

β

α

α

×

=


ή α2 = α1β4.

Από τον πίνακα των δυνάμεων του β έχουμε ότι β4 = (2,2) = 2α1 + 2

Από τον πίνακα των δυνάμεων του α1 έχουμε  α
[image: image85.wmf]2

1

 = (0,2) = 2

Οπότε α2 = α1 (2α1 + 2) = 2α
[image: image86.wmf]2

1

 + 2α1 = 2α1 + 4

Τώρα χρησιμοποιούμε το γνωστό από τη Θεωρία Ομάδων

(4.17) Λήμμα: Αν ord(α) = m, ord(β) = n, (m, n) = 1 και α, β αντιμετατίθενται τότε ord(αβ) = 
[image: image87.wmf]×
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Στο παράδειγμά μας ord(α1) = 8, 
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Επομένως το α2 = 2α1 + 4 είναι μια πρωταρχική ρίζα του F25.

Ας αφήσουμε για λίγο τις πρωταρχικές ρίζες και ας έρθουμε στην έννοια του ελάχιστου (ανάγωγου) πολυωνύμου.

Αν F πεπερασμένο σώμα τότε #F = pm για κάποιο πρώτο p και κάποιο φυσικό m. Το F μπορεί να θεωρηθεί σαν Fp-δ.χ. με διάσταση 
[image: image90.wmf]p

F

dim

F = m.

Έστω τώρα α 
[image: image91.wmf]Î

 F.

Παίρνουμε τις δυνάμεις του α: 1, α, α2, …, αm
Τα στοιχεία αυτά του F έχουν πλήθος m + 1.

Επειδή 
[image: image92.wmf]p

F

dim

F =  m < m + 1 έχουμε ότι τα 1, α, α2, …, αm είναι Fp-γραμμικά εξαρτημένα. Δηλαδή υπάρχουν στοιχεία Α0, Α1, Α2, …, Αm του Fp όχι όλα μηδέν τέτοια ώστε Α0 + Α1α + Α2α2 +  … + Αmαm = 0.
Επομένως το α είναι ρίζα του πολυωνύμου Α(X) = Α0 + Α1X + Α2X2 +  … + ΑmXm
Το α μπορεί να είναι ρίζα κι άλλων πολυωνύμων. Έστω,
S(α) = 
[image: image93.wmf]{
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 Fp[X] | f(α) = 
[image: image94.wmf]}

0

 το σύνολο όλων των πολυωνύμων του Fp[X] που έχουν ρίζα το α. Επειδή Α(X) 
[image: image95.wmf]Î

 S(α), το S(α) είναι μη κενό και αναγκαστικά περιέχει ένα πολυώνυμο βαθμού μικρότερου ή ίσου του m.
Έστω P(X) ένα μη-μηδενικό πολυώνυμο του S(α) ελάχιστου βαθμού.
Αν f(X) 
[image: image96.wmf]Î

 S(α) τότε υπάρχουν κάποια πολυώνυμα q(X), r(X) 
[image: image97.wmf]Î

 Fp[X] τέτοια ώστε f(X) = P(X)q(X) + r(X) όπου r(X) = 0 ή deg r(X) < deg P(X).

Αν r(X)
[image: image98.wmf]¹

0 θα είχαμε ότι deg r(X) < deg P(X) και ακόμα f(α) = P(α)q(α) + r(α) και επειδή f(α) = P(α) = 0 (τα υποθέσαμε στοιχεία του συνόλου S(α) ) τότε θα είχαμε r(α) = 0, άτοπο αφού εμείς υποθέσαμε ότι P(X) είναι το πολυώνυμο ελάχιστου βαθμού με αυτή την ιδιότητα.

Συνεπώς r(X) = 0 και επομένως f(X) = P(X)q(X). Δηλαδή P(X)|f(X) (στο Fp[x]).

Αποδείξαμε ότι P(X) | f(X) για κάθε f(X) 
[image: image99.wmf]Î

 S(α).

(4.18) Ορισμός Το P(X) θα λέγεται ελάχιστο πολυώνυμο του α ως προς το σώμα Fp.
Συνήθως θα παίρνουμε το P(X) σαν μονικό (monic) δηλαδή με συντελεστή της μεγαλύτερης δύναμης του x το 1. Οπότε το P(X) θα είναι μονοσήμαντα ορισμένο. Δηλαδή F
[image: image100.wmf]Î
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Παρατήρηση: Το P(X) είναι ανάγωγο στο Fp[X].

Απόδειξη: Αν P(X) = A(X)B(X) με degA(X) < degP(X) και degB(X) < degP(X) τότε P(α) = Α(α)Β(α). Δηλαδή Α(α)Β(α) = 0. Οπότε Α(α) = 0 ή Β(α) = 0.

Δηλαδή το α θα ήταν ρίζα μη μηδενικού πολυωνύμου (του Α ή του Β) βαθμού μικρότερου του degP(X). Άτοπο. Επομένως P(X) ανάγωγο στο Fp[x].

(
Έχουμε ήδη αποδείξει το

(4.19) Θεώρημα: Αν F ένα σώμα με q = pm στοιχεία τότε σε κάθε στοιχείο α του F αντιστοιχεί μονοσήμαντα ένα πολυώνυμο (τα ελάχιστο πολυώνυμο του α) με τις εξής ιδιότητες:

(a) P(α) = 0

(b) degP(X)
[image: image101.wmf]£

m
(c) Αν f(X)
[image: image102.wmf]Î

 Fp[X] με f(α) = 0 τότε P(X) | f(X).
(4.20) Ορισμός Το πολυώνυμο αυτό P(X) λέγεται ελάχιστο πολυώνυμο του α ως προς το υπόσωμα Fp του F.

Ας γυρίσουμε τώρα πάλι πίσω στο παράδειγμα για το F25.
Θα υπολογίσουμε το ελάχιστο πολυώνυμο για μερικά στοιχεία του F25.

Ας πάρουμε το στοιχείο (1,0) = α και ας πάρουμε τις δυνάμεις του α.
· α0 = 1   Το ελάχιστο πολυώνυμο είναι το X – 1.

· Ας πάρουμε τώρα το α. (Φυσικά αν το α άνηκε στο F5, το ελάχιστο πολυώνυμο του α θα ήταν το X – α). Το α 
[image: image103.wmf]Ï

 F5 οπότε το X – α δεν μας κάνει διότι ένας συντελεστής, ο –α, δεν ανήκει στο F5.
Παίρνουμε τα στοιχεία α0 = 1, α, α2 τα οποία τα θεωρούμε σαν 3 διανύσματα του 2-διάστατου διανυσματικού χώρου F25 ως προς το F5. Επομένως θα είναι γραμμικά εξαρτημένα κάτι το οποίο μας δίνει ένα πολυώνυμο 2ου βαθμού που έχει σαν ρίζα το α. Ας βρούμε αυτό το πολυώνυμο. 1 = (0,1), α = (1,0), α2 = (0,2) (το υπολογίσαμε προηγουμένως). Προφανώς α2 – 2 .1 = 0. Επομένως το ελάχιστο πολυώνυμο του α είναι το X2 –2. Είναι, δηλαδή, αυτό μέσω του οποίου ορίστηκε το σώμα F25 σαν 
[image: image104.wmf]>
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. Αυτό δεν είναι τυχαίο.

Ας ξαναθυμηθούμε των πίνακα τον δυνάμεων του α.

	i
	αi
	ελάχιστο
πολυώνυμο

	0
	(0,1)
	X –1

	1
	(1,0)
	X2 –2

	2
	(0,2)
	X –2

	3
	(2,0)
	X2 –3

	4
	(0,4)
	X –4

	5
	(4,0)
	X2 –2

	6
	(0,3)
	X –3

	7
	(3,0)
	X2 –3


Ας προσπαθήσουμε τώρα να βρούμε το ελάχιστο πολυώνυμο της πρωταρχικής ρίζας β = 2α + 4 του F25.

Έχουμε ότι:

β0 = 1 = (0,1)

β = 2α + 4 = 2(1,0) + 4(0,1) = (2,4)

β2 = β . β = (2,4) . (2,4) = (2.4 + 2.4, 4.4 + 2.2.2) = (16,14) = (1,4)

Πρέπει να εκφράσουμε το β2 σαν γραμμικό συνδυασμό των β και β0 = 1 με συντελεστές από το σώμα F5.

Παρατηρούμε ότι 2β2 –β = (2,3) –(2,4) = (0,4)

ή 2β2 –β = 4 . 1 ή β2 –3β = 2 . 1 ή β2 +2β +3 = 0

Συνεπώς το β έχει ελάχιστο πολυώνυμο το X2 +2X +3. Το πολυώνυμο αυτό είναι ανάγωγο (δες παρατήρηση σελίδας 32). Θα μπορούσαμε να είχαμε χρησιμοποιήσει αυτό για την κατασκευή του F25 αντί του X2 –2. Τότε το α = (1,0) θα ήταν πρωταρχική ρίζα. Αυτό θα ήταν πολύ πιο βολικό  για την παράσταση του σώματος F.

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε συστηματικά το ελάχιστο πολυώνυμο κάτι το οποίο θα μας επιτρέψει να κατανοήσουμε μερικά από τα «μυστήρια» του προηγούμενου παραδείγματος.

Έστω  F πεπερασμένο σώμα και Κ υπόσωμα του F. (Το Κ μπορεί να είναι το Fp ή κάποιο μεγαλύτερό του). Το Κ θα είναι κι αυτό πεπερασμένο. Έστω ότι #Κ = q = pm. ΄Όπως και προηγουμένως το F μπορεί να θεωρηθεί σαν Κ-δ.χ. Προφανώς η dimKF (διάσταση του F ως προς τον διανυσματικό χώρο Κ) είναι πεπερασμένη. Έστω n η διάσταση. Τότε #F = qn = pnm.

Έστω α 
[image: image105.wmf]Î

 F.

(4.21) Ορισμός Το ελάχιστο πολυώνυμο P(X) του α ως προς το σώμα Κ είναι το μοναδικό μονικό πολυώνυμο με τις εξής ιδιότητες:

(a) P(α) = 0

(b) degP(X) 
[image: image106.wmf]£

 n
(c) Αν f(X) 
[image: image107.wmf]Î

 Κ[X] με f(α) = 0 τότε P(X) | f(X) στο Κ[X].
Θα προσπαθήσουμε να έχουμε μια πιο σαφή εικόνα για το P(X).

Θα χρειαστούμε μερικά λήμματα.

(4.20) Λήμμα Το στοιχείο β του σώματος F ανήκει στο Κ τότε και μόνο τότε όταν
βq = β.
Ιδιαίτερα, όλα τα στοιχεία του Κ επαληθεύουν την εξίσωση Xq – X = 0.

Απόδειξη Έστω β 
[image: image108.wmf]Î

 Κ. 

Αν β = 0 έχουμε ότι βq = β

Αν β
[image: image109.wmf]¹

0 τότε έστω t := ord(β) οπότε t | (q–1). Θα υπάρχει επομένως ένας ακέραιος λ τέτοιος ώστε q – 1 = tλ. Επομένως βq-1 = (βt)λ = 1λ = 1 και συνεπώς βq = β.

Τα q στοιχεία του Κ είναι οι q διακεκριμένες ρίζες του πολυωνύμου Xq  – X.

Είχαμε δει όμως ότι το Xq –X έχει το πολύ q διακεκριμένες ρίζες. Οπότε δεν υπάρχουν άλλες λύσεις πέραν των στοιχείων του Κ.

(
(4.23) Λήμμα Αν p πρώτος τότε ο 
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 p – 1  διαιρείται από το p.

Απόδειξη
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Έστω 
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Έχουμε ότι p | (p – k + 1)(p – k + 2)…p οπότε το p διαιρεί το λ
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 p – 1 θα πρέπει το p να διαιρεί το λ. Δηλαδή p | 
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(4.24) Λήμμα Αν F πεπερασμένο (ή άπειρο) σώμα χαρακτηριστικής p (chF = p) και α1, α2, …, αt στοιχεία του F τότε 
[image: image118.wmf]λ
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  για κάθε λ=1, 2, 3, …

Απόδειξη Το αποδεικνύουμε για t = 2 και συνεχίζουμε επαγωγικά. Για την απόδειξη με t = 2, χρησιμοποιούμε το διωνυμικό τύπο, και εφαρμόζουμε το λήμμα (4.23).
(
Αν λοιπόν τώρα α
[image: image119.wmf]Î

F και p(X) το ελάχιστο πολυώνυμο του α ως προς το Κ και f(X) = f0 + f1X + … + fdXd 
[image: image120.wmf]Î

K[X] τέτοιο ώστε f(α) = 0 τότε 

               f0 + f1α + … + fdαd = 0 (1) 
(με fi
[image: image121.wmf]Î

K για κάθε i) άρα και f(αq) = 0, διότι αν υψώσουμε την (1) στην q-δύναμη θα έχουμε 
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 = 0 . Οπότε σύμφωνα με το λήμμα (4.24) παίρνουμε 
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 = 0 ή f(αq) = 0. Επομένως αq επίσης ρίζα του f(X).

Δηλαδή αν α ρίζα του f(X) τότε και 
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,… επίσης ρίζες του f(X). Αυτές λέγονται συζυγή του α ως προς το σώμα Κ. Η ακολουθία 
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 έχει πεπερασμένο πλήθος διακεκριμένων μεταξύ τους στοιχείων. Υποθέτουμε α
[image: image126.wmf]¹

0. Έστω d ο ελάχιστος θετικός ακέραιος για τον οποίο υπάρχει j με 0 
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 j < d.και 
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Επομένως, ord(α) | qj (qd-j –1). (2)

Απ’ την άλλη μεριά α 
[image: image130.wmf]Î

 F* και #F* = qn – 1 οπότε ord(α) |  qn – 1 και συνεπώς
ΜΚΔ(ord(α), qj) = 1, οπότε λόγω της (2), έχουμε ord(α) | (qd-j –1) ή 
[image: image131.wmf]α
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. Το d όμως είναι ο εκθέτης της πρώτης επανάληψης. Συνεπώς θα πρέπει j = 0 οπότε α
[image: image132.wmf]d
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 F και #F = qn το οποίο σύμφωνα με το λήμμα (4.22) μας δίνει α
[image: image134.wmf]n
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= α. Στη συνέχεια εφαρμόζουμε το πόρισμα (1.12), δηλαδή ότι

ΜΚΔ(Χ
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 = α. Αυτό όμως είναι σε κάθε περίπτωση άτοπο, διότι υποθέσαμε ότι 
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 είναι η πρώτη επανάληψη της ακολουθίας α, αq, 
[image: image138.wmf],
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…, εκτός αν ΜΚΔ(n, d) = d. Δηλαδή πρέπει το d να διαιρεί το n.

Συμπέρασμα Το πλήθος των διακεκριμένων συζυγών του α  είναι ένας διαιρέτης d του n.
(4.25) Ορισμός Το d αυτό θα λέγεται βαθμός του α.

Έχουμε δει ότι είναι ο ελάχιστος θετικός ακέραιος τέτοιος ώστε qd 
[image: image139.wmf]º

 1 (mod t) όπου

t = ord(α).

Δηλαδή αποδείξαμε το

(4.26) Θεώρημα Το πλήθος των (διακεκριμένων) συζυγών του α, έστω d,  είναι ένας διαιρέτης του n. Ο d είναι ο ελάχιστος θετικός ακέραιος που ικανοποιεί την


t = ord(α) | qd –1 .

Ακόμα, αν λ = μd + r όπου 0 
[image: image140.wmf]£
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Το ελάχιστο πολυώνυμο του α θα πρέπει να έχει τουλάχιστον d ρίζες. Συγκεκριμένα αποδείξαμε ότι μαζί με το α και οι δυνάμεις 
[image: image143.wmf]3
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,… είναι επίσης ρίζες.

Έστω fa(X) : = (X – α)(X – αq) …(X – α
[image: image144.wmf]1
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) και P(X) το ελάχιστο πολυώνυμο του α ως προς το σώμα Κ.

Τότε  το fα(X) διαιρεί το P(X).

Θα αποδείξουμε ότι  fα(X) = P(X).

Γράφουμε (X – α)(X – αq) …(X – α
[image: image145.wmf]1
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) = AdXd + Ad–1Xd –1 + … + A1X + A0  όπου Ai 
[image: image146.wmf]Î

 F.

Υψώνουμε στην q-στη δύναμη εφαρμόζοντας ταυτόχρονα το λήμμα (4.24):

(X – α)q(X – αq)q … 
[image: image147.wmf]q
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 (3)

Από το λήμμα (4.24) (αν υποθέσουμε ότι 2
[image: image148.wmf]|

/

q) προκύπτει ακόμα ότι
(X – β)q = Xq + (–1)qβq  = Xq –βq .

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι αυτό ισχύει και στην περίπτωση  όπου το 2 διαιρεί το q.
Επομένως το αριστερό μέλος της (3) είναι ίσο με = (Χq – αq) 
[image: image149.wmf])
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Επειδή fα(X) = 
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Επομένως 
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 = «αριστερό μέλος της (3)» = «δεξιό μέλος της (3)» = 
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Συνεπώς 
[image: image155.wmf]q
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 = Ai για κάθε i = 0, 1, 2, …, d – 1. Η τελευταία σχέση όμως για τα Αi είναι αυτή που χαρακτηρίζει τα στοιχεία του σώματος Κ, άρα Αi 
[image: image156.wmf]Î

 K για κάθε
i = 0, 1, 2, …, d – 1. Καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι  fα(X) 
[image: image157.wmf]Î

 Κ[X], και αποδείξαμε το ακόλουθο

(4.27) Θεώρημα Αν F πεπερασμένο σώμα με qn στοιχεία και Κ 
[image: image158.wmf]Í

 F με q στοιχεία και α 
[image: image159.wmf]Î

 F τότε το ελάχιστο πολυώνυμο του α ως προς το σώμα Κ είναι το


fα (Χ) = (Χ – α)(Χ –αq) … (X – α
[image: image160.wmf]1
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όπου d είναι ο ελάχιστος φυσικός τέτοιος ώστε qd
[image: image161.wmf]º

1 (mod t) και t := ord(α).

(4.28) Παράδειγμα Για q = 2 και n = 4

F = F16

	


K = F2 = {0,1}

Το X4 + X + 1 
[image: image162.wmf]Î

 F2[X] είναι ανάγωγο. Θα κατασκευάσουμε το σώμα με 16 ( = 24) στοιχεία μέσω αυτού του πολυωνύμου δηλαδή θα κατασκευάσουμε το F16 = 
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 . Ο F16 είναι F2-δ.χ. διάστασης 4.

Αν με α συμβολίσουμε το X (modulo X4 + X + 1) τότε, σαν διάνυσμα, το α είναι το [0,0,1,0].

Τα στοιχεία του F16 θα αντιστοιχούν σε διατεταγμένες τετράδες [a,b,c,d] όπου τα a, b, c, d είναι οι συντελεστές του υπολοίπου της διαίρεσης με X4 + X + 1, το υπόλοιπο δηλαδή θα είναι aX3 + bX2 + cX + d.

Υπολογίζουμε τις δυνάμεις του α:

α2 
[image: image164.wmf]®

 X2 επομένως α2 = [0, 1, 0, 0]

α3 
[image: image165.wmf]®

 X3 επομένως α3 = [1, 0, 0, 0]

α4 
[image: image166.wmf]®

 X4  (modulo X4 + X + 1) = α + 1 επομένως α4 = [0, 0, 1, 1]

α5 = α2 + α επομένως α5 = [0, 1, 1, 0]

α6 = α3 + α2 επομένως α6 = [1, 1, 0, 0]

α7 = α4 + α3 = α3 + α + 1 επομένως α7 = [1, 0, 1, 1]

α8 = α4 + α2 + α = α2 + 2α + 1 = α2 + 1 επομένως α8 = [0, 1, 0, 1]

α9 = α3 + α επομένως α9 = [1, 0, 1, 0]

α10 = α4 + α2 = α2 + α + 1 επομένως α10 = [0, 1, 1, 1]

α11 = α3 + α2 + α επομένως α11 = [1, 1, 1, 0]

α12 = α4 + α3 + α2 = α3 + α2 + α + 1 επομένως α12 = [1, 1, 1, 1]

α13 = α4 + α3 + α2 + α = α3 + α2 + 2α + 1 = α3 + α2 + 1 επομένως α13 = [1, 1, 0, 1]

α14 = α4 + α3 + α = α3 + 2α + 1 = α3 + 1 επομένως α14 = [1, 0, 0, 1]

α15 = α4 + α = 2α + 1 = 1  επομένως α15 = [0, 1, 0, 1]

Κατασκευάζουμε τον παρακάτω πίνακα:

	i
	αi
	ord(αi)
	deg(α)
	ελάχιστο πολυώνυμο

	0
	[0001]
	1
	1
	X + 1

	1
	[0010]
	15
	4
	(X – α)( X – α2)( X – α4)( X – α8)

	2
	[0100]
	15
	4
	(X – α)( X – α2)( X – α4)( X – α8)

	3
	[1000]
	5
	4
	( X – α3)( X – α6)( X – α9)( X – α12)

	4
	[0011]
	15
	4
	(X – α)( X – α2)( X – α4)( X – α8)

	5
	[0110]
	3
	2
	( X – α5)( X – α10)

	6
	[1100]
	5
	4
	( X – α3)( X – α6)( X – α9)( X – α12)

	7
	[1011]
	15
	4
	

	8
	[0101]
	15
	4
	(X – α)( X – α2)( X – α4)( X – α8)

	9
	[1010]
	5
	4
	( X – α3)( X – α6)( X – α9)( X – α12)

	10
	[0111]
	3
	2
	( X – α5)( X – α10)

	11
	[1110]
	15
	4
	

	12
	[1111]
	5
	4
	( X – α3)( X – α6)( X – α9)( X – α12)

	13
	[1101]
	15
	4
	

	14
	[1001]
	15
	4
	

	15
	[0001]
	
	
	


Θυμόμαστε ότι ο βαθμός του αi είναι ο ελάχιστος φυσικός d > 0 τέτοιος ώστε
qd 
[image: image167.wmf]º

1 (mod t) όπου t = ord(αi).

Εδώ για το α έχουμε t = 15 και q = 2 οπότε θέλουμε 2d 
[image: image168.wmf]º

 1 (mod 15). Δηλαδή d = 4.
Έχουμε ότι:

(X – α)( X – α2)( X – α4)( X – α8) = (X2 – αX – α2X + α3)( X – α4)( X – α8)=

= (X3 – αX2 – α2X2 + α3X – α4X2 + α5X + α6X – α7)(X – α8)=

= (X3 – (α + α2 + α4)X2 + (α3 + α5 + α6)X – α7)(X – α8)=
= X4–(α+α2+α4)X3+(α3+α5+α6)X2–α7X –α8X3+α8(α+α2+α4)X2–α8(α3+α5X2+α6)X+α15=
= X4+(α8+ α4+ α2+ α)X3+(α12+ α10+ α9+α6+ α5+ α3)X2+(α14+ α13+ α11+α7)X+ α15=
= X4 + 0X3 + 0X2 + 1X + 1=

= X4 + X + 1

Αυτό δεν είναι τυχαίο. Είναι το πολυώνυμο απ’ το οποίο ξεκινήσαμε.

Τα α2, α4, α8 είναι τα συζυγή του α, άρα το ελάχιστο πολυώνυμο και για αυτά είναι το ίδιο με του α.

Αν πάρουμε το (X–α3)(X–α6)(X–α9)(X–α12) θα βρούμε το X4+X3+X2+X+1

Αντί να κάνουμε τον πολλαπλασιασμό (βαρετό!!!) κάνουμε το εξής:

Ονομάζουμε β=α3 τότε έχουμε:

1 =  [0001]

β =  [1000]

β2 = [1100]

β3 = [1010]

β4 = [1111]
Σχηματίζουμε τον παρακάτω πίνακα:
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Το άθροισμα όλων των γραμμών είναι 0.

Άρα β4 + β3 + β2 + β + 1 = 0

Αλλά β = α3
[image: image170.wmf]¹

1 οπότε β5 = (α3)5 = α15 = 1

Το β είναι μια 5–ρίζα της μονάδας δηλαδή ρίζα του πολυωνύμου
X5 – 1= (X – 1)(X4 + X3 + X2 + X + 1).

Κεφάλαιο 5
Πεπερασμένα σώματα αριθμών υπάρχουν και είναι μοναδικά

Είδαμε μέχρι τώρα ότι για κάθε πρώτο αριθμό p υπάρχει ένα σώμα με p στοιχεία, το Fp. Επίσης, είδαμε ότι αν υπάρχει κάποιο ανάγωγο πολυώνυμο q(X) 
[image: image171.wmf]Î

 Fp[X] βαθμού m τότε υπάρχει ένα σώμα με pm στοιχεία. Το 
[image: image172.wmf])
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Ακόμα, είδαμε ότι δεν υπάρχουν πεπερασμένα σώματα τάξης όχι δύναμης πρώτου.

Εντελώς φυσιολογικά ερωτήματα:

Α Δίνεται πρώτος p και φυσικός m. Υπάρχει σώμα με pm στοιχεία;

Β Αν υπάρχει ένα σώμα με pm στοιχεία όπως το κατασκευάσαμε, μήπως υπάρχουν κι άλλα σώματα με pm στοιχεία μη-ισόμορφα με αυτό;

Η απάντηση στο Α είναι ΝΑΙ. Το πρόβλημα είναι ισοδύναμο με την εύρεση ενός ανάγωγου πολυώνυμο στο Fp[X] βαθμού m. Θα αποδείξουμε ότι για οποιοδήποτε πρώτο p και οποιοδήποτε φυσικό m υπάρχει ανάγωγο πολυώνυμο βαθμού m στο Fp[X].

Η απάντηση στο Β είναι ΟΧΙ.

Τις απαντήσεις στα ερωτήματά μας θα τις αποδείξουμε μέσω της παραγοντοποίησης συγκεκριμένων πολυωνύμων ως προς τον Fp[X], όπου p πρώτος.

Έστω Κ ένα πεπερασμένο σώμα με q στοιχεία όπου q δύναμη ενός πρώτου p.

Θεωρούμε το πολυώνυμο Χ
[image: image173.wmf]n
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 – X  στο Κ[X] για κάποιο φυσικό n.

Το πολυώνυμο αναλύεται μονοσήμαντα σε γινόμενο μονικών αναγώγων πολυωνύμων.

Αναφέρουμε χωρίς απόδειξη το ακόλουθο

(5.1) Θεώρημα

[image: image174.wmf]Õ
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όπου Vd(X) το γινόμενο όλων των μονικών ανάγωγων πολυωνύμων του Κ[X] βαθμού d.

(5.2) Παράδειγμα  Για q = 2 και n = 4

Το σώμα είναι το Κ = F2 και το πολυώνυμο το Χ
[image: image175.wmf]4

2

 – X = X16 – X =  X16 + X.

Θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο ότι:

X16 + X = (X4+X+1) (X4+X3+1) (X4+X3+ X2+ X+1)( X2+ X+1)(X+1)X
Επομένως,

V1(X) = X2 + X
V2(X) = X2 + X+1

V4(X) = X12 + X9 + X6 + X3 + 1

Συγκρίνοντας τους βαθμούς των πολυωνύμων των δυο πλευρών του Θεωρήματος (5.1) καταλήγουμε στο ακόλουθο πάρα πολύ χρήσιμο

(5.3) Πόρισμα
qn = 
[image: image176.wmf]å
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όπου Ιd το πλήθος των διακεκριμένων μονικών ανάγωγων πολυωνύμων βαθμού d.
Στο παράδειγμά μας: qn = 24 = 16 ενώ 
[image: image177.wmf]å
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Id = Ι1 + 2Ι2 + 4Ι4 = 2 + 2.1 + 4.3 = 16.

Ο επόμενος στόχος μας θα είναι να “λύσουμε” τις εξισώσεις: 

1. n = 
[image: image178.wmf]å
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 ως προς φ(d),
2. Χ
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 ως προς Vd(X) και

3. qn = 
[image: image180.wmf]å
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Θα χρειαστούμε τον νόμο αντιστροφής του Möbius:
Γενικά αν G προσθετική αβελιανή ομάδα και

α(1), α(2), α(3), …

b(1), b(2), b(3), …

δυο ακολουθίες στοιχείων της ομάδας οι οποίες συνδέονται από τη σχέση:

α(n)  = 
[image: image181.wmf]å
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 για κάθε n 
[image: image182.wmf]³

 1

Ζητείται αντίστροφος τύπος ο οποίος να μας δίνει τα b(n) συναρτήσει τον α(d).
(5.4) Παράδειγμα 1

Αν πάρουμε G = Z, (G,+) = (Z,+) και α(n) = n, b(d) = φ(d) τότε έχουμε: 
[image: image183.wmf]å
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(5.5) Παράδειγμα 2
Έστω G το σύνολο των ρητών συναρτήσεων ως προς κάποιο πεπερασμένο σώμα Κ, δηλαδή g : = 
[image: image185.wmf])
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, p(X), q(X) 
[image: image186.wmf]Î

 K[X] και q(X) όχι το μηδενικό πολυώνυμο.

Το G με πράξη g1.g2 = 
[image: image187.wmf])
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  όπου gi = 
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 i = 1, 2 γίνεται αντιμεταθετική (αβελιανή) ομάδα. Αν πάρουμε α(n) = 
[image: image189.wmf]X
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και b(d) = Vd(X) τότε λόγω της ισότητας (2) ισχύει ότι α(n)  = 
[image: image190.wmf]å
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(5.6) Παράδειγμα 3

Αν πάρουμε G = Z και πράξη την πρόσθεση (+) και έχουμε α(n) = qn και b(d) = d . Id τότε λόγω της ισότητας (3) ισχύει ότι  α(n)  = 
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Η σχέση α(n)  = 
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 μας δίνει ότι τα b(n) εκφράζονται μονοσήμαντα μέσω της α(n) διότι: b(1) = α(1) 
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και b(n) = α(n) – 
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Έχουμε ότι:

b(1) = α(1)

b(2) = α(2) –
[image: image195.wmf]å
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 = α(2) – b(1) = α(2) –α(1)

b(3) = α(3) – b(1) = α(3) – α(1)

b(4) = α(4) – b(2) – b(1) = α(4) – (α(2) – α(1) ) – α(1) = α(4) – α(2)

b(5) = α(5) – α(1)

b(6) = α(6) – α(3) – α(2) + α(1)

……………………………….

(5.6) Ο Möbius όρισε τη ομώνυμη συνάρτησή του:

Αν n φυσικός αριθμός και n = 
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μ(n) = 
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Ισχύει (για n  > 1): 
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 = 0 (Απόδειξη, Θεωρία Αριθμών Ι)

Ο τύπος αντιστροφής:

b(n) = 
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 ή ισοδύναμα b(n) = 
[image: image200.wmf]å

×

n

|

d

)

d

n

(

)

d

(

α

μ


Βρίσκουμε, όπως και προηγουμένως, τα b(n):

b(1) = 
[image: image201.wmf]å
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(5.7) Εφαρμογές
1. n = 
[image: image207.wmf]å
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Έχουμε α(n) = n και b(d) = φ(d)

Επομένως, φ(n) = 
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Δηλαδή φ(n) = n
[image: image211.wmf]å
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Από εδώ συνεπάγεται ο τύπος της φ – συνάρτησης του Euler, ότι αν n φυσικός τέτοιος ώστε n = 
[image: image212.wmf]s
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Για παράδειγμα: φ(180) = φ(22 32 5) = 180 
[image: image215.wmf]5
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2. qn = 
[image: image216.wmf]å
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Εδώ έχουμε ότι α(n) = qn και b(d) = d . Id
Επομένως, ο νόμος της αντιστροφής του Möbius μας δίνει:

b(n) = 
[image: image217.wmf]å
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Ο τύπος αυτός μας δίνει το πλήθος των ανάγωγων (μονικών) πολυωνύμων βαθμού n ως προς το σώμα Κ με q στοιχεία.
Επειδή ο πιο μεγάλος όρος είναι για d = 1 έχουμε ότι 
[image: image220.wmf]n
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Όλα τα μονικά πολυώνυμα βαθμού n είναι qn. Η πιθανότητα να εκλέξουμε ένα μονικό πολυώνυμο βαθμού n και να είναι ανάγωγο είναι 
[image: image221.wmf]n
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.
Θα υπολογίσουμε μερικά Ιn.

I1 = q (κάθε πολυώνυμο βαθμού 1 στο σώμα Κ είναι ανάγωγο)

I2 = 
[image: image222.wmf](
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Ομοίως, I3 = 
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Θα αποδείξουμε ότι In > 0 για κάθε n 
[image: image226.wmf]Î

 N.

Ας πάρουμε το I6.

I6 = 
[image: image227.wmf]6
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Γενικά: nIn = 
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 το οποίο είναι ένα αλγεβρικό άθροισμα, με συντελεστές 
[image: image231.wmf]±

1, φθίνουσων δυνάμεων του q και συνεπώς δεν μπορεί να είναι ποτέ μηδέν.

Επομένως ισχύει το

(5.8) Θεώρημα
Αν υπάρχει σώμα Κ με q στοιχεία τότε για κάθε n 
[image: image232.wmf]³

 1 υπάρχει τουλάχιστον ένα ανάγωγο πολυώνυμο βαθμού n.
Δηλαδή, για κάθε φυσικό n 
[image: image233.wmf]³

 1 υπάρχει τουλάχιστον ένα σώμα με qn στοιχεία.

Έχουμε ήδη αποδείξει ότι υπάρχει σώμα με q στοιχεία όταν και μόνο όταν το q είναι δύναμη πρώτου αριθμού. Το μόνο πράγμα που μας μένει είναι πόσα σώματα τάξης qn υπάρχουν. Θα δεχθούμε χωρίς απόδειξη ότι στην ουσία υπάρχει μόνο ένα σώμα τάξης qn δηλαδή ότι: δυο οποιαδήποτε σώματα με qn στοιχεία είναι μεταξύ τους ισόμορφα.

Συμβολισμός Το πεπερασμένο σώμα με pm στοιχεία θα το συμβολίζουμε GF(pm) 

[GF = Galois Field].

(5.9) Παράδειγμα Έστω F = F2[X] και q(X) = X4 + X3 + X2 + X + 1 (q ανάγωγο στο F2[X]) τότε Ε = F2[X]/q(X) δηλαδή Ε = GF(24) και #Ε = 24 = 16

Θα κλείσουμε το κεφάλαιο με το θέμα της περιγραφής των υποσωμάτων ενός πεπερασμένου σώματος.

(5.10) Ορισμός Ένα υπόσωμα Κ του σώματος F είναι ένα υποσύνολο K του F το οποίο, ως προς τις πράξεις του F, είναι επίσης σώμα.

π.χ. 
Q υπόσωμα του R
Q υπόσωμα του C
R υπόσωμα του C
Εμείς εδώ ενδιαφερόμαστε για πεπερασμένα σώματα.
Έχουμε ήδη αποδείξει ότι υπάρχει μοναδικό σώμα με pn στοιχεία, p 
[image: image234.wmf]Î

 P, n 
[image: image235.wmf]Î

 N.

Εδώ, θα ασχοληθούμε με το εξής ερώτημα;

Ποια υποσώματα περιέχονται στο GF(pn);

Ισχύει το ακόλουθο

(5.11) Θεώρημα
Για κάθε διαιρέτη d | n το σώμα GF(pn) περιέχει ακριβώς ένα υπόσωμα ισόμορφο με το GF(pd) και το GF(pn) δεν περιέχει άλλα υποσώματα τάξης pd.

Απόδειξη:

Έστω F = GF(pn) και Κ 
[image: image236.wmf]£

 F (Κ υπόσωμα του F).

Αφού F πεπερασμένο, έπεται ότι K πεπερασμένο με πλήθος στοιχείων δύναμη του p.
Δηλαδή Κ 
[image: image237.wmf]@

 GF(pd) για d < n και Κ 
[image: image238.wmf]¹

 F.

Αποδείξαμε ότι κάθε στοιχείο α 
[image: image239.wmf]Î

 Κ επαληθεύει την εξίσωση X
[image: image240.wmf]d

p

– X = 0.

α 
[image: image241.wmf]Î

 Κ 
[image: image242.wmf]£

 F 
[image: image243.wmf]Þ

 α
[image: image244.wmf]Î

F 
[image: image245.wmf]Þ

 το α επαληθεύει την εξίσωση X
[image: image246.wmf]n

p

– X = 0.

Επομένως αποδείξαμε ότι κάθε ρίζα του X
[image: image247.wmf]d

p

– Χ είναι και ρίζα του X
[image: image248.wmf]n

p

– X και επειδή τα πολυώνυμα έχουν απλές ρίζες έπεται ότι το X
[image: image249.wmf]d
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– X  διαιρεί το X
[image: image250.wmf]n

p

– X.

Στο κεφάλαιο 4 έχουμε δει ότι αυτό συνεπάγεται ότι d | n. Δηλαδή, αν το GF(pn) έχει υπόσωμα το GF(pd) τότε d | n.

Τώρα υποθέτουμε ότι d | n.
Αν το F έχει υπόσωμα ισόμορφο στο GF(pd) τότε αυτό θα είναι Κ=
[image: image251.wmf]{
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Τα στοιχεία του K ορίζονται ακριβώς σας οι ρίζες του X
[image: image252.wmf]d
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– Χ. Θα αποδείξουμε ότι το Κ περιέχει ακριβώς pd στοιχεία και είναι σώμα.

Έχουμε δει ότι X
[image: image253.wmf]d
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– Χ | X
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– X =
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. Οι ρίζες του
X
[image: image257.wmf]d
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– Χ είναι και ρίζες του X
[image: image258.wmf]n
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– X το οποίο όμως έχει όλες τις ρίζες του στο F δηλαδή έχει pn ρίζες στο F. Επομένως το X
[image: image259.wmf]d

p

– Χ έχει pd ρίζες στο F και το Κ έχει ακριβώς pd στοιχεία.

Το Κ είναι σώμα αφού για κάθε α 
[image: image260.wmf]Î

 Κ και b 
[image: image261.wmf]Î

 Κ ισχύει ότι α – b 
[image: image262.wmf]Î

 Κ διότι 
[image: image263.wmf]b
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[image: image264.wmf]Î

 Κ και α –1 
[image: image265.wmf]Î

 Κ.

(5.12) Παράδειγμα Έστω n = 12
[image: image624.wmf]6


Κεφάλαιο 6

Παραγοντοποίηση πολυωνύμων σε πεπερασμένα σώματα
Ξαναθυμίζουμε ότι 
[image: image266.wmf]Õ

=

-

n

|

d

d

q

)

X

(

V

X

X

n


όπου Vd(X) το γινόμενο όλων των μονικών ανάγωγων πολυωνύμων βαθμού d ως προς το σώμα GF(q).

Εφαρμόζουμε το νόμο αντιστροφής του Möbius για την πολλαπλασιαστική ομάδα 
[image: image267.wmf]þ
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 όπου Κ = GF(q)
Ο τύπος του Möbius γράφεται πολλαπλασιαστικά: bn = 
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δηλαδή Vn(X) = 
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(6.1) Παράδειγμα:  Για q = 2 και n = 6

V6(X) = 
[image: image270.wmf])
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 το οποίο είναι πολυώνυμο βαθμού 54. (Είναι γινόμενο 9 ανάγωγων πολυωνύμων βαθμού 6 το καθένα)

Ερώτημα: Πως θα τα βρούμε;

Το πρόβλημα είναι αρκετά δύσκολο. Θα κάνουμε κάποια πρόοδο αν μελετήσουμε τα λεγόμενα κυκλοτομικά πολυώνυμα.

Κατ’ αρχήν θα μελετήσουμε τα κυκλοτομικά πολυώνυμα στο σώμα C των μιγαδικών αριθμών.
Έστω n 
[image: image271.wmf]Î

 N και ζ:=
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 (1)

Παρατήρηση: Η ord(
[image: image274.wmf]j
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) εξαρτάται από τον ΜΚΔ(j, n) και για κάθε διαιρέτη d του n υπάρχουν ακριβώς φ(d) από τις ρίζες 
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(6.2) Ορισμός: Το d-στό κυκλοτομικό πολυώνυμο ορίζεται ως εξής:

Φd(X) = 
[image: image278.wmf]Õ
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Δηλαδή: ord(
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Δηλαδή το Φd(X) είναι το μονικό πολυώνυμο βαθμού φ(d) με ρίζες εκείνες τις δυνάμεις του 
[image: image281.wmf]j
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 που έχουν τάξη d.

Από τις (1) και (2) έχουμε ότι: Χn –1=
[image: image282.wmf]Õ
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Με τη μέθοδο αντιστροφής του Möbius (Möbius inversion formula) έχουμε ότι:
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Παρατήρηση Φn(X) 
[image: image284.wmf]Î

 Ζ[X]

Ο λόγος είναι ότι το Φn(X) είναι πηλίκο δυο μονικών πολυωνύμων με ακέραιους συντελεστές.

Στον αριθμητή είναι οι παράγοντες με 
[image: image285.wmf]=
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Στον παρονομαστή είναι οι παράγοντες με 
[image: image286.wmf]=
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(6.3) Παράδειγμα Το Φ18(X)
[image: image287.wmf])
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 είναι πηλίκο δυο μονικών πολυωνύμων με ακέραιους συντελεστές βαθμών 21 (ο αριθμητής) και 15 (ο παρονομαστής). Για να διαπιστώσουμε ότι 
[image: image288.wmf]Î

F

)

X

(

18

 Ζ[X]
1ος τρόπος Κάνουμε την διαίρεση

2 ος τρόπος (του Berlekamp)

Το Φ18(X) είναι πολυώνυμο βαθμού φ(18) = φ(2
[image: image289.wmf]2
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) =  6.

Αν πάρουμε το πολυώνυμο Φ18(X) modulo X7 επειδή deg Φ18(X) = 6 < 7 = degX7  δεν χάνουμε τίποτα.

Φ18(X)
[image: image290.wmf]6
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 modulo X7

[image: image291.wmf]12
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 αλλά 1 – X12 
[image: image292.wmf]º

1 (mod X7)

Επομένως: Φ18(X) 
[image: image293.wmf]º

 (1 – X3)(1 + X6) 
[image: image294.wmf]º

 1 – X3 + X6 (mod X7)

Δηλαδή: Φ18(X) = X6 – X3 + 1.

(6.4) Μικρός πίνακας κάποιων κυκλοτομικών πολυωνύμων
	n
	Φn(X)

	1
	X – 1

	2
	X +1

	3
	X2 +X +1

	4
	X2 +1

	5
	X4 +X3 +X2 + X +1

	6
	X2 –X +1

	7
	X6 + X5 + X4 + X3 + X2 + X +1

	8
	X4 +1

	9
	X6 + X3 +1


Μπορούμε να εργαστούμε σε πεπερασμένα σώματα διότι Φn(X)
[image: image295.wmf]Î

 Ζ[X]

Ξαναγυρίζουμε πίσω στο V6(X) = 
[image: image296.wmf])
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Από την (1) έχουμε: Xn –1 = 
[image: image297.wmf]Õ
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 επομένως
X –1= Φ1(X)
X63 –1 = Φ1(X) Φ3(X) Φ7(X) Φ9(X) Φ21(X) Φ63(X)
X7 –1 = Φ1(X) Φ7(X)
X3 –1 = Φ1(X) Φ3(X)
Οπότε γράφουμε:
V6(X) = 
[image: image298.wmf])
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Δηλαδή:
V6(X) = Φ9(X) Φ21(X) Φ63(X)
όπου

Φ9(X) βαθμού φ(9) = 6

Φ21(X) βαθμού φ(21) = 12

Φ63(X) βαθμού φ(63) = 36

Το Φ9(X)= X6 + X3 +1 είναι ανάγωγο στο GF(2) αφού είναι βαθμού 6 και V6(X) γινόμενο 9 ανάγωγων πολυωνύμων βαθμού 6 το καθένα.

Για να έχουμε την ανάλυση του V6(X) σε γινόμενο ανάγωγων χρειάζεται να γνωρίζουμε τον τρόπο παραγοντοποίησης των κυκλοτομικών πολυωνύμων.

Είναι γνωστό ότι  το Φn(X)
[image: image299.wmf]Î

 Q[X]  για κάθε n 
[image: image300.wmf]³

 1 είναι ανάγωγο στο Q[X].

Αυτό δεν ισχύει στα πεπερασμένα σώματα.

Για παράδειγμα:
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Ισχύει το

(6.5) Θεώρημα Αν p πρώτος, p
[image: image302.wmf]|
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n τότε για k 
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 1 ισχύουν:
(a) 
[image: image304.wmf])
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(για σώματα κάθε χαρακτηριστικής)
(b) 
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(για σώματα κάθε χαρακτηριστικής)
(c) 
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(μόνο σε σώματα χαρακτηριστικής p)

(6.6) Παράδειγμα

Φ72(X) = 
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Ξανά: Φ72(X)
[image: image309.wmf]1
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Ξανά (αλλά τώρα σε σώμα χαρακτηριστικής 3): Φ72(X)
[image: image310.wmf][
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= (X4+1)6 = [(X4+1)3]2 = (X12+1)2 = X24 – X12 + 1.

(6.7) Άσκηση Σε κάθε σώμα χαρακτηριστικής 2 ισχύουν:

(a) Φ4(X) = (X + 1)2
(b) Φ3(X) = Φ6(X) = X2 +X +1

(c) Φ8(X) = (X + 1)4 = X4 +1

Για να εφαρμόζουμε το (c) του θεωρήματος (6.5) σε σώματα χαρακτηριστικής p θα πρέπει το p να μην διαιρεί το n.

Έστω λοιπόν Κ πεπερασμένο σώμα τάξης q = pl. Επειδή p
[image: image311.wmf]|

/

n έχουμε ότι υπάρχει φυσικός αριθμός λ τέτοιος ώστε qλ
[image: image312.wmf]º

1 (mod n). Έστω m ο ελάχιστος φυσικός μ’ αυτή την ιδιότητα. qm
[image: image313.wmf]º

1 (mod n) Έστω F το σώμα με qm στοιχεία 
[image: image314.wmf](
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Επειδή n | qm –1 από προηγούμενο θεώρημα έχουμε ότι υπάρχει α 
[image: image315.wmf]Î

 F τέτοιο ώστε ord(α)=n. Όπως κάναμε και πιο πριν: Φd(X) =
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Αυτό σημαίνει  ότι το Φd(X) αναλύεται στο «μεγάλο» σώμα F σε γινόμενο γραμμικών παραγόντων.

Πρόβλημα: Τι γίνεται στο «μικρό» σώμα Κ;

Το ελάχιστο πολυώνυμο του α έχει ρίζες 
[image: image318.wmf]1
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Δηλαδή υπάρχουν ακριβώς d-συζυγή του α στο σώμα F όπου d ο ελάχιστος φυσικός τέτοιος ώστε qd
[image: image319.wmf]º

1 (mod n).

Αλλά αυτό εμείς το ορίσαμε και το είπαμε m.

Επομένως το Φn(X) έχει έναν ανάγωγο παράγοντα βαθμού m.
Πρόβλημα: Ποια είναι τα ανάγωγα πολυώνυμα των άλλων ριζών του Φn(X);

Εξ ορισμού όλα έχουν βαθμό d = m. Με το ίδιο επιχείρημα όπως και προηγουμένως έπεται ότι υπάρχουν ακριβώς d = m συζυγή.
(6.8) Θεώρημα Αν p πρώτος, p
[image: image320.wmf]|
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n και q = pl τότε το Φn(X) στο GF(q) = K αναλύεται σε γινόμενο 
[image: image321.wmf]m
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 ανάγωγων πολυωνύμων, βαθμού m, όπου m ο ελάχιστος φυσικός την ιδιότητα qm 
[image: image322.wmf]º

 1 (mod n).

(6.9) Παράδειγμα 1 Το Φ7(X) υπέρ του GF(2) = K.

Έχουμε ότι φ(7) = 6. Θα πρέπει να βρούμε το m για q = 2 και n = 7.

Δηλαδή τον ελάχιστο φυσικό τέτοιο ώστε 2m 
[image: image323.wmf]º

 1 (mod 7). Οπότε m = 3.

Επομένως το Φ7(X) αναλύεται στο GF(2) σε γινόμενο 
[image: image324.wmf]3

6

 = 2 ανάγωγων (κυκλικών) πολυωνύμων βαθμού 3 το καθένα.

Επομένως, αν α οποιοδήποτε στοιχείο τάξης 7 στο F = GF(23) τα ανάγωγα πολυώνυμα του Φ7(X) στο Κ = GF(2) θα είναι

f1(X)=(X–α)(X–α2) (X–α4)

f3(X)=(X–α3)(X–α6) (X–α5)

Αν π.χ. α ρίζα της εξίσωσης Χ3=Χ+1 τότε μπορούμε να υπολογίσουμε ότι

f1(X)=X3 +X +1 και
f3(X)=X3 +X2 +1.

Πράγματι, το GF(23)
[image: image325.wmf]@

F2[X]/f(X) όπου f(X) ανάγωγο μονικό πολυώνυμο του F2[X].

Ένα τέτοιο πολυώνυμο είναι το X3+X+1, επομένως αν για α πάρουμε μια ρίζα του X3+X+1 θα έχουμε α3+α+1 = 0. Οπότε α3 = – (α+1) ή α3 = α+1 .

Βρίσκουμε τους συντελεστές του f1(X):

· Συντελεστής του X2 =
α + α2 + α4 = α + α2 + α.α3 = α + α2 + α(α + 1) = α + α2 + α + α2 = 2α + 2α2 = 0

· Συντελεστής του X =
α.α2 + α.α4 + α2.α4 = α3 + α5 + α6 = α3 (1 + α2 + α3) = (α + 1)( 1 + α2 + α + 1) =
(α + 1)( α2 + α) = α(α + 1)2 = α(α2 + 1) = α3 + α = α + 1 + α = 1

· Σταθερός όρος =

α.α2.α4 = α7 = 1

Επομένως f1(X) = X3 + 0X + 1X + 1 = X3 + X + 1

Ομοίως βρίσκουμε: f3(X)=X3 + X2 + 1

(6.10) Παράδειγμα 2 Ζητάμε να παραγοντοποιήσουμε το Φ180(X) στο GF(3).

Έχουμε ότι 180=22 32 5.

Επομένως λόγω του (c) του θεωρήματος Φ180(X) = [Φ20(X)]9-3=[Φ20(X)]6.

Συνεπώς θα πρέπει να παραγοντοποιήσουμε το κυκλοτομικό πολυώνυμο Φ20(X) στο GF(3). Επειδή 34
[image: image326.wmf]º

1 (mod 20) έχουμε ότι m=4 και n=20 με φ(n)=φ(20)=8.

Άρα το Φ20(X) είναι ίσο με το γινόμενο 8/4=2 αναγώγων πολυωνύμων βαθμού 4 το καθένα.

Οπότε, αν α στοιχείο τάξης 20 στο GF(34) τότε οι δυο παράγοντες του Φ20(X) είναι:

f1(X)=(X–α) (X–α3) (X–α9) (X–α7)
f11(X)=(X–α11) (X–α13) (X–α19) (X–α17)
Αν πάλι έχουμε στο GF(81) ότι 
[image: image327.wmf])
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 και α ρίζα του q(X) μπορούμε να υπολογίσουμε επακριβώς τα f1(X) και f11(X).

Πάντως καταλήξαμε ότι Φ180(X) είναι ίσο με το γινόμενο 12 (12 = 2.6) αναγώγων πολυωνύμων βαθμού 4 το καθένα.

Θα προσπαθήσουμε να ανακαλύψουμε τεχνικές που μας επιτρέπουν να βρούμε τους ανάγωγους παράγοντες του κυκλοτομικού πολυωνύμου Φn(X) στο GF(q) επακριβώς.

Σαν πρώτο βήμα θα προσπαθήσουμε να βρούμε κριτήρια για το πότε το Φn(X) είναι ανάγωγο.

Σύμφωνα με το Θεώρημα (6.8):

Φn(X) ανάγωγο στο GF(q) 
[image: image328.wmf]ï
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Η (1) μας λέει ότι η ομάδα των πρώτων κλάσεων υπολοίπων mod n, η οποία έχει τάξη φ(n), είναι κυκλική και έχει το q σαν γεννήτορα. (Δηλαδή το q είναι πρωταρχική ρίζα modulo n).

Από τη Θεωρία Αριθμών όμως γνωρίζουμε ότι οι μοναδικές τιμές του n για τις οποίες  υπάρχει πρωταρχική ρίζα mod n είναι n = 1, 2, 4, ps, 2ps, s
[image: image329.wmf]Î

N και p
[image: image330.wmf]Î

P, p
[image: image331.wmf]¹

2.

Επομένως αν το n δεν είναι της παραπάνω μορφής τότε Φn(X) όχι ανάγωγο  στο GF(q). 

Απ’ την άλλη μεριά αν το n είναι τέτοιας μορφής τότε

[Φn(X) ανάγωγο στο Κ = GF(q)] 
[image: image332.wmf]Û

 [το q είναι πρωταρχική ρίζα mod n].

(6.11) Παράδειγμα
Έστω n = 7 τότε φ(n) = φ(7) = 6.
Παίρνουμε τους πρώτους ως προς 7 (mod 7): 1, 2, 3, 4, 5, 6 (mod 7)

23 
[image: image333.wmf]º

 1 (mod 7) 
[image: image334.wmf]Þ

 ord72 = 3. Επομένως, το 2 δεν είναι πρωταρχική ρίζα mod 7.

31 
[image: image335.wmf]º

 3 (mod 7), 32 
[image: image336.wmf]º

 2 (mod 7), 33 
[image: image337.wmf]º

 6 (mod 7) 
[image: image338.wmf]Þ

 ord73 = 6. Επομένως, το 3 είναι πρωταρχική ρίζα mod 7.

43
[image: image339.wmf]º

1 (mod 7) 
[image: image340.wmf]Þ

 ord74 = 3. Επομένως, το 4 δεν είναι πρωταρχική ρίζα mod 7.

51
[image: image341.wmf]º

5 (mod 7), 52
[image: image342.wmf]º

–3 (mod 7), 53
[image: image343.wmf]º

–1 (mod 7) 
[image: image344.wmf]Þ

 ord75 = 6. Επομένως, το 5 είναι πρωταρχική ρίζα mod 7.

62
[image: image345.wmf]º

1 (mod 7) 
[image: image346.wmf]Þ

 ord76=2. Επομένως, το 6 δεν είναι πρωταρχική ρίζα mod 7.

Άρα, Φ7(X)=X6+ X5+ X4+ X3+ X2+ X+1 είναι ανάγωγο στο σώμα GF(q)
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î

ï

í

ì

º

º

Û

)

7

(mod

5

q

ή

)

7

(mod

3

q


π.χ. για q = 3, 5, 17, 19, … το Φ7(X) είναι ανάγωγο στο GF(q).

Ας πάρουμε n = 8 (αναμένουμε να μην έχει πρωταρχικές ρίζες).

Έχουμε ότι φ(n) = φ(8) = 4.

Οι πρώτες κλάσεις mod 8 είναι: 1, 3, 5, 7.

32
[image: image348.wmf]º

1 (mod 8) 
[image: image349.wmf]Þ

 ord83=2 
[image: image350.wmf]Þ

 το 3 δεν είναι πρωταρχική ρίζα mod 8.

(–3)2
[image: image351.wmf]º

1 (mod 8) 
[image: image352.wmf]Þ

 ord85=2 
[image: image353.wmf]Þ

 το 5 δεν είναι πρωταρχική ρίζα mod 8.

72
[image: image354.wmf]º

(–1)2
[image: image355.wmf]º

1 (mod 8) 
[image: image356.wmf]Þ

 ord87=2 
[image: image357.wmf]Þ

 το 7 δεν είναι πρωταρχική ρίζα mod 8.

Άρα δεν υπάρχουν πρωταρχικές ρίζες mod 8.

Αυτό σημαίνει ότι το πολυώνυμο Φ8(X) = X4 + 1 δεν είναι ποτέ ανάγωγο στο GF(p) για κάθε πρώτο p.

Παρατήρηση: Το Φ8(X) είναι ανάγωγο στο Q.
Στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να βρούμε ανάγωγους παράγοντες του Φn(X).
Πιο γενικά: Αν f(X) οποιοδήποτε πολυώνυμο του Κ[Χ], Κ=GF(q) θα περιγράψουμε αλγόριθμο (του Berlekamp) παραγοντοποίησης του f(X) σε γινόμενο ανάγωγων παραγόντων.

(6.12) Θεώρημα Αν f(X) μονικό πολυώνυμο με degf(x)=n όπου f(X)
[image: image358.wmf]Î

K[X], Κ=GF(q) και αν h(X)
[image: image359.wmf]Î

K[X], τέτοιο ώστε h(X)q
[image: image360.wmf]º

h(X) mod f(X) τότε f(X)=
[image: image361.wmf]Õ
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Παρατήρηση Αν υπάρχει 
[image: image362.wmf]Î
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s

Κ τέτοιο ώστε h(X)
[image: image363.wmf]0
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 mod f(X) τότε η παραγοντοποίηση του προηγούμενου θεωρήματος είναι τετριμμένη. Δηλαδή ένας παράγοντας είναι το f(X) και οι άλλοι είναι 1.

Το επόμενο θεώρημα θα μας δώσει ότι αν f(X) διαιρείται από δυο ή περισσότερα διακεκριμένα ανάγωγα πολυώνυμα τότε υπάρχει πολυώνυμο h(X) τέτοιο ώστε η παραγοντοποίηση του προηγούμενου θεωρήματος να μην είναι τετριμμένη.

Θεωρούμε τον δακτύλιο K[X]/<f(X)> σαν n-διάστατο Κ-διανυσματικό χώρο, V(f), όπου n=degf, με βάση {1,x,x2,…,xn-1}.

Έστω R(f)={h(X)
[image: image364.wmf]Î

K[X] τ.ω. h(X) q
[image: image365.wmf]º

h(X) mod f(X)}.

Το R(f) είναι διανυσματικός υπόχωρος του V(f) διότι 
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Δηλαδή αν 
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(6.13) Θεώρημα Αν f(X)=
[image: image371.wmf]Õ
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όπου Pi(X) διακεκριμένα ανά δύο, ανάγωγα μονικά πολυώνυμα τότε 
[image: image372.wmf])
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Παρατήρηση: Αν καταφέρουμε να υπολογίσουμε τη διάσταση του χώρου m, τότε γνωρίζουμε το πλήθος των ανάγωγων παραγόντων του f(X). (Θα είναι m)

(6.14) Παράδειγμα
Έστω f(X)=X4 + X + 1 και q = 2 τότε K = F2 = GF(2)

Αν h(X)=h0+h1X+h2X2+ h3X3 τότε η συνθήκη h(X) q 
[image: image373.wmf]º

 h(X) mod f(X) γράφεται

h0+h1X2+h2X4+ h3X6
[image: image374.wmf]º

 h0+h1X+h2X2+ h3X3 mod(X4+X+1)

Ισχύει ότι X4
[image: image375.wmf]º

X+1 mod(X4+X+1) οπότε και X6
[image: image376.wmf]º

 X3+ X2 mod(X4+X+1) και έχουμε ότι

h(X)2=h0+h1X2+h2(X+1)+h3(X3+X2) mod(X4+X+1).

Oπότε αν παραστήσουμε το πολυώνυμο h(X)=h0+h1X+h2X2+ h3X3 με το διάνυσμα στήλη [h0, h1, h2, h3]τ τότε h(X)
[image: image377.wmf]Î

R(f) 
[image: image378.wmf]Û

 h(X)2
[image: image379.wmf]º

h(X) modf(X) 
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ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

º

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

Û

1

0

0

0

h

0

1

0

0

h

0

0

1

0

h

0

0

0

1

h

1

1

0

0

h

0

0

1

1

h

0

1

0

0

h

0

0

0

1

h

3

2

1

0

3

2

1

0


Δηλαδή το h(X)
[image: image381.wmf]Î

R(f) ισοδυναμεί με το ότι το διάνυσμα (h0, h1, h2, h3) ανήκει στο χώρο μηδενισμού του πίνακα B, όπου
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Κάνοντας στοιχειώδεις μετασχηματισμούς στον πίνακα Β, συγκεκριμένα προσθέτοντας στη γραμμή 2 τη γραμμή 1 και στην γραμμή 3 τη γραμμή 2 φέρνουμε τον Β στη μορφή:

Β = 
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Επομένως (h0, h1, h2, h3) 
[image: image384.wmf]=
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 h1 = h2 = h3 = 0

Οι μοναδικές λύσεις που παίρνουμε είναι [h0 0 0 0]. Όμως το h0 είναι στοιχείο του F2 άρα οι λύσεις είναι [0 0 0 0] και [1 0 0 0].
Οπότε dimKR(f) = 1. Και από θεώρημα έπεται ότι το f(X) είναι δύναμη αναγώγου.

Αλλά 
[image: image386.wmf]f

¢

(Χ) = 4Χ3 + 1 = 1. Δηλαδή f(X) ανάγωγο στο GF(2) σύμφωνα με το

(6.15) Θεώρημα
Έστω ένα πολυώνυμο f(X) = Pλ(X), λ 
[image: image387.wmf]³

 2 τότε 
[image: image388.wmf])

X

(

f

¢

 = λPλ–1(X)
[image: image389.wmf]P

¢

(Χ) επομένως το P(X) διαιρεί τον  ΜΚΔ(
[image: image390.wmf]f

¢

(Χ), f(X)).

Το θεώρημα είναι άμεση συνέπεια της γνωστής πρότασης, ότι αν ένα πολυώνυμο f(X) έχει ρίζα βαθμού πολλαπλότητας >1 τότε η ρίζα αυτή είναι και ρίζα της παραγώγου του.

(6.16) Παράδειγμα
Έστω ότι θέλουμε να παραγοντοποιήσουμε το f(X)=X5+X+1 στο GF(2)

Αν h(X) = h0 + h1X + h2X2 + h3X3 + h4X4 τότε θέλουμε να έχουμε h2(X) 
[image: image391.wmf]º

 h(X)
mod (X5+X+1).

Θα χρησιμοποιήσουμε τις ισοτιμίες:

X5
[image: image392.wmf]º

X+1 mod(X5+X+1)

X6
[image: image393.wmf]º

 X2+ X mod(X5+X+1)

X8
[image: image394.wmf]º

 X4+ X3 mod(X5+X+1)

Η ισοδυναμία hq(X)
[image: image395.wmf]º

h(X) mod f(X) (εδώ q=2) γράφεται
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(Οι συντελεστές hi δεν αλλάζουν αφού κάθε hi
[image: image397.wmf]Î

GF(2) επαληθεύει την εξίσωση Xq
[image: image398.wmf]º

X (mod q) q=2).

Επομένως το διάνυσμα h=[h0, h1, h2, h3, h4] ανήκει στο χώρο μηδενισμού του πίνακα B όπου
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Επομένως θα πρέπει B
[image: image400.wmf]h
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Η διάσταση του χώρου λύσεων είναι 2. Οπότε σύμφωνα με το γνωστό από τη Γραμμική Άλγεβρα Ι θεώρημα dimKR(f)=2 | K=GF(2) και παράγεται από τα πολυώνυμα:

[1 0 0 0 0]=1 και [0 1 0 1 1]=X+X3+X4.

Επομένως, σύμφωνα με το Θεώρημα (6.13), το  f(X) είναι γινόμενο δυο ανάγωγων πολυωνύμων πιθανόν σε κάποια δύναμη το καθένα.

Εύκολα επαληθεύεται ότι:

ΜΚΔ(X5+X+1, X4+X3+X) = X3+X2+1

ΜΚΔ(X5+X+1, X4+X3+X+1) = X2+X+1

Επομένως, X5+X+1 = (X3+X2+1)(X2+X+1).

Γνωρίζουμε ότι X3+X2+X και X2+X+1 ανάγωγα στο GF(2).

Άρα η ανάλυση του f(X) σε γινόμενο ανάγωγων πολυωνύμων είναι f(X) = X5+X+1 = (X3+X2+1)(X2+X+1).

Ο αλγόριθμος του Berlekamp μπορεί να απλοποιηθεί σημαντικά αν το πολυώνυμο που θέλουμε να παραγοντοποιήσουμε είναι της μορφής Xn –1 όπου ΜΚΔ(n,q) = 1.

Κατ’ αρχήν το Θεώρημα (6.12) τροποποιείται ως εξής:

(6.17) Θεώρημα
Το πολυώνυμο h(X) = 
[image: image402.wmf]å
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h

 επαληθεύει την ισοδυναμία hq(X)
[image: image403.wmf]º

h(X) mod(Xn-1) 
[image: image404.wmf]Û

 hiq=hi για κάθε i = 0,1,2,…,n-1 (όπου οι δείκτες θεωρούνται modulo n).

(χωρίς απόδειξη)

Παρατήρηση: Επειδή ΜΚΔ(n, q) = 1 η απεικόνιση i
[image: image405.wmf]a

qi (mod n) είναι μια μετάθεση του συνόλου {0,1,2,…,n-1}.

(6.18) Παράδειγμα 

Για q = 2 και n = 5 έχουμε ότι {0,1,2,3,4}
[image: image406.wmf]a

{0,2,4,6,8} (mod 5) = {0,2,4,1,3}.

Δηλαδή έχουμε τη μετάθεση:
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(6.17) Παράδειγμα: Για q = 3 και n = 20 η μετάθεση που θα προκύψει σε γινόμενο κύκλων γράφεται: (0)(1 3 9 7)(2 6 18 14)(4 12 16 8)(5 15)(10)(11 13 19 17).
Σύμφωνα με το Θεώρημα (6.17) κάθε πολυώνυμο h(X) που επαληθεύει την ισοδυναμία h3(X) 
[image: image408.wmf]º

 h(X) mod(X20 – 1) θα πρέπει να είναι GF(3)-γραμμικός συνδυασμός των ακόλουθων 7 πολυωνύμων:

h0 = 1

h1(X) = X + X3 + X9 + X7

h2(X) = X2 + X6 + X18 + X14
h4(X) = X4 + X12 + X16 + X8
h5(X) = X5 + X15
h10(X) = X10
h11(X) = X11 + X13 + X19 + X17
Οι κύκλοι των μεταθέσεων i 
[image: image409.wmf]a

 qi mod n λέγονται κυκλοτομικά cosets.

Μελετάμε το πολυώνυμο f(X)=X20 –1στο σώμα GF(3). Η τάξη του 3 modulo 20 είναι 4 αφού 34
[image: image410.wmf]º

1 (mod 20). Επομένως αν περάσουμε στο σώμα GF(34) = GF(81) τότε αυτό θα έχει ένα στοιχείο τάξης 20, δηλαδή X20 –1 = 
[image: image411.wmf]Õ

=
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19

0

j

j

)

X

(

α

, όπου α ένα στοιχείο τάξης 20 του GF(81).

Έχουμε ήδη δει ότι η παραγοντοποίηση του X20–1 στο GF(3) καθορίζεται από την παραγοντοποίηση του X20 –1 στο GF(81).

Έστω για παράδειγμα ότι το ελάχιστο πολυώνυμο του α στο σώμα GF(3) είναι το f1(X) = (X – α)(X – α3) (X – α9) (X – α7)

Επειδή για κάθε i = 1, 3, 7, 9 έχουμε ότι (i, 20) = 1 έπεται ότι τα στοιχεία αi για κάθε i = 1, 3, 7, 9 είναι επίσης τάξης 20. Επομένως το f1(X) είναι ανάγωγος παράγοντας όχι μόνο του X20 –1 αλλά και του Φ20(X).

Ομοίως αν fi(X) είναι το ελάχιστο πολυώνυμο του αi τότε το fi(X) είναι και ανάγωγο πολυώνυμο του 
[image: image412.wmf])
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Αν τώρα συμβολίσουμε το κυκλοτομικό coset που περιέχει το i με Ci φτιάχνουμε τον ακόλουθο πίνακα:

	i
	Ci
	|Ci| =degfi(X)
	
[image: image413.wmf])
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20
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20
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	0
	0
	1
	1

	1
	(1, 3, 9, 7)
	4
	20

	2
	(2, 6, 18, 14)
	4
	10

	4
	(4, 12, 16, 8)
	4
	5

	5
	(5, 15)
	2
	4

	10
	(10)
	1
	2

	11
	(11, 13, 19, 17)
	4
	20


Με τη βοήθεια του παραπάνω πίνακα μπορούμε να φτιάξουμε τον πίνακα των παραγόντων του X20 –1 οι οποίοι δίνονται μέσω τον κυκλοτομικών πολυωνύμων Φd(X) όπου d | 20.

	d
	Φd(X)
	παράγοντες

	1
	Χ–1
	f1(X) ανάγωγο

	2
	Χ+1
	f10(X) = X – α10 ανάγωγο

	4
	Χ2+1
	f5(X) ανάγωγο

	5
	Χ4+Χ3+Χ2+Χ+1
	f4(X) ανάγωγο

	10
	Χ4–Χ3+Χ2–Χ+1
	f2(X) ανάγωγο

	20
	Χ8–Χ6+Χ4–Χ2+1
	f1(X)f11(X)


Μόνο το Φ20(X) δεν παραγοντοποιείται πλήρως σε γινόμενο αναγώγων για αυτό εφαρμόζουμε και πάλι τον αλγόριθμο του Berlekamp. Για κάθε hi(X) ισχύει:

Χ20 –1 = ΜΚΔ(Χ20 –1, hi(X)) ΜΚΔ(Χ20 –1, hi(X)+1) ΜΚΔ(Χ20 –1, hi(X)+2)

Επειδή Φ20(X)| Χ20 –1 έπεται ότι h3(X)
[image: image414.wmf]º

h(X) mod Φ20(X). Οπότε,

Φ20(X) = ΜΚΔ(Φ20(X), hi(X)) ΜΚΔ(Φ20(X), hi(X) + 1) ΜΚΔ(Φ20(X), hi(X) + 2) = 
[image: image415.wmf]×

1

(X4 + X3 + 2X + 1)( X4 + 2X3 + X + 1).

Έτσι παραγοντοποιήσαμε πλήρως το Χ20 –1 σε γινόμενο ανάγωγων πολυωνύμων.

Προτού κλείσουμε το κεφάλαιο και ασχοληθούμε με την κωδικοποίηση, θα αναφερθούμε σε μια μέθοδο κατασκευής των στοιχείων πεπερασμένου σώματος Fq όπου q = pn για κάποιο πρώτο p και κάποιο ακέραιο n, όταν γνωρίζουμε ένα ανάγωγο πολυώνυμο f(X) 
[image: image416.wmf]Î

 Fq[X] βαθμού n χωρίς να κάνουμε τον πολλαπλασιασμό mod f(X).

Έστω f(X) = f0 + f1X + … + fnXn.

Θεωρώ τον «κανόνα» (slider): [–f0, –f1, …, –fn – 1, 
[image: image417.wmf]­

].

Αν α ρίζα του f(X), τότε το α είναι γεννήτορας της κυκλικής ομάδας F
[image: image418.wmf]*

q

 ενώ το σύνολο {1, α, …, αn – 1} αποτελεί μια βάση του Fp-διανυσματικού χώρου Fq διάστασης n.

Το πως λειτουργεί ο αλγόριθμος, θα το δείξουμε σε παραδείγματα.

(6.18) Παράδειγμα 1 Αν Κ = F2 και F = F8, όπου 8 = 23. Ένα ανάγωγο πολυώνυμο βαθμού 3 στο Κ[Χ] είναι το f(X) = 1 + X + X3. Ο κανόνας είναι [1, 1, 0, 
[image: image419.wmf]­

].

Φτιάχνουμε τον πίνακα:

	
	α0 = 1
	α1
	α2
	α3
	α4
	α5
	α6

	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1

	α
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0

	α2
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1

	
	1
	1
	0
	
[image: image420.wmf]­
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	1
	0
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	1
	0
	
[image: image423.wmf]­




Πολλαπλασιάζω τον κανόνα με κάθε γραμμή κατά συντεταγμένες και υπολογίζω τη στήλη που μου δείχνει το βέλος 
[image: image424.wmf]­

.

(6.19) Παράδειγμα 2 Αν Κ = F3 και F = F9, όπου 9 = 32. Ένα ανάγωγο πολυώνυμο βαθμού 2 στο K[Χ] είναι το f(X) = 2 + X + X2. Ο κανόνας είναι [1, 2, 
[image: image425.wmf]­

].

Φτιάχνουμε τον πίνακα:

	
	α0 = 1
	α1
	α2
	α3
	α4
	α5
	α6
	α7

	1
	1
	0
	1
	2
	2
	0
	2
	1

	α
	0
	1
	2
	2
	0
	2
	1
	1

	
	1
	2
	
[image: image426.wmf]­
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(Βλέπε Holder – Schellwat, A simple slide rule for finite fields, American Math monthly, τόμος 108, April 2001).

Κεφάλαιο 7

Στοιχεία θεωρίας κωδικοποίησης

(7.1) Ορισμός 
(i) Αλφάβητο ονομάζεται το πεπερασμένο σύνολο των συμβόλων (πολλές φορές θα τα ονομάζουμε γράμματα) που χρησιμοποιούμε για να καταγράψουμε-διατυπώσουμε ένα μήνυμα. Το αλφάβητό μας, σε αυτό το κεφάλαιο, θα είναι το πεπερασμένο σώμα Fq.

(ii) Ένα k-μήνυμα αποτελείται από μια ακολουθία γραμμάτων των αλφαβήτου μας μήκους k. Είναι δηλαδή της μορφής: a1, a2 …, ak με ai 
[image: image432.wmf]Î

 Fq.

(iii) Η αντίστοιχη κωδική λέξη x ενός k-μηνύματος είναι μια ακολουθία μήκους n. Είναι δηλαδή της μορφής x = x1, x2 …, xn με xi 
[image: image433.wmf]Î

 Fq και n
[image: image434.wmf]³

 k. Όπου (σχεδόν) πάντα θα ισχύει ότι x1 = a1, x2 = a2, …, xk = ak ενώ τα υπόλοιπα n – k σύμβολα (xk+1, xk+2, …, xn) θα τα λέμε σύμβολα ελέγχου (check symbols ή control symbols).

(7.2) Συμβολισμός Οι κωδικές λέξεις θα γράφονται x ή x1, x2, …, xn ή (x1, x2, …,xn) ή x1x2…xn.

(7.3) Ορισμός Θα ονομάζουμε διάνυσμα λήψης (ή μήνυμα λήψης) το διάνυσμα y = y1, y2, …, yn που λαμβάνουμε. Το y εν γένει είναι διαφορετικό από το μήνυμα x που μας στέλνουνε. Το e : = y – x = e1e2…en θα λέγεται διάνυσμα λάθους (ή απλά λάθος).

(7.4) Ορισμός Ένας n-κώδικας C είναι ένα υποσύνολο του F
[image: image435.wmf]n

q

. Ακριβέστερα ο κώδικας θα λέγεται (n, k)-κώδικας, όπου k το μήκος του μηνύματος που κωδικοποιούμε. Αν ο κώδικας C είναι Fq-διανυσματικός υπόχωρος του F
[image: image436.wmf]n

q

 τότε θα λέγεται (n, k)-γραμμικός κώδικας. Τα στοιχεία του C θα είναι οι κωδικές λέξεις.

(7.5) Παραδείγματα

(i) Έστω C = {000, 001, 010, 011} υποσύνολο του F
[image: image437.wmf]3

2

. Ο C αποτελείται από ακριβώς αυτές τις κωδικές λέξεις που έχουν σαν πρώτο στοιχείο το 0 και εύκολα φαίνεται ότι ο C είναι ένας γραμμικός 3-κώδικας.
(ii) Επίσης, το C = {00, 11, 22} αποτελεί ένα γραμμικό 2-κώδικα του F
[image: image438.wmf]2

3

.

Όταν πάρουμε το y θα πρέπει να αποφασίσουμε ποια κωδική λέξη μας έχουν στείλει. Θα διαλέγουμε από το σύνολο C την κωδική λέξη που διαφέρει λιγότερο από το y. Αυτό ονομάζεται αποκωδικοποίηση μέγιστης πιθανότητας.

(7.6) Ορισμός Απόσταση Hamming d(x, y) δύο διανυσμάτων x, y στο F
[image: image439.wmf]n

q

, με
x = x1, x2 …, xn και y = y1, y2 …, yn,

είναι το πλήθος των συντεταγμένων στις οποίες τα x και y διαφέρουν. Δηλαδή

d(x, y) = #
[image: image440.wmf]{
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(7.7) Ορισμός Βάρος (weight) Hamming w(x) ενός διανύσματος x = x1, x2 …, xn στο F
[image: image442.wmf]n

q

 είναι το πλήθος των μη-μηδενικών συντεταγμένων του x. Δηλαδή,

w(x) = #
[image: image443.wmf]{
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Προφανώς, w(x) = d(x, 0).
(7.8) Παράδειγμα Έστω C 
[image: image445.wmf]Í

 F
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Tο βάρος Hamming του 1201 είναι w(1201) = 3.

Η απόσταση Hamming των 1201 και 2211 είναι d(1201, 2211) = 2.
(7.9) Παρατήρηση Η απόσταση Hamming d(C) είναι μια μετρική στον F
[image: image447.wmf]n

q

και το βάρος Hamming w είναι μια νόρμα στον F
[image: image448.wmf]n
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(7.10) Ορισμός Αν C 
[image: image449.wmf]Í

 F
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 ένας (n, k)-κώδικας, η ελάχιστη απόσταση dmin(C) του κώδικα είναι

dmin(C) = 
[image: image451.wmf]v
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Άρα, όταν παίρνουμε το y πρέπει να ελέγχουμε τις qk κωδικές λέξεις για να βρούμε ποια έχει την μικρότερη απόσταση Hamming από το y. Προφανώς, αυτή η διαδικασία είναι αδύνατη για μεγάλα k και ένα από τους στόχους της θεωρίας κωδίκων είναι να βρει κώδικες με γρηγορότερους αλγόριθμους αποκωδικοποίησης.

Το επόμενο αποτέλεσμα μας δείχνει ότι για κάθε γραμμικό κώδικα, η ελάχιστη απόσταση μπορεί να υπολογισθεί από το βάρος Hamming των κωδικών λέξεων.
Μια από τις πιο σημαντικές ιδιότητες των γραμμικών κωδίκων είναι η παρακάτω

(7.11) Πρόταση Έστω C ένας γραμμικός (n, k)-κώδικας. Η ελάχιστη απόσταση του C είναι ίση με το ελάχιστο δυνατό βάρος που έχει κωδική λέξη διάφορη του μηδενικού στοιχείου.

Απόδειξη Έστω w το ελάχιστο δυνατό βάρος Hamming κωδικής λέξης διάφορης του μηδενικού στοιχείου 0. Έστω x 
[image: image452.wmf]Î

 C μια κωδική λέξη βάρους Hamming w. Τότε ισχύει ότι d(x, 0) = w(x) = w. Επομένως, ισχύει ότι w 
[image: image453.wmf]³

 dmin(C). Τώρα έστω u και v ένα ζευγάρι κωδικών λέξεων του C με απόσταση τέτοια ώστε d(u, v) = d min(C). Αφού C γραμμικός κώδικας έπεται ότι και η u – v είναι επίσης κωδική λέξη. Η u – v έχει βάρος dmin(C). Επομένως, d min(C) 
[image: image454.wmf]³

 w. Δηλαδή, d min(C) = w.

(7.12) Ορισμός Το σύνολο Sr(x) : = 
[image: image455.wmf]{
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 | d(x, y) 
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 θα λέγεται η σφαίρα ακτίνας r ως προς το x 
[image: image458.wmf]Î

 F
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(7.13) Παράδειγμα Έστω C = F
[image: image460.wmf]3

2

 τότε ο κύκλος με ακτίνα 1 ως προς το 100 είναι 
S1(100) = 
[image: image461.wmf]{
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Στόχος Παίρνοντας σφαίρες κατάλληλης ακτίνας r κέντρου κωδικής λέξης θα πρέπει κατά το δυνατό να καλύπτει η ένωσή τους όλο το χώρο F
[image: image462.wmf]n

q

 ώστε να μπορούμε να αποκωδικοποιούμε όλα τα κωδικοποιημένα μηνύματα που λαμβάνουμε ενώ συγχρόνως η ακτίνα r θα πρέπει να είναι αρκετά μικρή ώστε οι σφαίρες να μην τέμνονται (ή εφάπτονται) και να μπορούμε να αποκωδικοποιούμε μονοσήμαντα.

Πρέπει πάντως να ισχύει ότι r < 
[image: image463.wmf]2

1

 dmin(C).

Η σημασία της ιδέας της ελάχιστης απόστασης δίνεται από την

(7.14) Πρόταση Υποθέτουμε ότι ο C είναι γραμμικός κώδικας με ελάχιστη απόσταση dmin(C) = d. Ο C ανιχνεύει την ύπαρξη d – 1 ή λιγότερων λαθών και διορθώνει e λάθη για κάθε e τέτοιο ώστε 2e + 1 
[image: image464.wmf]£

 d.

Απόδειξη Έστω ότι λάβαμε το μήνυμα y  με απόσταση f από την κωδική λέξη x, όπου f 
[image: image465.wmf]£

 d–1. Φανταζόμαστε ότι η x είναι η μεταδιδόμενη (αρχική) λέξη και y η λέξη που πήραμε τελικά. Δηλαδή έχουμε f λάθη κατά την μεταφορά. Επειδή d είναι η ελάχιστη απόσταση του C η λέξη y καταλαβαίνουμε αμέσως ότι δεν μπορεί να είναι κωδική λέξη. Δηλαδή, ο κώδικας C ανακαλύπτει d – 1 ή λιγότερα λάθη.

Αν τώρα το μήνυμα y έχει απόσταση e από την κωδική λέξη x και 2e + 1 
[image: image466.wmf]£

 d τότε δεν υπάρχει άλλη κωδική λέξη πιο κοντά στη y, διότι αν d(y, x1) 
[image: image467.wmf]£

 e για κάποια x1 τότε θα ίσχυε
d(x, x1) 
[image: image468.wmf]£

 d(x, y) + d(y, x1) 
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 e + e < d

άτοπο, διότι η ελάχιστη απόσταση του κώδικα C είναι d. Επομένως, υπάρχει μοναδική κοντινότερη λέξη του y και συνεπώς ο C διορθώνει e λάθη σ’ αυτήν την περίπτωση.

Ένα από τα βασικά προβλήματα στη θεωρία κωδίκων είναι να ελαχιστοποιηθούν τα λάθη αλλά χωρίς να μειωθεί υποχρεωτικά η αναλογία της πληροφορίας 
[image: image470.wmf]n
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Κεντρικό πρόβλημα της Θεωρίας Κωδίκων είναι το εξής:

Δίνονται d, n φυσικοί αριθμοί. Να υπολογιστεί ο μέγιστος αριθμός διανυσμάτων, έστω A(n, d), του διανυσματικού χώρου F
[image: image471.wmf]n

2

 τα οποία ανά δυο να έχουν απόσταση μεγαλύτερη ή ίση με d. Φυσικά, αν είναι δυνατόν να βρεθούν τα διανύσματα.

Ο επόμενος πίνακας μας δίνει κάποιες τιμές του A(n, d) για d = 3

	n
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	A(n, 3)
	2
	2
	4
	8
	16
	20
	40
	άγνωστος, μεταξύ 72 και 79


(7.15) Ορισμός Ένας κώδικας C ο οποίος διορθώνει την ύπαρξη t λαθών  θα λέγεται t-κώδικας διόρθωσης λαθών (t-error-correcting code), ενώ ένας κώδικας C που ανιχνεύει e λάθη θα λέγεται e-κώδικας ανίχνευσης λαθών (e-error-detecting code).

Έστω τώρα C κώδικας ως προς το Fq μήκους n με πλήθος κωδικών λέξεων M. Υποθέτουμε ότι ο κώδικας είναι ένας t-κώδικας διόρθωσης λαθών. Υπάρχουν 
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 διανύσματα του F
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 τα οποία να έχουν βάρος m στο Fq. Αν c 
[image: image474.wmf]Î

 C τότε μέσα στην σφαίρα St(c) υπάρχουν 1 + (q – 1)
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(7.16) Θεώρημα (Φράγμα του Hamming) Οι παράμετροι q, n, t, M ενός t-κώδικα διόρθωσης λαθών C ορισμένου στο σώμα Fq μήκους n με Μ κωδικές λέξεις ικανοποιούν την ανισότητα

Μ
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Αν όλα τα διανύσματα του F
[image: image478.wmf]n
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 είναι μέσα σε σφαίρες ακτίνας t κέντρου κωδικών λέξεων ενός (n, k)-γραμμικού κώδικα τότε παίρνουμε μια ειδική κατηγορία κωδίκων:

(7.17) Ορισμός Ένας t-κώδικας διόρθωσης λαθών ορισμένος στο σώμα Fq θα ονομάζεται τέλειος αν στο θεώρημα 7.16 ισχύει η ισότητα.

Αν ο C είναι κώδικας όπως αυτός του θεωρήματος 7.16 με dmin(C) = d = 2t + 1, τότε αν διαγράψουμε τα τελευταία d – 1 σύμβολα πάλι έχουμε έναν κώδικα με όλες τις κωδικές λέξεις διαφορετικές. Ο κώδικας που προκύπτει έχει μήκος n – d + 1, και παίρνουμε το

(7.18) Θεώρημα (Φράγμα του Singleton) Αν ένας κώδικας C 
[image: image479.wmf]Í

 F
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 έχει ελάχιστη απόσταση d, τότε |C| 
[image: image481.wmf]£

 qn – d + 1 ή αλλιώς k 
[image: image482.wmf]£

 n – d + 1.

(7.19) Ορισμός Ένας κώδικας C θα λέγεται διαχωρίσιμος μέγιστης απόστασης (maximum distance separable) ή πιο απλά κώδικας MDS αν στο θεώρημα 7.18 ισχύει η ισότητα.

(7.20) Παράδειγμα Έστω ο κώδικας

C =
[image: image483.wmf]{
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, 001011, 010101, 011110, 100110, 101101, 110011, 
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 F
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όπου dmin(C) = 3. Έχουμε επομένως, M = 8, q = 2, n = 6, d = 3, t = 1. Το φράγμα του Hamming δίνει την ανισότητα 8
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 26, δηλαδή 56 < 64. Αυτό σημαίνει ότι μόνο 64 – 56 = 8 λέξεις μήκους 6 στο F
[image: image488.wmf]6
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 βρίσκονται έξω από κάποια σφαίρα και δεν μπορούν να διορθωθούν σωστά (αυτό είναι προφανές και από το γεγονός ότι έχουμε 8 μη τεμνόμενες σφαίρες με 7 στοιχεία η κάθε μια). Ένα παράδειγμα μιας από τις 8 λέξεις που δεν μπορούν να διορθωθούν σωστά είναι η 111111 η  οποία έχει απόσταση μεγαλύτερη ή ίση του 2 από όλες τις κωδικές λέξεις. Το φράγμα του Singleton μας δίνει 8 
[image: image489.wmf]£

 24 = 16, άρα ο C δεν είναι MDS.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι τα σύμβολα ελέγχου μπορούν να προκύψουν από το k-μήνυμα  με τέτοιο τρόπο ώστε οι κωδικές λέξεις x να ικανοποιούν το σύστημα με γραμμικές εξισώσεις

HxT = 0,

όπου Η είναι ένας δοσμένος (n – k) 
[image: image490.wmf]´

 n πίνακας με στοιχεία από το σώμα Fq. H κανονική μορφή για τον Η είναι [Α | Ιn – k]  όπου Α ένας (n – k) 
[image: image491.wmf]´

 k πίνακας και Ιn–k ο (n – k) 
[image: image492.wmf]´

 (n – k) μοναδιαίος πίνακας.

Προκύπτει ο παρακάτω

(7.21) Ορισμός Έστω Η ένας (n – k) 
[image: image493.wmf]´

 n πίνακας με βαθμό n – k και στοιχεία από το σώμα Fq. Το σύνολο όλων των n-διάστατων διανυσμάτων x που ικανοποιούν την εξίσωση HxT = 0 ονομάζονται γραμμικός κώδικας C πάνω από το Fq με μήκος n. Ο πίνακας Η είναι ο πίνακας ελέγχου ισοτιμίας (parity-check matrix) του κώδικα.C ο οποίος ονομάζεται και γραμμικός (n, k)-κώδικας. Αν ο Η είναι στην μορφή [Α | Ιn – k]  τότε τα πρώτα k σύμβολα από την κωδική λέξη x είναι το αρχικό k-μήνυμα, ενώ τα υπόλοιπα n – k σύμβολα του x είναι τα σύμβολα ελέγχου. Ο C ονομάζεται επίσης συστηματικός γραμμικός (n, k)-κώδικας και τότε θεωρούμε ότι ο Η είναι στην κανονική μορφή. Αν q = 2 τότε ο C ονομάζεται δυαδικός κώδικας (binary code).

(7.22) Παρατήρηση Το σύνολο C των λύσεων x της HxT = 0 (ή αλλιώς ο μηδενόχωρος του H) είναι ένας υπόχωρος του διανυσματικού χώρου F
[image: image494.wmf]n

q

 με διάσταση k. Επειδή οι κωδικές λέξεις είναι προσθετική ομάδα, ο C ονομάζεται επίσης κώδικας-ομάδα.

(7.23) Παράδειγμα (Κώδικας Επανάληψης) Αν κάθε κωδική λέξη ενός κώδικα C αποτελείται από ένα μόνο σύμβολο a1 
[image: image495.wmf]Î

 Fq και τα υπόλοιπα n–1 σύμβολα ελέγχου x2 = … = xn είναι όλα ίσα με a1 (Το a1 επαναλαμβάνεται άλλες n–1 φορές) τότε λαμβάνουμε έναν δυαδικό (n, 1)-κώδικα με πίνακα ελέγχου ισοτιμίας

Η = 
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Υπάρχουν μόνο δύο κωδικές λέξεις σε αυτόν τον κώδικα. Οι λέξεις 00…0 και 11…1.

Στους κώδικες επανάληψης μπορούμε, φυσικά, να χρησιμοποιήσουμε κωδικές λέξεις με περισσότερα από ένα σύμβολα για το αρχικό μήνυμα. Αν για παράδειγμα μεταδώσουμε ένα μήνυμα μήκους k τρεις φορές και συγκρίνουμε τις αντίστοιχες «συντεταγμένες» 
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 της κωδικής λέξης
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τότε ποιο ήταν το k-μήνυμα που στάλθηκε το αποφασίζουμε με το «πλειοψηφικό σύστημα», δηλαδή αν 
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, τότε μάλλον έχει σταλεί το xi και όχι το 
[image: image508.wmf]i

k

2

x

+

. Είναι συχνά πάντως μη πρακτικό, δύσκολο ή πολύ δαπανηρό να στέλνουμε το αρχικό μήνυμα πάνω από μία φορά.

Είδαμε, ότι σε ένα συστηματικό κώδικα, ένα μήνυμα a = a1, …, ak κωδικοποιείται σε ένα κωδικό μήνυμα x = x1, …, xn με x1 = a1, x2 = a2, …, xk = ak. Οι εξισώσεις ελέγχου [Α | Ιn – k]xT = 0 δίνονται από το σύστημα
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από όπου παίρνουμε
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το οποίο γράφεται και στη μορφή

(x1, …, xn) = (a1, …, ak) [Ιk | –AT].

(7.24) Ορισμός Ο πίνακας G = [Ik | –AT] ονομάζεται (κανονικός) γεννήτορας πίνακας (ή κανονικός βασικός πίνακας ή πίνακας κωδικοποίησης) του γραμμικού (n, k)-κώδικα με πίνακα ελέγχου ισοτιμίας H = [Α | Ιn – k] στην κανονική μορφή.

Ισχύει: GHT = 0.

(7.25) Παραδείγματα
(1) Έστω G = 
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Ο γραμμικός (2,3)-κώδικας C 
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 αποτελείται από όλους τους συνδυασμούς των δυο γραμμών:
000, 101, 011, 110
Οι κωδικές λέξεις μπορούν να περιγραφούν σαν διανύσματα της μορφής uG, όπου u = 00, 01, 10, 11. Κάθε κωδική λέξη, διάφορη της μηδενικής, έχει βάρος ίσο με 2. Αυτό σημαίνει ότι ο κώδικας ανιχνεύει μέχρι 1 λάθος, αλλά δεν διορθώνει λάθη.

(2) Αν G = 
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Από τις τρεις γραμμές του πίνακα παίρνουμε τον (3, 6)-κώδικα C 
[image: image515.wmf]Í

 F
[image: image516.wmf]6
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 ο οποίος αποτελείται από 8 κωδικές λέξεις:
000000, 100110, 010101, 001011, 110011, 011110, 101101, 111000
Όπως και πριν κάθε κωδική λέξη x μπορεί να περιγραφεί σαν διανύσματα της μορφής x = uG, όπου u = u1u2u3 με ui 
[image: image517.wmf]Î

 F2.

Υπάρχουν τέσσερις κωδικές λέξεις βάρους 3, τρεις κωδικές λέξεις βάρους 4 και μια κωδική λέξη βάρους 0. Η ελάχιστη απόσταση του κώδικα είναι 3, επομένως ανακαλύπτει δύο λάθη και διορθώνει ένα λάθος.

(3) Αν G =
[image: image518.wmf]ú
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τότε ο κώδικας C 
[image: image519.wmf]Í

 F
[image: image520.wmf]12
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 αποτελείται από κωδικές λέξεις x όπου η κάθε μια μπορεί να περιγραφεί σαν διάνυσμα της μορφής x = uG, όπου u = u1u2u3u4u5u6 με ui 
[image: image521.wmf]Î

 F3.

Η ελάχιστη απόσταση του κώδικα είναι το πολύ 5, αφού υπάρχει ήδη γραμμή του πίνακα G βάρους 5. Μπορεί να αποδειχθεί ότι ο κώδικας έχει ελάχιστη απόσταση ακριβώς 5. Ο κώδικας αυτός ονομάζεται κώδικας Golay. 

Για περισσότερες πληροφορίες για τους κώδικες Golay παραπέμπουμε τον ενδιαφερόμενο αναγνώστη στο F. J. MacWilliams, N. J. A. Sloane, The Theory of Error-Correcting Code, North-Holland Mathematical Library, Sixth printing: 1988, κεφάλαιο 20.

(7.26) Θεώρημα Έστω G ο γεννήτορας πίνακας ενός γραμμικού κώδικα C. Τότε οι γραμμές του G σχηματίζουν μια βάση του C.

Απόδειξη Οι k γραμμές του πίνακα G είναι γραμμικώς ανεξάρτητες από τον ορισμό του γεννήτορα πίνακα ενός γραμμικού κώδικα. Αν r είναι ένα διάνυσμα-γραμμή του G τότε rHT = 0 άρα και ΗrT = 0 για κάθε r 
[image: image522.wmf]Î

 C. τώρα, dimC είναι η διάσταση του μηδενόχωρου του H, η οποία είναι n – rank(H) = k. Επομένως, οι k γραμμές του G σχηματίζουν μια βάση του C.
Ένας κώδικας μπορεί να έχει πολλούς πίνακες ελέγχου ισοδυναμίας και γεννήτορες πίνακες. Κάθε k 
[image: image523.wmf]´

 n πίνακας του οποίου ο χώρος γραμμών είναι ίσος με τον C μπορεί να είναι ο γεννήτορας πίνακας του C.
Αν ο «γεννήτορας πίνακας» H δεν είναι στην κανονική μορφή μπορούμε να τον μετατρέψουμε σε ένα πίνακα της μορφής [Ik | – AT] χωρίς να αλλάξουμε τον μηδενόχωρο του Η, δηλαδή τον κώδικα C. Μετά μετατρέπουμε τις συντεταγμένες για να σχηματίσουμε τον πίνακα 
[image: image524.wmf]H

¢

 ο οπoίος να είναι σε κανονική μορφή. Οι συντεταγμένες του κώδικα 
[image: image525.wmf]C
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 που αντιστοιχεί στον 
[image: image526.wmf]H
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 είναι «ισοδύναμος» με τον C με την ακόλουθη έννοια:

(7.27) Ορισμός Δύο κώδικες C και 
[image: image527.wmf]C

¢

 ίδιου μήκους n θα λέγονται ισοδύναμοι αν υπάρχει μια μετάθεση π του συνόλου {1, 2, …, n} τέτοια ώστε

(x1, …, xn) 
[image: image528.wmf]Î
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Έτσι, σχηματίζουμε τον γεννήτορα πίνακα 
[image: image531.wmf]G
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 του πίνακα 
[image: image532.wmf]C
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 και ύστερα εφαρμόζουμε την αντίστροφη μετάθεση π – 1 στις συντεταγμένες.

Ας αναφέρουμε έναν ορισμό που θα μας χρειαστεί σε επόμενη παράγραφο:

(7.28) Ορισμός Ένα γραμμικός κώδικας C μήκους n, διάστασης k και ελάχιστης απόστασης d θα ονομάζεται (n, k, d)-κώδικας.

Έστω τώρα, u = u1, …, un και v = v1, …, vn δύο διανύσματα του διανυσματικού χώρου F
[image: image533.wmf]n
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 και έστω 
[image: image534.wmf]×
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v = u1v1 + … + unvn να συμβολίζει το γινόμενο των u και v πάνω από τον F
[image: image535.wmf]n

q

. Αν 
[image: image536.wmf]×
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v = 0 τότε τα u και v θα λέγονται ορθογώνια.

(7.29) Ορισμός Έστω C ένας γραμμικός (n, k)-κώδικας ορισμένος στο σώμα Fq. Ο ορθογώνιος κώδικας 
[image: image537.wmf]^
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 του κώδικα C ορίζεται να είναι ο
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 = 
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 | uv = 0 για κάθε v
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Επειδή ο C είναι ένας k-διάστατος υπόχωρος του n-διάστατου διανυσματικού χώρου F
[image: image541.wmf]n
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 το ορθογώνιο συμπλήρωμα του C είναι διάστασης n – k και είναι ένας (n, n – k) κώδικας. Μπορεί να αποδειχτεί ότι αν ο κώδικας C έχει γεννήτορα τον πίνακα G και πίνακα ελέγχου ισοτιμίας Η τότε ο 
[image: image542.wmf]^

C

 έχει γεννήτορα πίνακα τον Η και πίνακα ελέγχου ισοτιμίας του G. Η ορθογωνιότητα των δύο κωδίκων μπορεί να εκφραστεί από τη σχέση GHT = HGT = 0. Τώρα θα συνοψίσουμε κάποιες απλές ιδιότητες των γραμμικών κωδίκων.

(7.30) Παρατήρηση Έστω mld(H) ο ελάχιστος αριθμός γραμμικά εξαρτημένων στηλών του Η. Επειδή οποιεσδήποτε rank(H) + 1 το πλήθος στήλες του Η είναι γραμμικά εξαρτημένες προφανώς ισχύει, mld(H) 
[image: image543.wmf]£

 rank(H) + 1 για κάθε πίνακα H.

(7.31) Θεώρημα Έστω Η ένας πίνακας ελέγχου ισοδυναμίας ενός (n, k, d)-κώδικα C με n > k. Τότε ισχύουν:

(i) dimC = k = n – rank(H)

(ii) d = mld(H)

(iii) d 
[image: image544.wmf]£

 n – k + 1.

Απόδειξη Το (i) είναι προφανές ενώ το (iii) προκύπτει από το (ii) και την προηγούμενη παρατήρηση. Για να αποδείξουμε το (ii) ας υποθέσουμε ότι ο Η έχει στήλες s1, …, sn. Παίρνουμε μια κωδική λέξη c = (c1, …, cn) 
[image: image545.wmf]Î

 C με βάρος w. Τότε επειδή

ΗcT = c1s1 + … cnsn
ισχύει ότι c1s1 + … cnsn = 0. Έχουμε επίσης ότι η c έχει μη-μηδενική συντεταγμένη σε w θέσεις επομένως κάποιες w, και μάλιστα όχι λιγότερες, στο πλήθος στήλες του Η είναι γραμμικά εξαρτημένες. Δηλαδή, mld(H) = w. Εφαρμόζοντας την πρόταση 7.11 έχουμε ότι ελάχιστη απόσταση d του κώδικα είναι ίση με to βάρος της c και το ζητούμενο.

Προκειμένου να επιβεβαιώσουμε την ύπαρξη γραμμικών (n, k)-κωδίκων με ελάχιστη απόσταση d πάνω από το Fq αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει (n – k) 
[image: image546.wmf]´

 n πίνακας Η με mld(H) = d.

Αναφέρουμε δύο θεωρήματα χωρίς απόδειξη

(7.32) Θεώρημα (Φράγμα των Gilbert – Varshamov)

Αν
qn – k > 
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τότε μπορούμε να κατασκευάσουμε έναν γραμμικό (n, k)-κώδικα ορισμένο στο σώμα Fq με ελάχιστη απόσταση μεγαλύτερη ή ίση από d. (Δες Rudolf Lidl - Gunter Pilz, Applied Abstract Algebra, Springer-Verlag 1998, κεφάλαιο 4, θεώρημα 17.14, σελίδα 196).

(7.33) Θεώρημα (Φράγμα του Plotkin) Αν υπάρχει ένας γραμμικός κώδικας μήκους n με M κωδικές λέξεις και ελάχιστη απόσταση d πάνω από το Fq τότε

d 
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(Δες Rudolf Lidl - Gunter Pilz, Applied Abstract Algebra, Springer-Verlag 1998, κεφάλαιο 4, θεώρημα 17.15, σελίδα 197).
Για να πετύχουμε καλύτερα αποτελέσματα μπορούμε να δημιουργήσουμε κώδικες (concatenated codes) συνδέοντας αλυσιδωτά δύο κώδικες με τον παρακάτω τρόπο:

Έστω C1 ένας (n1, k1, d1)-κώδικας και C2 ένας (n2, k2, d2)-κώδικας. Έστω ότι το μήνυμα που θέλουμε να στείλουμε είναι το α = α
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). Μέσω του C1 κωδικοποιώ το α στο c = c
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. Στη συνέχεια παίρνω κάθε ci και το κωδικοποιώ με την βοήθεια του κώδικα C2 στο yi = 
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. Επομένως, συνολικά το μήνυμα α που θέλουμε να στείλουμε κωδικοποιείται μέσω του κώδικα C, ο οποίος προκύπτει από την αλυσιδωτή σύνδεση των κωδίκων C1 και C2, στην κωδική λέξη c = 
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Ισχύει η ακόλουθη

(7.34) Πρόταση Η ελάχιστη απόσταση του κώδικα C, που περιγράψαμε παραπάνω, είναι τουλάχιστον d1
[image: image562.wmf]d

×

2.

Στη συνέχεια θα ανεφερθούμε στους λεγόμενους κυκλικούς κώδικες.

(7.35) Ορισμός Έστω C ένας γραμμικός (n, k)-κώδικας θα λέγεται κυκλικός αν ισχύει η ιδιότητα

(α0, α1, …, αn – 1) 
[image: image563.wmf]Î

 C 
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 (αn – 1, α0, α1, …, αn – 2) 
[image: image565.wmf]Î

 C
Η συνάρτηση Ζ: F
[image: image566.wmf]n
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 F
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 με τύπο Ζ(α0, α1, …, αn – 1) = (αn – 1, α0, α1, …, αn – 2) θα λέγεται κυκλική μετατόπιση.

(7.36) Παρατήρηση Μπορούμε να ταυτίσουμε το διάνυσμα (α0, α1, …, αn – 1) με το πολυώνυμο α0 +  α1Χ + … + αn – 1Χn – 1. Επίσης, ο Fq – δ.χ. F
[image: image569.wmf]n

q

= {(α0, α1, …, αn – 1), όπου α0, α1, …, αn – 1 
[image: image570.wmf]Î

 Fq} είναι δακτύλιος με τις πράξεις της πρόσθεση και του πολλαπλασιασμού κατά συντεταγμένες. Μπορώ να ταυτίσω το δακτύλιο F
[image: image571.wmf]n

q

με το δακτύλιο Wn =  
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 και το δακτύλιο Vn = { α0 +  α1Χ + … + αn – 1Χn – 1 | Χn = 1, α0, α1, …, αn – 1 
[image: image573.wmf]Î

 Fq}.

Τότε, ισχύει το εξής, ο γραμμικός κώδικας C 
[image: image574.wmf]£

 Vn είναι κυκλικός αν και μόνο αν ο C είναι ιδεώδες του δακτυλίου Vn.

(7.37) Θεώρημα Έστω C μη-μηδενικό ιδεώδες του Vn. Τότε υπάρχει μοναδικό πολυώνυμο g 
[image: image575.wmf]Î

 Vn τέτοιο ώστε
(i) Το g(Χ) να διαιρεί το Χn – 1 στο Fq[X].

(ii) C = <g(X)> = {g(X)h(X) | h(X) 
[image: image576.wmf]Î

 Fq[X]}.

(iii) g μονικό
Απόδειξη

Επειδή το C είναι μη-μηδενικό ιδεώδες έπεται ότι υπάρχουν μη-μηδενικά πολυώνυμα που ανήκουν στο C. Έστω g μονικό πολυώνυμο το οποίο ανήκει στο C και είναι ελάχιστου βαθμού. Θα αποδείξουμε ότι C = <g(X)> και ότι το g(Χ) διαιρεί το Χn – 1 στο Fq[X].

Έστω f 
[image: image577.wmf]Î

 C. Θα αποδείξουμε ότι είναι πολλαπλάσιο του g. Λόγω της Ευκλείδειας διαίρεσης, έχουμε: f = gπ + r για κάποια π, r 
[image: image578.wmf]Î

 Fq[X] με r = 0 ή deg r < deg g.
Αν r 
[image: image579.wmf]¹

 0 τότε r = f – g π 
[image: image580.wmf]Î

 C αφού C ιδεώδες και επομένως g π 
[image: image581.wmf]Î

 C. Όμως, r 
[image: image582.wmf]Î

 C έπεται ότι f = g π δηλαδή f  
[image: image583.wmf]Î

 <g> οπότε C 
[image: image584.wmf]£

 <g>.

Επίσης, επειδή το g ανήκει στο ιδεώδες C έπεται ότι gh 
[image: image585.wmf]Î

 C για κάθε h 
[image: image586.wmf]Î

 Fq[X] και επομένως, <g> 
[image: image587.wmf]£

 C. Συνδυάζοντας τα δύο τελευταία συμπεράσματα έχουμε C = <g>.

Εφαρμόζουμε Ευκλείδεια διαίρεση στο Χn – 1 και g(X):

Χn – 1 = g(X)π(X) + r(X) για κάποια π(X), r(X) 
[image: image588.wmf]Î

 Fq[X] με r = 0 ή deg r < deg g.

Παίρνουμε την τελευταία σχέση mod Χn – 1: 0 = 
[image: image589.wmf]r
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 συμβολίζουμε το κάθε πολυώνυμο mod Χn – 1. Επειδή degr < n και deg g < n έχουμε ότι: 0 = g
[image: image591.wmf]π

 + r. Αν r 
[image: image592.wmf]¹

 0 τότε έχουμε r = g (–
[image: image593.wmf]π

) 
[image: image594.wmf]Î

 C το οποίο είναι άτοπο, άρα r = 0 και Χn – 1 = gπ απ’ όπου προκύπτει ότι το g(Χ) διαιρεί το Χn – 1 στο Fq[X].

(
Συμπέρασμα Γνωρίζουμε όλους τους κυκλικούς κώδικες μήκους n αν γνωρίζουμε όλους τους διαιρέτες του Xn – 1 στο Fq[X].

(7.38) Ορισμός Το πολυώνυμο g θα λέγεται πολυώνυμο γεννήτορας του κυκλικού κώδικα C και τα στοιχεία του C θα λέγονται κωδικές λέξεις, κωδικά πολυώνυμα ή κωδικά διανύσματα.

Θέλουμε να φτιάξουμε κώδικα τύπου (n, k). Ψάχνουμε να βρούμε πολυώνυμο g(Χ) στο Fq[X] τέτοιο ώστε το g(Χ) να διαιρεί το Χn – 1 και m = deg g(X) = n – k. Υποθέτουμε ότι υπάρχει τέτοιο g(X) αλλιώς παίρνουμε κάποιο g(Χ) που  να διαιρεί το Χn – 1 με deg g(X) = m = n – k και φτιάχνουμε κώδικα (n, k) όπου k = n – m.

Η κωδικοποίηση γίνεται ως εξής: Το διάνυσμα v = (v0, v1, …, vk–1) το αντικαθιστούμε με τοπολυώνυμο v(X) = v0 + v1X + … + vk–1Xk–1, το πολλαπλασιάζουμε με το πολυώνυμο g(X) και το πολυώνυμο που βρίσκουμε το κάνουμε διάνυσμα.

Για παράδειγμα ας πάρουμε n = 6 και q = 2. Tότε Χn – 1 = X6 – 1 στο F2 [X]. Έστω
g = X3 – 1 = X3 + 1 το οποίο διαιρεί το Χ6 – 1. Ο κώδικας C = <g> είναι ένας (n, k) = (n, n – m) κώδικας. δηλαδή ένας (6, 3) κώδικας. Τότε έχουμε

000 
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 (0 + 0Χ + 0Χ2)(1 + Χ3) 
= 0 + 0Χ + 0Χ2 + 0Χ3 + 0Χ4 + 0Χ5
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 (1 + 0Χ + 0Χ2)(1 + Χ3) 
= 1 + Χ3
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 (1 + Χ)(1 + Χ3) 

= 1 + Χ + Χ3 + Χ4
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Για να δείξουμε πως γίνετε η αποκωδικοποίηση ας αρχίσουμε με ένα παράδειγμα. Έστω g = 1 + X2 + X3 το οποίο διαιρεί το Χ7 – 1 στο F2 [X]. Δηλαδή n = 7 και
m = deg(g) = 3. Επομένως, k = n – m = 7 – 3 = 4. Συνεπώς ο κυκλικός κώδικας
C = <g> είναι ένας (7, 4)-κώδικας.

Το μήνυμα α = 1010 αντιστοιχεί στο πολυώνυμο 1 + X2 και αν το πολλαπλασιάσουμε με g παίρνουμε (1 + X2)(1 + X2 + X3) = 1 + Χ2 + Χ2 + Χ4 + Χ3 + Χ5 =
1 + Χ3 + Χ4 + Χ5. Οπότε το μήνυμα κωδικοποιείται στο 1001110.

Ας υποθέσουμε ότι το μήνυμα που πήραμε είναι το ω = 1100001 το οποίο αντιστοιχεί στο πολυώνυμο 1 + Χ + Χ6. Διαιρούμε το πολυώνυμο με το πολυώνυμο g και βρίσκουμε ότι: 1 + Χ + Χ6 = g (X + X2 + X3) + (X2 + 1). Το γεγονός ότι στη διαίρεση εμφανίζεται υπόλοιπο, σημαίνει ότι το ω δεν είναι κωδική λέξη, άρα θα πρέπει να διορθωθεί.

(7.39) Αλγόριθμος αποκωδικοποίησης

Έστω C = <g> ένας κυκλικός (n, k)-κώδικας t-διόρθωσης λαθών.

(i) Διαιρούμε το μήνυμα ω, που πήραμε με το g και βρίσκουμε υπόλοιπο r.

(ii) Για 0 
[image: image611.wmf]£
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 n – 1 υπολογίζουμε το Si = Xi r (mod g) μέχρι να βρούμε κάποιο Sj τέτοιο ώστε w(Sj) 
[image: image613.wmf]£

 t. Τότε το Xn – j Sj mod (Xn – 1) είναι το πιο πιθανό λάθος.

(7.40) Παράδειγμα Έστω n = 15 και g = 1 + X4 + X6 + X7 + X8 ορισμένο στο F2[X]. Αφού m = deg(g) = 8 έπεται ότι k = 15 – 8 = 7 και ότι ο κωδικας C = <g> είναι ένας (15, 7)-κώδικας. Αποδεικνύεται ότι η ελάχιστη απόσταση του κώδικα είναι
d = dmin(C) = 5. Επομένως ο κώδικας διορθώνει t = 
[image: image614.wmf]ú
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 = 2 λάθη. Υποθέτουμε ότι πήραμε το διάνυσμα v = 100111000000000. Το πολυώνυμο που αντιστοιχεί στο v είναι το u = 1 + X3 + X4 + X5. Επειδή deg u < deg g = 8, δεν χρειάζεται να διαιρέσω το u με g διότι u = g
[image: image615.wmf]0

×

 + u. Οπότε r = u ενώ το βάρος του διανύσματος v είναι
w(v) = 4 > 2 = t. Έχουμε:

S1 = X
[image: image616.wmf]r

×

 = X (1 + X3 + X4 + X5) = Χ + X4 + X5 + X6 οπότε w(S1) = 4 > 2 = t.

S2 = X2
[image: image617.wmf]r

×

 = X2 (1 + X3 + X4 + X5) = Χ2 + X5 + X6 + X7 οπότε w(S2) = 4 > 2 = t.

S3 = X3
[image: image618.wmf]r

×

 = X3 (1 + X3 + X4 + X5) = Χ3 + X6 + X7 + X8 (mod g) =
 Χ3 + X6 + X7 + X6 + X7 + X4 +1 (mod g) = 1 + X3 + X4 οπότε w(S3) = 3 > 2 = t.

S4 = X4
[image: image619.wmf]r

×

 = X S3 = X + X4 + X5 οπότε w(S4) = 3 > 2 = t.

S5 = X5
[image: image620.wmf]r

×

 = X S4 = X2 + X5 + X6 οπότε w(S5) = 3 > 2 = t.

S6 = X6
[image: image621.wmf]r

×

 = X S5 = X3 + X6 + X7 οπότε w(S6) = 3 > 2 = t.

S7 = X7
[image: image622.wmf]r

×

 = X S6 = X4 + X7 + X8 (mod g) = Χ4 + X7 + X7 + X6 + X4 +1 (mod g) =
1 + X6 οπότε w(S7) = 2 
[image: image623.wmf]£

 t.

Επομένως, το Χ15 – 7 S7 = X8 S7 = X8 (X6 + 1) = X14 + X8 mod (X15 – 1) είναι το πιο πιθανό λάθος. Οπότε, αποκωδικοποιούμε στο f = u + X14 + X8 = 1 + X3 + X4 + X5 + X14 + X8. Δηλαδή μας στάλθηκε η κωδική λέξη: 100111001000001 και το μήνυμα που μας στάλθηκε ήταν το f / g = 1 + X3 + X5 + X6 δηλαδή το 1001011.
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