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                          Στην οικογένειά µου 



 
Πρώτοι αριθµοί της µορφης   x2+ny2 

 
     Πολλές φορές σαν εφαρµογή της θεωρίας των δακτυλίων αποδεικνύεται ότι ένας περιττός πρώτος 
αριθµός  p  γράφεται στην µορφή  p=x2+y2  για κάποιους ακέραιους αριθµούς x,y  αν και µόνο αν  
p≡1(mod4). Η εφαρµογή αυτή καθώς και ανάλογες προτάσεις του Fermat για πρώτους αριθµούς που 
γράφονται στις µορφές  x2+2y2 , x2+3y2 , δίνουν το έναυσµα για την µελέτη των πρώτων αριθµών που 
παρίστανται από τετραγωνικές µορφές  
( δηλαδή  των πρώτων αριθµών που γράφονται στην µορφή  ax2+bxy+cy2 ,a,b,c∈ Z για κάποιους 
ακέραιους αριθµούς x,y ). 
    Σκοπός αυτής της εργασίας είναι να χαρακτηριστούν οι περιττοί πρώτοι αριθµοί που παρίστανται από 
τις τετραγωνικές µορφές  x2+ny2 , n∈ N.  Για τον σκοπό αυτό θα ''επιστρατευθούν'' δύο πολύ σηµαντικοί 
κλάδοι της θεωρίας αριθµών :  η  class field theory  και η θεωρία του µιγαδικού πολλαπλασιασµού. Η 
κατανοµή των κεφαλαίων περιγράφεται αναλυτικά παρακάτω. 
    Στο πρώτο κεφάλαιο γίνονται στοιχειώδεις προσεγγίσεις του προβλήµατος από την µία µέσω της 
γενικής θεωρίας γένους τετραγωνικών µορφών  και από την άλλη µέσω των συµβόλων Legendre.  Όπως 
θα διαπιστώσει ο αναγνώστης , δουλεύοντας µε τέτοια στοιχειώδη εργαλεία µπορούµε να χρακτηρίσουµε 
πρώτους αριθµούς της µορφής  x2+ny2  για ορισµένα µόνο n∈ N.  Καθίσταται λοιπόν αναγκαία η µελέτη 
του προβλήµατος από µια πιο προχωρηµένη σκοπιά , κάτι που πραγµατοποιείται στο δεύτερο κεφάλαιο.  
Πιο συγκεκριµένα , µετά από σύντοµη  υπενθύµηση ορισµών και θεωρηµάτων από την στοιχειώδη 
αλγεβρική θεωρία αριθµών και την θεωρία των moduli , γίνεται εκτενής παρουσίαση της θεωρίας των 
τάξεων τετραγωνικών σωµάτων αριθµών καθώς και των ιδιοτήτων τους. (Στο σηµείο αυτό θα αποδειχθεί 
η ισοµορφία µεταξύ της οµάδας κλάσεων τετραγωνικών µορφών και της οµάδας κλάσεων τάξης για 
αρνητική διακρίνουσα , αποτέλεσµα  που συνδέει την θεωρία τετραγωνικών µορφών και την θεωρία 
τάξεων.).  Στην συνέχεια , αφού γίνει αναφορά στην class field theory και στο θεώρηµα  
πυκνότητας του Ceboterev , ορίζεται η έννοια του  ring class field τάξης και αποδεικνύεται το ακόλουθο 
θεώρηµα  
 

       ΘΕΩΡΗΜΑ :      Έστω n∈ N και έστω Κ=Q( - n ). Υπάρχει ανάγωγο µονικό πολυώνυµο fn(x)  
                                   βαθµού h(-4n) ώστε για κάθε περιττό πρώτο αριθµό p που δεν διαιρεί την  
                                   διακρίνουσα του fn να ισχύει η παρακάτω ιδοδυναµία : 

                                   " ∃ x,y∈ Z : p=x2+ny2 " ↔ " - n
p

�

�
�

�

�
�

2
=1  και η  fn(x)≡0(modp) έχει λύση στο Z "   

                                         Επίσης σαν fn µπορεί να εκλεγεί οποιοδήποτε ανάγωγο πολυώνυµο πανω 
από  
                                   το Q  πραγµατικού αλγεβρικού ακεραίου α , ώστε το K(α) να είναι το ring class 
field  
                                   της τάξης  Z[ - n ]  του τετραγωνικού φανταστικού σώµατος Κ. 
                                         Τέλος , αν f(x) είναι µονικό πολυώνυµο βαθµού h(-4n) του Z[x] ώστε η πιο 
πάνω 
                                   ισοδυναµία να ικανοποιείται για κάθε p περιττό πρώτο που δεν διαιρεί την 
διακρίνουσα  
                                   του  f , τότε το f είναι ανάγωγο πολυώνυµο πάνω από το Κ και είναι το  ανάγωγο  
                                   πολυώνυµο πάνω από το Κ κάποιου στοιχείου  b ώστε το Κ(b) να είναι το  ring 
class  
                                   field της τάξης  Z[ - n ] του Κ. 

 
Το κεφάλαιο 2  κλείνει εφαρµόζοντας το παραπάνω θεώρηµα για τον χαρακτηρισµό πρώτων αριθµών 
των µορφών x2+14y2 , x2+27y2  και x2+64y2.  



      Το κεφάλαιο  3  ασχολείται  µε το  υπολογιστικό µέρος του προβλήµατος και ο σκοπός του είναι να 
χαρακτηρίσει όσο το δυνατόν πιο ''εύχρηστα'' τα ring class fields ώστε να είναι εύκολη υπολογιστικά η 
εφαρµογή του θεωρήµατος  που αναφέρθηκε παραπάνω .  Συγκεκριµένα , στην  §1  χρησιµοποιώντας την 
℘  - συνάρτηση του Weierstrass ορίζεται η  j - αναλλοίωτη ενός lattice.  Στην  §2  ορίζεται η modular 
εξίσωση και γίνεται λεπτοµερής µελέτη των ιδιοτήτων της.  Στην  §3 , που είναι και η πιο ουσιαστική 
παράγραφος του κεφαλαίου 3 , χρησιµοποιώντας την modular εξίσωση , χαρακτηρίζονται τα ring class 
fields τάξης µέσω της  j - αναλλοίωτης.  Τέλος στην  §4  αποδεικνύεται βελτιωµένη έκδοση του θεωρήµατος 
(θεώρηµα 3.4.1.3) στην οποία έχουν επισυναφθεί οι πληροφορίες της  §3  που αφορούν τον υπολογισµό των 
ring class fields.   
     Το τελικό θεώρηµα  (θεώρηµα 3.4.1.3)  από υπολογιστικής άποψης µπορεί να µην είναι ιδανικό , όµως η 
αξία του βρίσκεται στο γεγονός ότι συνδέει την class field theory και την θεωρία του µιγαδικού 
πολλαπλασιασµού για να δώσει απάντηση στο στοιχειώδες ερώτηµα της παράστασης πρώτων αριθµών από 
τις µορφές  x2+ny2 , n∈ N. 
     Ευχαριστώ τον καθηγητή κ. Γιάννη Αντωνιάδη για την πολύτιµη βοήθεια που µου παρείχε στην 
προσπάθεια µου να γνωρίσω ένα όµορφο κλάδο των µαθηµατικών καθώς επίσης και για την καθοδήγηση 
του σε όλη την διάρκεια συγγραφής αυτής της εργασίας. Ευχαριστώ επίσης τους γονείς µου που µε την 
συµπαράσταση και την υποµονή του δηµιούργησαν ευνοϊκές συνθήκες για τις σπουδές µου. 

Γιώργος Ε. Συλλιγάρδος 
Ηράκλειο 23/ 12/ 1996 
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ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
& 

ΣΥΜΒΟΛΑ LEGENDRE



                                                                                           1 

 
§1   ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΕΙΣ ΑΠΟ ΤΗΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆Η ΘΕΩΡΙΑ 

        ΑΡΙΘΜΩΝ   
              

1.1.1 ΣΥΜΒΟΛΑ LEGENDRE ΚΑΙ JACOBI    
 
 
 

1.1.1.1 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Έστω p  περιττός πρώτος και m ένας ακέραιος. Ορίζουµε το 
τετραγωνικό σύµβολο 

του Legendre  m
p

�

�
�

�

�
�

2
ως εξής  

• Αν p|m τότε m
p

�

�
�

�

�
�

2
= 0 

• Αν (m,p)=1 και υπάρχει x∈∈∈∈ Z µε  x2≡≡≡≡1(modp)   , τότε m
p

�

�
�

�

�
�

2
=1 

• Αν (m,p)=1 και δεν υπάρχει x∈∈∈∈ Z µε  x2≡≡≡≡1(modp)   τότε 
m
p
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�
�
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�
�

2
= -1 

 
 

1.1.1.2 ΠΡΟΤΑΣΗ :   

I.   ∀∀∀∀ a∈∈∈∈ Z   ,        a
p 1

2
−

≡  
a
p
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2
( )modp  

II.         ∀∀∀∀ p,q∈∈∈∈ PPPP*  p
q
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III.       ∀∀∀∀ p∈∈∈∈ PPPP*     −�
�
�

�

�
�

1
p 2
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IV.       ∀∀∀∀ p∈∈∈∈ PPPP*  , ∀∀∀∀ m,n∈∈∈∈ Z  m
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V.        ∀∀∀∀ p∈∈∈∈ PPPP*   2
p
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VI.      Αν m ≡ n(modp) τότε , m
p

n
p
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1.1.1.3 ΟΡΙΣΜΟΣ   Έστω m>0  περιττός ακέραιος και Μ ∈ Ζ µε (Μ,m)=1 .Έστω επίσης 
m=p1p2�ps     

                η ανάλυση του m σε πρώτους αριθµούς.Ορίζουµε το γενικευµένο 
σύµβολο               

                              του Legendre  (σύµβολο   Jacobi) ως εξής : 
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                            M
m :

M
p2 ii 1

s
�
�
�

�
�
� =

�

�
�

�

�
�

=
∏

2

 

 
 
 
 
 

1.1.1.4 ΛΗΜΜΑ   Αν α1,α2,�,αν είναι ακέραιοι περιττοί αριθµοί , τότε τα ακόλουθα 
είναι  ισοδύναµα :    

 
I. α1+α2+�+αν≡≡≡≡ν(mod4)↔↔↔↔α1α2�αν≡≡≡≡1(mod4) 
II. (α1α2�αν)2≡≡≡≡1(mod16)↔↔↔↔α1

2+α2
2+�+αν2≡≡≡≡ν(mod16) 

 
 

1.1.1.5 ΠΡΟΤΑΣΗ     
I.    Αν Μ,Ν,m ακέραιοι και Μ≡≡≡≡Ν(modm) τότε M

m
N
m

�
�
�

�
�
� = �

�
�

�
�
�

2 2
 

II.    Αν Μ,Ν,m ακέραιοι τότε MN
m

M
m

N
m

�
�
�

�
�
� = �

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

2 2 2
 

III.   Αν Μ,N,m,n  ακέραιοι M
mn

M
m

M
n

�
�
�

�
�
� = �

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

2 2 2
 

IV.   Αν    Μ,m φυσικοί αριθµοί περιττοί  και (Μ,m)=1 τότε 
M
m ( 1)

m
M

M 1
2

m 1
2�

�
�

�

�
� = −

�

�
�

�

�
�

−
⋅

−

2 2
 

V.    (α).   Αν   m ακέραιος αριθµός , τότε −�
�
�

�

�
� = −

−1
m ( 1)

m 1
2

2
  

   (β).   Αν   m ακέραιος αριθµός , τότε 2
m

( 1)
m 1

2

2

�
�
�

�
�
� = −

−

2
  

VI.    Αν D,m,n ακέραιoι  µε D 0,1(mod4)≡  και m n(modD)≡  τότε D
m

D
n

�
�
�

�
�
� = �

�
�

�
�
�

2 2
                     

VII.  Aν  Μ,m ακέραιοι  και η ισοτιµία x M(m)2 ≡ έχει λύση , τότε M
m

1�
�
�

�
�
� =

2
 

 
 

   
1.1.1.6 ΠΡΟΤΑΣΗ  Αν D ακέραιος διάφορος του µηδενός και  D 0,1(mod4)≡ , τότε 
υπάρχει µοναδικός    
                             οµοµορφισµός χχχχ: ZD

* →→→→ {±±±±1}  µε την ιδιότητα  

                           χχχχ( [p]D ) =  D
p

�

�
�

�

�
�

2
 για κάθε p περιττό πρώτο αριθµό µε  p| D/   

                             Επίσης   χχχχ( [-1]D ) =  
+1 ,   D > 0
1 ,   D < 0

αναναναν    
αναναναν−

�
�
�

�
�
�

  και ακόµα [ZD
*: kerχχχχ]=2 

                             (Βλ. λήµµα 1.14  σελ.16  [Cox]). 
 
 
1,1,1,7 ΠΟΡΙΣΜΑ  Έστω p περιττός πρώτος και n∈∈∈∈ Z-{0} µε p| n/ . Αν χχχχ: Z-4n

* →→→→ {±±±±1} 
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                             ο  οµοµορφισµός της πρότασης 1.1.6 , τότε τα ακόλουθα είναι 
ισοδύναµα  

 
I. p|x2+ny2 για κάποιους ακεραίους x,y µε (x,y)=1 

II. −�
�
�

�

�
� =n

p
1

2
 

III.[p]D∈∈∈∈ kerχχχχ 
 
1.1.1.8 ΠΡΟΤΑΣΗ   Αν p,q περιττοί πρώτοι , τότε p

q
1 p b (mod4q)2�

�
�

�

�
� = ↔ ≡ ±

2
,  για 

κάποιον b περιττό  
 πρώτο. 
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§2   TETΡΑΓΩΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
 
 
1.2.1 ΓΕΝΙΚΑ ΓΙΑ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 

 
 
1.2.1.1 ΟΡΙΣΜΟΣ  : Ένα πολυώνυµο δυο µεταβλητών f(x,y) του Ζ[x,y] της µορφής 
f(x,y)=Αx2+Bxy+Cy2 
                                 θα λέγεται  τετραγωνική µορφή . Αν επιπλέον ισχύει ΜΚ∆(Α,Β,C)=1 , τότε η 
f  
                                 λέγεται πρωταρχική (primitive) 
 
 
1.2.1.2 ΟΡΙΣΜΟΣ :  ∆ύο τετραγωνικές µορφές f,g  θα λέγονται ισοδύναµες αν και µόνο αν 
υπάρχει 

                              πίνακας  M
a b
c d

M ( )2x2=
�

�
�

�

�
� ∈ Z   µε det(M) 1= ±  ώστε , για 

                               u
v

a b
c d

x
y

�

�
�
�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�  µε u,v,x,y ακεραίους , να ισχύει f(x,y)=g(u,v) 

• Aν det(M)=1 , oι f,g θα λέγονται κανονικά ισοδύναµες(properly equivalent) 
• Αν det(M)=-1 , οι f,g θα λέγονται αντικανονικά ισοδύναµες(improperly 

equivalent) 
                                              

 

1.2.1.3 ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Η ισοδυναµία και η κανονική ισοδυναµία ορίζουν σχέσεις ισοδυναµίας στο 
σύνολο 

                                 των τετραγωνικών µορφών . Οι κλάσεις ισοδυνάµων τετραγωνικών 
µορφών που 
                                 ορίζουν η ισοδυναµία και η κανονική ισοδυναµία θα λέγονται Langrangian-
κλάσεις 
                                 και κλάσεις αντίστοιχα. 
 
 
1.2.1.4 ΟΡΙΣΜΟΣ  : Έστω f µια τετραγωνική µορφή και m ένας ακέραιος. Αν υπάρχουν κ,λ 
ακέραιοι 

  ώστε m=f(κ,λ) τότε λέµε ότι ο m παρίσταται ( ή αναπαρίσταται ) από την µορφή 
  f  . Αν επιπλέον (κ,λ)=1 τότε λέµε ότι ο m παρίσταται κανονικά από την f.  
  Αν υπάρχουν κ,λ,n ακέραιοι ώστε m ≡ f(κ,λ)(modn) , θα λέµε ότι ο m παρίσταται  
  modulo n από την f. Τέλος , θα λέµε ότι ένα σύνολο παρίσταται (παρίσταται  
  κανονικά, παρίσταται modulo n) από την f αν κάθε στοιχείο του παρίσταται 
  (παρίσταται κανονικά, παρίσταται modulo n) από την f. 
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1.2.1.5 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  :  Έστω f(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2 µία τετραγωνική µορφή και u
v

a b
c d

x
y

�

�
�
�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�  

µε                                                                                                                    
a,b,c,d ακεραίους τότε f(u,v)=f(a,c)x2+(2Aab+B(ad+cb)+C2cd)xy+f(b,d)y2 

  
 
 
 

1.2.1.6 ΠΟΡΙΣΜΑ :  Aν f,g είναι µορφές ισοδύναµες και η g είναι πρωταρχική , τότε και η f είναι  
                                πρωταρχική. 
                                                                             ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                 Η απόδειξη στηρίζεται σε απλή εφαρµογή της σχέσης της παρατήρησης 1.2.1.5 και 
αφήνεται ώς  
                 άσκηση.                  
 

 
 
 
 
 

1.2.1.7 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Αν M
a b
c d

M ( )2x2=
�

�
�

�

�
� ∈ Z  και u

v
a b
c d

x
y

�

�
�
�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�  µε (u,v)=1 , τότε και (χ,y)=1 . 

                                       Άρα κάθε αριθµός παρίσταται κανονικά από µιά τετραγωνική µορφή αν 
και 
                                       µόνο αν παρίσταται κανονικά από κάθε ισοδύναµη της µορφή . 
  
 
1.2.1.8 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Αν ο ακέραιος m παρίσταται από την µορφή f , τότε ο m γράφεται 
m=d2m/  , 
                                       όπου m/ παρίσταται κανονικά από την f. 
 
 
1.2.1.9 ΠΡΟΤΑΣΗ :     Μιά µορφή f αναπαριστά κανονικά ένα ακέραιο m αν και µόνο αν η f 
είναι  
                                     κανονικά ισοδύναµη µε µια τετραγωνική µορφή g(x,y) της µορφής : 
                                                    g(x,y)=mx2+bxy+cy2  , για κάποιους ακεραίους b,c. 
                                                                              ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
  
                 ( )→   Έστω k,l ακέραιοι µε (k,l)=1 και f(k,l)=m .Aφού (k,-l)=1 , θα υπάρχουν s,r ακέραιοι 
ώστε 

                            ks-lr=1 .Άρα det
k r
l s

1
�

�
�

�

�
� =  .Θέτουµε u

v
k r
l s

x
y

�

�
�
�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

�
� , οπότε από την παρατήρηση  

2.1.5  έχουµε οτι f(u,v)=f(k,l)x2+Txy+Ly2 ,για κάποιoυς ακεραίους T και L και συνεπώς  
για g(x,y)=mx2+Txy+Ly2  έχουµε f(u,v)=g(x,y). 
 

                 ( )←  Αν η f είναι κανονικά ισοδύναµη µε µια τετραγωνική µορφή g της µορφής       
                           g(x,y)=mx2+bxy+cy2 , τότε επειδή g(1,0)=m και επειδή ισοδύναµες µορφές 
παριστούν  
                           κανονικά τους ίδιους αριθµούς , θα έχoυµε ότι ο m παρίσταται κανονικά από την f. 
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1.2.1.10  ΟΡΙΣΜΟΣ :  ∆ιακρίνουσα µιας τετραγωνικής µορφής f(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2 λέγεται ο 
αριθµός 

                                  B2-4AC και συµβολίζεται µε Df. 
 
 
1.2.1.11  ΠΡΟΤΑΣΗ  : Για κάθε ακέραιο αριθµό D  µε D 0,1(mod4)≡  υπάρχει πρωταρχική µορφή µε 
                                   διακρίνουσα D. 
                                                                             AΠΟ∆ΕΙΞΗ 

    Θεωρούµε την µορφή  22 y
4
Dx −  , αν D 0(mod4)≡     και  την µορφή x xy 1 D

4
y2 2+ + −   αν D 1(mod4)≡  

 
 
1.2.1.12  OΡΙΣΜΟΣ : Κάθε ακέραιος D µε D≡≡≡≡0,1(mod4) θα λέγεται διακρίνουσα.     

 

1.2.1.13 ΠΡΟΤΑΣΗ :  Έστω f,g τετραγωνικές µορφές και M
a b
c d

M (Z)2x2=
�

�
�

�

�
� ∈ . Aν για   

u
v

a b
c d

x
y

�

�
�

�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

�
�  

                                     ισχύει f(x,y)=g(u,v)=g(ax+by,cx+dy) , τότε Df=det(M)2·Dg 
 
                                                                            AΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                                                                        Εύκολες πράξεις 
 
 
1.2.1.14 ΠΟΡΙΣΜΑ :  Ισοδύναµες µορφές έχουν την ίδια διακρίνουσα 

 
                                                                                

 
1.2.1.15 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν f(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2 µια τετραγωνική µορφή τότε 4Αf(x,y)=(2Ax+By)2-
Dfy2  
                                                                              ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                                                                        Εύκολες πράξεις 
            
 
1.2.1.16 ΠΡΟΤΑΣΗ :  Αν f(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2 µια τετραγωνική µορφή , τότε : 

(i)   Av Df>0  τότε η f παριστά και θετικούς και αρνητικούς ακεραίους 
(ii)  Αν Df<0  τότε 

• Αν Α>0 , τότε η f παριστά µόνο θετικούς ακέραιους ( για x,y≠≠≠≠0 ) 
• Αν Α<0 , τότε η f παριστά µόνο αρνητικούς ακεραίους ( για x,y≠≠≠≠0 ) 
 
                           ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

                      Η πρόταση είναι προφανής συνέπεια της πρότασης 1.2.1.15 
 
                       

1.2.1.17 ΟΡΙΣΜΟΣ :  (I)   Μια τετραγωνική µορφή που παριστά µόνο µη αρνητικούς ακέραιους 
λέγεται  
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                                         θετικά ορισµένη (positive definite) 
(ii)  Μια τετραγωνική µορφή που παριστά µόνο µη θετικούς ακεραίους λέγεται 
      αρνητικά ορισµένη (negative definite) 

  (iii)   Για ακέραιο αριθµό D  µε D≡≡≡≡0,1(mod4) θα συµβολίζουµε µε F(D) το σύνολο  
          όλων των τετραγωνικών µορφών διακρίνουσας D και µε Fpd(D) το σύνολο  
          των πρωταρχικών θετικά ορισµένων µορφών διακρίνουσας D 

 
 

 
1.2.1.18 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ :  (I) Αν µια τετραγωνική µορφή είναι θετικά (αρνητικά) ορισµένη  , 
                                                 τότε και κάθε ισοδύναµη της µορφή θα είναι θετικά (αρνητικά) 
ορισµένη  
                                              (ii)   Aν f(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2 µια τετραγωνική µορφή τότε για                 

                                                     M
A B

2
B

2 Cf =
�

�

�
�

�

�

�
�
 ισχύει ( )f(x,y) x y M

x
yf=
�

�
�

�

�
� , οπότε µια µορφή  

                                                      είναι θετικά (αρνητικά) ορισµένη αν και µόνο αν ο πίνακας Μf 
είναι  
                                                      θετικα (αρνητικά) ορισµένος. 
 
1.2.1.19 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ :   Αν f(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2 µια τετραγωνική µορφή τότε Df≡≡≡≡0,1(mod4) 
 
 
1.2.1.20 ΠΡΟΤΑΣΗ :  Αν D ακέραιος αριθµός µε D≡≡≡≡0,1(mod4) και m ακέραιος περιττός µε 
(m,D)=1 
                                   τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα :  

           (i).   Ο m παρίσταται κανονικά από µια πρωταρχική µορφή διακρίνουσας D. 
                                    (ii).   O m παρίσταται κανονικά από µια µορφή διακρίνουσας D. 
                                        (iii).  O D είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modulo m 

    Στην περίπτωση που ο m δεν είναι απαραίτητα περιττός ,  
    ισχύει η συνεπαγωγή   (ii) →→→→ (iii) 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

(i) (ii)→    Προφανές 
(ii) (iii)→   Έστω f(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2 τετραγωνική µορφή µε  m=f(k,l) για k,l∈ Z . Από την πρόταση 

 1.2.1.9 έχουµε ότι υπάρχουν ακέραιοι Τ,L ώστε η f να είναι κανονικά ισοδύναµη µε την 
µορφή 
 g(x,y)=mx2 +Txy+Ly2 . Έπειδή οι f,g είναι ισοδύναµες θα έχουµε Df =Dg=T2-4mL . Άρα  
 Df≡T2(modm)  οπότε D=Df≡T2(modm). ∆ηλαδή ο D είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modulo 
m 
 ( Όπως είναι φανερό η παραπάνω απόδειξη ισχύει για κάθε ακέραιο m. ) 

 
(iii) (i)→    Έστω ότι ο D είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modulo m . Άρα υπάρχει B∈ Z ώστε 

                   D≡B2(modm). Θα αποδείξoυµε ότι µπορούµε  , χωρίς περιορισµό της γενικότητας , 
                   να υπoθέσουµε ότι D≡B2(mod4). Πράγµατι : 

• Aν  Β=περιττός και D≡1(mod4) τότε το ζητούµενο είναι προφανές 
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• Αν  Β=περιττός και D≡0(mod4) , τότε Β+m=άρτιος και έτσι  
(B+m)2≡0≡D(mod4) Εξάλλου (B+m)2≡B2≡D(modm) άρα µπορούµε να 
βάλλουµε στην θέση  

του Β το Β+m 
• Αν  Β=άρτιος και D≡0(mod4) τότε το ζητούµενο είναι προφανές 
• Αν  Β=άρτιος και D≡1(mod4) τότε Β+m=περιττός και (B+m)2≡D(mod4) 
Επίσης (B+m)2≡B2≡D(modm). 

Έτσι αφού m=περιττός θα έχουµε D≡B2(mod4m),  άρα υπάρχει C∈ Z ώστε D=B2-4mC 
Συνεπώς η τετραγωνική µορφή f(x,y)=mx2+Bxy+Cy2 έχει διακρίνουσα Df=D και παριστά  
κανονικά τον m (βλ. Προταση 1.2.1.9) . Επίσης η f είναι πρωταρχική αφού (m,D)=1 άρα 
(m,B)=1 οπότε και MK∆(m,B,C)=1 

 
  

1.2.1.21 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν D ακέραιος µε D≡≡≡≡0,1(mod4) , D<0 και p περιττός πρώτος αριθµός µε 
p /| D      

                                  τότε   D
p

1�

�
�

�

�
� =

2

 αν και µόνο αν ο p παρίσταται κανονικά από πρωταρχική 

θετικά  
                                  ορισµένη µορφή διακρίνουσας D 
                                                                              AΠΟ∆ΕΙΞΗ 

    Εξ� ορισµού έχουµε οτι D
p

1�

�
�

�

�
� =

2

 αν και µόνο αν ο D είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modulo p . 

Έτσι , η 
    πρόταση 1.2.1.20 δίνει ότι  D

p
1�

�
�

�

�
� =

2

αν και µόνο αν ο p παρίσταται από πρωταρχική µορφή 

διακρίνουσας 
D.  Όµως D<0 και έτσι αφού η εν λόγω µορφή παριστά τουλάχιστον ένα θετικό ακέραιο (τον p 

),  
η πρόταση 1.2.1.16 µας δίνει ότι η µορφή είναι θετικά ορισµένη. 

 
 
 

1.2.1.22 ΠΟΡΙΣΜΑ :   Aν n είναι ένας φυσικός και p περιττός πρώτος µε p /| n τότε −�
�
�

�

�
� =

n
p

1
2

 αν 

και  
    µόνο αν ο p παρίσταται απο µια πρωταρχική θετικά ορισµένη µορφή        
    διακρίνουσας -4n. 

 AΠΟ∆ΕΙΞΗ 
Για D=-4n<0 έχουµε  −�

�
�

�

�
� = ↔ −�

�
�

�

�
� = ↔

�

�
�

�

�
� =n

p
1 4n

p
1 D

p
1

2 2 2
  . Το ζητούµενο είναι τώρα προφανές  

από την πρόταση 1.2.1.21 
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1.2.2  ΘΕΩΡΙΑ ΑΝΗΓΜΕΝΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΩΝ ΜΟΡΦΩΝ 
 
 

1.2.2.1 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Έστω f µια πρωταρχική θετικά ορισµένη µορφή µε 
f(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2.  Aν η f 
                                 ικανοποιεί τα ακόλουθα : 

(i)  |B|≤≤≤≤A≤≤≤≤C 
(ii)   (a)  Αν |B|=A τότε B≥≥≥≥0 

                   (b)  Aν C=A τότε B≥≥≥≥0 
Τότε η f λέγεται ανηγµένη. Αν η f ικανοποιεί µόνο το (ι) , τότε λέγεται 
σχεδόν ανηγµένη. 
 

1.2.2.2 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Αν f µορφή θετικά ορισµένη µε f(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2 τότε 
A=f(1,0)≥≥≥≥0 και 
                                       C=f(0,1)≥≥≥≥0. 
 
1.2.2.3 ΘΕΩΡΗΜΑ  :  Κάθε πρωταρχική θετικά ορισµένη µορφή είναι κανονικά 
ισοδύναµη µε µια                   
                                    µοναδική ανηγµένη µορφή. 
                                                                    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                   Η απόδειξη είναι τεχνική και παραλείπεται.( βλ. [Cox] σελ 27 θεώρηµα. 2.8 )  
 
1.2.2.4 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Επειδή από την 1.2.1.11 πρόταση και το 1.2.2.3 θεώρηµα έχουµε ότι αν 

  D≡≡≡≡0,1(mod4) µε D<0 τότε υπάρχει ανηγµένη µορφή διακρίνουσας D , έχει νόηµα 
για ένα      
  τέτοιο D να ορίσουµε το σύνολο RF(D) των ανηγµένων τετραγωνικών µορφών  
  διακρίνουσας D. 
 
                      

1.2.2.5 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : (ι)  Οι µορφές  3x2+2xy+5y2 , 3x2-2xy+5y2 είναι ανηγµένες . 
Είναι επίσης 
                                                ισοδύναµες αλλά όχι κανονικά ισοδύναµες. 
                                          (ιι)  Οι µορφές  2x2+2xy+3y2 , 2x2-2xy+3y2 είναι ισοδύναµες 
και µάλιστα 
                                                 κανονικά ισοδύναµες , όµως µόνο η 2x2+2xy+3y2 είναι 
ανηγµένη. 
 

  
1.2.2.6 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω D ακέραιος αριθµός µε D<0 . Με C(D) θα συµβολίζουµε το 
σύνολο των  
                                κλάσεων ( µε την κανονική ισοδυναµία ) των θετικά ορισµένων 
πρωταρχικών    
                                µορφών διακρίνουσας D . Επίσης θα συµβολίζουµε µε h(D) το 
πλήθος των  
                                στοιχείων του C(D). 
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1.2.2.7 ΘΕΩΡΗΜΑ :   Αν D ακέραιος αριθµός µε D<0 και D≡≡≡≡0,1(mod4) τότε ο h(D) είναι ο 
αριθµός των   
                                    ανηγµένων θετικά  ορισµένων πρωταρχικών µορφών διακρίνουσας 
D , και  h(D)<∞ . 
                                    ( ∆ηλαδή h(D)=#C(D)=#RF(D) ) 

  ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ               
     Επειδή κάθε στοιχείο-κλάση του C(D)  αντιπροσωπεύεται πλήρως από µια 
µοναδική ανηγµένη  
τετραγωνική µορφή εχουµε κατ�αρχήν ότι ο h(D) είναι ο αριθµός των ανηγµένων 
θετικά ορισµένων 
πρωταρχικών µορφών διακρίνουσας D  . Μένει τώρα να δείξουµε ότι αριθµός των 
ανηγµένων θετικά 
ορισµένων πρωταρχικών µορφών διακρίνουσας D είναι πεπερασµένος . Πράγµατι , 
αν Ax2+Bxy+Cy2 
είναι ανηγµένη µορφή διακρίνουσας D, τότε εξ�ορισµού : B2-4AC=D . Επίσης |B|≤A 
άρα και 

B2≤A2, A≤C οπότε − = − ≥ − =D 4AC B 4A A 3A2 2 2 2   και έτσι λοιπόνA D
3

≤ − . 

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι υπάρχουν πεπερασµένες επιλογές για το Α  ( Μάλιστα 
ισχύει ότι : 

A 0,1,2, , D
3

∈
−�

�
�
�

�

�
�
�

�
�
	


	

�
�
	


	
�

). Επίσης το ότι |B|≤A δίνει πεπερασµένες επιλογές για το Β  . 

Τέλος             
 
 
 
                                    
η σχέση B2-4AC=D δίνει το C συναρτήσει των Α,Β και συνεπώς έχουµε 
πεπερασµένες επιλογές και 
για το C άρα και για την τετραγωνική µορφή . 

 
 

1.2.2.8 Εφαρµογή :  Με βάση την µέθοδο που εµφανίζεται στην απόδειξη του 
Θεωρήµατος 1.2.2.7 
                                  µπορούµε να υπολογίσουµε :  

 

       

{ }
{ }
{ }

{ }
{ }

{ }
{ }

{ }
{ }

D h(D) C(D)
4 1  [x y ] 
8 1  [x 2y ] 

12 1  [x 3y ] 
20 2  [x 5y ] ,  [2x 2xy 3y ] 
28 1    [x 7y ]  
32 2   [x 8y ]  ,  [3x 2xy 3y  
56 4  [x 14y ] ,  [2x 7y ] ,  [3x 2xy 5y ] 

108 3   [x 27y ] ,  [4x 2xy 7y ] 
- 124 3  [5x 4xy 7y ] ,  [x + 31y ] 
- 256 4  [x 64y ] ,  [4x

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

− +
− +
− +
− + + +
− +
− + + +
− + + ± +
− + ± +

± +
+

]

{ }+ + ± +4xy 17y ] ,  [5x 2xy 13y ] 2 2 2
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  (Oι µορφές των οποίων οι κλάσεις εµφανίζονται στον παραπάνω 
πίνακα είναι σε 
    ανηγµένη µορφή.) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

1.2.3   p=x2+ny2  KAI ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
          ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆ΗΣ ΘΕΩΡΙΑ ΓΕΝΟΥΣ 

 
 

 
1.2.3.1 ΠΡΟΤΑΣΗ :  (I)   Αν D ακέραιος µε D<0 , D≡≡≡≡0,1(mod4) και p περιττός πρώτος αριθµός µε 

p /| D , 
                                        τότε D

p
1�

�
�

�

�
� =

2

 αν και µόνο αν ο p παρίσταται από µια εκ των h(D) 

ανηγµένων  
                                         µορφών διακρίνουσας D. 
                                 (ii)  Αν n είναι φυσικός αριθµός και p περιττός πρώτος αριθµός µε p /| n τότε  

−�
�
�

�

�
� =

n
p

1
2

 

                                        αν και µόνο αν ο p αναπαρίσταται από µια από τις h(-4n) ανηγµένες   
                                        τετραγωνικές µορφές διακρίνουσας -4n. 
                                                                      ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Είναι προφανής συνέπεια του της πρότασης 1.2.1.21 , του πορίσµατος 1.2.1.22 και του 
θεωρήµατος 1.2.2.3 
 

 
1.2.3.2 ΘΕΩΡHΜΑ :  Αν D ακέραιος µε D<0 και D≡≡≡≡0,1(mod4) , και χχχχ:ZD

* →→→→{±±±±1}  : χχχχ( [p]D )= D
p

�

�
�

�

�
�

2

 

     ο οµοµορφισµός της πρότασης 1.1.1.6 , τότε για p περιττό πρώτο ισχύει ότι 
      [p]D∈∈∈∈ ker(χχχχ)  αν και µόνο αν ο p παρίσταται από µια εκ των h(D) ανηγµένων 
     τετραγωνικών µορφών διακρίνουσας D 

                                                                                ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                    [p]D∈ kerχ ↔ D

p
1�

�
�

�

�
� =

2

 , οπότε το ζητούµενο προκύπτει από την πρόταση 1.2.3.1  

 
1.2.3.3 ΘΕΩΡΗΜΑ : Αν n φυσικός αριθµός , τότε h(-4n)=1 ↔↔↔↔ n∈∈∈∈ {1,2,3,4,7} 
                                                                                     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                  ( )←   Προφανές από την εφαρµογή 1.2.2.8  
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 ( )→   Θα δείξουµε ότι αν h(-4n)=1 τότε αναγκαστικά. n∈ {1,2,3,4,7}. Πράγµατι , έστω  ότι 

            n∉ {1,2,3,4,7}..Επειδή η x ny2 2+  είναι ανηγµένη µορφή διακρίνουσας -4n , αν δείξουµε   
                  ότι υπάρχει ανηγµένη µορφή διακρίνουσας -4n διαφορετική της x2+ny2  τότε έχουµε  

            καταλήξει σε άτοπο αφού h(-4n)=1 . 
                             1η Περίπτωση   : �Ο n να µην είναι δύναµη πρώτου αριθµού�  
                                          Τότε υπάρχουν φυσικοί a,c µε 1<a<c και (a,c)=1 ώστε n=ac . Άρα η 
µορφή 
                                           ax2+cy2  είναι ανηγµένη µορφή διακρίνουσας -4n και είναι 
διαφορετική της 
                                           x2+ny2 συνεπώς έχουµε άτοπο 
                              2η Περίπτωση  : �Ο n να είναι δύναµη πρώτου αριθµού� 
                                            (Ι)  Αν n=2r ,µε r N∈  τότε επειδή n≠2,4 θα έχουµε r≥3 
                                                             (α) Για r=3 έχουµε h(-4·23)=h(-32)=2  (βλ. Εφαρµογή 
1.2.2.8) 
                                                             (β)  Για r>3 , η µορφή 4x 4xy (2 1)y2 r 2 2+ + +−  είναι ανηγµένη 
αφού 
                                                                   4 2 1r 2≤ +−  ,   έχει διακρίνουσα �4n και είναι 
διαφορετική της  
                                                                    x2+ny2  και συνεπώς έχουµε άτοπο . 
 
 
 
 
 
 
 
                                            (ΙΙ)  Αν n=pr  όπου p είναι περιττός πρώτος τότε : 
                                                               (α) Αν ο n+1 δεν είναι δύναµη πρώτου τότε υπάρχουν 
φυσικοί  
                                                                     a,c µε 2≤a≤c και (a,c)=1 ώστε n+1=ac, οπότε η 
µορφή 
                                                                     ax 2xy cy2 2+ +  είναι ανηγµένη διακρίνουσας -4n και  
                                                                     διαφορετική της x2+ny2 οπότε έχουµε και πάλι 
άτοπο 
                                                                (β) Αν o n+1 είναι δύναµη πρώτου τότε ο p είναι 
περιττός άρα 
                                                                      και ο n είναι περιττός και συνεπώς ο n+1 είναι 
άρτιος.  
                                                                      Έτσι ∃ s∈ N ώστε n+1=2s. Επειδή όµως n {1,2,3,4,7}∉  
θα  
                                                                      έχουµε αναγκαστικά s≥4, οπότε : 

• Για s=4,5 έχουµε αντίστοιχα n=15,31. Όµως το 15 
δεν είναι δύναµη πρώτου και η περίπτωση n=31 

     δίνειh 4 31 h 124 3 1( ) ( )− ⋅ = − = >  πράγµα άτοπο . 
• Για s≥6 θεωρούµε την µορφή 8x 6xy (2 1)y2 s 3 2+ + +−       
     η οποία είναι ανηγµένη διακρίνουσας -4n και  
     διαφορετική της x2+ny2 οπότε έχουµε άτοπο . 
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1.2.3.4 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Γένος µιας θετικά ορισµένης πρωταρχικής µορφής f µε D=Df<0 λέγεται   
                                το σύνολο όλων των θετικά ορισµένων πρωταρχικών µορφών 
διακρίνουσας D  
                                που αναπαριστούν modulo D τους ίδιους αριθµούς πρώτους προς το D 
αριθµούς. 
 
 
1.2.3.5 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ      Ισοδύναµες θετικά ορισµένες πρωταρχικές µορφές έχουν το ίδιο 
γένος και  
                                                 συνεπώς όπως µπορεί κανείς εύκολα να δει η έννοια του γένους 
ορίζει σχέση 
                                                ισοδυναµίας στο σύνολο Fpd(D) η οποία είναι γενικότερη κατά 
κάποιο τρόπο  
                                                 από την κανονική ισοδυναµία λόγω του ότι η έννοια του γένους 
αποτελεί και  
                                                 σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο C(D) 
                                                   
 
1.2.3.6 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω D ακέραιος αριθµός µε D<0 και D≡≡≡≡0,1(mod4). Ορίζουµε την κύρια 
µορφή  
                                (principal form) διακρίνουσας D να είναι :  
                                                                x

D
4

y2 2−     αν D 0(mod4)≡     και 

                                                                x xy
1 D

4
y2 2+ +

−    αν  D 1(mod4≡ ) . 
                                Επίσης η κλάση της C(D) η οποία περιέχει την κύρια µορφή διακρίνουσας D 
θα λέγεται  
                               κύρια κλάση. 

 
 

1.2.3.7 ΠΡΟΤΑΣΗ :  Αν f(x,y) είναι πρωταρχική µορφή και Μ ακέραιος αριθµός , τότε υπάρχουν 
x,y 

                                 ακέραιοι ώστε MK∆(f(x,y),M)=1 και MK∆(x,y)=1 . ( ∆ηλαδή , η f παριστά 
κανονικά  
                                 και αριθµούς πρώτους προς τον Μ. ) 
                                                                          ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                   Η απόδειξη είναι τεχνική και παραλείπεται (βλ. ασκ.2.18 σελ 45 [Cox] ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

1.2.3.8 ΘΕΩΡΗΜΑ : Έστω ακέραιος D µε D 0,D 0,1(mod4)< ≡ , και χχχχ : ZD
* →→→→ {±±±±1} : χχχχ ([m] ) D

mD = �
�
�

�
�
�

2
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                                    ∀∀∀∀ m∈∈∈∈ Z µε (m,D)=1  , ο γνωστός οµοµορφισµός της πρότασης 1.1.1.6 της 
§1 . 
                                         Ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                            (ι)  Κάθε ακέραιος m πρώτος προς το D που αναπαρίσταται από 
κάποια  
                                                  µορφή  διακρίνουσας D , αν παρθεί modulo D , δίνει στοιχείο του 
ZD

* το  
                                                  οποίο ανήκει  ειδικότερα στο kerχχχχ. Επιπλέον , οι πρώτοι προς το 
D  
                                                  αριθµοί που παρίστανται από την κύρια µορφή διακρίνουσας D , 
αν  
                                                  παρθούν modulo D συγκροτούν υποοµάδα Η του kerχχχχ. 
                                               (ιι)   Αν f(x,y) τυχαία πρωταρχική µορφή διακρίνουσας D , τότε αν 
όλοι οι πρώτοι 
                                                  προς το D αριθµοί που παρίστανται από την f παρθούν modulo 
D ,                      
                                                  συγκροτούν ένα coset της Η στον  kerχχχχ 
                                                                                            ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
            (ι)     Έστω ακέραιος m πρώτος προς τον D και ο οποίος παρίσταται από κάποια µορφή  
διακρίνουσας D. 
                   Θα δείξουµε  ότι [m]D∈ kerχ.  Από παρατήρηση 1.2.1.8 έχουµε ότι υπάρχουν d,m1 
ακέραιοι ώστε             
                   m=d2m1 και ο m� να παρίσταται κανονικά από την  f. Έχουµε 
χ([m]D)=χ([d2]D)·χ([m1]D)=χ([m1]D) 
                   Τώρα από πρόταση 1.2.1.20 έχουµε ότι χ([m1]D)=1 άρα και χ([m]D)=1 δηλαδή [m]D∈ kerχ.    
                   Έστω τώρα f(x,y) η κύρια µορφή διακρίνουσας D και έστω H:={f(x,y)mod(D) | x,y∈ Z}. Θα 
ισχύει  
                   προφανώς από τα παραπάνω ότι Η⊆ kerχ. ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
                   1η Περίπτωση : D≡0(mod4) 

           Έστω D=-4n για n φυσικό. Η κύρια µορφή για την D είναι η f(x,y) x ny2 2= + . Αλλά 
          Zwz,y,x,,yz)n(xwnyw)(xz)nw)(zny(x 222222 ∈∀+±=++ �  , οπότε αν [a] ,[b] HD D ∈  , τότε 
           εξ� ορισµού της Η υπάρχουν  a' [a] ,b' [b]D D∈ ∈   ώστε   να υπάρχουν x,y,z,w ακέραιοι 
           µε a' x ny ,b' z nw2 2 2= + = + 2 οπότε από την παραπάνω ταυτότητα προκύπτει ότι ο a' b'      
           παρίσταται από την κύρια µορφή διακρίνουσας D.  
           Άρα [a'b'] H [a'] [b'] H [a] [b] HD D D D D∈ → ∈ → ∈   και συνεπώς H⊆ kerχ.                              

                             2η Περίπτωση : D≡1(mod4) 
                                         Στην περίπτωση αυτή η κύρια µορφή διακρίνουσας D είναι η 

f(x,y) x xy
1 D

4
y2 2= + +

−   . 

                                         Εύκολα βλέπουµε ότι ισχύει : ∀ x,y∈ Z  4(x xy 1 D
4

y ) (2x y) (modD)2 2 2+ +
−

≡ +       
                                         Χρησιµοποιώντας αυτήν την σχέση θα δείξουµε ότι το σύνολο Η είναι 
ακριβώς η υποοµάδα 
                                         των τετραγώνων του ZD

*. Πράγµατι : 
• Αν y=άρτιος τότε αφού D≡1(mod4) θα έχουµε  

      4(x xy 1 D
4

y ) (x y
2

) (modD)2 2 2+ +
−

≡ +  
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• Αν y=περιττός τότε y+D=άρτιος και θα έχουµε  
     (x xy 1 D

4
y ) 4(x x(y D) 1 D

4
(y + D) ) (x

y D
2

) (modD)2 2 2 2 2+ +
−

≡ + + +
−

≡ +
+  

                      Σε κάθε λοιπόν περίπτωση τα στοιχεία f(x,y)modD για τα διάφορα x,y∈ Z 
ανήκουν στην  

                                          υποοµάδα των τετραγώνων του  ZD
*.  

                                          Αντίστροφα , αν α∈ Z µε [α]∈  ZD
*  τότε [α]2∈ ( ZD

* )2 οπότε γράφοντας 
α=2x+y για x,y∈ Z,  

                                          θα έχουµε (2x y) 4(x xy 1 D
4

y ) (2x) (2x)(2y) 1 D
4

(2y) (mod   D)2 2 2 2 2+ ≡ + + − ≡ + + −                

                                               Άρα [a ] H [a] H2 2∈ → ∈  και συνεπώς το Η είναι ακριβώς η υποοµάδα των 
τετραγώνων                                 

                            του  ZD
*  οπότε και στην περίπτωση αυτή H⊆ kerχ (αφού ZD

*⊆ kerχ). 
  
 

(ii)  1η Περίπτωση : D≡0(mod4) 
                                Έστω π.χ. D=-4n µε n φυσικό αριθµό. Από την πρόταση 1.2.3.7 έχουµε ότι η 
f παριστά 
                                 κανονικά  και αριθµούς πρώτους προς το D. Έστω m ένας τέτοιος ακέραιος 
αριθµός. 
                                Σύµφωνα λοιπόν µε την πρόταση 1.2.1.9 η f είναι κανονικά ισοδύναµη µε µια 
µορφή 
                                g(x, y)=mx2+Bxy+Cy2 , Β,C∈ Z . Τώρα Dg=Df=-4n άρα B2-4mC=-4n και 
συνεπώς ο Β είναι 
                                άρτιος. Έστω λοιπόν Β=2Β1 , Β1∈ Z Από την ταυτότητα της πρότασης 
1.2.1.15 έχουµε : 
                                mg(x,y)=(mx+B1y)2+ny2 (T). Επίσης από το πόρισµα 1.2.1.6 και επειδή η f 
είναι πρωταρχική, 
                                έχουµε ότι και η g είναι πρωταρχική. Θα δείξoυµε τώρα ότι οι ακέραιοι αριθµοί 
που  
                                παρίστανται από την g και είναι πρώτοι προς το D , αν παρθούν modulo D 
συγκροτούν 
                                ένα το coset [m]D

1− Η  της Η στον kerχ  οπότε και θα έχουµε τελειώσει αφού οι f 
και g 
                                παριστούν τους ίδιους ακεραίους. (Στο εξής µέχρι το τέλος της απόδειξης , τις 
κλάσεις  
                                modulo D θα τις συµβολίζουµε για απλότητα χωρίς τον δείκτη D. ) Η προς 
απόδειξη 
                                σχέση είναι η εξης : [m] H {g(x,y)(modD)|x,y ,(g(x,y),D) 1}1− = ∈ =Z . Κατ΄ αρχήν ο  
                                εγκλεισµός ⊇  είναι προφανής γιατί αν x,y ακέραιοι και (g(x,y),D)=1 τότε η 
σχέση (Τ) 
                                µας δίνει mg(x,y) (mx B y) ny (modD)1

2 2≡ + + , οπότε επειδή η κύρια µορφή της D=-
4n 
                                είναι η x2+ny2 , θα έχουµε ότι το mg(x,y) παρίσταται modulo D από την κύρια 
µορφή  
                                διακρίνουσας D και συνεπώς το [mg(x,y)] ανήκει στην Η. Άρα 
[m][g(x, y)] H∈ και έτσι 
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                                [g(x, y)] [m] H1∈ − . Μένει λοιπόν ο εγκλεισµός ⊆ : Έστω [u] [m] H1∈ − , οπότε 
[mu] H∈  
                                και έτσι mu z nw (modD)2 2≡ +  για κάποιους z,w ακέραιους αριθµούς µε 
(z2+nw2,D)=1. 
                                Επειδή (m,D)=1 έχουµε ότι η εξίσωση mz* B w z(modD)1+ ≡ έχει λύση ως προς 
τον z*, 
                                οπότε αν για ευκολία στους συµβολισµούς θέσουµε w*:=w θα έχουµε :  
                                z nw (mz* B w*) nw * (modD)2 2

1
2 2+ ≡ + + → ≡ + +mu (mz* B w*) nw* (modD)1

2 2  και έτσι από
                                την πρόταση 1.2.1.15 έχουµε mu g(z*, w*)(modD)≡ , οπότε επειδή (m,D)=1 , θα 
ισχύει : 
                                u g(z*, w*)(modD)≡ . Συνεπώς , [u] [g(z*, w*)]=  και έτσι , αφού [u] [m] H1∈ ⊆− kerχ
                                θα έχουµε 
(u,D) 1= → (g(z*,w*),D) 1 [g(z*,w*)] {g(x,y)(modD)|x,y ,(g(x,y),D) 1}= → ∈ ∈ =Z  
                                και έτσι [u] {g(x,y)(modD)|x,y ,(g(x,y),D) 1}∈ ∈ =Z . 
      2η Περίπτωση  : D≡1(mod4) 
                               Η περίπτωση αυτή αποδεικνύεται όµοια µε την πρώτη και έτσι παραλείπεται. 
 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ:                  (ι)  Αν D ακέραιος µε D<0,D≡≡≡≡0,1(mod4)  , Η* coset της οµάδος Η 
στον kerχχχχ του 
                                                 θεωρήµατος 1.2.3.8 και µια πρωταρχική τετραγωνική µορφή f 
παριστά modulo D  
                                                 ένα στοιχείο της Η* , τότε παριστά modulo D και κάθε στοιχείο της 
Η*. Μάλιστα  
                                                 ισχύει ότι Η*={ f(x,y)modD|f(x,y)modD∈∈∈∈ ZD

* , x,y∈∈∈∈ Z}.  
                                                  ( Πράγµατι , το σύνολο  S={f(x,y)(modD)| f(x,y)(modD)∈ ZD

*, x,y∈ Z} 
είναι -λόγω  
                                                  θεωρήµατος 1.2.3.8 ένα coset της Η στον kerχ και S�H, οπότε 
                                                  θα έχουµε  H*=S={f(x,y)(modD)| f(x,y)(modD)∈ ZD

*, x,y∈ Z} .)  
 
1.2.3.10 ΟΡΙΣΜΟΣ    Έστω D ακέραιος αριθµός µε D<0,D≡≡≡≡0,1(mod4) και χχχχ:ZD

* →→→→{±±±±1}  : χχχχ( [p]D )= 
D
p

�

�
�

�

�
�

2
 

                                    ο γνωστός οµοµορφισµός. Έστω επίσης Η≤≤≤≤kerχχχχ , η υποοµάδα των             
                                    αναπαριστάµενων modulo D αριθµών της κύριας µορφής διακρίνουσας 
D. 
                                    Γένος ενός τυχαίου coset Η* της Η στον  kerχχχχ  θα ονοµάζεται το σύνολο 
των θετικά  
                                    ορισµένων πρωταρχικών µορφών διακρίνουσας D που παριστούν 
modulo D κάποιο 
                                    και συνεπώς κάθε στοιχείο της Η* (λόγω του θεωρήµατος 1.2.3.8 (ιι) ) , και 
θα 
                                    συµβολίζεται gen(H*). Το γένος της Η  θα ονοµάζεται κύριο γένος.  
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1.2.3.11  ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : (ι)  Ο ορισµός 1.2.3.10 δεν είναι κενός περιεχοµένου. Πράγµατι, αν Η* 
είναι coset    

                                                  της Η στον kerχχχχ (µε τους γνωστούς συµβολισµούς) τότε 
gen(H*)≠≠≠≠Ψ. H  
                                                  τελευταία σχέση ισχύει γιατί αν [m] ανήκει στην H*, τότε επειδή 
H*⊆⊆⊆⊆ kerχχχχ⊆⊆⊆⊆ ZD

* ,  
                                                  θα έχουµε κατ� αρχήν ότι (m,D)=1. Επίσης µπορούµε  χωρίς 
περιορισµό της  
                                                  γενικότητας να υποθέσουµε ότι ο m είναι περιττός αριθµός.  
                                                  (Αν ο m είναι άρτιος τότε αναγκαστικά o D είναι περιττός αφού 
(m,D)=1 και έτσι  
                                                   εργαζόµαστε παίρνοντας τον περιττό m+D ο οποίος ανήκει στην 
κλάση του m  
                                                   modulo D.)   

                                                   Τώρα , επειδή  [m]∈∈∈∈ kerχχχχ , θα έχουµε ότι D
m

1�

�
�

�

�
� =

2
 , και εποµένως η 

πρόταση  
1.2.1.20 µας δίνει  ότι υπάρχει πρωταρχική θετικά ορισµένη 

µορφή f  
                     διακρίνουσας D , που να παριστά κανονικά  τον m (Η πρόταση που  
                     χρησιµοποιούµε δίνει ύπαρξη πρωταρχικής µορφής διακρίνουσας D. Το  
                     γεγονός ότι  αυτή είναι θετικά  ορισµένη προκύπτει από το ότι D<0 , το ότι 
η  
                     µορφή παριστά τουλάχιστον ένα θετικό ακέραιο : τον m και  την πρόταση  
                     1.2.1.16 .) . Έτσι f ∈ gen(H*) 

(ii)   Αν (µε τους γνωστούς συµβολισµούς) g∈∈∈∈ gen(H*) τότε : gen(g)=gen(H*) 
 
 
 

1.2.3.12  ΘΕΩΡΗΜΑ :   Έστω D ακέραιος αριθµός µε D<0 , D≡≡≡≡0,1(mod4) και χχχχ,Η  ο οµοµορφισµός 
και η 

                                      οµάδα αντίστοιχα οπως και στον ορισµό 1.2.3.10 .  Αν Η* είναι ένα coset 
της Η στον  

                                                kerχχχχ και p ένας περιττός πρώτος αριθµός µε p /| D , τότε : 
                                      [p]D∈∈∈∈ H* ↔↔↔↔ '' o p παρίσταται modulo D από µια ανηγµένη µορφή 
διακρίνουσας D   
                                                             η οποία  ανήκει στο γένος της Η* '' 
                                                                                         ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
      ( )→   Έστω [p]D ∈ H* άρα αν f ∈ gen(H*) έχουµε ότι ο p παρίσταται κανονικά από την f και  
                 Η*={f(x,y)(modD) | f(x,y)(modD)∈ ZD

*, x,y∈ Z}. Τώρα η f είναι θετικά ορισµένη , πρωταρχική 
και κανονικά  
                 ισοδύναµη µε ανηγµένη  µορφή g διακρίνουσας D. Όπότε οι f,g παριστούν τους ίδιους 
ακεραίους άρα  
                 παριστούν και τους ακεραίους modulo D και συνεπώς ανήκουν στο ίδιο γένος. Άρα  
gen(g)=gen(f)=gen(H*)    
                 άρα η g ανήκει στο γένος της Η* και προφανώς παριστά τον p.         
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      ( )←    Έστω g ανηγµένη µορφή που παριστά modulo D τον p και ανήκει στο γένος της Η*. Ισχύει 
τότε 
                  Η*={g(x,y)(modD)| g(x,y)(modD)∈ ZD

* x,y∈ Z } οπότε [p]D ∈ {g(x,y)(modD)| 
g(x,y)(modD)∈ ZD

*, x,y∈ Z}=Η* 
 
 

1.2.3.13  ΠΟΡΙΣΜΑ :  Αν n φυσικός αριθµός και p περιττός πρώτος µε p n/| , τότε τα ακόλουθα 
είναι ισοδύναµα      

                                          (I)  O p παρίσταται από µορφή   διακρίνουσας -4n που ανήκει στο 
κύριο γένος 
                                                διακρίνουσας -4n 

 (ii)  Υπάρχει ακέραιος α ώστε να συµβαίνει ένα εκ� των ακόλουθων δύο 
• p ≡ α2(mod4n) 
• p ≡ α2+n(mod4n) 

                                             ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
Η κύρια µορφή διακρίνουσας -4n είναι η x2+ny2 . Ανάλογα µε το αν ο y είναι άρτιος η περιττός 
έχουµε 
x2+ny2 ≡ x2(mod4n)  ή  x2+ny2 ≡ x2+n(mod4n) . Τώρα , ο p παρίσταται από µορφή διακρίνουσας 
-4n που 
ανήκει στο κύριο γένος διακρίνουσας -4n αν και µόνο αν ο p παρίσταται modulo 4n από την 
κύρια µορφή  
διακρίνουσας -4n και συνεπώς αν και µόνο αν υπάρχουν α,β ακέραιοι αριθµοί µε 
p ≡ α2+nβ2(mod4n) , δηλαδή αν και µόνο αν p ≡ α2 ή α2+n(mod4n) 
 
 

 
1.2.3.14  ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ-ΕΦΑΡΜΟΓΗ : Χαρακτηρισµός των περιτών πρώτων αριθµών της µορφής 

x2+5y2 
                
              Είναι γνωστό ότι p 1,3,7,9( 5

p
1≡ ↔

−�
�
�

�

�
� =mod )20

2

. Όµως −�
�
�

�

�
� =

5
p 2

1   αν και µόνο αν ο p παρίσταται από  

              πρωταρχική µορφή διακρίνουσας -4-5<0 . �Όµως επειδή αυτή η µορφή θα παριστά τον p>0 
και θα έχει 
              διακρίνουσα αρνητική θα είναι θετικά ορισµένη, οπότε κατά τα γνωστά ο p θα παρίσταται από 
µια εκ των  
              h(-20) ανηγµένων θετικά ορισµένων τετραγωνικών µορφών . Έτσι σύµφωνα µε τον πίνακα 
της εφαρµογής 

1.2.2.8 έχουµε ότι −�
�
�

�

�
� =

5
p 2

1  αν και µόνο αν υπάρχουν x,y∈ Z ώστε p=x2+5y2  ή p=2x2+2xy+3y2 .  

 Όµως ∀ x,y∈ Z ισχύει x2+5y2≡1,9(mod20) και 2x2+2xy+3y2≡3,7(mod20) . ( Εδώ kerχ={ 
[1],[3],[7],[9] }  και 
 σύµφωνα µε τους συµβολισµούς του 1.2.3.8 θεωρήµατος Η={ [1] , [9] } < kerχ , και το { [3] , [7] 
} είναι ένα      
 coset  της Η στον kerχ . )  Άρα  
                                                     p≡1,9(mod20) ↔ " υπάρχουν x,y∈ Z ώστε p=x2+5y2 "  
                                          και      p≡3,7(mod20) ↔ " υπάρχουν x,y∈ Z ώστε p=2x2+2xy+3y2 ". 
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1.2.3.15 ΣΧΟΛΙΑ : Στην περίπτωση αυτή είχαµε δύο γένη , τα οποία αποτελούνταν από µία 
κλάση το καθένα.  
                              Γενικά , αν για τον ακέραιο D µε D<0,D≡≡≡≡0,1(mod4)  έχουµε  γένη  στην C(D) 
αποτελούµενα  
                              από µία κλάση (κάτι που δεν ισχύει πάντα ), τότε µπορούµε µε την 
παραπάνω µεθοδολογία  
                              να χαρακτηρίσουµε τους πρώτους αριθµούς που παρίστανται από την κύρια 
µορφή  
                              διακρίνουσας D. Στον παρακάτω πίνακα αναφέρουµε µερικά n∈∈∈∈ N ( 
οµαδοποιηµένα  
                              σύµφωνα µε τον αριθµό κλάσεων h(-4n) ) για τα οποία η οµάδα C(D) έχει µια 
κλάση ανά 
                              γένος.               

                                            
h 4n n s
1 1,2,3,4,7
2 5,6,8,9,10,12,13,15,16,18,22,25,28,37,38
4 21,24,30,33,40,42,45,48,57,60,70,72,78,85,88,93,102,112,130,133,177,190,232,253
8 105,120,165,168,210,240,273,280,312,330,345,357,385,408,462,520,760
16 840,1320,1365,1848

( ) � � � �− µεµεµεµε    µµµµιιιιαααα    κλκλκλκλαααασησησηση    αναναναναααα    γγγγεεεενονονονο
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1.2.4  ΣΥΝΘΕΣΗ ΚΛΑΣΕΩΝ ΚΑΙ ΟΜΑ∆Α ΚΛΑΣΕΩΝ -
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

                ΑΠΟ ΘΕΩΡΙΑ ΓΕΝΟΥΣ- 
 
 

1.2.4.1 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Σύνθεση (composition) δύο πρωταρχικών θετικά ορισµένων µορφών   
                                διακρίνουσας D θα λέγεται κάθε πρωταρχική θετικά ορισµένη µορφή 
F µε την  
                                ιδιότητα : F( B1( x,y;z,w),B2(x,y;z,w) ) = f(x,y)-g(z,w) για  
                                Bi(x,y;z,w)=aixz+bixw+ciyz+diyw όπου  i=0,1   και  ai,bi,ci,di∈∈∈∈ Z  .  

                          
1.2.4.2 ΟΡΙΣΜΟΣ : Επειδή για D≠≠≠≠0 µε τους συµβολισµούς του προηγούµενου ορισµού 
έχουµε ότι 

                                a1b2-a2b1=±±±±f(1,0) και ότι  a1c2-a2c1=±±±±g(1,0) ( βλ. [Gauss] §235 ) µια 
σύνθεση θα λέγεται  
                               ευθεία  σύνθεση (direct composition) των f,g αν a1b2-a2b1=f(1,0) και 
a1c2-a2c1=g(1,0) 

 
 
1.2.4.3 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν οι µορφές f,g είναι κανονικά ισοδύναµες µε τις f1,g1 αντίστοιχα , 
τότε κάθε 
                                σύνθεση (ευθεία σύνθεση) των f,g είναι κανονικά ισοδύναµη µε 
οποιαδήποτε σύνθεση  
                                (ευθεία σύνθεση) των f1,g1. Επίσης για D<0,D≡≡≡≡0,1(mod4) ισχύει ότι το 
σύνολο των  
                                κλάσεων (σύµφωνα µε την κανονική ισοδυναµία) των θετικά 
ορισµένων πρωταρχικών  
                                µορφών διακρίνουσας   D γίνεται αβελιανή οµάδα µε πράξη την 
σύνθεση. 
                                                                                                                                 ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
       Η πρόταση µπορεί να ακοδειχτεί µε απευθείας υπολογισµό. Για λεπτοµέρειες 
παραπέµπουµε στο 
       βιβλίο του Gauss : [Gauss] §236,245,249. 
  

    1.2.4.4 ΠΡΟΤΑΣΗ :  (1)  Αν α1,α2,�,αn,β1,β2,�,βν,m   ακέραιοι αριθµοί µε 
ΜΚ∆(α1,α2,�,αn,m)=1 τότε το  
                                           σύστηµα {αιx≡≡≡≡βι(modm)}i=1,2�,n  έχει λύση αν και µόνο αν ∀∀∀∀ i,j  
αiβj≡≡≡≡αjβi(modm). 
                                           Μάλιστα , άν υπάρχει λύση για το σύστηµα τότε είναι  µοναδική 
modm. 
                                     (2)  Αν f(x,y)=ax2+bxy+cy2  , g(x,y)=a1x2+b1xy+c1y2  είναι τετραγωνικές 
µορφές  
                                           διακρίνουσας D , τότε  

a) b b
2

1+ ∈∈∈∈ Z   

b)  Αν  ΜΚ∆(a,a1,
b b

2
1+ ) =1  , τότε υπάρχει ακέραιος Β 

µοναδικός mod2aa1  
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                                                           ώστε 
B b(mod2a)

 B b (mod2a )
  B D(mod4aa )

1 1
2

1

≡
≡
≡

�

�
�

�
�

        (Σ 1.2.4.4) 

 
                                                                              ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ                                                         
                    (1)    (→)  Αν χο λύση του {αix≡βi(modm)}i=1,2,�,n  τότε ∀  i   αiχο≡βi(modm) οπότε 
∀ i,j ισχύει 
                                    αiβj≡αiαjχο(modm) → αiβj≡βiαj(modm) 
                            (←) ¨Εστω ότι αiβj≡βiαj(modm) ∀ i,j . Επειδή ΜΚ∆(α1,α2,�,αn,m)=1 , θα 
υπάρχουν ki,k  
                                    i=1,2,�,n ώστε km+k1α1+�+knαn=1 και συνεπώς  

                                   (
j=1

n

� kjβj)αi≡(
j=1

n

� kjβjαi)≡( 
j=1

n

�  kjβiαj) ≡( 
j=1

n

� kjαj)βi≡βi(modm)  ∀ i  ,  

οπότε λύση του  

                                   συστήµατος {αix≡βi(modm)}i=1,2,�,n είναι η  
j=1

n

�  kjβj .Tώρα αν x,y λύσεις 

του συστήµατος  

                                  τότε (
j=1

n

�  kjαj)≡1(modm) → [
j=1

n

�  kj(αjx)]≡x(modm) →   

[
j=1

n

� (kjβj)]≡x(modm) . ¨Οµοια  

                                  (
j=1

n

�  kjβj)≡y(modm) οπότε και x≡y(modm). 

                     (2)  a)  D = b2-4ac = b12-4a1c1 → b2≡b12(mod4) → b≡b1(mod2). 
                           b)  Προκύπει εύκολα χρησιµοποιώντας το (1) και το γεγονός ότι ισχύουν οι 
ακόλουθες 
                                 ισοδυναµίες : 

          

B b(mod2a)
B b (mod2a )

B D(mod4aa )
  

Ba ba (mod2aa )
Ba b a(mod2aa )

(b b )B bb D(mod4aa )
 

Ba ba (mod2aa )
Ba b a(mod2aa )

(
b b

2
)B

bb D
2

(mod2aa
1 1

2
1

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

1 1
1

≡
≡
≡

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

↔
≡
≡

+ ≡ +

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

↔
≡
≡

+
≡

+

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�)

  

 
1.2.4.5 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Αν f(x,y)=ax2+bxy+cy2 , g(x,y)=a1x2+b1xy+c1y2  τετραγωνικές µορφές 
πρωταρχικές και 

                                θετικά ορισµένες διακρίνουσας D<0 ώστε ΜΚ∆(a,a1,
b b

2
1+

)=1 , τότε 

κάθε τετραγωνική 

                                µορφή F(x,y)  µε  F(x,y)=aa1x2+Bxy+( B D
4aa

2

1

− )y2  , όπου Β είναι µια λύση 

του συστήµατος 
                                Σ 1.2.4.4 της προηγούµενης πρότασης  λέγεται Dirichlet  σύνθεση των 
µορφών f  και g 
                                και συµβολίζουµε F=fog. 
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1.2.4.6 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν f και g είναι πρωταρχικές θετικά ορισµένες µορφές διακρίνουσας 
D<0 και F µια  
                                Dirichlet σύνθεση τους τότε η F είναι πρωταρχική θετικά ορισµένη 
µορφή διακρίνουσας 
                                D και επίσης η F είναι ευθεία σύνθεση των f,g. 
                                                                                ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ                                                                   
. 
                    Θα δείξουµε κατ� αρχήν ότι η F είναι ευθεία σύνθεση των f,g .Πράγµατι, 
ακολουθώντας τους συµβολισµούς 

                    του προηγούµενου ορισµού , θέτουµε C= B D
4aa

2

1

−  , οπότε  F=aa1x2+Bxy+C2. Τώρα , η 

µορφή f*(x,y)= 
                    ax2+Bxy+Ca1y2 είναι κανονικά ισοδύναµη µε την f και η µορφή 
g*(x,y)=a1x2+Bxy+Cay2  είναι κανονικα 
                    ισοδύναµη µε την g. Πράγµατι :  

                                                   Tο σύστηµα Σ 1.2.3.5  δίνει ότι Β≡b(mod2a). Έτσι γράφοντας 
Β=2ak+b  ,k∈ Z 
                                                   παίρνουµε f*(x,y)=ax2+(2ak+b)xy+(ak2+kb+c)y2 και συνεπώς 
για u

v
1 k
0 1

x
y

�

�
�

�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�  

                                                   θα πάρουµε f(u,v)=f*(x,y). Οι f,f* λοιπόν είναι κανονικά 
ισοδύναµες. Εντελώς  
                                                   όµοια , γράφοντας Β=2a1λ+b1  ,λ∈ Z  και θεωρώντας τον 
µετασχηµατισµό  
                                                   u

v
1
0 1

x
y

�

�
�

�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�

λ , έχουµε g(u,v)=g*(x,y) , οπότε οι g,g* είναι 

ισοδύναµες. 
                    Aρκεί λοιπόν να δειχτεί (λόγω πρότασης 1.2.4.3) ότι οι f*,g* έχουν ευθεία σύνθεση 
την F. Πράγµατι, αν  
                    θέσουµε Β1(x,y;z,w)=xz-Czw  ,  B2(x,y;z,w)=axw+a1yz+Byw  , τότε f*(x,y)-
g*(z,w)=F(Β1(x,y;z,w),B2(x,y;z,w)). 
                    Συνεπώς η F είναι σύνθεση των f*,g*.To ότι η σύνθεση είναι ευθεία προκύπτει µε 
απ�ευθειας υπολογισµό. 
                    Μένει τώρα να δείξουµε ότι η F είναι πρωταρχική θετικά ορισµένη µορφή 
διακρίνουσας D. 
                    Επειδή οι f,g είναι θετικά ορισµένες µε αρνητική διακρίνουσα , θα έχουµε  a,a1>0 → 
a-a1>0. Επίσης ,  
                    µε απευθείας υπολογισµό µπορεί να δειχτεί ότι Df=D<0 και συνεπώς η F είναι θετικά 
ορισµένη. 
                    Αν τώρα p πρώτος αριθµός που διαιρεί τους συντελεστές της F  τότε επειδή f*(x,y)-
g*(z,w)= 
                    = F(Β1(x,y;z,w),B2(x,y;z,w)).και οι f,g κανονικά ισοδύναµες µε τις f*,g* αντίστοιχα, 
θα έχουµε ότι 
                    ο p διαιρεί κάθε αριθµό της µορφής f(x,y)-g(z,w) , x,y,z,w∈ Z  επειδή όµως c=f(0,1) 
, a=f(1,0),  
                    a+b+c=f(1,1) , c1=g(0,1) , a1=g(1,0) , a1+b1+c1=g(1,1) , θα έχουµε ότι ο p διαιρεί 
κάθε γινόµενο κ-λ όπου 
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                    κ∈ {a,c,a+b+c}  και λ∈ {a1,c1,a1+b1+c1}  . Εξάλλου ΜΚ∆(a,b,c)=1 ( διότι η f είναι 
πρωταρχική) οπότε 
                    ΜΚ∆(a,c,a+b+c)=1. Όµοια ΜΚ∆(a1,c1,a1+b1+c1)=1. Άρα υπάρχει στοιχέιο του 
{a,c,a+b+c} που δεν  
                    διαιρείται από το p και στοιχείο του {a1,c1,a1+b1+c1} που δεν διαιρείται από το p , 
πράγµα άτοπο από 
                    τα παραπάνω. 

  
 
 
1.2.4.7 ΠΟΡΙΣΜΑ :  Η σύνθεση Dirichlet είναι ειδική περίπτωση της ευθείας σύνθεσης 
 
 
 
1.2.4.8 ΘΕΩΡΗΜΑ : Έστω D ακέραιος αριθµός µε D≡≡≡≡0,1(modm) και D<0. Το σύνολο 
των κλάσεων C(D) 
                                  εφοδιασµένο µε την σύνθεση Dirichlet γίνεται αβελιανή οµάδα µε 
µοναδιαίο στοιχείο 

                                       την κλάση που περιέχει την κύρια µορφή διακρίνουσας D. Επίσης , 
για κάθε κλάση 
                                       [ax2+bxy+cy2]∈∈∈∈ C(D)  ισχύει [ax2+bxy+cy2]-1=[ax2-bxy+cy2]. 
                                                                                           ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                     Έστω f(x,y)=ax2+bxy+cy2 , g(x,y)=a1x2+b1xy+c1y2   δύο θετικά ορισµένες 
πρωταρχικές µορφές διακρίνουσας 

D.  Επειδή η g παριστά αριθµούς πρώτους προς το a ( βλ. Πρόταση 1.2.3.7), 
µπορούµε λόγω της  

πρότασης 1.2.1.9 να υποθέσουµε ότι ΜΚ∆(a,a1)=1 και συνεπώς 

ΜΚ∆(a,a1,
b b

2
1+

)=1. Ορίζεται λοιπόν 

η Dirichlet σύνθεση F των f,g .Ορίζουµε τώρα την πράξη [f(x,y)]o[g{x,y)]=[F(x,y)] 
µεταξύ των κλάσεων  
[f(x,y)] και [g(x,y)] .Η πράξη αυτή είναι καλά ορισµένη (Πράγµατι, από την πρόταση 
1.2.4.6 η F είναι  
πρωταρχική θετικά ορισµένη διακρίνουσας D και το ότι για διαφορετικές συνθέσεις 
Dirichlet F,F� 
των f,g ισχύει [F]=[F�] , καθώς και το ότι [f1(x,y)]o[g1(x,y)]=[f(x,y)]o[g(x,y)]  
όταν [f(x,y)]=[f1(x,y)] ,[g(x,y)]=[g1(x,y)] προκύπτουν µε απ�ευθείας 
υπολογισµό.).Έστω τώρα fo η κύρια 
µορφή διακρίνουσας D. Από τον ορισµο της fo µπορεί κανείς αµέσως να δει ότι η 
συνθήκη του 
ΜΚ∆ που χρειάζεται για να υπάρχει η σύνθεση Dirichlet της fo µε οποιαδήποτε 
µορφή της Fpd(D) , 
ικανοποιείται αυτόµατα. Τώρα αν f∈ Fpd(D)  µε f(x,y)= ax2+bxy+cy2 , τότε το Β=b 
ικανοποιεί το σύστηµα  
Σ 1.2.4.4 της πρότασης 1.2.4.4 για την περίπτωση των f και fo  
                                                 Πράγµατι , στην περίπτωση των f , fo το σύστηµα Σ 
1.2.4.4  
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                                                 γίνεται 
B b(mod2a)
B (mod2)

B D(mod4a)
 

2

≡
≡
≡

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

, αν D≡0(mod4) και γίνεται 

B b(mod2a)
B (mod2)

B D(mod4a)
 

2

≡
≡
≡

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

1  

                                                 αν D≡1(mod4) , οπότε γράφοντας D=b2-4ac και 
παρατηρώντας ότι 
                                                 "b≡1(mod2) ↔ D≡1(mod4)" , είναι εύκολο να δούµε 
ότι η B=b είναι λύση 
                                                  του συστήµατος σε κάθε περίπτωση. 
H σύνθεση Dirichlet F των f,fo είναι λοιπόν σύµφωνα µε τον ορισµό 1.2.4.5 η 
F(x,y)=f(x,y)  και συνεπώς  
το [fo] είναι το ουδέτερο στοιχείο του C(D) µε πράξη την Dirichlet σύνθεση.Τέλος 
για f∈ Fpd(D)  µε  
f(x,y)= ax2+bxy+cy2  θέτουµε f-*(x,y)= ax2-bxy+cy2  και θεωρούµε την µορφή 
g(x,y)=cx2+bxy+ay2   

      η οποία µέσω του πίνακα 0 1
1 0

−�

�
�

�

�
� ∈ sl(2,Z) είναι κανονικά ισοδύναµη µε την 

f*.¨Εχουµε  
     ΜΚ∆(a,c, b b

2
+ )  = MKD(a,c,b)=1 , οπότε η σύνθεση Dirichlet F των f,g ορίζεται και  

το σύστηµα  

     Σ 1.2.4.4 για τις f,g γίνεται 
B b(mod2a)
B b(mod2c)

B D(mod4ac)
 

2

≡
≡
≡

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

. Το σύστηµα αυτό έχει προφανώς λύση 

το b και έτσι 
                     θα έχουµε F(x,y)=acx2+bxy+y2  Θα δείξουµε ότι η F είναι κανονικά ισοδύναµη µε 
την κύρια µορφή  
                     διακρίνουσας D. 
                                                                          Πράγµατι , όπως είπαµε και πιό πάνω , επειδή 
D=b2-4ac θα ισχύει ότι 
                                                                          "b≡1(mod2) ↔ D≡1(mod4)" έτσι θεωρώντας τον 
πίνακα Α της sl(2,Z)  
                                                                          ο οποίος ορίζεται να είναι  

                                                                                        
-k −�

�
�

�

�
�
1

1 0 , αν D≡0(mod4) µε b=2k , k∈ Z 

                                                                                        
k −�

�
�

�

�
�
1

1 0 , αν D≡1(mod4) µε b=2k+1 , k∈ Z  

                                                                           και θέτοντας u
v

A
x
y

�

�
�
�

�
� =

�

�
�

�

�
�  , θα πάρουµε 

fo(u,v)=F(x,y) ( όπου fo είναι 
                                                                           η κύρια µορφή διακρίνουσας D ).   
                    Συνεπώς [fo]=[F]=[f]o[g]=[f]o[f*] , δηλαδή [f]-1=[f*]. 
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1.2.4.9 ΟΡΙΣΜΟΣ : (I) Για κάθε µορφή (ax2+bxy+cy2 )∈∈∈∈ Fpd(D)  η µορφή  (ax2-bxy+cy2 
)∈∈∈∈ Fpd(D) θα λέγεται  
                                      αντίθετη (opposite) της ax2+bxy+cy2 και συµβολίζεται f― ( Από τα 
προηγούµενα  
                                      έχουµε ότι [f―(x,y)]=[f(x,y)]-1 ) 

(ii) Αν f(x,y)∈∈∈∈ Fpd(D) τότε η Langranzian-κλάση ( Langranzian-class ) 
της f ορίζεται να είναι 

     το σύνολο [f(x,y)]U[f―(x,y)] 
 
 
1.2.4.10 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν D είναι ακέραιος µε D<0 , D≡≡≡≡0,1(mod4) και f(x,y)= ax2+bxy+cy2 
είναι ανηγµένη µορφή 
                                  διακρίνουσας D (οπότε εξ�ορισµού έχουµε |b|≤≤≤≤a≤≤≤≤c ). Ισχύει  ότι  η 
[f(x,y)] έχει τάξη 2 στην  
                                  C(D) για a=|b| ή a=c , ενώ για |b|<a<c  η [f(x,y)] έχει τάξη 2 αν και 
µόνο αν b=0. 
                                                                                    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

                 Επειδή [ f ]-1=[ f― ] , θα έχουµε ότι η [ f ] έχει τάξη 2 στην C(D) αν και µόνο αν f = 
f―.  Αν  |b|<a<c , τότε η  f―   
                είναι επίσης ανηγµένη  (βλ. ορισµό 1.2.2.1) , οπότε " f = f―  ↔ b=0 "(λόγω 
θεωρήµατος 1.2.2.3). Άν τώρα a=|b|   
                τότε εξ' ορισµού των ανηγµένων µορφών θα έχουµε b>0 και έτσι a=b οπότε  θέτοντας  

                u
v

1 1
0 1

x
y

�

�
�
�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

�
� , έχουµε f(x,y)=f―(u,v). Αν πάλι a=c , τότε θέτοντας u

v
0 -1
1 0

x
y

�

�
�
�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

�
� , 

έχουµε f(x,y)=f―(u,v). 
                Έτσι λοιπόν για a=|b| ή a=c έχουµε πάντα [ f ] = [ f― ]. 
 
 
1.2.4.11 ΕΦΑΡΜΟΓΗ : �Εστω D=-164. Χρησιµοποιώντας τον πίνακα της εφαρµογής 
1.2.2.8  βλέπουµε ότι 
                                      h(D)=h(-164)=8 , και µόνο µια κλάση έχει τάξη ≤≤≤≤2 , οπότε η C(-164) 
είναι αβελιανή 
                                      τάξεως 8 µε µόνο ένα στοιχείο τάξεως 2 και συνεπώς C(-164)≅≅≅≅ Z8  
        
 

                       Για λόγους πληρότητας αναφέρουµε και τα ακόλουθα από την θεωρία γένους: 
 
 
1.2.4.12 OΡΙΣΜΟΣ : Έστω D∈∈∈∈ Z µε D<0,D≡≡≡≡0,1(mod4). Έστω επίσης r το πλήθος των 
διαφορετικών περιττών 
                                  πρώτων διαιρετών του D. Ορίζουµε τον αριθµό µD ως εξής : 

• Για D≡≡≡≡1(mod4) ορίζουµε µD=r 
 
• Για D≡≡≡≡0(mod4) µε D=-4n , ορίζουµε  

• µD=r              αν  n≡≡≡≡3,7(mod8) 
• µD=r+1          αν  n≡≡≡≡1,2,4,5,6(mod8) 
• µD=r+2          αν  n≡≡≡≡0(mod8) 
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     1.2.4.13 ΠΡΟΤΑΣΗ: Έστω D∈∈∈∈ Z µε D<0,D≡≡≡≡0,1(mod4). Ισχύουν τα ακόλουθα : 
• Το πλήθος των στοιχείων µε τάξη≤≤≤≤2 στην οµάδα κλάσεων 

C(D) είναι 2 Dµµµµ -1  
     (όπου µD είναι ο αριθµός που ορίστηκε πιο πάνω) 
• Υπάρχουν ακριβώς 2 Dµµµµ -1 γένη µορφών διακρίνουσας D  
και το κύριο 

     γένος είναι ακριβώς το C(D)2 
                                (Λεπτοµέρειες για την απόδειξη µπορούν να βρεθούν στο βιβλίο του 
Cox  :  

                                       [COX] θεωρ. 3.15  σελ. 54)                                               
 
 



           § 3   ΚΥΒΙΚΟ ΚΑΙ ∆ΙΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΟ ΣΥΜΒΟΛΟ ΤΟΥ 
              LEGENDRE ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 
1.3.1   ΓΕΝΙΚΑ ΓΙΑ ΤΟ Z[ω] 
            

1.3.1.1 ΟΡΙΣΜΟΙ-ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΕΙΣ : Σε όλη την § 3 το ω θα συµβολίζει την 3η ρίζα της µονάδος 

: e
2 iππππ

3333  
                                                      (όπου i2=1). Επίσης θα συµβολίζουµε µε R το Z[ω] , και µε σ( - ) την  
                                                       µιγαδική συζυγία.. Όπως είναι γνωστό ο R είναι ευκλείδιος                         
                                                      δακτύλιος  και συνεπώς δακτύλιος κυρίων ιδεωδών. Τα ανάγωγα  
                                                      στοιχεία του R είναι και πρώτα.Για κάθε a του R  ισχύει Ass(a)=  
                                                      {±±±±a,±±±±ωa,±±±±ω2a} και επίσης για (x+yω) στοιχείο του R µε x,y∈∈∈∈ Z, η 
                                                      νόρµα του (x+yω) είναι Ν(x+yω)=x2-xy+y2 .(Προφανώς αν Ν(x+yω)  
                                                      είναι πρώτος αριθµός τότε το (x+yω) είναι πρώτο στοιχείο του R.).             
                                                      Αναφέρουµε τώρα κάποια αποτελέσµατα από την θεωρία αριθµών  
                                                      και τον νόµο ανάλυσης στο Q(ω) 

• Αν p πρώτος αριθµός του Z τότε  
• Αν p=3 , τότε p=-ω2(1-ω)2 και (1-ω) είναι πρώτος του R 
• Αν p≡≡≡≡1(mod3) , τότε υπάρχει πρώτος π του R ώστε και  
     ο σ(π) να είναι πρώτος του R µη συνεταιρικός του π και p=π-
σ(π). 
• Αν p≡≡≡≡2(mod3) , τότε ο p είναι πρώτο στοιχείο του R. 

• Το σύνολο των πρώτων στοιχείων του R είναι η ξένη ένωση των  
συνόλων : Ass( {π∈∈∈∈ R | N(π)∈∈∈∈ PPPP και Ν(π)≡≡≡≡1(mod3) } ,  

      Ass(1-ω)  ,  Ass( {p∈∈∈∈ PPPP | p≡≡≡≡2(mod3)} ). 
• Για κάθε πρώτο στοιχείο του R  : π  ισχύουν τα ακόλουθα :  
       (1)  Το R

Rππππ
 είναι σώµα µε πλήθος στοιχείων Ν(π). Επίσης 

             Ν(π)∈∈∈∈ {p,p2}  για κάποιο p∈∈∈∈ PPPP  και  µάλιστα  
• αν Ν(π)=p2 τότε π=p≡≡≡≡2(mod3 και η προβολή   
     Zp→→→→ R

Rππππ
 είναι µονοµορφισµός 

• αν Ν(π)=p , τότε p≡≡≡≡1(mod3) ή p=3 και η προβολή  Zp→→→→
R
Rππππ

 

     είναι ισοµορφισµός. 
  (2)  Αν a∈∈∈∈ R-{0}  µε π /| a ,  τότε  aN(π)-1≡≡≡≡1(modπ) στο R 
  (3)  π /| 3 ↔↔↔↔ π∉∉∉∉ Ass(1-ω) ↔↔↔↔ N(π)≠≠≠≠3 
  (4)  Αν π /| 3  τότε : 

• 3|N(π)-1 
• τα 1(modπ) , ω(modπ) , ω2(modπ) , είναι διαφορετικά 
στοιχεία  

     του δακτυλίου R
Rππππ

. 

 
Για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο βιβλίο του Cox : [Cox] §4 σελ. 75 



 
1.3.2  ΚΥΒΙΚΟ ΣΥΜΒΟΛΟ ΤΟΥ LEGENDRE ΚΑΙ ΒΑΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ  
 
 
    1.3.2.1 ΣΧΟΛΙΑ :  Αν a∈∈∈∈ R και π πρώτο στοιχείο του R  µε π /| a , π /| 3 , τότε N(π)π)π)π) −−−− 1111

3333
∈∈∈∈ Z 

                                 και  το a
N( ) 1

3
ππππ -

 είναι λύση της εξίσωσης x3≡≡≡≡1(modπ) . Επειδή τώρα τα 1(modπ),  
                                 ω(modπ) , ω2(modπ)  είναι λύσεις της x3≡≡≡≡1(modπ) και διαφορετικές modπ , θα  

                                 έχουµε ότι το a
N( ) 1

3
ππππ -

 είναι ισότιµο modπ µε ένα µοναδικό από τα 1(modπ) ,  
                                 ω(modπ) , ω2(modπ) 
 
     
    1.3.2.2 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω π πρώτο στοιχείο του R  µε π /| 3 . Ορίζουµε την  

                                    συνάρτηση ⋅�
�
�

�
�
�

ππππ 3

: Z[ω] →→→→ {1,ω,ω2}� {0} ως εξής :  Για a∈∈∈∈ Z[ω]  το a
ππππ

�
�
�

�
�
�

3
 είναι  

• αν  π | a         , το   0 
• αν π /| a         ,το µοναδικό στοιχείο του  {1,ω,ω2} που είναι ισότιµο µε 

                              a
N( ) 1

3
ππππ -

  modulo π.                                                         

Το    ⋅�
�
�

�
�
�

ππππ 3

 ονοµάζεται κυβικός χαρακτήρας υπολοίπων ή κυβικό σύµβολο του Legendre. 

 
 
1.3.2.3 ΠΡΟΤΑΣΗ : ( Iδιότητες κυβικού συµβόλου Legendre )  Έστω π πρώτο στοιχείο του R  µε π /| 3 
                                 και έστω a,b∈∈∈∈ R και ε∈∈∈∈ Ε(R) . Ισχύουν τα παρακάτω : 

1. ab a b
ππππ ππππ ππππ

�
�
�

�
�
� = �

�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�

3 3 3

 

2. a
επεπεπεπ

�
�
�

�
�
�

3

= a
ππππ

�
�
�

�
�
�

3

 

3. Aν  a≡≡≡≡b(modπ) τότε a
ππππ

�
�
�

�
�
�

3

= b
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5. Αν  π /| a  τότε a
ππππ
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8. Αν π=p µε p∈∈∈∈ PPPP και p /| a τότε a
ππππ
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          ( Για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο βιβλίο των Ireland και Rosen : [Ir.Ro] πρότ. 9.33  σελ. 112 ) 
 

 
            
 
1.3.2.4 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ :  Αν π πρώτο στοιχείο του R  µε π /| 3 , τότε το σύµβολο του Legendre  ⋅�

�
�

�
�
�

ππππ 3

 

                                           περιορισµένο στο R
Rππππ

�
�
�

�
�
�

*
 επάγει οµοµορφισµό οµάδων R

Rππππ
�
�
�

�
�
�

*
→→→→ {1,ω,ω2) . 

                                           Επίσης η ( R
Rππππ

�
�
�

�
�
�

*
, - ) είναι κυκλική οµάδα ως πολλαπλασιαστική οµάδα 

                                           σώµατος. 
 
 
1.3.2.5 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν π πρώτο στοιχείο του R  µε π /| 3 και a∈∈∈∈ R µε π /| a  , τότε τα ακόλουθα είναι 
                                 ισοδύναµα :  

I. a
ππππ

�
�
�

�
�
�

3

= 1 

II. a
N( ) 1

3
ππππ -

≡≡≡≡1(modπ) 
 
III.x3≡≡≡≡a(modπ) είναι επιλύσιµη στο R 
 
            ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

                      ( Ι ↔ ΙΙ )    Προφανές από τους ορισµούς και την µοναδικότητα του κυβικού συµβόλου του 
Legendre                                         
                    

                      ( ΙΙ → ΙΙΙ )  Παίρνουµε u+πR γεννήτορα της κυκλικής οµάδος  ( R
Rπ

�
�
�

�
�
�

*
, · ) και γράφουµε  

                                       a≡uA(modπR) , οπότε επειδή a
N( ) 1

3
ππππ −

≡1(modπ) µπορούµε εύκολα να δούµε ότι 3 | A και 
                                       ότι το uA/3  είναι λύση της x3≡a(modπ). 
                  
                      ( III → II )  Αν xo  είναι λύση της x3≡a(modπ) τότε αφού π /| a  θα έχουµε και π /| xo  οπότε  

                                       1≡ (xo
3

N(

)
π)−1
3 ≡a

N( ) 1
3
ππππ −

(modπ). 
 

 
1.3.2.6 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν p∈∈∈∈ PPPP* και a∈∈∈∈ Z  , τότε : 

• Αν p=3  ή  p≡≡≡≡2(mod3)      ,  τότε x3≡≡≡≡a(modp) επιλύσιµη στο Z  και µάλιστα η  
                                                                                             λύση είναι µονοσήµαντη modulo p. 
 

• Αν p≡≡≡≡1(mod3)                   ,  τότε : 
• Για p|a      ,  η x3≡≡≡≡a(modp) είναι επιλύσιµη στο Z 
 



• Για p /| a   ,  η x3≡≡≡≡a(modp) είναι επιλύσιµη στο Z                

αν και µόνο αν a
ππππ

�
�
�

�
�
�

3

= 1 ( όπου p= ππππ·ππππ   

     η ανάλυση του p σε πρώτα στοιχεία του R ). 
 
 
 
 
 

                                                                        ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                      Στην περίπτωση που p /≡ 1(mod3) είναι απλή άσκηση άλγεβρας να δειχτεί ότι η απεικόνιση 
Zp

*→Zp
* 

                                  µε u→u3 για κάθε u∈ Zp
* είναι ισοµορφισµός. Μένει λοιπόν η περίπτωση p≡1(mod3) στην οποία  

                      αν p= π π⋅   είναι η ανάλυση του p σε πρώτα στοιχεία του R, τότε η προβολή    Zp→
R
Rπ

�
�
�

�
�
� είναι 

                      ισοµορφισµός (βλ. 1.3.1.1  ορισµούς και υπενθυµίσεις στη σελίδα 21). Έτσι λοιπόν αν p|a , τότε 
                      η x3≡a(modp) έχει λύση την x=0 . Για p /| a , τώρα , λόγω του πιο πάνω ισοµορφισµού η  
                      x3≡a(modp) είναι επιλύσιµη στο Z αν και µόνο αν η x3≡a(modπ) επιλύσιµη στο R. Όµως το ότι  
                      p /| a στο Z συνεπάγεται ότι π /| a στο R( Αν π | a τότε Ν(π) | Ν(a) → p | a2 →p |a  πράγµα άτοπο.).  
                      Επίσης  p≡1(mod3) → N(π)≡1(mod3)  και συνεπώς έχουµε π /| 3 (βλ. 1.3.1.1  ορισµούς και  
                      υπενθυµίσεις στη σελίδα 21 ) και έτσι εφαρµόζοντας την ισοδυναµία Ι ↔ ΙΙ της  πρότασης 1.3.2.5 
                      και τα παραπάνω έχουµε το ζητούµενο. 
 
 
1.3.2.7 ΠΟΡΙΣΜΑ : Για p∈∈∈∈ PPPP µε  p≡≡≡≡1(mod3) και p= ππππ·ππππ  η ανάλυση του p σε πρώτα του R ισχύει ∀∀∀∀ a∈∈∈∈ Z 
ότι 
                                x3≡≡≡≡a(modp) επιλύσιµη στο Z   αν και µόνο αν x3≡≡≡≡a(modπ) επιλύσιµη στο R. 
 
 
1.3.2.8 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω π πρώτο στοιχείο του R. Το π θα λέγεται πρωτεύον (primary) αν π≡≡≡≡-1(mod3)         
                                στο R. 
 
 
1.3.2.9 ΣΧΟΛΙΑ :  Ο ορισµός του πρωτεύοντος πρώτου δίνεται για να εξαλειφθεί η ασάφεια που που  
                             προκύπτει από το γεγονός ότι κάθε στοιχείο του R έχει 6 συνεταιρικά σε κάποιες  
                             περιπτώσεις και είναι ανάλογο µε το ότι στο Z  θεωρούµε πρώτους µόνο θετικούς  
                             αριθµούς και όχι τους αντίθετούς τους. Ο ορισµός θα γίνει κατανοητός στην συνέχεια  
                             που θα αποδείξουµε ότι για καθε πρώτο στοιχείο π του R εκτός από το 1-ω , το σύνολο 
                             Αss(π) έχει ακριβώς ένα πρωτεύον στοιχείο. 
 
 
1.3.2.10 ΣΧΟΛΙΑ :   1.   Αν π∈∈∈∈ R και π=a+bω µε a,b∈∈∈∈ Z ,  τότε από τον ορισµό 1.3.2.8 προκύπτει εύκολα 
ότι   
                                      το π είναι πρωτεύον αν και µόνο αν  a≡≡≡≡-1(mod3) και   b≡≡≡≡0(mod3) 
                                 2.   Από τον όρισµό του πρωτεύοντος πρώτου προκύπτει αµέσως ότι όλοι οι πρώτοι 
                                       ακέραιοι αριθµοί που είναι και πρώτοι στο R είναι πρωτεύοντες πρώτοι του R. 
                                       ( Θυµίζουµε ότι PPPP ∩ PPPP(R) = {p∈∈∈∈ PPPP : p≡≡≡≡2(mod3)}. ) 



                                 3.   Με άµεση επαλήθευση µπορούµε να αποδείξουµε ότι κανένα στοιχείο του Ass(1-ω) 
                                       δεν είναι πρωτεύον. 
                                 4.   Για κάθε πρωτεύοντα πρώτο π του R ορίζεται το κυβικό σύµβολο του Legendre 
                                        
 
 
1.3.2.11 ΠΡΟΤΑΣΗ : Για κάθε πρωτεύοντα πρώτο π του R µε π∉∉∉∉ Ass(1-ω) , υπάρχει ακριβώς ένας  
                                  πρωτεύοντας πρώτος στο σύνολο Ass(π) 

                                                                                      ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                 Κατ' αρχήν επειδή π∉ Ass(1-ω) έχουµε ότι π∈ P  ή  ότι  π∈ {u∈ P(R) : u ∈ P(R), uu ∈ P, uu ≡1(mod3)} 
                 Επίσης επειδή το π είναι πρώτος του S, έχουµε ότι και το Ass(π) είναι σύνολο πρώτων του S. 
                 1η Περιπτωση  : "  π∈ P  " 
                                         Τότε το π είναι εξ'ορισµού πρωτεύον και επειδή Ass(π)={±π,±ωπ,±ω2π} εύκολα 
βλέπουµε 
                                          ότι είναι το µοναδικό πρωτεύον πρώτο στοιχείο του Ass(π). 
                 2η Περίπτωση  : " π∈ {u∈ P(R) : u ∈ P(R), uu ∈ P, uu ≡1(mod3)} " 
                                         Τότε αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει µοναδικό στοιχείο x+yω  ( x,y∈ Z ) του Ass(π) µε  
                                         x≡-1(mod3) και y≡0(mod3) (βλ. 1.2.3.10 σχόλια).Αν π=a+bω ( a,b∈ Z )  τότε 
                                         Ass(π)={ ±(a+bω) , ±(b+(a-b)ω) , ±((a-b)+aω) }. Έστω p= π π⋅ =a2-ab+b2∈ P. Έχουµε 
                                         p≡1(mod3) και ισχύουν οι παρακάτω ισότητες 
                                                                            π = a+bω             (Σ 1.3.2.11.1) 
                                                                          ωπ = -b+(a-b)ω      (Σ 1.3.2.11.2) 
                                                                         ω2π = (b-a)-aω        (Σ 1.3.2.11.3) 
                                                                            -π = -a-bω            (Σ 1.3.2.11.4) 
                                                                          -ωπ = b+(b-a)ω      (Σ 1.3.2.11.5) 
                                                                         -ω2π =(a-b)+aω       (Σ 1.3.2.11.6) 
                                         Θα δείξουµε τώρα ότι υπάρχει στοιχείο του Ass(π) το οποίο είναι πρωτεύον.Πράγµατι,  
                                         επειδή  p= π π⋅ =a2-ab+b2 θα έχουµε ότι τα a,b δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα 
διαιρούµενα µε  
                                         το 3 (αλλιώς 9|p που είναι άτοπο). ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
                                                       (A)  3 /| a .   Τότε : 

• για a≡2(mod3) έχουµε p= a2-ab+b2≡1-2b+b2(mod3) → 1≡1-2b+b2(mod3) 
       → b(b-2)≡0(mod3) οπότε για 3|b έχουµε π≡-1(mod3) (βλ. Σ 
1.3.2.11.1) 
      , δηλαδή το π είναι πρωτεύον , ενώ για 3|(b-2) έχουµε -ωπ≡-1(mod3)  
      (βλ. Σ 1.3.2.11.5) και συνεπώς το -ωπ είναι πρωτεύον. 

• για a≡1(mod3) έχουµε (-a)≡2(mod3) και από τα παραπάνω έχουµε ότι για     
            τον -π=(-a)+(-b)ω  στο Ass(-π) υπάρχει στοιχείο πρωτεύον και έτσι  
            έχουµε το ζητούµενο αφού Ass(π)=Ass(-π). 

 (Β)   3 | a .    Τότε : 
                                                                       3 /| b (αφού 3 /| π) , οπότε για τον πρώτο -ωπ=b+(b-a)ω έχουµε το  
                                                                       ζητούµενο από την περίπτωση (Α) λόγω του ότι Ass(π)=Ass(-ωπ). 
                                          Μένει τώρα να δείξουµε την µοναδικότητα. 
                                           (1) Έστω ότι ο π είναι πρωτεύων πρώτος. 

• Αν  -π≡-1(mod3) τότε π≡1(mod3) πράγµα άτοπο. 
• Αν  ±ωπ≡-1(mod3) τότε ω≡±1(mod3) πράγµα άτοπο. 
• Αν  ±ω2π≡-1(mod3) τότε ω2≡±1(mod3) που µας δίνει πάλι άτοπο. 

                                                     Στην περίπτωση αυτή λοιπόν έχουµε την µοναδικότητα. 



                                           (2) Έστω ότι ο π δεν είναι πρωτεύων πρώτος. 
                                                     Στην περίπτωση αυτή έχουµε την ύπαρξη (όπως δείξαµε προηγουµένως) ενος  
                                                     πρωτεύοντος πρώτου  u στο Ass(π). Από το (1) όµως έχουµε ότι το u είναι ο 
                                                     µοναδικός πρωτεύων πρώτος του Ass(u) και επειδή Ass(u)=Ass(π), έχουµε  
                                                     τελειώσει. 

 
 
 
1.3.2.12 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν π πρώτο στοιχείο του R µε π∉∉∉∉ Ass(1-ω) τότε υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο u του  
                                  Ass(π) µε την ιδιότητα u≡≡≡≡1(mod3) 
                                                                                 ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                 Από την 1.3.2.11 πρόταση έχουµε ότι υπάρχει µοναδικό v∈ Ass(π) µε την ιδιότητα v≡-1(mod3), 
οπότε 
                 (-v)≡1(mod3). Αν πάλι v'∈ Ass(π) µε v'≡1(mod3), τότε (-v')≡-1(mod3) , και από την µοναδικότητα 
του v 
                 έχουµε v' = -v → v' = -v. 
 
 
1.3.2.13 ΠΟΡΙΣΜΑ : Αν p∈∈∈∈ PPPP µε p≡≡≡≡1(mod3) , τότε ο p γράφεται p= ππππ·ππππ   , όπου ππππ , ππππ ∈∈∈∈ PPPP(R) και ο ππππ  είναι  
                                  πρωεύων.  
                                                                                 ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
               Από υπενθυµίσεις 1.3.1.1 έχουµε ότι ο p γράφεται  p= π π⋅  όπου π, π ∈  P(R). Από την πρόταση 
1.3.2.11 
               όµως υπάρχει ε∈ E(R) ώστε ο επ να είναι πρωτεύων. Το ζητούµενο είναι τώρα προφανής συνέπεια της 
               σχέσης p= ( )επ)(επ . ( Σηµειώνουµε ότι E(R)={±1,±ω,±ω2} και έτσι ∀ ε∈  Ε(R) σ(ε)=ε2 όπου σ είναι η 
µιγαδική 
               συζυγία. ) 
 
 
Για λόγους πληρότητας δίνουµε την επέκταση του όρου "πρωτεύων" σε κάθε στοιχείο του R (όχι εννάδα), 
καθώς και την επέκταση του κυβικού συµβόλου του Legendre σε όλο το R µε  µερικές βασικές ιδιότητες 
του. Σηµειώνουµε ότι η  επέκταση  του  κυβικού συµβόλου  είναι  χρήσιµη  για  την  απόδειξη  του  
συµπληρωµατικού  νόµου  της  κυβικής αντιστροφής (βλ.  [Ir.Ro] ασκ 17,18,19 σελ 135) 
 
 
1.3.2.14 ΟΡΙΣΜΟΣ : Ένα στοιχείο u του R θα λέγεται πρωτεύον αν δεν είναι εννάδα και επίσης u≡≡≡≡-
1(mod3) 
                                  στο R.  
                                  ( Σηµείωση : Όπως και στην περίπτωση των πρώτων πρωτευόντων, ένα στοιχείο 
                                                        x+yω του R είναι πρωτεύον  αν και µόνο αν χ≡≡≡≡-1(mod3) και y≡≡≡≡0(mod3) ) 
 
 
 
 
1.3.2.15 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν u∈∈∈∈ R πρωτεύον στοιχείο του R τότε υπάρχουν  µονοσήµαντα ορισµένα s∈∈∈∈ N και 
                                   π1,π2,�,πs  πρωτεύοντες πρώτοι του R ώστε u=π1π2·�·πs  ή u=-π1π2·�·πs 
 
 



1.3.2.16 ΟΡΙΣΜΟΣ : Αν u∈∈∈∈ R πρωτεύον στοιχείο, τότε ορίζουµε την συνάρτηση ⋅�
�
�

�
�
�

u 3
: R →→→→ {0} U 

{1,ω,ω2} 
 ώς εξής :  Για  v∈∈∈∈ R ορίζουµε                                  

v
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αναναναν ±±±± ππππ ππππ ππππ ηηηη        ανανανανααααλυσηλυσηλυσηλυση    τουτουτουτου    ππππ    σεσεσεσε    πρπρπρπρωωωωτατατατα    τουτουτουτου    1111 2222... � �

 

 
1.3.2.17 ΠΡΟΤΑΣΗ : ( Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ) Αν u,u'∈∈∈∈ R πρωτεύοντα στοιχεία τότε 
                                       1.    ab

u
�
�
�

�
�
�

3

= a
u

�
�
�

�
�
�

3

·
b
u

�
�
�

�
�
�

3

 , ∀∀∀∀  a,b∈∈∈∈ R  

                                        2.   a
u

�
�
�

�
�
�

3

∈∈∈∈ {1,ω,ω2}  , ∀∀∀∀  a∈∈∈∈ R 

                                        3.   Aν a,b∈∈∈∈ R µε a≡≡≡≡b(modu) , τότε a
u

�
�
�

�
�
�

3

= b
u

�
�
�

�
�
�

3

 

                                        4.   Αν a∈∈∈∈ Z και u∈∈∈∈ Z  και u /| a  τότε  a
u

�
�
�

�
�
�

3

=1 

                                        5.   w
u

�
�
�

�
�
�

3

=ωm+n  , όπου ως συνήθως ω=e2πi/3  

                                                                     και  u=(3m-1)+3nω (βλ. σηµείωση στον ορισµό 1.3.2.14) 
 
                                        6.  Το σ(u) είναι πρωτεύον στοιχείο του R .( σ = µιγαδική συζυγία.)  
  

                                                  
 

                                              
   



1.3.3   ΝΟΜΟΣ ΚΥΒΙΚΗΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ 
 

 
Στην παράγραφο αυτή αναφέρουµε τον νόµο κυβικής αντιστροφής καθώς και τον συµπληρωµατικό του.  
Οι αποδείξεις έχουν παραλειφθεί λόγω του ότι είναι αρκετά τεχνικές και µακροσκελείς. (Γίνεται χρήση 
πολλαπλασιαστικών χαρακτήρων καθώς και αθροισµάτων Gauss και Jacobi.) Γιά λεπτοµέρειες  
βλ.  [Ir.Ro] σελ 114-118 . 
 
 
1.3.3.1 ΘΕΩΡΗΜΑ : (Νόµος κυβικής αντιστροφής) Αν π1,π2 είναι πρωταρχικοί πρώτοι του R και  

                                  Ν(π1)≠≠≠≠Ν(π2) , τότε 
ππππ
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1.3.3.2 ΠΟΡΙΣΜΑ : Αν π1,π2 είναι πρώτοι του R µε Ν(π1)≠≠≠≠Ν(π2) και π1,π2≡≡≡≡±±±±1(mod3) τότε 
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1.3.3.3 ΘΕΩΡΗΜΑ : (Συµπληρωµατικό του νόµου αντιστροφής) Αν π είναι πρωταρχικός πρώτος του 
R 

                                   τότε 1- ωωωω
ππππ

�

�
�

�

�
�

3
=ù2m  , όπου ως συνήθως ù=e2πi/3  

                                                                   και π=(3m-1)+3nù  m,n∈∈∈∈ Z (βλ. 1.3.2.10 σχόλια) 
 

 
 



 
1.3.4   ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΣ ΠΡΩΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ   A2+27B2    
 

 
1.3.4.1 ΛΗΜΜΑ : Άν π=a+bω  a,b∈∈∈∈ Z  ένας πρωτεύων πρώτος του R µε π /| 2 τότε  
                            τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 
                                               1.  Η εξίσωση  x3≡≡≡≡2(modπ)  είναι επιλύσιµη στο R 
                                               2.  π≡≡≡≡1(mod2) στο R 
                                               3.  a≡≡≡≡1(mod2) και b≡≡≡≡0(mod2) 
                                                                        ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
              ( 2↔3 )  Προφανές. 
              ( 1↔2 )  ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
                             1η Περίπτωση : �  π∈ P " 
                                                      Στην περίπτωση αυτή επειδή π /| 2 θα έχουµε π≠2. Τα π,2 είναι πρώτα στοιχεία 
                                                      του R και µάλιστα πρωτεύοντα και επειδή το π≡1(mod2) στην περίπτωση αυτή
                                                      πάντα ικανοποιείται ( αφού π,2∈ P και π≠2 ) για να δείξουµε την ισοδυναµία 
1↔2 
                                                      θα πρέπει να δείξουµε ότι στην περίπτωση αυτή η εξίσωση x3≡2(modπ) έχει 
                                                      πάντα λύση στο R. Πράγµατι,  το π είναι πρωτεύον και συνεπώς π∉ Ass(1-ω). 
                                                       (βλ. σχόλια 1.3.2.10) οπότε  π /| 3 (βλ. ιδιότητες 1.3.1.1). Επίσης Ν(π)=π2 και  

                                                     
Ν(π)−1

3
π−1)π+1

3
= (  όπου π πρωτεύον , δηλαδή π≡-1(mod3) → π+1

3
∈ Z. 

                                                      Τώρα, θέτοντας κ=
Ν(π)−1

3
 και λ=

π+1
3

 , έχουµε 2κ≡(2λ)(π-1)≡1(modπ)   

                                                      (αφού π≠2 και π,2∈ P) και συνεπώς η πρόταση 1.3.2.5 µας δίνε ότι η εξίσωση  
                                                      x3≡2(modπ) έχει πάντα λύση στο R. 
                             2η Περίπτωση : " π∉ P " 
                                                      Επειδή ο 2 είναι πρωτεύων πρώτος του R , από κυβική αντιστροφή έχουµε  

                                                      
2
π

�
�
�

�
�
�

3
=

π
2

�
�
�

�
�
�

3
 ( Αφού π|N(π) και  π /| 2 θα έχουµε και Ν(π)≠22=Ν(2). ) .Τώρα  

                                                      επειδή το π είναι πρωτεύον έχουµε π∉ Αss(1-ω) (βλ. σχόλια 1.3.2.10) και            
                                                      συνεπώς  π /| 3 (βλ. υπενθυµίσεις 1.3.1.1) , έτσι η πρόταση 1.3.2.5 δίνει ότι 

                                                      
2
π

�
�
�

�
�
�

3
 =1 αν και µόνο αν η x3≡2(modπ) είναι επιλύσιµη στο R , οπότε τελικά 

                                                      λόγω των παραπάνω , συνάγουµε ότι 
π
2

�
�
�

�
�
�

3
=1 αν και µόνο αν η x3≡2(modπ) 

είναι 
                                                      επιλύσιµη στο R. Επίσης  Ν(2)=4 και αφού π /| 2 θα έχουµε 2 /| π ( 2,π∈ P ) . 

                                                      Εξάλλου εξ'ορισµού του κυβικού συµβόλου ισχύει 
π
2

�
�
�

�
�
�

3
= π

4−1
3 (mod2) οπότε 

                                                      
π
2

�
�
�

�
�
�

3
≡π(mod2) και συνεπώς "  

π
2

�
�
�

�
�
�

3
=1  ↔ π≡1(mod2) ". Χρησιµοποιώντας  

                                                       τώρα και τα προηγούµενα έχουµε τελικά ότι η x3≡2(modπ) είναι επιλύσιµη 
στο  
                                                       R αν και µόνο αν π≡1(mod2). 



                                                                   
 
1.3.4.2 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Αν p∈∈∈∈ PPPP µε p≡≡≡≡1(mod3) τότε από το πόρισµα 1.3.2.13  έχουµε ότι p= ππππ ππππ⋅  όπου ππππ 
είναι  
                                       πρωτεύων πρώτος του R και έτσι γράφοντας ππππ=(3m-1)+3n����  µε  m,n∈∈∈∈ Z (ω=e2πι/3)  

                                       θα έχουµε p= ππππ ππππ⋅ =[(3m-1)+3nω]·[ (3m-1)+3nω2]  οπότε 4p=(2a-b)2+27 b
3

�

�
�

�

�
�

2

  

                                       όπου  a=3m-1  και  b=3n. 
 
 
1.3.4.3 ΠΡΟΤΑΣΗ :  Αν p∈∈∈∈ PPPP µε p≡≡≡≡1(mod3)  τότε υπάρχουν  c,d∈∈∈∈ Z  ώστε   4p=c2+27d2 . Τα c,d είναι 
µοναδικά 
                                 ορισµένα µέχρι προσήµου από τις σχέσεις c=2a-b  και  d= b

3
   όπου  p= (a +b )(a +b )ωωωω ωωωω   

                                 µε a,b∈∈∈∈ Z  και  το  (a+bω) να είναι πρωτεύον στοιχείο του R.( βλ. πόρισµα 1.3.2.13 ) 
                                                                                       ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

                    Κατ' αρχήν από την παρατήρηση 1.3.4.2  παραπάνω  έχουµε ότι τα c,d που αναφέρονται στην προς 
                    απόδειξη πρόταση υπάρχουν. Μένει να αποδείξουµε ότι είναι µονοσήµαντα ορισµένα µέχρι προσήµου 
                    από τις σχέσεις c=2a-b  και d= b

3
. Έστω λοιπόν ότι 4p=x2+27y2  (Σ 1.3.4.3.1) µε  x,y∈ Z . Η σχέση  

                    Σ 1.3.4.3.1 µας δίνει  x2≡y2(mod2)  και συνεπώς x≡y(mod2) άρα x+3y≡0(mod2). Αν τώρα θέσουµε 

                     C= x + 3y
2

 και  D=3y τότε θα έχουµε y= D
3

 και  x= 2C - D  και αντικαθιστώντας στην Σ 1.3.4.3.1 θα 

πάρουµε 
                    p= (C + D )(C + D )ω ω . Αφού όµως τότε Ν( C + Dω )=Ν( C + Dω )=p∈ P  , θα έχουµε ότι τα C + Dω , C + Dω  
                    είναι πρώτα στοιχεία του R , και έτσι από µονοσήµαντη ανάλυση του p σε πρώτους στο R θα έχουµε 
ότι 
                    ( C + Dω )∈ Ass( a + bϖ) U Ass( a +bω). Τώρα :  

                                          Ass( a + bϖ)∈

a + b
- b + (a - b)

(b - a) - a
- a - b

b + (b - a)
(a - b) + a

ω
ω

ω
ω

ω
ω
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�
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�
��
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 ,    Ass( a +bω)∈

(a - b) - b
b + a

- a - (a - b)
- (a - b) + b

- b - a
a + (a - b)

ω
ω

ω
ω

ω
ω
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�

�
�
��
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��

�
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  .                                         

                    Επίσης το (a+bω) είναι πρωταρχικό και συνεπώς a≡1(mod3) και b≡0(mod3) οπότε 
(a - b) 1(mod3)

a 1(mod3)
(b -a) 2(mod3)

≡
≡

≡

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�
και  

                    έτσι αφού D≡0(mod3) θα έχουµε (C+Dω)∈

a + b
-a - b

(a - b) - b
-(a - b) + b

ω
ω

ω
ω
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�

�

�
�

�

�

�
�

�
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�

 και συνεπώς αντικαθιστώντας τα C,D µε τα  

                    x + 3y
2

 , 3y αντίστοιχα  και τα a,b µε τα c + 3d
2

 , 3d  από τα προηγούµενα θα ισχύει 

                     (x,y)∈ { (c,d),(-c,d),(c,-d),(-c,-d) } . 
 



 
1.3.4.4 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν p∈∈∈∈ PPPP , τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 

• p≡≡≡≡1(mod3) και η x3≡≡≡≡2(modp) είναι επιλύσιµη στο Z 
• υπάρχουν ακέραιοι αριθµοί A,B  ώστε  p=Α2+27Β2 

                 ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                      Κατ'αρχήν αν p=2 η αποδεικτέα ισοδυναµία των προτάσεων ισχύει τετριµµένα. 
                      Μένει λοιπόν η περίπτωση p∈ P*. Πρώτα θα κάνουµε ορισµένες παρατηρήσεις πριν προχωρήσουµε 
στο  
                      κυρίως µέρος της απόδειξης.Αν p∈ P* µε p≡1(mod3) , τότε ο p σύµφωνα µε το πόρισµα 1.3.2.13 
γράφεται  
                      στην µορφή  p= (a +b )(a +b )ω ω  όπου το στοιχείο  a +bω είναι πρωτεύων πρώτος του R. Επίσης από   

                      παρατήρηση 1.3.4.2 έχουµε ότι   4p=(2a-b)2+27
b
3

�
�
�

�
�
�

2

 , όπου  a=3m-1  και  b=3n. Συνεπώς  

                      4p=c2+27d2  για c=2a-b και d=
b
3 . Θέτουµε π= a +bω και έτσι ισχύει ότι π /| 2. (Πράγµατι, αν π|2 τότε 

                      αφού ο 2 είναι πρώτος του R θα είχαµε π∈ Ass(2) εποµένως p=N(π)=Ν(2)=4 πράγµα άτοπο.) Επίσης  
                      ισχύει  π /| 3. ( Πράγµατι, αν π|3 τότε π∈ Ass(1-ω)  - βλ.1.3.11 υπενθυµίσεις - πράγµα άτοπο αφού το  
                      Αss(1-ω) δεν έχει πρωτεύοντα στοιχεία. ) Στην συνέχεια προχωράµε στο κυρίως µέρος της απόδειξης.
                
                      ( )→  Έστω p∈ P* µε p≡1(mod3) και) x3≡2(modp) επιλύσιµη στο Z. Ισχύουν λοιπόν όλα τα παραπάνω 

για  
                               τον p. Επειδή x3≡2(modp) επιλύσιµη στο Z  θα έχουµε ειδικότερα ότι η x3≡2(modπ) επιλύσιµη 
στο R. 
                               ( Πράγµατι, κάθε Z-λύση της x3≡2(modp) είναι και λύση της x3≡2(modπ) αφού p= π⋅π . ) 
Σύµφωνα 
                               όµως µε αυτά που είπαµε στην εισαγωγή της απόδειξης θα έχουµε π /| 2 και έτσι το λήµµα 
1.3.4.1 
                               µας δίνει ότι π≡1(mod2) πράγµα που σηµαίνει a≡1(mod2) και b≡0(mod2). (βλ. λήµµα 1.3.4.1) 

                               Επειδή όµως c=2a-b και d= 
b
3  , θα έχουµε ότι 2|c και 2|d. Θέτοντας λοιπόν Α= c

2
 και Β= d

2
 

                               και αντικαθιστώντας στην  4p=c2+27d2 , θα πάρουµε p=A2+27B2. 
                       ( )←  Έστω p∈ P* και έστω ότι p=A2+27B2 για κάποια A,B∈ Z. Έχουµε λοιπόν 4p=(2A)2+27(2B)2. 

Εξάλλου  
                               p=A2+27B2≡Α2(mod3) → p≡A2(mod3). Επειδή τώρα ∀ k∈ Z  k2≡0,1(mod3) θα έχουµε και ότι  
                               p≡0,1(mod3). Αν 3|p τότε 3=p πράγµα άτοπο αφού ο 3 δεν µπορεί να γραφεί στην µορφή 
κ2+27λ  
                               µε κ,λ∈ Z  οπότε p≡1(mod3). Μένει λοιπόν να δείξουµε τώρα ότι η x3≡2(modp) είναι επιλύσιµη 
στο Z. 
                               Έχουµε  p≡1(mod3) και έτσι η πρόταση 1.3.4.3 δίνει (λόγω µοναδικότητας) ότι 2Α=±(2a-b) και 

                               2Β= ±
b
3

�
�
�

�
�
� . Όµως 2Α=±(2a-b) → b≡0(mod2) και επίσης a≡1(mod2). ( Πράγµατι στην εισαγωγή 

της 
                               απόδειξης είχαµε δείξει ότι για p= (a +b )(a +b )ω ω  µε το π= a +bω να είναι πρωτεύων πρώτος  
                               του R, ισχύει  π /| 2. Αυτό σηµαίνει ότι  2∉ Ass(π) και επειδή ο π είναι πρώτος θα έχουµε 2 /| π. 
                               Όµως π=a+bω µε b≡0(mod2) και έτσι 2 /| π → 2 /| a → a≡1(mod2). ) Οι σχέσεις b≡0(mod2) και  



                               a≡1(mod2) σε συνδυασµό µε το λήµµα 1.3.4.1 µας δίνουν ότι η x3≡2(modπ) είναι επιλύσιµη στο 
R. 

                               Η πρόταση 1.3.2.5 τώρα µας δίνει ( αφού π /| 2 και π /| 3 ) ότι 
2

3π
�
�
�

�
�
� =1 και έτσι 

                               τελικά από την πρόταση 1.3.2.6 συµπεραίνουµε ότι x3≡2(modp) είναι επιλύσιµη στο Z. 
 
                              
 



 
1.3.5   ∆ΙΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΟ ΣΥΜΒΟΛΟ LEGENDRE  ΚΑΙ  
           ΝΟΜΟΣ ∆ΙΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ  

 
 
 
1.3.5.1 ΟΡΙΣΜΟΙ ΣΧΟΛΙΑ : Στις παραγράφους 1.3.5 και 1.3.6 , µε S θα συµβολίζουµε τον δακτύλιο Z[i] 
όπου  
                                             i2=1. Ο δακτύλιος S είναι ευκλείδιος και E(S)={±±±±1,±±±±i}. Η ύλη , τα θεωρήµατα 
και οι 
                                            προτάσεις της παραγράφου αυτής είναι εντελώς ανάλογα µε την κυβική   
                                            περίπτωση και οι αποδείξεις είναι όµοιες και παραλείπονται.  Για λεπτοµέρειες 
                                            παραπέµπουµε στα : [Cox] σελ. 81-83    και    [Ir.Ro] §8,§9, σελ. 121-127.  
 
 
 
1.3.5.2 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν p∈∈∈∈ PPPP τότε ισχύουν τα ακόλουθα από τον νόµο ανάλυσης στο S : 

• Αν p=2  τότε  o 1+i είναι πρώτος του S και 2=i3(1+i)2. 
• Αν p≡≡≡≡1(mod4)  τότε  υπάρχει πρώτος  ππππτου S ώστε και το ππππ  να είναι πρώτος 
                                        του S όχι συνεταιρικό του ππππ  και να ισχύει p= ππππ ⋅⋅⋅⋅ ππππ .  
• Αν p≡≡≡≡3(mod4)  τότε  o p είναι πρώτο στοιχείο του S.  

 
 
 
1.3.5.3 ΠΡΟΤΑΣΗ : Για κάθε πρώτο στοιχείο π του S ισχύουν τα ακόλουθα 

• Αν a∈∈∈∈ S και a∉∉∉∉ πS τότε aΝ(π)-1≡≡≡≡1(modπ) 
• Τα ±±±±1,±±±±i είναι διακεκριµµένα modulo π 
• 4 | N(π)-1 

• Για κάθε στοιχείο a του S , το a
N( π)π)π)π)−−−−1111

4444  είναι λύση της x4≡≡≡≡1(modπ) και συνεπώς 
     ταυτίζεται µε ακριβώς ένα από τα 1(modπ),-1(modπ),i(modπ),-i(modπ) 

 
 
 
1.3.5.4 ΟΡΙΣΜΟΣ : Αν π είναι πρώτο στοιχείο του S όχι συνεταιρικό του 1+i , ορίζουµε την συνάρτηση 

                                ⋅�
�
�

�
�
�

ππππ 4
: Z[i] →→→→{±±±±1,±±±±i}� {0} ως εξής : Για a∈∈∈∈ Z[i] το a

ππππ
�
�
�

�
�
�

4
είναι : 

• Αν π | a      ,      το  0 
• Αν π /| a      ,      το µοναδικό στοιχειο του {±±±±1,±±±±i} που είναι ισότιµο µε   

                                                                                      a
N( π)π)π)π)−−−−1111

4444  modulo π 

                                     Το ⋅�
�
�

�
�
�

ππππ 4
ονοµάζεται διτετραγωνικός χαρακτήρας υπολοίπων ή διτετραγωνικό σύµβολο 

                                     του Legendre. 
 
 
 
1.3.5.5 ΠΡΟΤΑΣΗ : Για κάθε πρώτο π του S ισχύουν τα ακόλουθα :  



  1.  Αν π∉∉∉∉ Ass(1+i) και a∈∈∈∈ S µε π /| a , τότε ισχύει η παρακάτω ισοδυναµία : 

  " a
ππππ

�
�
�

�
�
�

4
=1 "↔↔↔↔ " x4≡≡≡≡a(modπ) είναι επιλύσιµη στο S". 

      2.  Αν π∉∉∉∉ Ass(1+i) τότε το διτετραγωνικό σύµβολο του Legendre ορίζει οµοµορφισµό        

           ⋅�
�
�

�
�
�

ππππ 4
: S

Sππππ
�
�
�

�
�
�

*

→→→→{±±±±1,±±±±i} 

 3.  (α) " Ν(π)∈∈∈∈ PPPP " ↔↔↔↔ " Ν(π)∈∈∈∈ Ass(1+i) ή N(π)≡≡≡≡1(mod4)" . 

          Αν Ν(π)=p∈∈∈∈ PPPP τότε Zp
≅ → S

Sππππ
 ( µέσω της απεικόνισης k+pZ →→→→k+πS  για  k∈∈∈∈ Z) 

    (β) " Ν(π)=p2 µε p∈∈∈∈ PPPP " ↔↔↔↔ " π∈∈∈∈ PPPP ".  

         Aν π∈∈∈∈ PPPP τότε το Zp είναι υπόσωµα του 
S
Sππππ

    ( µέσω της αντιστοιχίας k+pZ →→→→ k+πS 

,k∈∈∈∈ Z) 
 

 
 

1.3.5.6 ΟΡΙΣΜΟΣ : Ένα πρώτο στοιχείο π του S θα λέγεται πρωτεύον αν π≡≡≡≡1(mod(2+2i)) 
 
 
  
1.3.5.7 ΠΡΟΤΑΣΗ : Για κάθε  πρώτο στοιχείο π  του S µε π∉∉∉∉ Ass(1+i) υπάρχει ακριβώς ένας πρωτεύοντας 
                                πρώτος στο σύνολο Ass(π). 
 
 
 
1.3.5.8 ΘΕΩΡΗΜΑ : (Νόµος διτετραγωνικής αντιστροφής) Αν π,π* είναι διακεκριµένοι πρωτεύοντες 
πρώτοι 
                                  του S και π=a+bi µε a,b∈∈∈∈ Z  τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 

• ππππ
ππππ

ππππ
ππππ
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1111
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ππππ ππππ2222 1111�

�
�

�

�
� =

�

�
�

�

�
� ⋅

− ⋅ −

4 4

(-1)
N( 1

4
N( 1

4
) )

 

• i i
1-a
2

ππππ
�
�
�

�
�
� =

4
 

• 1 + i i
a-b-1-b2

ππππ
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1.3.6  ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΣ ΠΡΩΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ  A2+64B2   
 
 
1.3.6.1 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν p∈∈∈∈ PPPP τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 

• Υπάρχουν ακέραιοι αριθµοί Α,Β ώστε p=A2+64B2 
• p≡≡≡≡1(mod4) και η εξίσωση x4≡≡≡≡2(modp) είναι επιλύσιµη στο Z 

                                                                            ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ        
              Κατ' αρχήν για p=2 η ισοδυναµία των προτάσεων της εκφώνησης είναι προφανής.Θα δείξουµε τώρα  
             την ζητούµενη ισοδυναµία για p≠2.    

             ( → ) Έστω ότι για τον p∈ P* ισχύει ότι υπάρχουν ακέραιοι αριθµοί Α,Β ώστε p=A2+64B2. Έχουµε λοιπόν
                            p≡A2(mod4) οπότε αφού ∀ k∈ Z ισχύει κ2≡0,1(mod4) και αφού p περιττός πρώτος θα έχουµε  
                            p≡1(mod4). Mένει να δείξω την επιλυσιµότητα της x4≡2(modp) στο Z. Έχουµε ότι για x=A, y=8B
                            ισχύει p=x2+y2= π·πόπου π=x+yi . Τώρα Ν( π)=p  οπότε ο π είναι πρώτοςτου S. Μπορούµε 
να 
                            υποθέσουµε ότι ο π είναι πρωτεύοντας πρώτος. ( Πράγµατι :Aν π∈ Ass(1+i) τότε p=Ν(π)=2  
                            πράγµα άτοπο αφού έχουµε p≠2. Άρα π∉ Ass(1+i), οπότε από την πρόταση 1.3.5.7 έχουµε ότι 
                            υπάρχει ε µονάδα του S ώστε το  ε·π  να είναι πρωτεύον πρώτος του S. Επίσης p= επ· επ αφού 
                            ε ε−1=  και έτσι µπορούµε να αντικαταστήσουµε το π µε το πρωτεύον π·ε. ) Έχουµε τώρα ότι το 
π 
                            είναι πρωτεύον πρώτο στοιχείο του S και έτσι π≡1(mod(2+2i)) → π≡1(mod2), αλλά π=x+yi οπότε

                            o x είναι περιττός και ο y είναι άρτιος (απλή άσκηση). Εξάλλου  ο ισοµορφισµός Zp≅
S
Sπ

  του 

3(β)   
                            της πρότασης 1.3.5.5 θα µας δώσει ότι η x4≡2(modπ) είναι επιλύσιµη στο S αν και  µόνο αν  
                            η x4≡2(modp) είναι επιλύσιµη στο Z. Επειδή όµως π /| 2 (Αν π|2 τότε επειδή το 2 είναι 
                            πρώτος του S θα είχαµε π∈ Ass(2) και συνεπώς p=N(π)=Ν(2)=4 άτοπο.)  το 4 της πρότασης  

                           1.3.5.5 θα δώσει ότι  η  x4≡2(modp) είναι επιλύσιµη στο Z αν και µόνο αν 2
π
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=1. Για το  

                           ζητούµενο λοιπόν αρκεί 2
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=1. Αυτό όµως ισχύει λόγω του τύπου 2
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xy
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� =
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 και του  ότι y=8B. 

                 ( ← )  Έστω ότι  η x4≡2(modp) είναι επιλύσιµη στο Z και p≡1(mod4). Από την πρόταση 1.3.5.2 έχουµε 
ότι 
                           ο p γράφεται  p= π·π , όπου τα π, πείναι πρωτεύοντες πρώτοι του S. Γράφοντας π=a+bi  µε  
                           a,b∈ Z θα έχουµε p=a2+b2 οπότε για το ζητούµενο αρκεί να δείξουµε ότι 8|b. Έχουµε ότι ο π είναι 

                           πρωτεύων πρώτος οπότε o a είναι περιττός και ο b είναι άρτιος και έτσι 8|b ↔ i
ab
2 = 1 . Για το  

                           ζητούµενο αρκεί λοιπόν i
ab
2 = 1   δηλαδή ότι  2

π
�
�
�

�
�
�

4

=1. Η τελευταία ισότητα ισχύει γιατι αφού π /| 2 

                           ( Αν π|2 τότε π∈ Ass(2) → p=N(π)=4 άτοπο. )  το 4 της πρότασης 1.3.5.5 θα µας δώσει ότι  

                          2
π

�
�
�

�
�
�

4

=1 αν και µόνο αν η x4≡2(modπ) επιλύσιµη στο S και έτσι λόγω του ισοµορφισµού  Zp≅
S
Sπ

   

                          του 3(β) της πρότασης 1.3.5.5 θα πάρουµε ότι 2
π

�
�
�

�
�
�

4

=1 αν και µόνο αν η x4≡2(modp) επιλύσιµη  

                          στο Z  Όµως η x4≡2(modp) είναι επιλύσιµη εξ' υποθέσεως και έτσι έχουµε το ζητούµενο. 
 



§1  ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΕΙΣ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΟΙ ΑΠΟ ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆Η 
      ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ 
 

2.1.1 ΑΛΓΕΒΡΙΚΑ ΣΩΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΩΝ ΚΑΙ ΝΟΜΟΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 
 
         Στην 2.1.1 δεν θα δωθούν αποδείξεις µιά και οι προτάσεις που θα αναφερθούν θεωρούνται γνωστές 
             ή είναι απλές ασκήσεις. Αποδείξεις µπορούν να βρεθούν στα [COX] σελ. 98-105  και  [Αντων]. 
 

2.1.1.1 ΣΧΟΛΙΑ : Αλγεβρικό σώµα αριθµών (ή απλά σώµα αριθµών )ονοµάζεται κάθε πεπερασµένη  
                            επέκταση του Q , που είναι υπόσωµα του  C. Αν Κ είναι ένα σώµα αριθµών τότε µε RΚ 
θα  
                            συµβολίζουµε τον δακτύλιο των ακεραίων αλγεβρικών του Κ ( ∆ηλαδή το RΚ 
αποτελείται  
                            από τα στοιχεία του  Κ των οποίων το ελάχιστο πολυώνυµο πάνω από το Q έχει  
                            ακεραίους συντελεστές και ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του είναι 1.) και µε DK ή dK 
την  
                            διακρίνουσα του Κ.  Υπενθυµίζουµε ότι αν L/K επέκταση οποιονδήποτε σωµάτων και 
u  
                            αλγεβρικό στοιχείο του L πάνω από το Κ τότε µε Irr(u/K)(x)∈∈∈∈ Κ[x] θα συµβολίζουµε το  
                            ανάγωγο πολυώνυµο του u πάνω από το Κ. Κάθε σώµα της µορφής Q(ζm) όπου 
ζm=e2πi/m  
                            για m∈∈∈∈ N θα λέγεται κυκλοτοµικό. Όπως είναι γνωστό , κάθε κυκλοτοµική επέκταση 
πάνω 
                            από το Q  είναι επέκταση του Galois. Η οµάδα των αντιστρέψιµών κλασµατικών      
                            ιδεωδών του RK θα συµβολίζεται µε Ι(Κ) ή ΙΚ και η υποοµάδα της ΙΚ των κυρίων 
ιδεωδών µε  
                            θα συµβολίζεται µε Η(Κ) ή ΗΚ. Η οµάδα πηλίκο της Ι(Κ) modulo Η(Κ) θα 
συµβολίζεται C(K) 
                            ή CK και το #C(K) θα συµβολίζεται µε hK. Ισχύει ότι hK=1 αν και µόνο αν ο RK είναι  
                            δακτύλιος µονοσήµαντης ανάλυσης.  
 
 
2.1.1.2 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω Κ ένα αλγεβρικό σώµα αριθµών. 

• Πεπερασµένος πρώτος  του Κ θα λέγεται κάθε πρώτο ιδεώδες του RK. 
• Άπειρος πρώτος  του Κ θα λέγεται κάθε Q-εµφύτευση του Κ στο C. 

                                      Ένας άπειρος πρώτος p του Κ θα λέγεται  
• Πραγµατικός  , αν p(Κ)⊆⊆⊆⊆ R. 
• Μιγαδικός      , αν p(Κ) /⊆ R. 

                                  To PPPPo(K) θα συµβολίζει των πεπερασµένων πρώτων του Κ , ενώ το PPPP∞∞∞∞(Κ) θα  
                                  συµβολίζει το σύνολο των απείρων πρώτων του Κ. Επίσης θέτουµε 
PPPP(K)=PPPPo(K)�PPPP∞∞∞∞(K). 
 
2.1.1.3 ΟΡΙΣΜΟΣ : 1.  Αν L/Κ είναι  επέκταση  αλγεβρικών σωµάτων αριθµών και p άπειρος πρώτος 
του Κ , 
                                     τότε ο p θα λέγεται διακλαδιζόµενος στο L αν και µόνο αν ο p είναι πραγµατικός ,  
                                     και υπάρχει επέκταση του στο L η οποία αποτελεί µιγαδικό πρώτο του L. 



                                2.  Μια επέκταση  αλγεβρικών σωµάτων αριθµών L/Κ θα λέγεται διακλαδιζόµενη 
όταν 
                                     υπάρχει κάποιος πρώτος του Κ (πεπερασµένος ή άπειρος) ο οποίος διακλαδίζεται 
                                     στο L. 
 
 
2.1.1.4 ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Όταν αναφερόµαστε αόριστα σε " πρώτο του Κ "  - για κάποιο αλγεβρικό σώµα  
                                  αριθµών Κ - ο πρώτος αυτός θα µπορεί να είναι πεπερασµένος ή άπειρος. 

 
 

2.1.1.5 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω τετραγωνικό σώµα αριθµών Κ ( δηλαδή πεπερασµένη επέκταση του Q  
                                 βαθµού 2),  τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 

I. Υπάρχει m∈∈∈∈ Z µε m ελεύθερο τετραγώνου ώστε K=Q( m ) 

II. DK≡≡≡≡
m m 1(mod4)   

4m m 2,3(mod4)
    αναναναν        
αναναναν        

≡
≡

�
�
�

  

III.  Κ=Q( DΚ ) 

IV.RK=
Z
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[ m] αν m 2,3(mod4)
1+ m

2
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     και συνεπώς RK=Z
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V. Για κάθε αυτοµορφισµό  τ  του C ισχύει τ(RK)=RK και τ(Κ)=Κ. 
VI. Αν  G(K|Q)={1,τ}  τότε  τ(RK)=RK. 
 
 

2.1.1.6 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω n∈∈∈∈ N. Αν K=Q( - n ) , τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 
I. DK=-4n 
II. RK=Z[ - n ] 
III. Το n είναι ελεύθερο τετραγώνου και n /≡ 3(mod4) 

 
 
2.1.1.7 ΠΡΟΤΑΣΗ (Νόµος ανάλυσης σε τετραγωνικά σώµατα αριθµών) : Έστω σ η µιγαδική συζυγία. 
                              Αν K=Q( m ) είναι ένα τετραγωνικό σώµα αριθµών όπου m είναι ελεύθερος  
                              τετραγώνου και p∈∈∈∈ PPPP τότε: 

• Αν p≠≠≠≠2 και 

• 
m
p 2

�

�
�

�

�
� =1       , τότε pRK=p·p'  όπου p,p' πρώτα ιδεώδη του RΚ και  p'=σ(p) 

• 
m
p 2

�

�
�

�

�
� =-1      , τότε pRK=p όπου p πρώτο ιδεώδες του RΚ 

• 
m
p 2

�

�
�

�

�
� =0        , τότε pRK=p2 όπου p πρώτο ιδεώδες του RΚ 

 
 

• Αν p=2 και 
• m≡≡≡≡1(mod8)           , τότε pRK=p·p'  όπου p,p' πρώτα ιδεώδη του RΚ και  p'=σ(p) 
• m≡≡≡≡5(mod8)           , τότε pRK=p όπου p πρώτο ιδεώδες του RΚ 
• m≡≡≡≡2,3,6,7(mod8)   , τότε pRK=p2 όπου p πρώτο ιδεώδες του RΚ 

 



 
2.1.1.8 ΠΡΟΤΑΣΗ (Νόµος ανάλυσης σε κυκλοτοµικά σώµατα αριθµών) : Έστω Κ=Q(ζm) όπου 
ζm=e2πi/m,  
                              m∈∈∈∈ N κυκλοτοµικό σώµα αριθµών και p∈∈∈∈ PPPP. Γράφουµε m=pk·n για n∈∈∈∈ N,k≥≥≥≥0 όπου 
p /| n . 
                              Αν µε e συµβολίζουµε τον δείκτη διακλάδωσης της επέκτασης Galois Κ/Q και µε 
                              f τον βαθµό αδρανείας της , τότε : 

• e=φ(pk) 
• f=min{ν∈∈∈∈ N| pν≡≡≡≡1(modm)} 
• H ανάλυση του pRK σε πρώτα ιδεώδη του RK είναι : 

                                                                       pRK=(p1p2·�pr)e   και ΝΚ(pj)=pf  ∀∀∀∀ j∈∈∈∈ {1,2,�,r} 
 
 
2.1.1.9 ΠΡΟΤΑΣΗ : (Ειδική περίπτωση νόµου ανάλυσης) : Έστω L/K επέκταση Galois αλγεβρικών  
                               σωµάτων αριθµών και έστω R=RK , S=RL. Έστω επίσης ότι  L=K(u) για κάποιο 
u∈∈∈∈ S.  
                               Αν p είναι πρώτο ιδεώδες του R και το ανάγωγο πολυώνυµο f(x) του u πάνω από το 
Κ  
                               είναι διαχωρίσιµο θεωρούµενο σαν πολυώνυµο του ( R

p
)[x] τότε : 

1. Το p δεν διακλαδίζεται στο L. 
2. Αν f(x)=f1(x)·f2(x)·�·fr(x)(modp)  όπου τα fj είναι διακεκριµένα και 
ανάγωγα 

modulo p ∀∀∀∀ j∈∈∈∈ {1,2,�r} , τότε θέτοντας qj=pS+fj(u)S  ∀∀∀∀ j∈∈∈∈ {1,�,r} έχουµε ότι τα  
qj είναι πρώτα ιδεώδη του S και διαφορετικά ανά δύο. Επίσης η ανάλυση του 
p σε πρώτα ιδεώδη του L είναι η   pS=q1q2·�·qr. Τέλος οι βαθµοί των fj 
ταυτίζονται και η κοινή τιµή τους είναι ο βαθµός αδρανείας του p.  



      §2  ΤΑΞΕΙΣ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΩΝ ΣΩΜΑΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
 
 
2.2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ ΤΑΞΕΙΣ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΩΝ ΣΩΜΑΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
 
 

2.2.1.1 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν Κ είναι αλγεβρικό σώµα αριθµών µε (K:Q)=n και Μ ένα πεπερασµένα 
παραγόµενο   
                                Z-υποmodule του Κ , τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 

1. To M είναι ελεύθερο Z-module. 
2. rank(M)=n ↔↔↔↔ "το Μ  περιέχει µία Q-βάση του Κ". 
                                 ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

                                                                   Απλή άσκηση άλγεβρας. 
 
 
2.2.1.2 ΟΡΙΣΜΟΣ : Aν K είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών και O ένας υποδακτύλιος του Κ που  
                               ικανοποιεί τα ακόλουθα : 

• Το O είναι πεπερασµένα παραγόµενο Z-module 
• 1∈∈∈∈ O 
• Το O περιέχει µια Q-βάση του Κ 

                                    Τότε το O θα λέγεται τάξη του Κ. 
 
 
2.2.1.3 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ :  1. Aν K είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών και O ένας υποδακτύλιος του Κ 
µε  
                                               1∈∈∈∈ O , τότε ο O είναι τάξη του Κ αν και µόνο αν ο O είναι ελεύθερο  Z-
module  
                                               µε rank(O)=2. 
                                            2. Αν K είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών και O µία τάξη του Κ , τότε 
Κ=quot(O). 
                                            3. Αν K είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών τότε ο Rκ είναι µία τάξη του Κ και  
                                                µάλιστα είναι η µέγιστη τάξη του Κ , µε την διάταξη του εγκλεισµού , 
δηλαδή  
                                                κάθε άλλη τάξη του Κ είναι υποσύνολο του RK. Με τον όρο maximal τάξη  
                                                ή maximum τάξη  (  µέγιστη τάξη ) θα εννοούµε λοιπόν τον δακτύλιο  
                                                ακεραίων αλγεβρικών τετραγωνικού σώµατος αριθµών.  
                                             
 
 
2.2.1.4 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν K είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών και O µία τάξη του Κ , τότε ο δείκτης [ 
RK : O ] 

                                είναι πεπερασµένος και ειδικότερα αν θέσουµε f = [ RK : O ]  και wK:= D DK K+
2

  

τότε 
                                έχουµε O=Z+f·RK = Z[fwK] 
                                                                                    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                 Θέτουµε κατ' αρχήν R=RK. Τα  O,R τώρα είναι δύο Z-modules µε rank ίσο µε 2 και επίσης O⊆  R 
,  



                 συνεπώς ο  [ RK : O ] είναι πεπερασµένος. Επειδή έχουµε f = [ RK : O ] = # R
O

  , θα ισχύει ότι 

                 f·R⊆ O και συνεπώς Z+ f·R⊆ O. Επίσης είναι εύκολο να δεί κανείς ότι Z+f·R=Z+fwK·Z ( = 
Z[fwK] ) και  
                 συνεπώς ότι Z[fwK]⊆ O. Όµως το R=Z[wK] και [ Z[wK] : Z[fwK] ] =2 και αφού τα O, Z[fwK] 
έχουν τον ίδιο  
                 δείκτη στον R ( ενώ Z[fwK]⊆ O ) θα πρέπει να ταυτίζονται . 
 
 
2.2.1.5 ΠΟΡΙΣΜΑ : Αν K είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών , τότε οι τάξεις του Κ είναι ακριβώς τα 
σύνολα 
                               Z+f·RK   όπου το f διατρέχει τους φυσικούς. 
 
2.2.1.6 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν Κ είναι τετραγωνικό φανταστικό σώµα και O µία τάξη του Κ τότε O*={±±±±1} , 
εκτός  
                                από τις περιπτώσεις  

• Κ=Q(i) όπου για O=RK ισχύει O*={±±±±1,±±±±i}. 
• K=Q(ω) όπου για O=RK ισχύει O*={±±±±1,±±±±ω,±±±±ω2}   ,  (ω=e2πi/3). 

                                                                               AΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                                                                             Απλή άσκηση.  
 
 
2.2.1.7 ΟΡΙΣΜΟΣ : Αν K είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών και O µία τάξη του Κ , τότε ο δείκτης [ 
RK : O ] 
                               θα ονοµάζεται οδηγός (conductor) της O και θα συµβολίζεται cond(O). 
 
 
2.2.1.8 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν O είναι µία τάξη του τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ=Q( m ) ,για m∈∈∈∈ Z  
                                ελεύθερο τετραγώνου, και η οµάδα Galois G(Κ|Q) του K υπέρ του Q είναι 
G(Κ|Q)={1,σ} 
                                τότε : 

I. Για κάθε a,b,c,d∈∈∈∈ K και Α∈∈∈∈ Μ2x2(Z) µε 
a
b
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c
d
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c d
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II. Αν O=aZ+bZ και O=cZ+dZ  τότε det
a b
(a) b)

 det
c d
(c) (d)
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III.∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ Aut(C) τ(O)=O. 
                                           ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

                  Η απόδειξη είναι απλή εφαρµογή στοιχειωδών γνώσεων από την άλγεβρα γιαυτό  και παραλείπεται. 
 
 

2.2.1.9 ΟΡΙΣΜΟΣ : Αν O είναι µία τάξη του τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ=Q( m ) ,για m∈∈∈∈ Z 
                               ελεύθερο τετραγώνου και G(Κ|Q)={1,σ} , τότε για (a,b) µία Z- βάση του O, (δηλαδή 
για  



                               O=aZ+bZ) ισχύει ότι ο αριθµός det
a b
(a) b)
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�
� είναι ανεξάρτητος της Z-βάσης  

                               (a,b) του O (βλ. το ΙΙ της πρότασης 2.2.1.8). O αριθµός αυτός θα λέγεται 
διακρίνουσα  
                               της τάξης O και θα συµβολίζεται DO  ή dO. 
 
 
2.2.1.10 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω O τάξη του τετραγωνικού σώµατος Κ και f = cond(O). Ισχύουν τα 
ακόλουθα : 

1.  (a). DO=f2·dK. 
 (b). DO≡≡≡≡0,1(mod4). 
 (c). K=Q( DO ). 
2.  Από το 1 έχουµε ότι DO≡≡≡≡0,1(mod4). ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
        DO= 4m  , για κάποιο m∈∈∈∈ Z. 
                         Στην περίπτωση αυτή θέτοντας τo= m  ισχύει O=Z[τo]. 
 
        DO= m    , για κάποιο m∈∈∈∈ Z µε m≡≡≡≡1(mod4). 

                         Στην περίπτωση αυτή θέτοντας το=
3 m

2
+  ισχύει O=Z[τo]. 

                                         ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ                                           
              Η απόδειξη είναι απλή εφαρµογή στοιχειωδών γνώσεων από την άλγεβρα γιαυτό  και παραλείπεται. 

 
2.2.1.11 ΛΗΜΜΑ : To σύνολο  {x∈∈∈∈ Z | x≡≡≡≡0,1(mod4) ,|x|≠≠≠≠����} ισούται µε την ένωση των δύο ακόλουθων   
                              συνόλων :  

                                   S={f2m∈∈∈∈ Z | f∈∈∈∈ N, m≡≡≡≡1(mod4) και m=ελεύθερο τετραγώνου} και  
                                   T={4f2m∈∈∈∈ Z | f∈∈∈∈ N, m≡≡≡≡2,3(mod4) και m=ελεύθερο τετραγώνου m≠≠≠≠-1}. 

                                                                                   ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                                              H απόδειξη είναι πολύ εύκολη και αφήνεται ως άσκηση. 
 
 
2.2.1.12 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν D∈∈∈∈ Z µε D≡≡≡≡0,1(mod4) και o |D| δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου τότε  
                                   υπάρχει µοναδικό τετραγωνικό σώµα αριθµών Κ και µοναδική τάξη O του Κ 

                           ώστε DO=D. Μάλιστα ισχύει και η ακόλουθη ισοδυναµία : D>0 ↔↔↔↔ "K είναι     
                           πραγµατικό σώµα". Πιο συγκεκριµένα : 

• Αν D∈∈∈∈ {f2m∈∈∈∈ Z | f∈∈∈∈ N, m≡≡≡≡1(mod4) και m=ελεύθερο τετραγώνου}  
     τότε Κ=Q ( D ) = Q( m ) , µε DK=m και O=Z+fRK 
• Αν D∈∈∈∈ {4f2m∈∈∈∈ Z | f∈∈∈∈ N, m≡≡≡≡2,3(mod4) και m=ελεύθερο τετραγώνου, m≠≠≠≠-1} 
          τότε Κ=Q ( D ) = Q( m ) , µε DK=4m και O=Z+fRK. 

                                                                            ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   
        Από το λήµµα 2.2.1.11 έχουµε ότι το D ανήκει στην ένωση των δύο ακόλουθων συνόλων :  
        S={f2m∈ Z | f∈ N, m≡1(mod4) και m=ελεύθερο τετραγώνου}  και  
        T={4f2m∈ Z | f∈ N, m≡2,3(mod4) και m=ελεύθερο τετραγώνου}. 
         Αν το D ανήκει στο σύνολο S, τότε παίρνουµε το σώµα Κ=Q( m ) και την τάξη του O= Z+fRK για τα 
οποία  
        έχουµε dK=m και dO=f2dK=D. Αν πάλι το D ανήκει στο Τ , τότε παίρνουµε το σώµα Κ=Q( m ) και την 
τάξη του  



        O= Z+fRK οπότε dK=4m και dO=f2dK=D. Έχουµε λοιπόν δείξει την ύπαρξη και θέλουµε να δείξουµε 
ακόµα την  
        µοναδικότητα των Κ,O. Έχουµε κατ' αρχήν από το 1(c) της πρότασης 2.2.1.10 ότι Κ=Q( DO ) άρα 
Κ=Q( D )  
        και συνεπώς το Κ είναι µοναδικό για το D , άρα και το dK είναι µοναδικό για το D και συνεπώς και ο  
        cond(O)=D/dK είναι µοναδικός για το D. Επειδή τώρα O=Z+cond(O)·RK έχουµε τελικά ότι και η O 
ορίζεται  
        µονοσήµαντα από την D. H τελευταία ισοδυναµία που αναφέρεται στην εκφώνηση είναι προφανής 
συνέπεια του  
        Κ=Q( DD )=Q( D ). 

 
 
 
2.2.1.13 ΟΡΙΣΜΟΣ : Θεµελιώδης διακρίνουσα θα λέγεται κάθε διακρίνουσα τετραγωνικού σώµατος  
                                 αριθµών. 

 
 
 

2.2.1.14 ΣΧΟΛΙΑ : Είναι εύκολο να δει κανείς (βλ. λήµµα 2.2.1.11  και πρόταση 2.2.1.12)  ότι κάθε 
D∈∈∈∈ Z  
                              µε D≡≡≡≡0,1(mod4) και |D|≠≠≠≠���� , έχει µια µοναδική παράσταση σαν D=f2Do , όπου f∈∈∈∈ N 
και  

                                   Do είναι θεµελιώδης διακρίνουσα.  Mάλιστα, υπάρχει µία  "1-1" και "επί"  
                                   αντιστοιχία µεταξύ των συνόλων Α={D∈∈∈∈ Z | D≡≡≡≡0,1(mod4) , |D|≠≠≠≠����}  και  
                                   Β={f2Do | f∈∈∈∈ N , Do=θεµελιώδης διακρίνουσα}  η οποία δίνεται µέσω του  
                                   εγκλεισµού B→→→→A.  



2.2.2   PROPER  Ι∆ΕΩ∆Η ΤΑΞΗΣ 
 
 
2.2.2.1 ΛΗΜΜΑ : Έστω O τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ. Ισχύουν τα ακόλουθα : 

         1.  Κάθε ακέραιο ιδεώδες της τάξης O περιέχει ένα µη µηδενικό ακέραιο αριθµό. 
         2.  Αν a ακέραιο ιδεώδες της τάξης O µε  a≠≠≠≠0 τότε ο δακτύλιος O

a
 είναι 

πεπερασµένος. 
                                                      ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

              Λόγω της οµοιότητας του λήµµατος µε αντίστοιχη πρόταση για δακτυλίους ακεραίων αλγεβρικών 
αριθµών ,  
              θα δώσουµε απλά υποδείξεις. 
              Για το 1 :  Αν G( K|Q)={1,σ} και a∈ a µε a≠0 τότε σ(a)∈ O (λόγω του ΙΙΙ της πρότασης 2.2.1.8) και 
έτσι 
                               a·σ(a)∈ a�Z. 

              Για το 2 :  Αν m∈ Z�  a (από το 1) µε m≠0 , τότε ο δακτύλιος 
O
Om

 είναι πεπερασµένος. Έχουµε 

λοιπόν  

                              mO⊆ a⊆ O , µε τον 
O
Om
πεπερασµένο. Συνεπώς και ο 

O
a

 είναι πεπερασµένος. 

 
 
2.2.2.2 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω O τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ και  a� O ακέραιο. Ο 
φυσικός  
                                αριθµός  # O

a
 θα λέγεται νόρµα (norm) του a και θα συµβολίζεται Ν(a). 

 
2.2.2.3 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν O είναι τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ τότε :  
                                        1. Κάθε µη µηδενικό πρώτο ιδεώδες της O είναι maximal. 
                                        2. Ο δακτύλιος O είναι Νoetherian. 
                                                                              ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                                                       Γίνεται χρήση του 1 του λήµµατος  2.2.2.1 . 
 
2.2.2.4 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν O τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ και  a� O ακέραιο µε 
Ν(a)∈∈∈∈ PPPP ,  
                                τότε το a είναι πρώτο ιδεώδες της O. 
                                                                               ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                 Ο δακτύλιος O είναι Νοetherian και συνεπώς αν m είναι ιδεώδες της O maximal που περιέχει το 
a,  

                 τότε #
#

#

m
a

= =

O
a
O
m

a
m

N( )
N( )

 και συνεπώς αφού Ν(a)∈ P , θα έχουµε ότι Ν(m)∈ {1, Ν(a)}. Επειδή το 

m  
                 είναι maximal ιδεώδες θα έχουµε λοιπόν Ν(m)= Ν(a) και έτσι  # m

a
= =N( )

N( )
a
m

1, δηλαδή m=a. 

                 Έξάλλου το m ως maximal είναι και πρώτο ιδεώδες και έτσι έχουµε το ζητούµενο.     
 
 



2.2.2.5 ΣΧΟΛΙΑ : 1. Εν γένει µία τάξη O σε τετραγωνικό σώµα αριθµών Κ µε οδηγό f >1 δεν είναι 
ακέραια  
                                κλειστός δακτύλιος στο Κ και συνεπώς δεν είναι δακτύλιος του Dedekind. 
                                Προφανώς όµως υπάρχουν και τάξεις οι οποίες είναι δακτύλιοι του Dedekind (π.χ. 
οι  
                                δακτύλιοι των ακεραίων αλγεβρικών τετραγωνικών σωµάτων αριθµών.) 
                            2. Αν O τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ , τότε επειδή quot(O)=Κ  
                                µπορούµε να θεωρήσουµε κλασµατικά ιδεώδη του O τα οποία θα βρίσκονται στο 
Κ. 
 
 
2.2.2.6 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν O τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ και a κλασµατικό ιδεώδες 
της O 

                                     µε a≠≠≠≠0 , τότε το a είναι ελεύθερο Z-module µε rank ίσο µε 2. 
                                                                                      ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                     Υπάρχει u∈ O ώστε το ua να είναι ακέραιο ιδεώδες της O. Άρα a⊆ 1

u
·O. Όµως το O είναι 

ελεύθερο  
                     Z-module µε rank ίσο µε 2 άρα και το 1

u
·O είναι ελεύθερο Z-module µε rank 2 και συνεπώς και 

το a 
                     είναι ελεύθερο Z-module µε rank 2 ή 1. Μένει λοιπόν να αποκλειστεί η περίπτωση rank=1. Αν  
                     rank=1 µε π.χ. a=vZ , µε v∈ O, τότε γράφοντας O=aZ+bZ παίρνουµε ότι (uv)·O⊆ a (αφου 
a� O)  
                     και έτσι uva∈ vZ , uvb∈ vZ. Άν τώρα uva=κv και uvb=λv µε κ,λ∈ Z  τότε αφού a≠0 θα έχουµε 
και v≠0 και  

                     συνεπώς au=κ,bu=λ  εποµένως (λa-κb)u=0 u 0≠ →  λa-κb=0 πράγµα άτοπο αφού τα a,b είναι 
                     Z-γραµµικώς ανεξάρτητα. 
 
 

2.2.2.7 ΛΗΜΜΑ : Άν O τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ και a κλασµατικό ιδεώδες της  
                            O , τότε O ⊆⊆⊆⊆  { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a }⊆⊆⊆⊆ RK. 
                                                                                ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                Το ότι O ⊆  { u∈ K | u·a⊆ a }  είναι προφανές. Για τον άλλο εγκλεισµό έχουµε ότι αν u∈ K µε 
u·a⊆ a , τότε 
                γράφοντας a=aZ+bZ µε a,b∈ O Z-γραµµικώς ανεξάρτητα (επειδή το a είναι Z-module µε rank 2) 
, θα 

                έχουµε u·a∈ aZ+bZ οπότε θα υπάρχει A∈ M2x2(Z) µε u
a
b

A
a
b

�

�
�

�

�
� =

�

�
�

�

�
�  και έτσι (uI - A)

a
b

�

�
�

�

�
� =

�

�
�
�

�
�

0
0

 , µε 

a
b

�

�
�
�

�
� ≠0, 

                εποµένως det(uI-A)=0. Αποδείξαµε δηλαδή ότι το u θα είναι ρίζα του πολυωνύµου det(xI-
A)∈ Z[x] και  
                έτσι u∈ RK.   
  
 
2.2.2.8 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω O τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ και a κλασµατικό 
ιδεώδες της O.  



                                Αν O = { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a } τότε το  a θα λέγεται proper ιδεώδες της O. 
                                (ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Λόγω του λήµµατος 2.2.2.7 η συνθήκη O = { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a } είναι  
                                                       ισοδύναµη µε την { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a }⊆⊆⊆⊆ O. ) 
 
 
2.2.2.9 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣEIΣ : 1.  Αν O τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ και a proper 
κλασµατικό  
                                               ιδεώδες της O , τότε ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ Aut(C) , το τ(a) είναι είναι proper κλασµατικό 
ιδεώδες  
                                               της O ( αφού O=τ(O) και Κ=τ(Κ) ). 
                                          2.  O ορισµός του proper ιδεώδους µιάς τάξης ενός τετραγωνικού σώµατος  
                                               αριθµών έχει σηµασία αφού υπάρχουν ιδεώδη σε τάξεις που δεν είναι 
proper.  
                                               Αν πάρουµε για παράδειγµα την τάξη O=Z[ - 3 ] του  K=Q( - 3 ) και το 
ιδεώδες  
                                               a=2O+(1+ - 3 )O της O , τότε O ≠≠≠≠ { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a }. Πράγµατι 

RK=Z[ 1+ - 3
2

]  

                                               οπότε O≠≠≠≠RK (π.χ. 1+ - 3
2

∉∉∉∉ O)  ενώ { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a }= RK ( Η τελευταία 

ισότητα 
                                               ισχύει διότι κατ' αρχήν από 2.2.2.7 λήµµα έχουµε { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a }⊆⊆⊆⊆ RK 
και  

                                               επίσης µε πράξεις επαληθεύουµε απ'ευθείας ότι  1+ - 3
2

∈∈∈∈ { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a 

} ,  
                                               πράγµα που σηµαίνει RK⊆⊆⊆⊆  { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a } ) 
                                          3.  Τα κύρια κλασµατικά ιδεώδη µιάς τάξης ενός τετραγωνικού σώµατος 
αριθµών 
                                               είναι proper. 
                                          4.  Από τον εγκλεισµό  { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a }⊆⊆⊆⊆ RK του λήµµατος 2.2.2.7  
προκύπτει ότι  
                                               κάθε ιδεώδες µέγιστης τάξης ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών είναι  
                                               proper. ( Αυτό θα γίνει καλύτερα κατανοητό παρακάτω που θα 
αποδείξουµε  
                                               ότι τα proper ιδεώδη µιας τάξης είναι ακριβώς τα αντιστρέψιµα ιδεώδη 
της 
                                               και συνεπώς αφού σε  µέγιστες τάξεις κάθε ιδεώδες είναι αντιστρέψιµο ,  
                                               θα ισχύει ότι και κάθε ιδεώδες είναι proper. ) 
                                           5. Έστω  O τάξη ενός τετραγωνικού σώµατος αριθµών Κ και a proper 
κλασµατικό  
                                               ιδεώδες της O. Αν α∈∈∈∈ Κ-{0} , τότε το  α·a είναι  proper ιδεώδες της O.( 
Είναι  
                                               προφανής συνέπεια του ότι { u∈∈∈∈ K | uα·a⊆⊆⊆⊆ α·a }⊆⊆⊆⊆ { u∈∈∈∈ K | u·a⊆⊆⊆⊆ a}=O που  
                                               βλέπουµε εύκολα ότι ισχύει. ) 
 
 



2.2.2.10 ΛΗΜΜΑ : Άν  Κ=Q(τ) τετραγωνικό σώµα αριθµών µε Irr(τ,Z)(x)=ax2+bx+c  τότε το a=Z+τZ 
είναι  
                               proper κλασµατικό ιδεώδες της τάξης O=Z+aτZ  του Κ. 
                                                                                   ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
            
          Κατ' αρχήν το O είναι υποδακτύλιος του Κ µε 1∈ O. Επίσης το O είναι πεπερασµένα παραγόµενο 
          Z-module και περιέχει µια Q-βάση του Κ (την B=(1,aτ) ) , συνεπώς εξ' ορισµού 2.2.1.2 θα έχουµε ότι 
το 
          O είναι µία τάξη του Κ. Τώρα για τον δακτύλιο a=Z+τZ  έχουµε ότι a·a⊆ O και u·a⊆ O,∀ u∈ O 
οπότε το 
         a είναι ένα κλασµατικό ιδεώδες της τάξης O. Θα δείξουµε ότι είναι και proper. Αρκεί να δείξουµε ότι 
          { u∈ K | u·a⊆ a}⊆ O. Έστω λοιπόν u∈ K µε u·a⊆ a. Έχουµε u·(Z+τZ)⊆ Z+τZ  και έτσι u∈ Z+τZ , 
u·τ∈ Z+τZ. 

          Γράφοντας λοιπόν u=m+nτ µε m,n∈ Z ,  θα έχουµε u·τ=mτ+nτ2. Όµως aτ2+bτ+c=0 → nτ2=
n
a (-bτ-c)   

          οπότε u·τ=mt+
n
a (-bτ-c)  και έτσι u·τ=(

-nc
a )+( -bn

a
m+ )·τ. Επειδή όµως ΜΚ∆(a,b,c)=1 θα έχουµε 

a|n 

          και έτσι 
n
a ∈ Z  µε αποτέλεσµα u=(m+nτ)=[m+a·(

n
a )τ] ∈  Z+aτZ = O. 

 
 
2.2.2.11 ΛΗΜΜΑ : Έστω Κ τετραγωνικό σώµα αριθµών και O µια τάξη του Κ µε proper 
κλασµατικό  
                               ιδεώδες a. Από την  πρόταση 2.2.2.6 έχουµε ότι το a µπορεί να γραφεί στην µορφή 
                               a=αZ+βZ µε α,β∈∈∈∈ Κ γραµµικώς ανεξάρτητα. Αν θέσουµε τ= ββββ

αααα
και 

Irr(τ|Z)(x)=ax2+bx+c 
                               τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 

• K=Q(τ) 
• O=Z+aτZ 

• a·(
a

N( )αααα
·a )=O. 

                                                                            ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
        Κατ' αρχήν a=α(Z+τZ). Ισχύει [Q(τ) : Q] ≥ 2 (αν [Q(τ) : Q]=1 , τότε τ∈ Q και έτσι τα α,β είναι Z-
γραµµικώς  
        εξαρτηµένα , πράγµα άτοπο) , και έτσι αφού 2 = [Κ : Q]=[Κ : Q(τ)] · [Q(τ) : Q] θα έχουµε τελικά ότι 
[Κ : Q(τ)]=1 
        δηλαδή Κ=Q(τ). Στην συνέχεια δείχνουµε ότι  O=Z+aτZ. Aπό το προηγούµενο λήµµα 2.2.2.10 έχουµε 
ότι το  
       Z+aτZ είναι µία τάξη του Κ και ότι το Z+τZ είναι ένα proper κλασµατικό ιδεώδες της τάξης Z+aτZ. 
Όµως τότε  
       από το 5 των παρατηρήσεων 2.2.2.9 έχουµε ότι και το α(Z+τZ)=a είναι proper κλασµατικό ιδεώδες 
της τάξης  
       Z+aτZ. Έχουµε τώρα : 
       To a είναι proper ιδεώδες της O → {u∈ K | u·a⊆ a } = O  (Σ 2.2.2.11.1). 
       To a είναι proper ιδεώδες της Z+aτZ → {u∈ K | u·a⊆ a } =  Z+aτZ  (Σ 2.2.2.11.2). 
       Από τις Σ 2.2.2.11.1 και Σ 2.2.2.11.2 συµπεραίνουµε ότι O=Z+aτZ. Μένει τώρα να δείξουµε ότι  



      a·( a
N( )a

·a )=O. Για ευκολία στον συµβολισµό θα συµβολίζουµε µε " ' " την µιγαδική συζυγία 

.Έχουµε ότι το  
      a'=a  είναι proper ιδεώδες της τάξης O'=O =O του τετραγωνικού σώµατος K'= K = Κ (βλ . πρόταση 
2.2.1.8 ). 
      Ισχύει a·a·a'= a·[α(Z+τZ)]·[α'(Z+τ'Z)]  = 
aαα'(Z+τZ)(Z+τ'Z)=Ν(α)·a·(Z+τZ+τ'Z+ττ'Z)=Ν(α)·(aZ+aτZ+aτ'Z+aττ'Z)  
      οπότε a·a·a'= Ν(α)·(aZ+aτZ+aτ'Z+aττ'Z). Όµως τα τ,τ' είναι ρίζες του Irr(τ,Z)(x)= ax2+bx+c και έτσι 

τ+τ'=
-b
a

 

      και τ·τ'=
c
a  οπότε θα έχουµε a·a·a'= Ν(α)·[aZ+(-b)Z+(-c)Z] που σηµαίνει a·a·a'= 

Ν(α)·(aZ+bZ+cZ). 
      Επειδή τώρα ΜΚ∆(a,b,c)=1 , θα ισχύει aZ+bZ+cZ=Z (απλή άσκηση άλγεβας)  και συνεπώς 
      a·a·a'= Ν(α)·(Z+aτZ) = Ν(α)·O. Εχουµε λοιπόν τελικά ότι a·( a

N( )α
·a )=O που είναι το ζητούµενο. 

 
2.2.2.12 ΠΟΡΙΣΜΑ : Τα proper ιδεώδη τάξης τετραγωνικού σώµατος αριθµών είναι ακριβώς τα  

                                 αντιστρέψιµα και µάλιστα αν a είναι proper ιδεώδες τότε a-1=
a

N( )αααα
a  , όπου 

                                τα α,a είναι αυτά που ορίζονται στο λήµµα  2.2.2.11 
 
                                                                           ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
     Έστω Κ τετραγωνικό σώµα αριθµών και O µια τάξη του Κ. Από την προηγούµενη πρόταση έχουµε ότι 
κάθε 
     proper ιδεώδες της O είναι αντιστρέψιµο και το a-1 είναι ακριβώς το a

N( )α
a .  Μένει λοιπόν να δείξουµε 

ότι αν 
     a είναι ένα αντιστρέψιµο ιδεώδες της O , τότε είναι και proper . Πράγµατι , αν a είναι ένα αντιστρέψιµο 
ιδεώδες  
     της O τότε αν πάρουµε α∈ Κ µε α·a⊆ O θα έχουµε α∈ α·O=α·(a·a-1)=(α·a)·a-1⊆ a·a-1⊆ O δηλαδή  
α∈ O.  
     Έτσι {u∈ K | u·a⊆ a } ⊆  O και έχουµε το ζητούµενο. 
       
 
Στη συνέχεια αναφέρουµε ένα αποτέλεσµα από την θεωρία ελεύθερων αβελιανών οµάδων το οποίο θα  
χρησιµοποιήσουµε παρακάτω (βλ. [Αντων] ) 
 
 
2.2.2.13 ΘΕΩΡΗΜΑ  : Έστω (Μ,+) ελεύθερη αβελιανή οµάδα και (Τ,+) µία υποοµάδα της Μ. 
                                     Ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                                1.  H T είναι ελεύθερη αβελιανή οµάδα µε rank(T)≤≤≤≤rank(M) 
                                                2.  Αν rank(M)=n και rank(T)=d≤≤≤≤n  , τότε υπάρχει Z-βάση 
B=(w1,w2,�,wn) 
                                                     της Μ και ε1,ε2,�,εd∈∈∈∈ Z-{0} ώστε  

• Tο B'=(ε1w1,ε2w2,�,εdwd) να είναι Z-βάση του Τ 
• εj|εj+1 ∀∀∀∀ j∈∈∈∈ {1,�,d-1} 



                                                3.  Άν rank(M)=rank(T)=n , και B,B' είναι Z-βάσεις για τις Μ,Τ 
αντίστοιχα , 
                                                    τότε για τον µονοσήµαντα ορισµένο πίνακα  Α∈∈∈∈ Μnxn(Z) µε B'T=A·BT  
                                                    ισχύει ότι [Μ : T] = | det(A) |. 
                                             
 
2.2.2.14 ΠΡΟΤΑΣΗ ( Ιδιότητες vόρµας ακεραίων ιδεωδών ) Έστω Κ µιγαδικό τετραγωνικό σώµα 
αριθµών  

                                      και O µία τάξη του Κ. Για κάθε ακέραια ιδεώδη a,b της D ισχύουν τα  ακόλουθα 
: 

                                          1.   Ν(αO)=N(α) ,∀∀∀∀  α∈∈∈∈ O-{0} 
                                          2.   Αν σ είναι η µιγαδική συζυγία τότε σ(a)·a=N(a)·O . Συνεπώς αν το  a 
είναι  
                                                αντιστρέψιµο τότε a-1= 1

N( )a
·σ(a). 

                                          3.   N(a·b) = N(a)·N(b). 
                                                                                     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
     Για το 1 :  Κατ' αρχήν από το πρόταση 2.2.1.10 έχουµε ότι υπάρχει u∈ O ώστε  O=Z+uZ. Tώρα , το 
B=(1,u)  

                     είναι βάση του Κ ( Κ=quot(O) ) , οπότε θεωρώντας τον πίνακα Α= x y
z w

�

�
�

�

�
� ∈ Μ2x2(Z)  µε   

                    α· 1
u

�

�
�
�

�
� = x y

z w
�

�
�

�

�
�
1
u

�

�
�
�

�
�  θα έχουµε Ν(α)=detA=xw-yz≠0 ( N(α)≠0 αφού α≠0 ). Τώρα , α∈ O → 

αO⊆ O.  
                     Επειδή α≠0 , τα α,α·u είναι Z-γραµµικώς ανεξάρτητα. Συνεπώς , το α·O=αZ+αuZ είναι 
ελέυθερη  
                    αβελιανή υποοµάδα της (O,+)  µε rank(αO)=2=rank(O). Το 3 του θεωρήµατος 2.2.2.13 θα µας  
                    δώσει τώρα ότι N(αO) = [O : αO] = | detA | = |Ν(α)|=N(α). 
    Για το 2 :  Θα δείξουµε κατ' αρχήν ότι   :    Ν(βc)=N(β)N(c)  (Σ 2.2.2.14.1)  
                    για κάθε β∈ O-{0} και κάθε ακέραιο ιδεώδες c της O.  
                    Πράγµατι, έχουµε ότι το c είναι ακέραιο , οπότε βc⊆ βO⊆ O. Ο πυρήνας του επιµορφισµού 

                                      προβολής F:
O
cβ

 → 
O
Oβ

 είναι ο Ker(F)=
β
β
O
c

  και έτσι από θεώρηµα ισοµορφισµού  

                                      και λόγω του ότι Ν(βc)=# 
O
cβ

 , Ν(βO)= 
O
Oβ

  , θα έχουµε Ν(βO)·(# 
β
β
O
c

)=Ν(βc). 

                                      Όµως β≠0 → #
β
β
O
c

= # 
O
c = Ν(c)  οπότε Ν(βO)· Ν(c)= Ν(βc). Χρησιµοποιώντας 

τώρα 
                                      από το 1 ότι |N(β)|= Ν(βO) , έχουµε Ν(βc)=N(β)N(c) και έτσι αποδείξαµε την Σ 
2.2.2.14.1 
                     Με βάση την πρόταση 2.2.2.11 τώρα αν γράψουµε a=(αZ+βZ) , για α,β∈ O (αφού a είναι 
ακέραιο )  

                    και  θέσουµε τ=
β
α

  µε  Irr(τ|Z)(x)=ax2+bx+c θα ισχύουν :  a=α(Z+τZ) , Κ=Q(τ) , O=Z+aτZ ,  

                    a·a·σ(a)=N(α)O (Σ 2.2.2.14.2) ,   όπου σ η µιγαδική συζυγία. Είναι εύκολο τώρα να δεί 
κανείς ότι  



                    a(Z+τZ)⊆ O και Ν( a(Z+τZ) ) = #( O
a +aZ Zτ

)= # (
Z Z
Z Z

+a
a +a

τ
τ

) = # ( Z
Za

) = a  (αφού a>0). Έτσι ,  

                    Ν( a(Z+τZ) ) = a (Σ 2.2.2.14.3). Όµως τα a , a(Z+τZ) είναι ακέραια ιδεώδη της O, οπότε η  
                    Σ 2.2.2.14.1 θα µας δώσει N(a)N(a)=Ν(a·a) και Ν ( α·[a(Z+τZ)] ) = Ν(α)·Ν(a(Z+τZ)) 
                    και έτσι N(a)N(a)=Ν(a·a)=N( a·α·(Z+τZ) )=Ν ( α·[a(Z+τZ)] )=Ν(α)·Ν(a(Z+τZ))=Ν(α)·a  
                    ( λόγω Σ 2.2.2.14.3 ). ∆ηλαδή Ν(α)·a= N(a)N(a)=a2N(a) → N(α)=aN(a). H τελευταία 
ισότητα  
                    σε συνδιασµό µε την Σ 2.2.2.14.2 µας δίνει σ(a)·a=N(a)·O που είναι η ζητούµενη σχέση. 
    Για το 3 :  Από το 2 , έχουµε N(ab)·O = (ab)·σ(ab) = a·b·σ(a)·σ(b) = (Ν(a)·O)·( Ν(b)·O) 
=(N(a)Ν(b))·O 
                    Έτσι λοιπόν N(ab)·O=(N(a)Ν(b))·O οπότε οι N(ab), N(a)·Ν(b)  είναι συνεταιρικοί στην O 
, 
                    όµως είναι και θετικοί ακέραιοι οπότε N(ab) = N(a)·Ν(b).    
 

 



2.2.3   ΤΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
 
 

2.2.3.1 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω Κ τετραγωνικό σώµα αριθµών και O µία τάξη του Κ. Με Ι(O) ή ΙO , θα  
                               συµβολίζεται το σύνολο των αντιστρέψιµων κλασµατικών ιδεωδών της τάξης O και  
                               µε Η(O) ή ΗO , θα συµβολίζεται το σύνολο των κυρίων κλασµατικών ιδεωδών της O.  
                               Προφανώς , το Ι(O) είναι πολλαπλασιαστική οµάδα και το Η(O) είναι υποοµάδα της  
                               Ι(O). Η οµάδα πηλίκο I( )

H( )
O
O

 θα συµβολίζεται µε C(O) και θα ονοµάζεται " οµάδα  

                               κλάσεων ιδεωδών της O ".  Επίσης , µε hO ή h(O) , θα συµβολίζεται το #C(O). Ειδικά  
                               για την περίπτωση της µέγιστης τάξης RK , έχουµε από τα σχόλια 2.1.1.1  ότι ΙK=Ι(RK) ,
                               ΗK=Η(RK)  και C(K)=C(RK). 
 

2.2.3.2 ΛΗΜΜΑ :  Αν τ∈∈∈∈ C και p q
r s

�

�
�

�

�
�  ∈∈∈∈ Μ2x2(R) , τότε Im( pτ+q

rτ+s
)= det p q

r s
�

�
�

�

�
� ·|rτ+s|-2·Im(τ). 

                                                                               ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
               Im( p τ+ q

rτ+ s
) = 1

2i
( p τ+ q

rτ+ s
 - pτ + q

rτ + s
) = | rτ+s|-2· 1

2i
·[ (pτ+q)( rτ+ s ) - (pτ q+ )(rτ+s)] =   

               = | rτ+s|-2·Im[(p +qτ )( rτ+ s )] =  | rτ+s|-2·Im( pr | τ |2+psτ + qrτ +qs) =  | rτ+s|-2·(ps·Im(τ)-qr·Im(τ)) =  

               =  | rτ+s|-2det p q
r s

�

�
�

�

�
� Im(τ). 

 
 
2.2.3.3 ΛΗΜΜΑ : Έστω D διακρίνουσα µε |D|≠≠≠≠����. 
                                  1.  Άν f(x,y)=ax2+bxy+cy2 είναι τετραγωνική µορφή διακρίνουσας Df=D µε a≠≠≠≠0 και τ 
µία  
                                       ρίζα της εξίσωσης f(x,1)=0 τότε η f είναι θετικά ορισµένη αν και µόνο αν " a>0 και 
                                       τ∉∉∉∉ R ". 
                                  2.  Άν f(x,y)=ax2+bxy+cy2 είναι θετικά ορισµένη τετραγωνική µορφή  
                                       διακρίνουσας Df=D µε a≠≠≠≠0 και τ είναι µία ρίζα της εξίσωσης f(x,1)=0 , τότε το  
                                       σώµα Q(τ) είναι τετραγωνικό φανταστικό και το O=Z+aτZ είναι µία τάξη του Q(τ) 
                                       µε διακρίνουσα DO=Df και το Z+τZ είναι proper ιδεώδες της O. 
                                  3.  Έστω δύο θετικά ορισµένες τετραγωνικές µορφές f(x,y),g(x,y) 
                                       διακρίνουσας D ώστε οι συντελεστές του x2 των f,g να µην είναι µηδέν. 
                                       Άν οι εξισώσεις f(x,1)=0 , g(x,1)=0 έχουν κοινή λύση , τότε οι µορφές f και g  
                                       ταυτίζονται. 
                                                                                 ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

     Για το 1 :  Έχουµε  τ ∈  {
- b + D

2a
f , 

- b - D
2a

f } (Σ 2.2.3.3.1) 

                      (→)  Άν η f είναι θετικά ορισµένη , τότε η πρόταση 1.2.1.16 µας δίνει a>0 και D<0 (αφού a≠0 και 
                              D≠� → D≠0 ). Επίσης D<0 → τ∉ R  λόγω της Σ 2.2.3.3.1 . 
                      (←)  Άν τ∉ R  και a>0 τότε " τ∉ R → D<0 " και έτσι αφού a>0 , πάλι η πρόταση 1.2.1.16 θα µας  
                             δώσει ότι η f είναι θετικά ορισµένη. 
 

    Για το 2 :  Έχουµε  τ ∈  {
- b + D

2a
f , 

- b - D
2a

f }. Από το 1 , αφού η f είναι πρωταρχική θετικά ορισµένη  

                     τετραγωνική µορφή , θα έχουµε a>0 και τ∉ R. και συνεπώς το Q(τ) είναι τετραγωνικό φανταστικό  
                     σώµα. Επίσης από το λήµµα 2.2.2.10 έχουµε ότι το O=Z+aτZ είναι µία τάξη του Q(τ) και το 



                     Z+τZ είναι proper ιδεώδες της O. Μένει να δείξουµε ότι DO=Df. Αυτό θα γίνει χρησιµοποιώντας 
την  
                     πρόταση 2.2.1.12 : 

• Aν  Df∈ {k2m∈ Z | k∈ N, m≡1(mod4) και m=ελεύθερο τετραγώνου} τότε Df είναι η 
διακρίνουσα της 

                              τάξης Z+kRK , του Κ=Q( m ) µε DK=m. Αλλά RK=Z+(
D DK K+

2
)Z =Z+( m + m

2
)Z                

                              και  για τ = - b D
2a

f±  → aτ= - (b km) k m m± ± +
2 2

 . Όµως k2m=Df=b2-4ac →k2m≡b2(mod4) 

                              και επειδή m≡1(mod4) , θα έχουµε k2≡b2(mod4) → k≡± b(mod2) → km≡± b(mod2)  

                             →
-(b km± )

2
∈ Z.  Άρα O=Z+aτZ=Z+( k m m+

2
)Z=Z+kRK και έτσι η διακρίνουσα  Df της 

                             τάξης Z+kRK είναι DO. 
 
                             

• Αν Df∈ {4k2m∈ Z | k∈ N, m≡2,3(mod4) και m=ελεύθερο τετραγώνου}  τότε Df είναι η 

διακρίνουσα της τάξης Z+kRK , του Κ=Q( m ) µε DK=4m. Αλλά RK=Z+(
D DK K+

2
)Z 

=Z+ m Z 

     και aτ = - b + 2k m
2

 = − +
b
2

k m . Τώρα b2-4ac=Df=4k2m → b2≡0(mod4) → b≡0(mod2) 

      
                             → −

b
2

∈ Z  και έτσι O=Z+aτZ=Z+( − +
b
2

k m )Z=Z+( k m )Z=Z+kRK , οπότε οι διακρίνουσα  

Df  
                             της τάξης Z+kRK είναι DO. 
  
     Για το 3 :  Έστω f(x,y)=ax2+bxy+cy2 και g(x,y)=a'x2+b'xy+c'y2 και τ η κοινή ρίζα των f(x,1)=0 και g(x,1)=0. 

                     Έχουµε Df=Dg και  τ = 
- b D

2a
f±

=
- b D

2a
f′ ±

′
  → 2aτ+b = ± 2a'τ+b' . Επίσης από το 1 έχουµε τ∉ R. 

                     ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
• 1η περίπτωση : 2aτ+b =2a'τ+b' . 
                             τότε 2(a-a')τ=b'-b και έτσι τ∉ R → a=a' , b=b'  , οπότε και αφού b2-4ac=Df=b'2-
4a'c' 
                              θα πάρουµε c=c'. 
• 2η περίπτωση : 2aτ+b = - (2a'τ+b'). 
                         τότε 2(a+a')τ=-b'-b και έτσι τ∉ R → a=-a' , b=-b'. Όµως a,a'>0 (λόγω 1) οπότε 
                         a=a'=0 πράγµα άτοπο από την υπόθεση. 

 
 

 
2.2.3.4 ΛΗΜΜΑ : Αν f(x,y)=ax2+bxy+cy2  , g(x,y)=a1x2+b1xy+c1y2  είναι πρωταρχικές θετικά ορισµένες  
                            τετραγωνικές µορφές διακρίνουσας D και ΜΚ∆(a,a1,

b b
2

1+ ) =1 , τότε η πρόταση 1.2.4.4 µας 

                            δίνει ότι  υπάρχει ακέραιος Β µοναδικός mod2aa1  



                                            ώστε 
B b(mod2a)

 B b (mod2a )
  B D(mod4aa )

1 1
2

1

≡
≡
≡

�

�
�

�
�

         

                            Για τον Β ισχύει επιπλέον ότι ΜΚ∆(a,a',B)=1 
                                                                                  ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                                                       Είναι απλή άσκηση στοιχειώδους θεωρίας αριθµών.  
 
 
 
2.2.3.5 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω D διακρίνουσα µε D<0 ,|D||≠≠≠≠����και f(x,y)  τετραγωνική µορφή διακρίνουσας D. Οι 
ρίζες  
                               της εξίσωσης f(x,1)=0 δεν είναι πραγµατικές (αφού D<0) και µάλιστα (αφού είναι 
συζυγείς) 
                               η µία ακριβώς από αυτές -έστω τ- θα βρίσκεται στο άνω µιγαδικό ηµιεπίπεδο :  
                               h={z∈∈∈∈ C|Im(z)>0}.  Η τ θα καλείται " η ρίζα της µορφής f ". Μάλιστα , αν 
f(x,y)=ax2+bxy+cy2 

                               τότε a,c≠≠≠≠0 ( γιατί D<0 ) και η ρίζα της f είναι η τ = -b+ D
2a

. Τέλος όπως µπορεί να δεί 

κανείς ,  
                               αν τ είναι η ρίζα µιας πρωταρχικής θετικά ορισµένης µορφής f  διακρίνουσας D<0 , τότε  
                               f(x,1)=Irr(τ|Z)(x). 
 
 
 
 
2.2.3.6 ΛΗΜΜΑ : Έστω D διακρίνουσα µε D<0 και f,g τετραγωνικές µορφές διακρίνουσας D. Αν τ,τ' είναι 
οι  
                             ρίζες των f,g αντίστοιχα , τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 
                                              1.  Oι  f,g είναι κανονικά ισοδύναµες. 

                                              2.  Υπάρχει πίνακας p q
r s

�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈  sl(2,Z) ώστε τ'= pτ q

rτ s
++++
++++

. 

                                              3.  Z+τZ=λ(Z+τ'Z)  , για κάποιο λ∈∈∈∈ Κ* ,  όπου Κ=Q(τ). 
                                                                                     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
         Κατ' αρχήν έχουµε ότι οι συντελεστές του x2 των f(x,y),g(x,y) δεν είναι µηδέν. Επίσης  τ,τ'∉ R ( αφού D<0 ). 
        1 → 2   Έστω f(x,y)=g(px+qy,rx+sy) , όπου A= p q

r s
�

�
�

�

�
� ∈  sl(2,Z).  

                     Έχουµε rτ+s≠0  
                                             Πράγµατι ,  αν rτ+s=0 , τότε επειδή τ∉ R  θα  έχουµε r=0 οπότε και s=0 και έτσι  
det(A)=0  
                                             πράγµα άτοπο αφού Α∈ sl(2,Z). 
                    Έτσι ,  0=f(τ,1)=g(pτ+q,rτ+s)=(rτ+s)2·g( p τ+ q

rτ+ s
,1) και συνεπώς αφού rτ+s≠0 , θα έχουµε 

g( p τ+ q
rτ+ s

,1)=0. 

                    Τώρα από το λήµµα 2.2.3.2 έχουµε Im( p τ+ q
rτ+ s

)=de( p q
r s

�

�
�

�

�
� ·|rτ+s|2·Im(τ). Άρα p τ+ q

rτ+ s
∈ h={z∈ C| 

Im(z)>0} 



                     Έτσι η p τ+ q
rτ+ s

 είναι " ή ρίζα " της g και συνεπώς τ'= p τ+ q
rτ+ s

. 

         2 → 1    Άν τ'= p τ+ q
rτ+ s

 µε Α= p q
r s

�

�
�

�

�
� ∈  sl(2,Z) , τότε g(pτ+q,rτ+s)=(rτ+s)2·g( p τ+ q

rτ+ s
,1)= (rτ+s)2·g(τ',1)=0. 

Άρα το τ  
                      είναι ρίζα του g(px+qy,rx+sy) και αφού τ∈ h , το τ θα είναι " η ρίζα " του g(px+qy,rx+sy). Το 3 τώρα 
του  
                      λήµµατος 2.2.3.3 µας δίνει f(x,y)= g(px+qy,rx+sy) και συνεπώς οι µορφές  f,g είναι κανονικά 
ισοδύναµες. 
         2 → 3    Άν τ'= p τ+ q

rτ+ s
 µε Α= p q

r s
�

�
�

�

�
� ∈  sl(2,Z) , τότε θέτουµε λ=rτ+s ∈ Κ*, οπότε λ(Z+τ'Z) = (rτ+s)[Z+τ'Z] = 

                      = (rτ+s)Z+(pτ+r)Z. Θα δείξουµε ότι (rτ+s)Z+(pτ+r)Z = Z+τZ  οπότε και θα έχουµε το ζητούµενο. 
                                                Πράγµατι , προφανώς : (rτ+s)Z+(pτ+r)Z ⊆   Z+τZ. Επίσης : 
                                                Αν x+τy ∈  Z+τZ , τότε επειδή p q

r s
�

�
�

�

�
� ∈  sl(2,Z) → det= p q

r s
�

�
�

�

�
� ≠0 , θα  υπάρχουν 

m,n∈ Z  
                                                µε q s

p r
�

�
�

�

�
�

m
n

�

�
�

�

�
� = x

y
�

�
�

�

�
� . Έχουµε τώρα x+τy = [(pτ+q)m +(rτ+s)n] ∈ [(rτ+s)Z+(pτ+r)Z]. 

 
         3 → 2     Έστω λ∈ Κ* µε λ(Z+τ'Z) = Z+τZ. Αφού τ,τ'∉ R  , θα έχουµε ότι οι B=(1,τ) και B'=(λ,λτ) είναι Z-
βάσεις 
                       των ελεύθερων αβελιανών προσθετικών οµάδων Z+τZ , λZ+λτZ  αντίστοιχα. Επειδή λ(Z+τ'Z) = 
Z+τZ 
                       , οι B,B' θα είναι βάσεις της ίδιας οµάδος και συνεπώς θα υπάρχει unimodular πίνακας (δηλαδή  
                       πίνακας ορίζουσας ±1)  Α= p q

r s
�

�
�

�

�
� , µε  λ

λ
τ '�

�
�

�

�
� = p q

r s
�

�
�

�

�
�

τ
1
�

�
�
�

�
� . Έχουµε λοιπόν τ'λ=pτ+q και λ=rτ+s.  

                        Εξάλλου λ≠0 → rτ+s≠0 και συνεπώς τ'= p τ+ q
rτ+ s

.  Αν det p q
r s

�

�
�

�

�
� = -1 , τότε από 2.2.3.2 λήµµα έχουµε 

                        Im(τ') = - | rτ+s|-2·Im(τ). Έπειδή όµως τ∈  h={z∈ C| Im(z)>0} , θα έχουµε Im(τ)>0 και συνεπώς 
Im(τ')<0 
                        πράγµα άτοπο αφού και τ'∈ h.Η περίπτωση det p q

r s
�

�
�

�

�
� = -1 δίνει συνεπώς άτοπο και έτσι 

det p q
r s

�

�
�

�

�
� =1. 

                        Άρα p q
r s

�

�
�

�

�
� ∈  sl(2,Z)  και έχουµε το ζητούµενο. 

 
 
 
                                         
 
 
2.2.3.7 ΘΕΩΡΗΜΑ : Έστω D διακρίνουσα , µε D<0 και D≠≠≠≠���� .  Άν O είναι τάξη διακρίνουσας D  
                                  σε τετραγωνικό σώµα Κ ,  τότε Κ=Q( D ) και ισχύουν τα ακόλουθα :                               
                                        1.  Αν f(x,y)=ax2+bxy+cy2 είναι πρωταρχική θετικά ορισµένη τετραγωνική µορφή 

                                             διακρίνουσας D µε a≠≠≠≠0 , τότε το  aZ+( - b + D
2

)Z  είναι ακέραιο proper ιδεώδες 



                                             της O µε νόρµα ίση µε a  και µάλιστα , αν τ είναι η ρίζα του f , τότε O=Z+aτZ 
και 

                                             aZ+( - b + D
2

)Z  =a(Z+τZ ). 

                                       2.   H απεικόνιση που στέλνει κάθε πρωταρχική θετικά ορισµένη τετραγωνική  
                                             µορφή f(x,y)=ax2+bxy+cy2 διακρίνουσας D µε a≠≠≠≠0 στο ακέραιο proper ιδεώδες 

                                             aZ+( - b + D
2

)Z  της τάξης O , επάγει  ισοµορφισµό ανάµεσα στην οµάδα  

                                             κλάσεων τετραγωνικών  µορφών C(D) και στην οµάδα κλάσεων ιδεωδών 
C(O).  
                                       3.   Ένας φυσικός αριθµός m παρίσταται από µία πρωταρχική θετικά ορισµένη  
                                             µορφή f  διακρίνουσας D αν και µόνο αν υπάρχει ακέραιο ιδεώδες a της O το  
                                             οποίο να ανήκει στην κλάση της C(O) που αντιστοιχεί στην κλάση της f στην  
                                             C(D) - σύµφωνα µε τον ισοµορφισµό του 2 -  µε Ν(a)=m. 
                                                                                             ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

           Κατ' αρχήν , το ότι Κ=Q( D ) προκύπτει από το 1 (c) της πρότασης  2.2.1.10. 

           Για το 1 :  Από ορισµό 2.2.3.5 έχουµε ότι η ρίζα της f είναι η τ =  -b+ D
2a

. Έχουµε λοιπόν Κ=Q( D ) → 

τ∈ Κ. 
                           Θα δείξουµε ότι Κ=Q(τ)   ( Σ  2.2.3.7.1).  Πράγµατι ,  
                                                                      τ∉ R  → τ∉ Q → [Q(τ) : Q]≥2. Επίσης , 2 = [Κ : Q] = [K  : Q(τ)] · [Q(τ) 
: Q]   
                                                                      και συνεπώς [Κ : Q(τ)] = 1 , πράγµα που σηµαίνει ότι Κ=Q(τ). 
                           Τώρα επειδή η f είναι πρωταρχική και το τ είναι ρίζα του f(x,1) ,  θα έχουµε ότι Irr(τ|Z)(x)=f(x,1). 
                           Θα δείξουµε ότι O = Z +aτZ    ( Σ  2.2.3.7.2).  Πράγµατι ,  
                                                                       Το λήµµα 2.2.3.3 µας δίνει ότι το Z +aτZ είναι µια τάξη του Κ µε  
                                                                       διακρίνουσα D. Επειδή και η O έχει διακρίνουσα D θα έχουµε λόγω 
                                                                       της πρότασης 2.2.1.12 ότι O = Z +aτZ. 
                           Παρατηρούµε τώρα ότι το λήµµα 2.2.3.3 µας δίνει ότι το Z+τZ είναι proper ιδεώδες της τάξης O , 
                           πράγµα που (λόγω του 5 των παρατηρήσεων 2.2.2.9) σηµαίνει ότι και το a(Z+τZ) είναι   

                           proper ιδεώδες της τάξης O.  Όµως τ =  -b+ D
2a

 → aτ = - b+ D
2

  και συνεπώς  a(Z +τZ) =  

                          aZ+( - b+ D
2

)Z , οπότε έχουµε τελικά ότι το aZ+( - b+ D
2

)Z είναι proper ιδεώδες της O.  

                          Τέλος επειδή προφανώς a(Z+τZ)⊆  Z +aτZ=O έχουµε ότι το aZ+( - b+ D
2

)Z είναι proper ακέραιο. 

                    Στην συνέχεια δείχνουµε ότι Ν( aZ+( - b+ D
2

)Z ) = a. 

                         Έχουµε Ν( aZ+( - b+ D
2

)Z ) = Ν( a(Z+τZ) ) = #( O
a +aZ Zτ

)= # (
Z Z
Z Z

+a
a +a

τ
τ

) = # ( Z
Za

) =a (αφού a>0). 

     Για το 2 :  ∆είχνουµε κατ' αρχήν ότι η απεικόνιση C(D) → C(O) της εκφώνησης είναι καλά ορισµένη : 
                                                                   Αν  f(x,y)=ax2+bxy+cy2 ,  g(x,y)=a'x2+b'xy+c'y2  είναι κανονικά            
                                                                   ισοδύναµες πρωταρχικές θετικά ορισµένες τετραγωνικές µορφές  
                                                                   διακρίνουσας D µε a,a'≠0 και ρίζες τ,τ' αντίστοιχα ,  τότε  το λήµµα  
                                                                   2.2.3.6 µας δίνει ότι  
                                                                   υπάρχει λ∈ Κ µε λ≠0 ώστε λ(Z+τ'Z) = Z+τZ. Συνεπώς από το 1 
έχουµε  
                                                                   (Z+τ'Z)·(λO) = Z+τZ , πράγµα που σηµαίνει ότι τα Z+τ'Z, Z+τZ  



                                                                   ανήκουν στην ιδια κλάση στην C(D) , και συνεπώς λόγω του 1 , το 
ίδιο  

                                                                   θα συµβαίνει και µε τα a'Z+( - b'+ D
2

)Z , aZ+( - b+ D
2

)Z. Τα f,g  

                                                                   δηλαδή απεικονίζονται στο  ίδιο στοιχείο της C(O) και η απεικόνιση  
                                                                   που µελετάµε είναι πράγµατι  καλά ορισµένη.  
                     ∆είχνουµε στην συνέχεια ότι η απεικόνιση C(D) → C(O) της εκφώνησης είναι " 1-1 " : 

                                                                   Αν οι εικόνες aZ+( - b+ D
2

)Z , a'Z+( - b+ D
2

)Z των πρωταρχικών  

                                                                   θετικά ορισµένων µορφών f(x,y)=ax2+bxy+cy2 ,  
g(x,y)=a'x2+b'xy+c'y2 
                                                                   ανήκουν στην ίδια κλάση της C(O) , τότε επειδή το 1 µας δίνει  

                                                                   aZ+( - b+ D
2

)Z = a(Z+τZ)  , a'Z+( - b+ D
2

)Z = a(Z+τ'Z) , θα έχουµε  

                                                                   τελικά από το λήµµα 2.2.3.6 ότι οι f,g είναι κανονικά ισοδύναµες και 
                                                                   συνεπώς ανήκουν στην ίδια κλάση της C(D). 
                      Θα δείξουµε τώρα ότι η απεικόνιση C(D) → C(O) της εκφώνησης είναι " επί " : 
                                                                   Έστω a ένα proper κλασµατικό ιδεώδες της τάξης O. Ως proper , το  
                                                                   a θα είναι διάφορο του τετριµµένου ιδεώδους και συνεπώς η  
                                                                   πρόταση 2.2.2.6  µας δίνει ότι το a είναι Z-module µε rank ίσο µε 2. 
                                                                   Έστω λοιπόν a=uZ+vZ , µε u,v∈ K*. Επειδή rankZ(a)=2 θα έχουµε 

                                                                    ότι τα  u
v

  ,  v
u

  δεν ανήκουν στο R�K. Όµως v
u

1
u
v

u
v

= �
�
�

�
�
�  και 

                                                                   συνεπώς ένα ακριβώς από τα u
v

  ,  v
u

    θα ανήκει στο  

                                                                   h={z∈ C| Im(z)>0. Χωρίς περιορισµό  της γενικότητας µπορούµε να  

                                                                   υποθέσουµε ότι  v
u

∈ h. Θέτουµε τ := v
u

∈ h. Έστω ότι   

                                                                   Irr(τ|Z)(x)=ax2+bx+c. Θεωρούµε τότε την µορφή f(x,y)= 
ax2+bxy+cy2.   
                                                                   Επειδή ΜΚ∆(a,b,c)=1 , και a>0 (βλ . ορισµό του Irr(·|Z) στους  
                                                                   συµβολισµούς) το 1 από το λήµµα 2.2.3.3 θα µας δώσει ότι η f είναι  
                                                                   θετικά ορισµένη πρωταρχική µορφή. Επίσης από το 2 του ίδιου  
                                                                   λήµµατος , παίρνουµε ότι η f έχει διακρίνουσα ίση µε την 
διακρίνουσα  
                                                                   της O=Z+aτZ η οποία είναι D και συνεπώς f∈ Fpd(D). Θα δείξουµε 
ότι η  
                                                                   [f(x,y)] της C(D) αντιστοιχίζεται στο aH(O) της C(O).  Πράγµατι , η  

                                                                   [f(x,y)] αντιστοιχίζεται στο aZ+( - b+ D
2

)Z και το τ είναι η ρίζα του f 

                                                                   (τ∈ h) οπότε από το 1 έχουµε ότι aZ+( - b+ D
2

)Z=a(Z+τZ). Όµως  

                                                                  aH(O) = (uZ+vZ) Η(O)  = u(Z+τZ)Η(O) = a(Z+τZ)Η(O) και έχουµε 
το 
                                                                   ζητούµενο. 

Τέλος θα δείξουµε ότι η απεικόνιση C(D) → C(O) της εκφώνησης είναι οµοµορφισµός : 
 H σύνθεση Dirichlet δύο τετραγωνικών µορφών f(x,y)=ax2+bxy+cy2  , 
g(x,y)=a'x2+b'xy+c'y2 διακρίνουσας D ορίστηκε ώς η µορφή 



F(x,y)=aa'x2+Bxy+( B D
4aa'

2 − )y2 , όπου Β είναι τυχαία και µοναδική 

modulo 2aa' λύση του συστήµατος 
B b(mod2a)
B b'(mod2a')

B D(mod4aa')
 

2

≡
≡
≡

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

. Οι εικόνες των 

f , g , F   µε την απεικόνιση της εκφώνησης είναι αντίστοιχα οι 

aZ+( - b+ D
2

)Z  ,  a'Z+( - b'+ D
2

)Z  ,  aa'Z+( -B+ D
2

)Z. Λόγω τώρα του 

πιο πάνω συστήµατος ισοτιµιών έχουµε για ∆= -B+ D
2

 ότι  

∆≡ - b+ D
2

(mod2a) , ∆≡ - b'+ D
2

(mod2a') , και συνεπώς οι εικόνες των f , 

g , F   µε την απεικόνιση της εκφώνησης είναι αντίστοιχα τα ιδεώδη 
aZ+∆Z , a'Z+∆Z , aa'Z+∆Z. Μένει να δείξουµε ότι (aZ+∆Z)( a'Z+∆Z)= 

=( aa'Z+∆Z). Πράγµατι, ∆2+Β∆ = B D - 2B D
4

B B D
2

2 2+
+

− + = −B +D
4

2
 

και συνεπώς αφού το Β είναι λύση του συστήµατος ισοτιµιών θα έχουµε 
από την τελευταία ισοτιµία του συστήµατος ότι ∆2+Β∆≡0(modaa') (Σ 
2.2.3.7.3) . Τώρα (aZ+∆Z)( a'Z+∆Z)= 
= aa'Z+a∆Z+a'∆Z+∆2Z οπότε από την Σ 2.2.3.7.3  θα έχουµε  
(aZ+∆Z)( a'Z+∆Z)= aa'Z+a∆Z+a'∆Z+Β∆Z. Όµως από το λήµµα 2.2.3.4 
έχουµε ΜΚ∆(a,a',B)=1 και έτσι aZ+a'Z+BZ=Z (απλή άσκηση άλγεβρας) 
πράγµα που σηµαίνει  ∆Z= a∆Z+a'∆Z+B∆Z οπότε (aZ+∆Z)( a'Z+∆Z)= 
=aa'Z+ ∆Z και έχουµε τελειώσει. 

Για το 3 : Πριν προχωρήσουµε στο κυρίως µέρος της απόδειξης θα κάνουµε πρώτα κάποιες παρατηρήσεις. 
               Αν a είναι ακέραιο ιδεώδες  της τάξης O , τότε και το σ(a) είναι ακέραιο ιδεώδες ( όπου σ είναι η  
               µιγαδική συζυγία )  της O. Μάλιστα αν το a είναι proper τότε και το σ(a) είναι proper και µάλιστα 
               [a] -1 = [σ(a)]  στην C(O). Πράγµατι ,        
                                   το σ(O) είναι µία τάξη του Κ και το σ(a) είναι ακέραιο ιδεώδες της σ(O) . Από το 3 
της  
                                   πρότασης  2.2.1.8 όµως έχουµε σ(O)=O , και έτσι είναι ακέραιο ιδεώδες της O. Αν         
                                   επιπλέον το a είναι proper , τότε προφανώς και το το σ(a) είναι proper της σ(O) , και  
                                   συνεπώς και της O. Μάλιστα από την πρόταση 2.2.2.14 έχουµε σ(a)·a=N(a)·O και  
                                   συνεπώς [a] -1 = [σ(a)]. 

                    Συνεχίζουµε τώρα µε το κυρίως µέρος της απόδειξης. 
                    ( → ) Έστω ότι ο φυσικός m παρίσταται από µία πρωταρχική θετικά ορισµένη µορφή f 
διακρίνουσας  
                              D. Ο m µπορεί να γραφεί m=d2a µε d,a∈ N όπου o a να παρίσταται από την f (βλ. 
παρατήρηση  
                             1.2.1.8). Έχουµε ότι υπάρχουν b,c∈ Z ώστε η f είναι να είναι κανονικά ισοδύναµη µε την 
µορφή  
                             g(x,y)=ax2+bxy+cy2 (βλ. πρόταση 1.2.1.9). Tώρα κανονικά ισοδύναµες µορφές έχουν την 
ίδια  
                             διακρίνουσα και έτσι Dg=D<0. Eπίσης a>0  και  συνεπώς από την πρόταση 1.2.1.16 έχουµε 
ότι 
                             η g είναι θετικά ορισµένη. Είναι επίσης πρωταρχική , λόγω του πορίσµατος 1.2.1.6. Έχουµε  
                              λοιπόν ότι µέσω του ισοµορφισµού C(D) → C(O) που ορίσαµε στο 2 η κλάση [g(x,y)] θα  



                              απεικονίζεται στην κλάση του ιδεώδους a = aZ+( - b+ D
2

)Z  της O  στην C(O). Αν τ είναι η 

                              ρίζα της g , τότε από 2.2.3.5 έχουµε τ= -b+ D
2a

 και συνεπώς a = aZ+τZ. Από το 1 έχουµε ότι 

                             O=Z+aτZ και ότι a είναι ακέραιο ιδεώδες της O   aZ+( - b+ D
2

)Z µε Ν(a) = a. 

                         Έχουµε τώρα m=d2a=N(d)N(a)=N(da) όπου προφανώς [da]=[a] στην C(O). Συνοψίζοντας , 
                        έχουµε ότι ο m ισούται µε την νόρµα του ακέραιου ιδεώδους da της O , και επίσης [da]=[a] . 

                                   Αλλά το [f(x,y)]=[g(x,y)] ∈ C(D)  αντιστοιχεί στην κλάση  [a]= [da] της C(O) µέσω της  
                                  C(D) → C(O) , οπότε και έχουµε το ζητούµενο. 

( ← ) Έστω ότι Ν(a)=m∈ N όπου a είναι ιδεώδες της O που ανήκει στην κλάση της εικόνας της 
[f(x,y)] 
         µέσω της C(D) → C(O). Θα δείξουµε ότι η f παριστά τον m. Πράγµατι , αν γράψουµε f(x,y)= 
         =ax2+bxy+cy2 και θέσουµε τ την ρίζα της f ,  τότε το [f(x,y)] αντιστοιχίζεται (λόγω 1 ) στο 

         ακέραιο ιδεώδες aZ+( - b+ D
2

)Z=a(Z+τZ) νόρµας a της τάξης O=Z+aτZ. Έχουµε λοιπόν ότι   

         [a]=[ a(Z+τZ) ]  στην C(O) και συνεπώς θα υπάρχει u∈ O µε a=ua(Z+τZ) (Σ 2.2.3.7.4) 
         Εξάλλου τότε aN(u) = N( a(Z+τZ) )N(u) = N(ua(Z+τZ)) = N(a) = m  → m=aN(u) (Σ 
2.2.3.7.5) 
         Τώρα επειδή το a είναι ακέραιο και O=Z+aτZ , θα υπάρχουν (λόγω Σ 2.2.3.7.4) p,q,r,s∈ Z µε  
         au=p+qaτ , auτ=r+saτ.  Οπότε (p+qaτ)τ= r+saτ . Όµως τ είναι ρίζα της f και έτσι aτ2=-bτ-c ,  
         οπότε  (p+qaτ)τ= r+saτ → pτ+qaτ2=r+saτ → pτ-bqτ-cq=r+saτ → r+(sa+bq)τ= -cq+pτ . Αλλά 
τ∉ R 
         οπότε r = -cq  και  p=sa+bq (Σ 2.2.3.7.6). Έχουµε τώρα από την (Σ 2.2.3.7.5) ότι  

         m = aN(u) = N(au)
a

 = (p+ qaτ p+ qaτ
a
)( ) = (p+qaτ)(p+qaτ)

a
. Εξάλλου τ= -b+ D

2a
 οπότε  

         τ τ  - b
a

+ =  , τ τ c
a

⋅ =    και συνεπώς m = 
p -  

pbqa
a

q a c
a

a
p pqb+q ca

a

2
2

2 2+
=

−

2

.  

         Αντικαθιστώντας τέλος από την Σ 2.2.3.7.6  το  p  µε  sa+bq , θα πάρουµε m=f(s,q). 
         
  

 ΑΣΚΗΣΗ : Η αντίστροφη απεικόνιση της C(D) →→→→ C(O) είναι η εξής : 

                                 [a] →→→→ [ 1
N ) (ux- vy)(ux- vy)

(a ] , όπου a είναι proper ιδεώδες της O µε  a=uZ+vZ ,u,v∈∈∈∈ C      

 
       
 2.2.3.8 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ :  Αν D διακρίνουσα , µε D<0|≠≠≠≠����.τότε κάθε πρωταρχική τετραγωνική µορφή f  
                                         διακρίνουσας D  , που παριστά τουλάχιστο ένα φυσικό , είναι θετικά ορισµένη. 
                                         (βλ. πρόταση 1.2.16) 

                                     
 2.2.3.9 ΠΟΡΙΣΜΑ  : Ένας φυσικός αριθµός m παρίσταται από µία πρωταρχική µορφή f  διακρίνουσας 
D<0,  
                                    |D|≠≠≠≠���� αν και µόνο αν υπάρχει ακέραιο ιδεώδες a της O που να ανήκει στην κλάση 
της C(O)  
                                  στην οποία αντιστοιχεί στην κλάση της f στην C(D) - σύµφωνα µε τον ισοµορφισµό  
                                  C(D) →→→→ C(O) του θεωρήµατος 2.2.3.7 -  µε Ν(a)=m. 



                                       (Το πόρισµα είναι άµεση συνέπεια του 3 του θεωρήµατος 2.2.3.7 και της 
παρατήρησης 
                                        2.2.3.8) 
      

2.2.3.10 ΠΟΡΙΣΜΑ : Αν O είναι τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα  και m∈∈∈∈ Z-{0} , τότε κάθε 
στοιχείο  
                                  της C(O) περιέχει ακέραιο proper ιδεώδες µε νόρµα πρώτη προς το m. 
                                                                                       ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ                                             
                    Άµεση συνέπεια του ισοµορφισµού C(D) → C(O) του θεωρήµατος 2.2.3.7 και της πρότασης 
1.2.3.7 
 
 
 

 Παρακάτω θα αναφέρουµε τι ισχύει  µεταξύ τάξεων και τετραγωνικών µορφών στην περίπτωση θετικής 
 διακρίνουσας.  Για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο βιβλίο του Cox : [COX] σελ. 142 

 
 
2.2.3.11 ΣΧΟΛΙΑ  : Ο ισοµορφισµός C(D) →→→→ C(O) που αναφέρεται στο θεώρηµα 2.2.3.7 για D<0, |D|≠≠≠≠����, 
δεν  
                               ισχύει γενικά για D∈∈∈∈ Z, |D|≠≠≠≠����. Πράγµατι , ας θεωρήσουµε την περίπτωση D=12 στην  
                               οποία έχουµε D∈∈∈∈ Z, |D|≠≠≠≠����. Ισχύει  RK=Z[ 3 ] και dK=12 , οπότε η τάξη O= RK=Z[ 3 ]  
                               του τετραγωνικού σώµατος Κ=Q( 3 ) έχει διακρίνουσα 12. Ο Z[ 3 ] είναι δακτύλιος  
                               µονοσήµαντης ανάλυσης και συνεπώς hK=1 , οπότε #C(O)=#C(K)=1. Όµως οι µορφές  
                               x2-3y2 , -x2+3y2 έχουν διακρίνουσα 12 και δεν είναι κανονικά ισοδύναµες 

                                                                    Πράγµατι , αν ήταν , τότε θα υπήρχε πίνακας A= a b
c d
�

�
�

�

�
� της  

                                                                    sl(2,Z) µε u2-3v2=-x2+3y2  για u
v

a b
c d

x
y

�

�
�
�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
� . Όµως τότε η  

                                                                    παρατήρηση 1.2.1.5 θα µας δώσει 2ab-6cd=0 και αφού ad-bc=1 
                                                                    ( λόγω Α∈∈∈∈ sl(2,Z) ) , θα έχουµε τελικά 4cd=1 µε c,d∈∈∈∈ Z που είναι  
                                                                    άτοπο. 
                              Συνεπώς #C(D)>1 και έτσι δεν είναι δυνατόν τα C(D),C(O) να είναι ισόµορφα. 
 
 
2.2.3.12 ΟΡΙΣΜΟΣ : 1. Έστω Κ τετραγωνικό σώµα και O µια τάξη του Κ. Με Η+(O) θα συµβολίζεται το 
                                      σύνολο { a | ∃∃∃∃ u∈∈∈∈ O: a=uO και Ν(u)>0 }. Είναι προφανές ότι τo Η+(O) είναι  
                                      υποοµάδα της Η(O). Η οµάδα πηλίκο I( )

H ( )+
O
O

 θα συµβολίζεται C+(O) και θα  

                                      ονοµάζεται στενή οµάδα κλάσεων (strict class group , narrow class group) της O.  
                                  2. Έστω D διακρίνουσα. Στο σύνολο F(D) ορίζεται η σχέση  ~ ώς εξής : Για f,g∈∈∈∈ F(D) 
,  

                                      f~g αν και µόνο αν υπάρχει Α= a b
c d
�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈ sl(2,Z) ώστε για u

v
a b
c d

x
y

�

�
�
�

�
� =

�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�  να ισχύει  

                                      f(x,y)=(detA)g(u,v). Η  ~  είναι σχέση ισοδυναµίας στο F(D) και ονοµάζεται                
                                      "προσηµασµένη ισοδυναµία" (signed equivalence). Η προσηµασµένη   
                                      ισοδυναµία είναι προφανώς και ισοδυναµία στο σύνολο των  πρωταρχικών  
                                      µορφών διακρίνουσας D και ορίζει εκεί ένα σύνολο πηλίκο. Το σύνολο πηλίκο 
                                      αυτό θα συµβολίζεται Cs(D) και θα ονοµάζεται "προσηµασµένη οµάδα κλάσεων" 



                                      (signed class group). 
 
 
2.2.3.13 ΠΡΟΤΑΣΗ :  ( Σχέση C+(O) και C(O) ) Αν O είναι τάξη τετραγωνικού σώµατος Κ , τότε  
                                                1.  Αν συµβαίνει ένα εκ' των δύο ακόλουθων : 

• To K είναι φανταστικό 
• Το Κ είναι πραγµατικό και ∃∃∃∃ ε∈∈∈∈ Ε(O) µε Ν(ε)=-1  

                                                          τότε C(O)=C+(O). 
                                                     2.  Αν ο Κ είναι πραγµατικό και δεν υπάρχει ενάδα του O µε νόρµα -1 , 
                                                          τότε |C+(O)| = 2·|C(O)|. 
 
 

2.2.3.14 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω D διακρίνουσα. Τότε η Cs(D) µπορεί να πάρει την δοµή οµάδας. 
                                      
2.2.3.15 ΘΕΩΡΗΜΑ : Αν Κ είναι  τετραγωνικό σώµα αριθµών µε τάξη O διακρίνουσας D , τότε  
                                         1. Υπάρχει φυσικός ισοµορφισµός C(D) ≅ C+(O) 
                                         2. Υπάρχει φυσικός ισοµορφισµός Cs(D) ≅ C(O). 
                                     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2.2.4  Ι∆ΕΩ∆Η ΠΡΩΤΑ ΠΡΟΣ ΤΟΝ Ο∆ΗΓΟ 
 
 

2.2.4.1 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω O µια τάξη σε τετραγωνικό σώµα αριθµών Κ και a ακέραιο µη µηδενικό  
                                ιδεώδες της O. Αν m είναι ακέραιος αριθµός µε a+mO=O , τότε το a θα λέγεται 
                                "πρώτο προς τον m". 
 
 
2.2.4.2 ΛΗΜΜΑ : Έστω (G,+) αβελιανή οµάδα µε |G|=n. Προφανώς , ο πολλαπλασιασµός µε m∈∈∈∈ N  
                             είναι οµοµορφισµός. Ειδικότερα , τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 
                                       1.  Ο πολλαπλασιασµός µε m∈∈∈∈ N είναι ισοµορφισµός  
                                       2.  Ο πολλαπλασιασµός µε m∈∈∈∈ N είναι επιµορφισµός 
                                       3.  Ο πολλαπλασιασµός µε m∈∈∈∈ N είναι µονοµορφισµός 
                                       4.  ΜΚ∆(m,n)=1. 
                                                                         ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
                    Άµεση συνέπεια του θεµελιώδους θεωρήµατος δοµής πεπερασµένων αβελιανών οµάδων.  
 
2.2.4.3 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω O µια τάξη σε τετραγωνικό σώµα αριθµών Κ µε f=con(O). 
                                     1.   Αν a είναι ακέραιο ιδεώδες της O και m∈∈∈∈ Z , τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα 
: 
                                            a.  To a είναι πρώτο προς το m  
                                            b.  O πολλαπλασιασµός µε m στην O

a
 είναι ισοµορφισµός. 

                                            c. (Ν(a),m)=1. 
                                     2.   Κάθε ακέραιο ιδεώδες της O , πρώτο προς το f είναι proper. 
                                                                          ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
            1.  a ↔ b   Aν η απεικόνιση πολλαπλασιασµού µε m στο O είναι ισοµορφισµός , τότε  θα είναι και  
                              επιµορφισµός , οπότε για κάθε u∈ O , θα υπαρχει v∈ O µε  mv+a=u+a  και έτσι u∈ a+mO.  
                              Συνεπώς O⊆  a+mO και έτσι αφού το a είναι  ακέραιο θα έχουµε O=a+mO. Αν αντίστροφα  
                              O=a+mO , τότε για κάθε u∈ O , θα υπαρχει v∈ O µε  u∈ mv+a →mv+a=u+a  και συνεπώς ο 
                              πολλαπλασιασµός µε m είναι επιµορφισµός.Άρα από το λήµµα 2.2.4.2 είναι και 
ισοµορφισµός. 
                 b ↔ c   Τώρα από το λήµµα 2.2.4.2 έχουµε ότι ο πολλαπλασιασµός µε m στην οµάδα ( O

a
,+) είναι  

                              ισοµορφισµός αν και µόνο αν  ΜΚ∆(Ν(a),m)=1. 
             2.  Αν a είναι ακέραιο ιδεώδες πρώτο προς το f , τότε εξ' ορισµού  : a+fO=O. Επίσης αν b∈ K µε 
                  ba⊆ a τότε b∈ RK.Πράγµατι ,  
                                                   Το a είναι Z-module µε rank 2 (βλ. προταση 2.2.2.6) και γράφοντας a=uZ+vZ 
                                                    µε u,v∈ K έχουµε λόγω του ba⊆ a ότι υπάρχει Α∈ Μ2x2(Z) µε b u

v
�

�
�

�

�
� =A u

v
�

�
�

�

�
� . 

                                                    Τώρα (bI2-A) u
v

�

�
�

�

�
� = 0 , όπου βέβαια (u,v)≠(0,0)  και συνεπώς det(bI2-A)=0 ,  

                                                    οπότε το b είναι ρίζα του det(xI2-A)∈ Z[x] , οπότε b∈ RK. 
                 Έχουµε λοιπόν bO = b(a+fO) = ba+bfO ⊆  a+fRK ⊆  O (γιατί a είναι ακέραιο και επίσης O=Z+fRΚ.) 
                 Τελικά  bO ⊆  O. ∆είξαµε λοιπόν ότι {b∈ K | ba⊆ a}⊆ O και έτσι εξ' ορισµού 2.2.2.8 έχουµε ότι το a  
                 είναι proper. 
 
2.2.4.4 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ :  Αν O είναι µια τάξη σε τετραγωνικό σώµα αριθµών Κ µε f=con(O) , τότε τα  



                                           ιδεώδη της O που είναι πρώτα προς το f  βρίσκονται στο σύνολο Ι(O) των  
                                           αντιστρεψίµων ιδεωδών της O και µάλιστα λόγω πολλαπλασιατικότητας της 
                                           νόρµας (βλ. πρόταση 2.2.2.14) αποτελούν αβελιανή πολλαπλασιατική  
                                           ηµιοµάδα. Με Ι(O,f) θα συµβολίζεται η πολλαπλασιαστική αβελιανή οµάδα 
                                           που παράγεται από την ηµιοµάδα των ιδεωδών της O τα οποία είναι πρώτα  
                                           προς το f . Με Η(O,f) , θα  συµβολίζεται η υποοµάδα της Ι(O,f) των κυρίων  
                                           ιδεωδών. ( Προφανώς από τους ορισµούς προκύπτει ότι Ι(O,f) < Ι(O) και ότι  
                                           Η(O,f) = Ι(O,f)�Η(O). )  Τέλος η οµάδα πηλίκο της Ι(O,f) modulo Η(O,f) θα  
                                           συµβολίζεται µε C(O,f).  Κάνοντας κατάχρηση συµβολισµού , για σκοπούς  
                                           ευκολίας , θα συµβολίζουµε στην συνέχεια µε  I(O,f)�O το υποσύνολο των  
                                           ακεραίων πρώτων πρός το  f  ιδεωδών του  I(O,f)  και όµοια µε I(RK,f) �RK  
                                           το σύνολο των ακεραίων πρώτων πρός το  f  ιδεωδών του  IK(f)=I(RK,f). 
 
2.2.4.5 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω O τάξη διακρίνουσας D µε D<0 σε τετραγωνικό σώµα αριθµών Κ. Αν 
                                 f =cond(O) , τότε η κανονική ένθεση I(O,f) →→→→ I(O) επάγει ισοµορφισµό  

                                C(O)  ≅ →  C(O,f) που δίνεται από την αντιστοιχία a·H(O) →→→→ af·H(O,f) ∀∀∀∀ a∈∈∈∈ O. 
                                όπου af είναι οποιοδήποτε ιδεώδες της O πρώτο προς το f που να ανήκει στην                 
                                κλάση [a] του a στην C(O) 
   
                                                                             ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

                    Από πόρισµα 2.2.3.10 έχουµε ότι κάθε κλάση της C(O) έχει ακέραιο ιδεώδες µε νόρµα πρώτη προς το 
f. 
                    Η κανονική ένθεση I(O,f) → I(O)  εποµένως , επάγει "επί" απεικόνιση  I(O,f) → C(O). O πυρήνας 
της 
                    απεικόνισης αυτής είναι ακριβώς το Ι(O,f)�  H(O). Επειδή εξ' ορισµού Ι(O,f)�  H(O) = Η(O,f) , 

               θα έχουµε ισοµορφισµό C(O,f) ≅ →  C(O) , του οποίου ο αντίστροφος ισοµορφισµός είναι ο  
               αναφερόµενος στην εκφώνηση. 
 
2.2.4.6 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω τάξη O διακρίνουσας D σε τετραγωνικό σώµα αριθµών Κ. Έστω επίσης 

                                     f = cond(O). Iσχύουν τα ακόλουθα : 
                                             1.    Αν b είναι ιδεώδες του RK πρώτο πρός το f , τότε και το b�O είναι ιδεώδες 
                                                    της O πρώτο προς το f , και µάλιστα µε νόρµα ίση µε την νόρµα του b. 
                                                    (∆ηλ.  # RK

b
= # O

b O�
) 

                                              2.   Αν a είναι ιδεώδες της O πρώτο προς το f , τότε το aRK είναι ιδεώδες του RK 
                                                    πρώτο προς το f και µάλιστα µε νόρµα ίση την  νόρµα του a.   
                                                    (∆ηλ. # O

a
= # R

R
K

Ka
) 

                                              3.   Τα I(RK,f) �RK  και I(O,f)�O είναι πολλαπλασιαστικές ηµιοµάδες και οι 
                                                    οµάδες που παράγονται από αυτές είναι οι ΙΚ( f ) ,  I(O,f) αντίστοιχα. 
                                                    Η απεικόνιση F: I(RK,f) �RK → I(O,f)�O  που σε κάθε ακέραιο ιδεώδες 
bτου 
                                                    RK πρώτο προς τον f , αντιστοιχεί το ακέραιο , πρώτο προς το f ,ιδεώδες της  
                                                    O :  b�O  , είναι ισοµορφισµός µεταξύ των ηµιοµάδων I(RK,f) �RK και 

                                                    I(O,f)�O και επάγει ισοµορφισµό ΙΚ( f ) ≅ →  I(O,f). 
                                                    ( Μάλιστα F-1 : I(O,f)�O →→→→ I(RK,f) �RK : F-1(a)=aRK. )   
                                                                                              ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 



         1.    Αν b είναι ιδεώδες του RK πρώτο πρός το f , τότε κατ' αρχήν  το b�O είναι ακέραιο ιδεώδες της O. Από 
                το 2 της πρότασης 2.2.4.3 , θα έχουµε το ζητούµενο αν  η νόρµα του b�O είναι ίση µε την νόρµα του b. 

                Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η απεικόνιση φ : ( O
b O�

,+) → ( RK

b
,+) : u+b�O → u+b , u∈ O  , είναι  

                ισοµορφισµός. Πράγµατι ,  
                                 Κατ' αρχήν από το λήµµα 2.2.4.2 έχουµε ότι ο πολλαπαλασιασµός µε f στο RK είναι  
                                 ισοµορφισµός ( αφού το b είναι πρώτο προς το f ). Αν u∈ RK  τότε υπάρχει v∈ RK µε u=fv 

                                 και έτσι u+b=fv+b Όµως f = cond(O) = # RK

O
 , και έτσι fv∈ O , οπότε fv+b�O ∈ O

b O�
 

                                 και φ(fv+b)=u+b. Η απεικόνιση φ λοιπόν είναι "επι". Η φ όµως είναι προφανώς και  
                                 οµοµορφισµός πεπερασµένων οµάδων , οπότε είναι και ισοµορφισµός. 
        2.    Αν a είναι ιδεώδες της O πρώτο προς το f , τότε κατ' αρχήν  το aRK  είναι ακέραιο ιδεώδες του RK. 
               Θα αποδείξουµε την σχέση Ν(aRK) = Ν(a) , που είναι η ζητούµενη , εφαρµόζοντας το 1. 
               Παρατηρούµε κατ' αρχήν ότι επειδή a+fO=O θα έχουµε aRK+fRK ⊇ (a+fO)RK=ORK=RK → 
               aRK+fRK ⊇ RK. Εξάλλου προφανώς aRK+fRK⊆ RK , οπότε aRK+fRK =RK (Σ  2.2.4.6.1). 

          Θα δείξουµε τώρα ότι aRK�O=a (Σ 2.2.4.6.2). 
 
 
 
                            Πράγµατι , το aRK�O είναι ακέραιο ιδεώδες της O και προφανώς a⊆ aRK�O. Επίσης  

                             f = cond(O) = # RK

O
 και έτσι fRK⊆ O , οπότε  

                            aRK�O = (aRK�O)O = (aRK�O)( a+fO) = (aRK�O)a+(aRK�O) fO ⊆ a+f(aRK�O) ⊆  
                            ⊆  a+faRK⊆  a+aO = a. 
           Τώρα η σχέση Σ 2.2.4.6.1 µας δίνει ότι το aRK είναι ιδεώδες του RK πρώτο προς το f. Εφαρµόζοντας  
           λοιπόν το 1 για b=aRK , θα πάρουµε ότι Ν(aRK) = Ν(aRK�O)  και συνεπώς λόγω της σχέσης Σ 
2.2.4.6.2 
           θα ισχύει Ν(aRK) = Ν(a). 
   3.     Θα αποδείξουµε κατ' αρχήν ότι  

• aRK�O=a , για κάθε ιδεώδες a του O πρώτο προς το f  (Σ  2.2.4.6.3) 
• (b�O)RK=b  , για κάθε ιδεώδες b του RK πρώτο προς το f  (Σ  2.2.4.6.4) 

                 Πράγµατι , 
                                  Η σχέση Σ 2.2.4.6.3 είναι ακριβώς η Σ 2.2.4.6.2 η οποία έχει ήδη αποδειχτεί. Όσο για την  
                                  Σ 2.2.4.6.3 , έχουµε τα ακόλουθα : Για ιδεώδες b του RK πρώτο προς το f , το 1 µας δίνει  
                                  ότι το b�O είναι ιδεώδες του O πρώτο προς το f , οπότε b�O + fO = O. Έχουµε τώρα 
                                  b = bO = b(b�O + fO) = b(b�O)+fbO ⊆   RK(b�O)+fb → b ⊆   RK(b�O)+fb.Όµως 

                                   f = cond(O) = # RK

O
 → fRK⊆ O → fb⊆  fRK⊆ O. Εξάλλου προφανώς fb⊆ b  , οπότε τελικά   

                                  fb⊆ b�O και έτσι b ⊆   RK(b�O)+fb ⊆  RK(b�O) + b�O ⊆  RK(b�O) → b ⊆   RK(b�O). 
                                  Τέλος το ότι RK(b�O) ⊆  b είναι προφανές και έτσι (b�O)RK=b. 
               Υπενθυµίζουµε ότι το ΙΚ(f) είναι η πολλαπλασιαστική οµάδα που παράγουν τα πρώτα ιδεώδη του Κ τα  
               οποία δεν διαιρούν το fRK (βλ. ορισµό 2.1.2.7). Όµως ,  τα πρώτα  ιδεώδη του Κ τα οποία δεν διαιρούν 
το  
               fRK είναι ακριβώς τα πρώτα ιδεώδη του Κ , τα οποία   είναι πρώτα προς το f.  Η ΙΚ(f) εποµένως , είναι η  
               πολλαπλασιαστική οµάδα που παράγεται από το σύνολο  
               { p� RK | p = πρώτο ιδεώδες και πρώτο προς το f } , οπότε η ΙΚ(f)  θα είναι  η πολλαπλασιαστική  οµάδα  
               που παράγεται από την ηµιοµάδα { a� RK | a = πρώτο προς το f } = I(RK,f) �RK.  Επίσης , το I(O,f)  
               είναι εξ' ορισµού η οµάδα που παράγεται από την ηµιοµάδα { a� O | a = πρώτο προς το f } = I(O,f)�O.  



               Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση F που ορίστηκε στην εκφώνηση είναι ισοµορφισµός των ηµιοµάδων  
               I(RK,f)�RK και I(O,f)�O , οπότε η F θα επεκτείνεται ισοµορφικά και στις οµάδες που παράγονται από  
               αυτές τις ηµιοµάδες  , δηλαδή στις ΙΚ(f) , I(O,f)  αντίστοιχα. 
               Για το "επί" :  
                                                              Αν a είναι ιδεώδες του I(O,f)�O , δηλαδή ακέραιο ιδεώδες της O πρώτο  
                                                              προς το f , τότε το aRK είναι , λόγω 2 , ιδεώδες του I(RK,f) �RK ( δηλαδή  
                                                              ακέραιο ιδεώδες του RK πρώτο προς το f ) και F(aRK)= aRK�O = a ,  
                                                              λόγω Σ 2.2.4.6.3. 
               Για το "1-1" :    
                                                              Αν b,b' είναι ιδεώδη του I(RK,f) �RK (δηλαδή ακέραια ιδεώδη του RΚ  
                                                              πρώτα προς το f ), µε F(b)= F(b') , τότε b'= (b'�O)RK =F(b')RK=  
                                                              =F(b)RK = (b�O)RK =b  , λόγω Σ 2.2.4.6.4. 
               Για την οµοµορφικότητα :   
                                                              Επειδή έχουµε ήδη δείξει ότι η F είναι "1-1" και "επί" , µπορούµε να              

                                       θεωρίσουµε την F-1 και να δείξουµε ότι είναι οµοµορφισµός , οπότε και η F 
                                       θα είναι οµοµορφισµός. Έχουµε ,( βλ. απόδειξη του "επί" ) ότι για b πρώτο  
                                       προς το f , ακέραιο ιδεώδες του RΚ , ισχύει  F-1(b)=bRK. 
                                       Αν λοιπόν b,b' είναι πρώτα προς το f , ακέραια ιδεώδη  του RΚ , τότε  
                                       F-1(bb')=(bb')RK=(bRK)(b'RK)=F-1(b)F-1(b'). 
 
 

2.2.4.7 ΛΗΜΜΑ : Αν Κ είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών και m∈∈∈∈ Z , α,β∈∈∈∈ RK µε α≡≡≡≡β(modmRK) , τότε  
                             Ν(α)≡≡≡≡N(β)(modm). 
                                                                             ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ      
         Αν η οµάδα Galois της Κ|Q  είναι G(Κ|Q)={1,σ} , τότε (βλ. πρόταση 2.1.1.5) σ(RK)=RK , οπότε για  
         α≡β(modmRK) θα έχουµε σ(α)≡σ(β)(modmRK) και συνεπώς ασ(α)≡βσ(β)(modmRK) → 
N(α)≡N(β)(modmRK).        

         Οπότε υπάρχει u∈ RK µε N(α)-N(β)=mu. Τώρα [N(α)-N(β)]∈ Z → mu∈ Z. Επειδή  RK=Z D D
2

K K+�

�

�
�

�

�

�
�

 = 

         = Z+ D D
2

K K+�

�

�
�

�

�

�
�
Z  ,   αν θέσουµε u=x+y D D

2
K K+  , x,y∈ Z ,   τότε επειδή mu∈ Z. και DK ∉ Z , θα 

         έχουµε y=0 , οπότε u∈ Z , και έτσι N(α)≡N(β)(modm). 
 
 
2.2.4.8 ΛΗΜΜΑ :  Αν  Κ είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών  και O µία τάξη του Κ µε οδηγό f , τότε  
                              για κάθε α∈∈∈∈ RK , τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 
                                        1.  Υπάρχει a∈∈∈∈ Z µε ΜΚ∆(a,f)=1 ώστε α≡≡≡≡a(modfRK). 
                                        2.   α∈∈∈∈ O  και ΜΚ∆(Ν(α),f)=1.                            
                                                                            ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
          1 → 2    Έστω ότι υπάρχει a∈ Z µε ΜΚ∆(a,f)=1 ώστε α≡a(modfRK). Aπό το λήµµα 2.2.4.7  τότε , έχουµε 
                        Ν(α)=a2(modf) → ΜΚ∆(N(α),f) =ΜΚ∆(a2,f) = 1   (  αφού ΜΚ∆(a,f)=1  ).  Επίσης f = cond(O) =  

                        = # RK

O
 και έτσι fRK⊆ O , οπότε α≡a(modfRK) → (α-a)∈ fRK → (α-a)∈ O. Όµως a∈ Z⊆ O 

                        και συνεπώς α∈ O. 
          2 → 1    Έστω α∈ O  και ΜΚ∆(Ν(α),f)=1. Έχουµε  O=Z+fRK  (βλ. πρόταση 2.2.1.4) , οπότε α∈ (Z+fRK) 
                        και συνεπώς υπάρχει κάποιο a∈ Z µε α≡a(modfRK). Επίσης από το λήµµα 2.2.4.7 θα πάρουµε 
                        Ν(α)≡a2(modf) οπότε επειδή ΜΚ∆(Ν(α),f)=1 , θα ισχύει ΜΚ∆(a2,f)=1→ ΜΚ∆(a,f)=1. 



 
 
2.2.4.9 ΘΕΩΡΗΜΑ : Αν  Κ είναι τετραγωνικό φανταστικό σώµα αριθµών , και O µία τάξη του Κ µε 
οδηγό  
                                  f , τότε υπάρχουν οι ακόλουθοι φυσικοί ισοµορφισµοί : 

                                                            C(O) ≅ → C(O,f) ≅ → I (f)
H (f)

K

K,Z
 

                                 οι οποίοι δίνονται µέσω των αντιστοιχιών a·H(O) →→→→ af·H(O,f) →→→→ (afRK)·H (f)K,Z  
,∀∀∀∀ a∈∈∈∈ O. 
                                 όπου µε af συµβολίζουµε τυχαίο πρώτο προς το f ιδεώδες της O το οποίο  
                                 ανήκει στην [a]∈∈∈∈ C(O). 
                                  
                                                                         ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ                                                                               

          Από την  πρόταση 2.2.4.5  έχουµε ότι η ένθεση I(O,f) → I(O) , επάγει ισοµορφισµό C(O) ≅ →  C(O,f) 
          ώστε κάθε κλάση ιδεώδους a της O να αντιστοιχίζεται στην κλάση τυχαίου πρώτου προς το f ιδεώδους 
af  
          της O που να  ανήκει στην κλάση [a] του a στην O. Μένει λοιπόν να αποδειχτεί ο ισοµορφισµός  

          C(O,f) ≅ →  I (f)
H (f)

K

K,Z
 : b ·Η(O,f)  → (bRΚ)·H f)K,Z ( .Πράγµατι , από την πρόταση 2.2.4.6 έχουµε ότι 

          ο ισοµορφισµός P : I(O,f)�O → I(RK,f) �RK : P(a)=aRK  , των ηµιοµάδων I(O,f)�O , I(RK,f) �RK  

               επάγει ισοµορφισµό P' : I(O,f) ≅ →  IK(f).  Επειδή λοιπόν εξ' ορισµού C(O,f) = I( ,f)
H( ,f)

O
O

 , θα έχουµε το  

               ζητούµενο αν δείξουµε ότι η υποοµάδα Η(O,f) της Ι(O,f) αντιστοιχείται  µέσω του P' στην υποοµάδα  
               H f)K,Z (  της ΙΚ(f).  Πράγµατι , η Η(O,f) είναι η οµάδα των ιδεωδών της O που παράγεται από τα κύρια  
               ιδεώδη της O που είναι πρώτα προς το f  και συνεπώς (λόγω a↔c του 1της πρότασης 2.2.4.3)  η Η(O,f)   
               παράγεται από τα ιδεώδη της µορφής aO µε a∈ O και ΜΚ∆(Ν(a),f)=1. Σύµφωνα λοιπόν τώρα µε το  
               λήµµα 2.2.4.8 ,  η Η(O,f) θα είναι η οµάδα των ιδεωδών της O η οποία θα παράγεται από το σύνολο  
               { aO | a∈ RK και υπάρχει α∈ Z µε ΜΚ∆(α,f)=1 ώστε α≡a(modfRK) }. Το σύνολο όµως αυτό 
αντιστοιχείται  
               µέσω της P' στο  { aRK | a∈ RK και υπάρχει α∈ Z µε ΜΚ∆(α,f)=1 ώστε  α≡a(modfRK) } το οποίο εξ' 
ορισµού  
               είναι το H f)K,Z (  (βλ. παρατήρηση 2.1.2.8 ). 



2.2.5  ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ ΚΛΑΣΣΕΩΝ 
 
     Στην παράγραφο αυτή αναφέρουµε για λογους πληρότητας µερικά χρήσιµα αποτελέσµατα που 
αφορούν  
     αριθµούς κλάσεων τάξεων και τετραγωνικών µορφών. Για περισσότερες λεπτοµέρειες  
παραπέµπουµε 
     στο : [COX] σελ. 146-149. 
 
 

2.2.5.1 ΘΕΩΡΗΜΑ : Αν O είναι µία τάξη τετραγωνικού φανταστικού σώµατος Κ , µε οδηγό f , 
τότε 

                                  hK | h(O)  και ειδικότερα h(O) = h f
[R  :  ]
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2.2.5.2 ΘΕΩΡΗΜΑ (Siegel): Έστω D διακρίνουσα µε D<0 , και m∈∈∈∈ N. 
                                              1.  Υπάρχει φανταστικό τετραγωνικό σώµα Κ και τάξεις O , O' του 
Κ µε   
                                                   διακρίνουσες  D , m2D  αντίστοιχα , ώστε O'⊆⊆⊆⊆ O και [O : O'] = m. 
                                              2.  Αν Κ είναι φανταστικό τετραγωνικό σώµα Κ και τάξεις O , O' του 
Κ µε   
                                                   διακρίνουσες  D , m2D  αντίστοιχα  ώστε O'⊆⊆⊆⊆ O και [O : O'] = m  , 
τότε  

                                                                   h(m D) =  
h(D) m
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2.2.5.3 ΘΕΩΡΗΜΑ : Έστω Κ τετραγωνικό φανταστικό σώµα. Ισχύουν τα ακόλουθα : 

                                     1.  h(d ) =   n
d
nK
K

n = 1

|d -1K

⋅
�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
��

2

|

. 

                                     2.  lim  
log[h(d )]

log|d   =  
1
2d  -

K

KK→ ∞ | . 

                                     3.   ∀∀∀∀  ε>0  ,  ∃∃∃∃  cε>0 :   h(dK) > cε | |dΚ
1
2

  ε− . 

                                     4.   [ ]
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2.2.5.4 ΣΧΟΛΙΑ : To 2 του θεωρήµατος 2.2.5.3 είναι γνωστο και ως θεώρηµα του Siegel. Το 4 
του ίδιου 
                             θεωρήµατος είναι συνέπεια ενός σηµαντικότατου αποτελέσµατος των Gross 
και Zagier 
                             της δεκαετίας του 80. 
 
 



        §3   CLASS FIELD THEORY ΚΑΙ  
             ΘΕΩΡΗΜΑ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΤΟΥ CEBOTAREV  
                
    Σε όλη την §3 δεν θα δοθούν αποδείξεις. Εκτός από τους απαραίτητους ορισµούς  και τα σχόλια , θα γίνει  
   απλή αναφορά  των θεωρηµάτων της Class field theory και του θεωρήµατος πυκνότητας του Cebotarev. 
   καθώς και των άµεσων εφαρµογών τους. Για αναλυτικές  αποδείξεις των  θεωρηµάτων της παραγράφου   

2.3.1 - οι  οποίες σηµειώνουµε ότι  είναι αρκετά δύσκολες και µακροσκελείς-  παραπέµπουµε στο βιβλίο  
του Janusz : [JANUSZ] κεφ. V.  Μια σύντοµη παρουσίαση της Class field theory υπάρχει στο βιβλίο του 
Cox : [Cox] σελ. 159-164 µε πολύ καλές παραποµπές για τις αποδείξεις.  Επίσης για τις αποδείξεις της 
παραγράφου  2.3.2 παραπέµπουµε στο : [Cox] σελ. 169-172. 

 
2.3.1  CLASS FIELD THEORY 
 
 

2.3.1.1 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω Κ ένα αλγεβρικό σώµα αριθµών και m ένα modulus του Κ. Μια υποοµάδα P 
                                του ΙΚ(m) θα λέγεται " υποοµάδα ισοδυναµίας για το m ", αν ισχύει ΗΚ,1(m) ⊆⊆⊆⊆  P ⊆⊆⊆⊆  
IK(m). 
                                Στην περίπτωση που η P είναι υποοµάδα ισοδυναµίας για το m ,  η οµάδα  πηλίκο  
                                I ( )

P
K m  , θα ονοµάζεται " γενικευµένη οµάδα κλάσεων ιδεωδών για το m ". 

 
2.3.1.2 ΣΧΟΛΙΑ : To βασικό αποτέλεσµα της class field theory , το οποίο και θα φανεί στην συνέχεια  
                            είναι ότι για αλγεβρικό σώµα αριθµών Κ ,  οι γενικευµένες οµάδες κλάσεων ιδεωδών  
                            για τα διάφορα modulus του Κ είναι ακριβώς οι οµάδες Galois  των αβελιανών  
                            επεκτάσεων του Κ.  Στο αποτέλεσµα αυτό , κύριο ρόλο θα παίξει η απεικόνιση του 
Artin  
                            για αβελιανές επεκτάσεις του Κ η οποία και θα οριστεί παρακάτω. 
 
 
2.3.1.3 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω L/K αβελιανή επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών.  Αν m είναι ένα  
                                 modulus του Κ διαιρέσιµο από όλους τους πρώτους του Κ (πεπερασµένους και  

                                 άπειρους) που διακλαδίζονται στο L , τότε το σύµβολο του Artin  L | K
⋅

�

�
�

�

�
� ,  

                                 επεκτείνεται πολλαπλασιαστικά στο ΙΚ(m)  επάγοντας οµοµορφισµό 
                                 ΙΚ(m) →→→→ G(L|K).   
 
 
2.3.1.4 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω L/K αβελιανή επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών και m ένα  modulus  
                                του Κ διαιρέσιµο από όλους τους πρώτους του Κ (πεπερασµένους και άπειρους) 
                                που διακλαδίζονται στο L.  Η επέκταση του συµβόλου του Artin στο ΙΚ(m) , θα  
                                συµβολίζεται  µε ΦL

K
,m

  ή  πιο απλά  Φm - όταν δεν υπάρχει περίπτωση σύγχυσης - . 

 
2.3.1.5 ΘΕΩΡΗΜΑ  ( 1o θεώρηµα της class field theory - Θεώρηµα αντιστροφής του Artin ) : 
                                 Έστω L/K αβελιανή επέκταση αλγεβρικών  σωµάτων αριθµών.  Αν m είναι ένα   
                                 modulus του Κ διαιρέσιµο από όλους τους πρώτους του Κ (πεπερασµένους και  
                                 άπειρους) που διακλαδίζονται στο L , τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                        1.  H απεικόνιση Φm του Artin είναι "επί". 



                                        2.  Αν οι εκθέτες των πεπερασµένων πρώτων του Κ που διαιρούν το m είναι  
                                             αρκετά µεγάλοι , τότε ο πυρήνας Ker(Φm)  της Φm  είναι υποοµάδα 
ισοδυναµίας  
                                             για το modulus m.  
                                   
2.3.1.6 ΣΧΟΛΙΑ :  1.  Άµεση συνέπεια των θεωρηµάτων 2.3.1.3 και 2.3.1.5 είναι ότι στην περίπτωση  
                                  αβελιανής επέκτασης αλγεβρικών σωµάτων αριθµών L/K , και modulus m του Κ 
που  
                                  διαιρείται από όλους τους πρώτους του Κ (πεπερασµένους και άπειρους) που  
                                  διακλαδίζονται στο L µε αρκετά µεγάλους εκθέτες ,  η οµάδα Galois  G(L|K) της  
                                   επέκτασης L/K είναι γενικευµένη οµάδα κλάσεων ιδεωδών για το m. 
                             2.  Παρατηρούµε ότι για το modulus m του θεωρήµατος 2.3.1.5  έχουµε υποθέσει ότι 
                                  διαιρείται από όλους τους πρώτους του Κ που διακλαδίζονται στο L µε αρκετά  
                                  µεγάλους εκθέτες . Τέτοια moduli 
                                  όµως υπάρχουν άπειρα και συνεπώς θα υπάρχουν και άπειρα moduli n ώστε το 
                                  Ker(Φn) να είναι υποοµάδα ισοδυναµίας για το n. Ωστόσο υπάρχει κάποιο modulus 
                                  του Κ το οποίο είναι καλύτερο από τα άλλα , υπό την έννοια ότι έχει το λιγότερο  
                                  δυνατό πλήθος διαιρετών ενώ διατηρεί την ιδιότητα η απεικόνιση του Artin  
                                  για το modulus αυτό να έχει πυρήνα υποοµάδα ισοδυναµίας. Το ακόλουθο θεώρηµα 
                                  θα ξεκαθαρίσει για τι ακριβώς µιλάµε. 
 
2.3.1.7 ΘΕΩΡΗΜΑ (Θεώρηµα οδηγού ) : Αν L/K είναι αβελιανή επέκταση αλγεβρικών σωµάτων 
αριθµών , 
                                τότε υπάρχει modulus f του Κ µοναδικά ορισµένο από την επέκταση L/K , ώστε : 
                                          1.  Ένας πρώτος του Κ (πεπερασµένος ή άπειρος) διακλαδίζεται στο L  
                                                αν και µόνο αν διαιρεί το f. 
                                          2.   Αν m είναι modulus του Κ που περιέχει όλους τους πρώτους του Κ  
                                                (πεπερασµένους και άπειρους) που διακλαδίζονται στο L , τότε  
                                                το Ker(Φn) είναι υποοµάδα ισοδυναµίας για το m αν και µόνο αν f|m. 
 
 
2.3.1.8 ΟΡΙΣΜΟΣ : Για αβελιανή επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών L/K , το µοναδικό modulus 
                               του Κ µε τις ιδιότητες 1 και 2 του Θεωρήµατος 2.3.1.7 , θα ονοµάζεται "οδηγός" της  
                               επέκτασης L/K και θα συµβολίζεται µε f(L|K). 
 
 
2.3.1.9 ΣΧΟΛΙΑ : Το επόµενο θεώρηµα που είναι και γνωστό  ως "θεώρηµα ύπαρξης" , έχει ως 
συνέπεια  
                             το γεγονός ότι κάθε γενικευµένη οµάδα κλάσεων  ιδεωδών είναι ισόµορφη µε οµάδα 
Galois  
                              κάποιας αβελιανής επέκτασης. 
 
 
2.3.1.10 ΘΕΩΡΗΜΑ ( 2ο θεώρηµα της class field theory ) Έστω Κ αλγεβρικό σώµα αριθµών και m ένα  
                                  modulus του Κ. Αν Ρ είναι µια υποοµάδα ισοδυναµίας για το m (  δηλαδή , αν 
                                  ΗΚ,1(m) ⊆⊆⊆⊆  P ⊆⊆⊆⊆  IK(m)  ) ,  τότε υπάρχει µοναδική αβελιανή επέκταση L του Κ ώστε 
                                  το m να διαιρείται από όλους τους πρώτους του Κ που διακλαδίζονται στο L 
                                  και επίσης Ρ = Ker(Φ L

K ,m
). 

 



2.3.1.11 ΣΧΟΛΙΑ  :   Αν L/K είναι αβελιανή επέκταση , τότε για το modulus f(L|K) από τα σχόλια 
2.3.1.6  
                                 εξάγουµε ότι η G(L|K) είναι υποοµάδα ισοδυναµίας ( για το f(L|K) ).  Αν πάλι Ρ 
είναι  
                                 υποοµάδα ισοδυναµίας για κάποιο modulus m του Κ , τότε το θεώρηµα 2.3.1.10 θα  
                                 µας δώσει ότι η P είναι ισόµορφη µε οµάδα Galois κάποιας αβελιανής επέκτασης 
του 
                                 Κ.  Με τα µέχρι τώρα λοιπόν αποτελέσµατα φαίνεται αυτό που προείπαµε στα  
                                 σχόλια  2.3.1.2 , ότι δηλαδή για αλγεβρικό σώµα αριθµών Κ , οι γενικευµένες οµάδες 
                                 κλάσεων ιδεωδών  για τα διάφορα modulus του Κ είναι ακριβώς οι οµάδες Galois   
                                 των αβελιανών επεκτάσεων του Κ.  Σαν εφαρµογή των παραπάνω θεωρηµάτων  
                                 αναφέρουµε την παρακάτω πρόταση 2.3.1.12 και το θεώρηµα των Kronecker-
Weber. 
 
 
2.3.1.12 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω L και Μ αβελιανές επεκτάσεις του αλγεβρικού σώµατος αριθµών Κ.  Τα  
                                   ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 

• L⊆⊆⊆⊆ M. 
• Υπάρχει modulus m του Κ διαιρέσιµο από όλους τους πρώτους του Κ 
που διακλαδίζονται σε κάποιο από τα L,Μ ώστε  : 

                                                                    ΗΚ,1(m) ⊆⊆⊆⊆  Ker(ΦM
K ,m

)⊆⊆⊆⊆ Ker(Φ L
K ,m

). 

 
2.3.1.13 ΘΕΩΡΗΜΑ (Kronecker-Weber) : Αν L είναι αλγεβρικό σώµα αριθµών και αβελιανή επέκταση 
του  
                                  Q  , τότε υπάρχει m∈∈∈∈ N µε L⊆⊆⊆⊆ Q(ζm) ,  όπου ως συνήθως ζm=e2πi/m. 
 
 
 
 
2.3.1.14 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω Κ αλγεβρικό σώµα αριθµών και m ένα modulus του Κ. Επειδή η ΗΚ,1(m) 
                                  είναι προφανώς µια υποοµάδα ισοδυναµίας για το m (βλ. ορισµό 2.3.1.1) , από το 
                                  θεώρηµα ύπαρξης  2.3.1.10  έπεται ότι υπάρχει µοναδική αβελιανή επέκταση Km 
του Κ 
                                  ώστε κάθε διακλαδιζόµενος πρώτος του Κ στο Km να διαιρεί το m , και επίσης 
                                  ΗΚ,1(m) =  ker(ΦΚ

K
m ,m

).  To Km θα ονοµάζεται " σώµα ακτίνας κλάσης"  (ray class 

field)  
                                  για το modulus m. Το σώµα ακτίνας κλάσης για το modulus 1 θα ονοµάζεται " 
Σώµα  
                                  κλάσεως του Hilbert για το Κ"  (Hilbert class field).  
 
 
2.3.1.15 ΘΕΩΡΗΜΑ  ( Ιδιότητες του σώµατος κλάσεων του Hilbert ) :  
                                      1.   Αν L είναι το σώµα κλάσεων του Hilbert ενός αλγεβρικού σώµατος αριθµών 
K 
                                            τότε :             a.  C(RK) ≅ G(L/K). 
                                                                  b.   Η επέκταση L/K είναι µη διακλαδιζόµενη. 
                                                                  c.   f(L/K) = 1. 
                                      2.   To σώµα κλάσεων του Hilbert ενός αλγεβρικού σώµατος αριθµών είναι η  



                                            µέγιστη αβελιανή µη διακλαδιζόµενη επέκταση του. 
 
 
 
2.3.1.16 ΠΟΡΙΣΜΑ : Αν L/K είναι αβελιανή επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών , τότε ο οδηγός 
f(L/K) 
                                 είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης όλων των moduli m για τα οποία  L⊆⊆⊆⊆ Km . 
                                       
 

 



2.3.2  ΘΕΩΡΗΜΑ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΤΟΥ CEBOTAREV 
 

2.3.2.1 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω Κ αλγεβρικό σώµα αριθµών και S⊆⊆⊆⊆ PPPPo(K).  Αν υπάρχει το 

όριο lim
x  1

N( )-x

- log(x-1)→

∈
+

� p
p S  

                                τότε θα συµβολίζεται δ(S) και θα ονοµάζεται " πυκνότητα Dirichlet " του S. 
 
 
 
2.3.2.1 ΠΡΟΤΑΣΗ ( Ιδιότητες πυκνότητας Dirichlet ) : Έστω Κ αλγεβρικό σώµα αριθµών και 
S,T⊆⊆⊆⊆ PPPPo(K). 
                                      1.  Το δ(PPPPο(Κ))  υπάρχει και µάλιστα  δ(PPPPο(Κ))  = 1.                                      
                                      2.  Αν S⊆⊆⊆⊆ T και τα δ(S) , δ(Τ)  υπάρχουν , τότε δ(S) ≤≤≤≤ δ(Τ). 
                                      3.  Αν το δ(S) υπάρχει , τότε 0 ≤≤≤≤ δ(S) ≤≤≤≤ 1. 
                                      4.  Αν S�T=∅∅∅∅  και τα δ(S) , δ(Τ)  υπάρχουν , τότε  δ(S�T) = δ(S) + δ(Τ). 
                                      5.  Αν το S είναι πεπερασµένο , τότε δ(S) = 0. 
                                      6.  Αν S =

•
T  ( δηλαδή αν τα S , T διαφέρουν κατά πεπερασµένο πλήθος  

                                           στοιχείων ) και τα δ(S) , δ(Τ)  υπάρχουν , τότε δ(S) = δ(Τ). 
                                      7.  Αν θέσουµε PPPPο,1(Κ) το σύνολο των πεπερασµένων πρώτων του Κ µε βαθµό  
                                           αδρανείας 1  και υπάρχει το δ(S) , τότε θα υπάρχει και το δ( S �  PPPPο,1(Κ) ) 
                                           και µάλιστα δ(S) = δ( S �  PPPPο,1(Κ) ). 
 
 
 
2.3.2.3 ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Υπενθυµίζουµε από την στοιχειώδη αλγεβρική θεωρία αριθµών ότι αν L/K είναι 
Galois 
                                  επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών  και  p είναι πεπερασµένος πρώτος 
                                  του Κ µη διακλαδιζόµενος στο L µε  q,q'  πεπερασµένους πρώτους του L πάνω  

                                  από το p , τότε τα σύµβολα του Frobenius L|K
q

�

�
�

�

�
�  και L|K

q'
�

�
�

�

�
�  είναι συζυγή στοιχεία  

                                  της G(L|K). Έτσι , γενικά το σύµβολο του Artin L|K
p

�

�
�

�

�
�  ορίζεται ως η κλάση 

συζυγίας  
                                  ενός από τα σύµβολα του Frobenius για κάποιο πρώτο του L πάνω από το p.  
                                  Στην περίπτωση που η L/K είναι αβελιανή , τα σύµβολα του Frobenius για τους  
                                  διάφορους πρώτους του L πάνω από το  p  θα ταυτίζονται , οπότε το σύµβολο του  
                                  Artin θα είναι µονοσύνολο και έτσι θα µπορεί να ταυτιστεί µε το µοναδικό του  
                                  στοιχείο.  Στην γενική περίπτωση πάντως το σύµβολο του Artin είναι κλάση  
                                  συζυγίας. 
 
 
 
2.3.2.4 ΘΕΩΡΗΜΑ   ( Πυκνότητας του Cebotarev ) : Έστω L/K επέκταση Galois αλγεβρικών σωµάτων  
                                  αριθµών και έστω σ∈∈∈∈ G(L|K).  Αν µε (σ) συµβολίσουµε την κλάση συζυγίας του σ  



                                  στην G(L|K) , τότε το σύνολο { p∈∈∈∈ PPPPo(K) | ο p δεν διακλαδίζεται στο L και 
L | K

p
�

�
�

�

�
�

=(σ) } 

                                  έχει πυκνότητα Dirichlet ίση µε # (σ)
[L :  K]

. 

 
 
 
2.3.2.5 ΠΟΡΙΣΜΑ :   Έστω L/K αβελιανή επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών. Το σύνολο των  
                                  πεπερασµένων πρώτων του Κ που αναλύονται πλήρως στο L , έχει πυκνότητα  
                                  Dirichlet  1

[L :  K]
 και συνεπώς είναι άπειρο. 

 
 
 
 
2.3.2.6 ΟΡΙΣΜΟΣ : Αν L/Κ είναι επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών , τότε µε spl(L/K)~ ή µε 
spl(LK)~  

                                ή µε spl(L
K

)~ ,  θα συµβολίζεται το σύνολο : 

                               { p∈∈∈∈ PPPPo(K) | ο p δεν διακλαδίζεται στο L και υπάρχει q∈∈∈∈ PPPPo(L) πάνω από το p, µε 

f q
p

�

�
�

�

�
� =1 } 

                               ( Προφανώς αν  η L/K είναι Galois , τότε spl(L/K)~ =spl(L/K) ) 
                               Επίσης µε spl(L)~  θα συµβολίζεται το spl(L / )~ Q  
 
 
 
2.3.2.7 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω L/K και Μ/Κ  επεκτάσεις αλγεβρικών σωµάτων αριθµών. Ισχύουν τα 
ακόλουθα : 
                                    1.   Αν Μ/Κ είναι Galois , τότε ισχύει η ισοδυναµία : 
                                                        " L⊆⊆⊆⊆ M  ↔↔↔↔ spl(M/K) ⊆

•
 spl(L/K) " 

                                    2.   Αν L/K είναι Galois , τότε ισχύει η ισοδυναµία : 
                                                        " L⊆⊆⊆⊆ M  ↔↔↔↔ spl(M/ K)~ ⊆

•
 spl(L/K) " 

 
 
2.3.2.8 ΘΕΩΡΗΜΑ  : Αν L/K και M/K είναι επεκτάσεις Galois αλγεβρικών σωµάτων αριθµών , τότε : 
                                    1.   L⊆⊆⊆⊆  M ↔↔↔↔ spl(M/K) ⊆

•
spl(L/K). 

                                    2.    L=M  ↔↔↔↔ spl(M/K) =
•

spl(L/K). 
  



       §4  RING CLASS FIELDS 
 
 
2.4.1  RING CLASS FIELDS  
 
 

2.4.1.1 ΣΧΟΛΙΑ : Έστω Κ τετραγωνικό σώµα αριθµών και O τάξη του Κ µε f = cond(O). 
                            Από τον ορισµό 2.1.2.7  για τα ΗΚ,1(f) , H (f)K,Z  και από παρατήρηση 3 της 2.1.2.8  
                            έχουµε ότι ΗΚ,1(f) ⊆⊆⊆⊆  H (f)K,Z ⊆⊆⊆⊆  ΙΚ(f).  Συνεπώς , η H (f)K,Z  είναι υποοµάδα ισοδυναµίας 

                            για το modulus  fRK του Κ και η οµάδα I (f)
H (f)

K

K,Z
είναι γενικευµένη οµάδα κλάσεων  

                            ιδεωδών για το modulus  fRK του Κ (βλ. ορισµό 2.3.1.1). Έτσι στην περίπτωση που το 
                            Κ είναι φανταστικό , από το θεώρηµα 2.2.4.7 θα έχουµε ότι η οµάδα C(O) είναι  
                            γενικευµένη οµάδα κλάσεων ιδεωδών για το modulus fRK του Κ. Από την class field 
                            theory ξέρουµε ότι οι γενικευµένες οµάδες κλάσεων ιδεωδών είναι ισόµορφες µέσω  
                            της απεικόνισης του Artin µε οµάδες Galois αβελιανών επεκτάσεων του Κ 
                            (βλ. σχόλια 2.3.1.9).  Έτσι λοιπόν και στην περίπτωση της C(O) , θα βρούµε αβελιανή  
                            επέκταση του Κ (την οποία θα ονοµάσουµε παρακάτω ring class field της O), µε 
οµάδα  
                            Galois ισόµορφη µε την C(O). Μάλιστα στην πρόταση 2.4.1.4 θα υπολογίσουµε και 
την  
                            απεικόνιση ισοµορφισµού. 
 
 
2.4.1.2 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω Κ τετραγωνικό σώµα αριθµών και O τάξη του Κ µε f = cond(O). 
                                Επειδή η οµάδα H (f)K,Z  είναι υποοµάδα ισοδυναµίας για το modulus  fRK του Κ  
                                (βλ. σχόλια 2.4.1.1) , το θεώρηµα ύπαρξης 2.3.1.10  δίνει ότι υπάρχει µοναδική  
                                αβελιανή επέκταση L του Κ ώστε το modulus m=fRK του Κ να διαιρείται από 
όλους 
                                τους πρώτους του Κ που διακλαδίζονται στο L και επίσης να ισχύει  
                                H (f)K,Z ≅ Ker(Φ L

K ,m
).  To σώµα L θα ονοµάζεται " ring class field "  (σώµα κλάσης  

                                δακτυλίου) της τάξης O. 
 
 
 
2.4.1.3 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Αν Κ είναι τετραγωνικό σώµα αριθµών , τότε από το 2 την παρατήρησης  
2.1.2.8   
                                       και από τον ορισµό 2.3.1.11   προκύπτει ότι το σώµα κλάσεως του Hilbert είναι  
                                       το ring class field της µέγιστης τάξης RK. 
 
 
2.4.1.4 ΠΡΟΤΑΣΗ (Ιδιότητες των ring class fields) : Έστω L το ring class field  τάξης O 
τετραγωνικού  
                              σώµατος αριθµών µε cond(O)=f.  Ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                                1.   Κάθε πρώτος του Κ που διακλαδίζεται στο L διαιρεί το modulus fRK  
                                                      του Κ. 
                                                2.   Για Κ φανταστικό , η απεικόνιση του Artin επάγει ισοµορφισµό  



                                                           I (f)
H (f)

K

K,Z

≅ → G(L|K)  ο οποίος µε τη σειρά του επάγει ισοµορφισµό 

                                                           C(O) ≅ →  G(L|K)  που για m=fRK δίνεται από την αντιστοιχία 
                                                      a →→→→  ΦL

K,m
(afRK)  , όπου af  είναι οποιοδήποτε ιδεώδες της O πρώτο  

                                                      προς το f που να ανήκει στην [a]∈∈∈∈ C(O). 
                                                                                  ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ                                      
                 1.  Προκύπτει κατ' ευθείαν από τον ορισµό 2.4.1.2. 
                 2.  Κατ' αρχήν από 1 , το m διαιρείται από όλους τους πρώτους του Κ που διακλαδίζονται στο L.  

                      O ισοµορφισµός  C(O) ≅ →  I (f)
H (f)

K

K,Z
 του θεωρήµατος 2.2.4.7 δίνεται από την αντιστοιχία  :  

                      a → (afRK)·H (f)K,Z  , ∀ a∈ O  ( όπου το af είναι τυχαίο ιδεώδες της O πρώτο προς το f που 
ανήκει  
                      στην [a] ). Από το θεώρηµα 2.3.1.5 τώρα έχουµε ότι η απεικόνιση του Artin   ΦL

K,m
: ΙΚ(f) → 

G(L|K)  
                      : a → ΦL

K,m
(a) , είναι επιµορφισµός και συνεπώς επειδή H (f)K,Z = ker(ΦL

K,m
) (βλ ορισµό 

2.4.1.2) , 

                       θα επάγει ισοµορφισµό I (f)
H (f)

K

K,Z

≅ → G(L|K)  : b·H (f)K,Z  → ΦL
K,m

(b) , ∀ b∈ IK(f).  

                      Παίρνοντας λοιπόν την σύνθεση C(O) ≅ →  I (f)
H (f)

K

K,Z

≅ →  G(L|K)  :  a → ΦL
K,m

(afRK) 

                            θα έχουµε τον ζητούµενο ισοµορφισµό C(O) ≅  G(L|K).  
 
 
2.4.1.5 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω O τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα Κ , µε f = cond(O).  Άν   m=fRK και   
                                "σ"  είναι η µιγαδική συζυγία , τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                               1.   σ(m)=m    και   σ( H (f)K,Z ) = H (f)K,Z . 

                                               2.   ker(Φσ( L)
K ,m

) = ker(ΦL
K,m

). 

                                                                              ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
            1.  Το ότι σ(m)=m , είναι  άµεση συνέπεια τού ότι σ(f)=f και του ότι σ(RK)=RK (βλ. πρόταση 2.1.1.5). 
Επίσης 
                 Από παρατήρηση 2.1.2.8 έχουµε H (f)K,Z = < aRK | a∈ RK , ∃ i∈ Z : " (i,m)=1 και a≡i(modfRK) > και 
έτσι 
                 αν  aRK ∈ H (f)K,Z , τότε ∃ i∈ Z µε (i,m)=1 και a≡i(modfRK). Έχουµε  σ(aRK)=σ(a)RK  και 
σ(a)≡i(modσ(fRK) ) 
                 → σ(a)≡i(modfRK) . Έτσι σ(aRK)∈  H (f)K,Z   και συνεπώς σ(H (f)K,Z ) ⊆ H (f)K,Z  , οπότε και 
σ(H (f)K,Z )=H (f)K,Z . 

            2.  Αρκεί να δείξουµε ότι ker(Φσ( L)
K

,m) ⊆  ker(ΦL
K

,m
)  ( αφού σ2=1 )  και  συνεπώς (λόγω του 1 και του 

ότι  
                 ker(ΦL

K
,m

) = H (f)K,Z  αφού το L είναι το ring class field της O) αρκεί να δείξουµε ότι  



                 ker(Φσ( L)
K

,m) ⊆  σ( ker(ΦL
K

,m
) ).  Επείδή η απεικόνιση του Artin   Φσ( L)

K
,m , είναι πολλαπλασιαστική   

                επέκταση του συµβόλου του Artin σ(L) |  K
⋅

�

�
�

�

�
�  , στο ΙΚ(m) , θα έχουµε τελειώσει αν για p πεπερασµένο  

             πρώτο του Κ που δεν διαιρεί το fRK µε  σ(L) |  K
p

�

�
�

�

�
�  = 1 , ισχύει p∈  σ( ker(ΦL

K
,m

) ). Πράγµατι , θα έχουµε 

ότι ο  
             σ(p) είναι πρώτος του σ(Κ)=Κ  και δεν διαιρεί το modulus σ(fRK)=fRK  ( αφού το p δεν διαιρεί το fRK). 
Επίσης   
                σ(L) |  K

p
�

�
�

�

�
�  = 1 → σ(σ(L)) | σ(K)

σ(p)
�

�
�

�

�
�  = 1 → L | K

σ(p)
�

�
�

�

�
�  = 1 , και έχουµε ότι σ(p)∈  ker(ΦL

K
,m

) , πράγµα που  

                σηµαίνει ότι p=σ(σ(p)) ∈ σ( ker(ΦL
K

,m
) )  οπότε και έχουµε το ζητούµενο. 

 



2.4.2   ΕΠΙΛΥΣΗ ΤΗΣ  p=x2+ny2  ΓΙΑ ΟΛΑ ΤΑ  n∈ N  ΕΚΤΟΣ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟΥ 
           ΠΛΗΘΟΥΣ 
 
 
 
 

2.4.2.1 ΛΗΜΜΑ : Έστω Κ φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών και L/Κ  µία Galois επέκταση  
                             αλγεβρικών σωµάτων αριθµών.  Αν το "σ" συµβολίζει την µιγαδική συζυγία , τότε :   
                                      1.   H επέκταση L

Q  είναι Galois  αν και µόνο αν σ(L)=L. 

                                      2.   Αν το L είναι το σώµα κλάσεως του Hilbert για το Κ , τότε η επέκταση L
Q  είναι  

                                            Galois. 
                                      3.   Αν η επέκταση L

Q  είναι Galois  , τότε  

                                                      (a).  [L�R: Q] = [L : K] , και η επέκταση L�R
Q

 είναι Galois. 

                                                      (b).  Για κάθε στοιχείο u του L�R  ισχύει η ισοδυναµία  : 
                                                              " L�R = Q(u) ↔↔↔↔ L=K(u)". 

                                                                                      ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
           1.  (→)  Έστω ότι η επέκταση L

Q  είναι Galois.  Έστω ότι Κ=Q( m ) (βλ πρόταση 2.1.1.5)  µε m<0. Υπάρχουν
                        δύο εµφυτεύσεις του Κ στο C. Η µία είναι η ταυτοτική απεικόνιση :1 και η άλλη η µιγαδική συζυγία 
:σ. 
                        To σ(L) είναι υπέρσωµα του σ(Κ)=Κ. Θα δείξουµε ότι σ(L)⊆ L οπότε και θα έχουµε τελειώσει ( αφού 
                        τότε L= σ(σ(L))⊆ σ(L) ).  Έστω λοιπόν w∈ L και έστω f(x)=Irr(w|Q)(x).  Επέιδή η L

Q  είναι Galois , οι

                        ρίζες τoυ f  θα ανήκουν στο L.  Τώρα f(w)=0 → σ(f(w))=0 → f(σ(w))=0 ( αφού f (x)∈ Q(x) ). 
                        Άρα σ(w)∈ L και έτσι σ(L)⊆ L. 
                (←)  Αν σ(L)=L  , τότε σ L ∈ G(L|Q). Θα δείξουµε ότι το υπόσωµα της L του οποίου τα στοιχεία 
παραµένουν  
                        αναλλοίωτα από τους αυτοµορφισµούς της G(L|Q) είναι ακριβώς το Q , οπότε εξ'ορισµού των  
                        επεκτάσεων Galois , θα έχουµε ότι η L

Q  είναι Galois. Προφανώς τα στοιχεία του Q  παραµένουν 

                        αναλλοίωτα από την G(L|Q).  Έστω τώρα w∈ L µε τ(w)=w  ,∀ τ∈ G(L|Q). Επειδή το K είναι της 
µορφής  
                        Κ=Q( m ) (βλ πρόταση 2.1.1.5)  µε m<0 , θα ισχύει Κ=Q( m )=Q[ m ]={x+y m  | x,y∈ Q}.  Από την 
                        τελευταία σχέση φαίνεται εύκολα ότι Κ�R=Q και συνεπώς για να έχουµε w∈ Q που είναι και το  
                        ζητούµενο , αρκεί να δείξουµε ότι w∈  Κ�R.  Έχουµε σ L ∈ G(L|Q) , οπότε w=σ(w), και έτσι w∈ R. 
                        Επίσης επειδή το w  παραµένει αναλλοίωτο από την G(L/Q) , θα παραµένει αναλλοίωτο και από την 
                        G(L|K) ( αφού G(L|K) ⊆  G(L|Q) ).  Όµως η L

K   είναι Galois και έτσι τα στοιχεία του L που 
παραµένουν 
                        αναλλοίωτα από την G(L|K) είναι ακριβώς τα στοιχεία του Κ. Θα έχουµε λοιπόν w∈ K και έτσι από τα 
                        παραπάνω  w∈ K�R=Q. 
           2.   Αν το L είναι το σώµα κλάσεως του Hilbert για το Κ, τότε για να δείξουµε ότι η  L

Q  είναι Galois , αρκεί 
από  
                 το 1 να δείξουµε ότι σ(L)=L.  Πράγµατι , Το σ(L) είναι µη διακλαδιζόµενη αβελιανή απέκταση του 
σ(Κ)=Κ 
                 οπότε επειδή το L είναι η µέγιστη µη διακλαδιζόµενη επέκταση του Κ (βλ. θεώρηµα 2.3.1.12) θα έχουµε 



                 σ(L)⊆ L. Όµως [σ(L) : K] = [σ(L) : σ(K)] = [L : K]  και έτσι L=σ(L). 
           3.  (a).  Επειδή η L

Q  είναι Galois , έχουµε από το 1 ότι σ(L)=L και έτσι σ L ∈ G(L|Q).  Θεωρούµε την 
υποοµάδα 
                       <σ L >  της  G(L|Q) που παράγει η σ L .  Πρoφανώς <σ L > = { 1 , σ L }  και L�R  είναι το υπόσωµα του 

                       L των αναλλοίωτων στοιχείων του L από την  <σ L >.  Έχουµε τώρα  [L�R : Q] = [L :  ]
[L : L ]

Q
R�

=   

                       = [ [L : K] K :  ]
[L :  L ]

⋅ q
R�

.  Θα δείξουµε ότι [Κ : Q] = [L : L�R].  Πράγµατι , από θεωρία Galois 

                       έχουµε  [L : L�R] = #G(L| L�R) = #<σ L > = 2 =  [Κ : Q].  Συνεπώς από τα παραπάνω προκύπτει  
                       [L�R : Q] = [L : K].   Εξάλλου , το γεγονός ότι  2= [Κ : Q] = [L : L�R]  συνεπάγεται ότι 
                       [(G(L|Q) : G(L|L�R)] = 2  και εποµένως η G(L|L�R) είναι κανονική υποοµάδα της G(L|Q) , πράγµα 
που 
                       σηµαίνει ότι η επέκταση  L�R

Q   είναι Galois. 

                (b).  (→)  Αν  u∈ L�R  µε L�R =Q(u) , τότε από το (a) έχουµε [Q(u) : Q] = [Q(u)�R : Q] = [L : K] =  

                               = [L : K(u)]·[K(u) : K] =[L : K(u)] [K(u) :  ]
[K :  ]

Q
Q

 = [L : K(u)] [K(u) :  (u)][ (u) : ]
[K :  ]
Q Q Q

Q
.  

                                Όµως [Κ :Q] = [K(u) : Q(u)] = 2  και έτσι  [Q(u) : Q] =[L : K(u)]·[Q(u) : Q] → [L : K(u)] = 1 → 
L=K(u). 
                       (←)   Αν L=K(u)  για u∈ L�R , τότε  από το (a) έχουµε [Κ(u)�R : Q] = [K(u) : K] , οπότε 

                                [Κ(u)�R : Q(u)]·[Q(u) : Q] =  [K(u) :  ]
[K :  ]

Q
Q

 = [K(u) :  (u)][ (u) : ]
[K :  ]
Q Q Q

Q
 , και επειδή  [Κ :Q] = [K(u) : 

Q(u)]  
                                θα έχουµε  [Κ(u)�R : Q(u)] =1  συνεπώς  L�R = Κ(u)�R = Q(u). 
 
 
 
 

2.4.2.2 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Από την πολλαπλασιαστικότητα του βαθµού αδρανείας και του δείκτη  
                                       διακλάδωσης στα αλγεβρικά σώµατα αριθµών έχουµε ότι  αν M/L και L/K είναι  
                                       επεκτάσεις Galois αλγεβρικών σωµάτων αριθµών και p είναι ένα πρώτο ιδεώδες  
                                       του Κ , τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 

• To p αναλύεται πλήρως στο M ( δηλαδή p∈∈∈∈ spl(M/K) ). 
• To p αναλύεται πλήρως στο L ( δηλαδή p∈∈∈∈ spl(L/K) ) και υπάρχει πρώτο 
 ιδεώδες q του L πάνω από το p που αναλύεται πλήρως στο Μ ( δηλαδή    
 q∈∈∈∈ spl(M/L) ). 

 
 
 

2.4.2.3 ΛΗΜΜΑ : Έστω O τάξη φανταστικού τετραγωνικού σώµατος Κ και L το ring class field της O.  
                             Έστω επίσης "σ" η µιγαδική συζυγία.  Ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                              1.  Η επέκταση L/Q είναι Galois  µε σ|L∈∈∈∈ G(L|Q) και επίσης 
                                                    ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ G(L|K) ισχύει σ|L·τ·σ|L = τ-1. 
                                              2.  Αν Κ=Q( -n )  και O=Z[ -n ] , τότε για κάθε p περιττό πρώτο αριθµό  ισχύει η 
                                                   ισοδυναµία :  

• "p∈∈∈∈ spl(L)" ↔↔↔↔ "∃∃∃∃ x,y∈∈∈∈ Z : p=x2+ny2" 
                       ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 



1.   Θα δείξουµε ότι σ(L)=L , όπου "σ" είναι η µιγαδική συζυγία. 
                                                Αν f=cond(O) , θεωρούµε το modulus m=fRK  του Κ.  Από πρόταση 2.4.1.5  
                                                έχουµε ker(Φσ( L)

K
,m) = ker(ΦL

K
,m

).  Επίσης επειδή το m περιέχει τους πρώτους 

                                                του Κ που διακλαδίζονται στο L (βλ. πρόταση 2.4.1.4) , το σ(m)=m (βλ 
πρόταση  
                                                2.4.1.5)  θα περιέχει τους πρώτους του σ(Κ)=Κ (βλ πρόταση 2.1.1.5) που  
                                                διακλάδίζονται στο σ(L) , έτσι η πρόταση 2.3.1.12 θα δώσει  
                                                ( αφού ΗΚ,1(m) ⊆ H (f)K,Z = ker(ΦL

K
,m

) , διότι το L είναι ring class field της O ) 

                                                ότι σ(L)⊆ L.  Οµοίως L=σ(σ(L))⊆ σ(L) και έτσι L=σ(L). 
      Αφού σ(L)=L , το 1 του λήµµατος 2.4.2.1 θα δώσει ότι η επέκταση L/Q  είναι Galois  και µάλιστα 
σ|L∈ G(L|K). 
      Τώρα , έστω τ∈ G(L|K).  Από τον ισοµορφισµό C(O) ≅ → G(L|K)  που επάγει η απεικόνιση του Artin 
      (βλ. πρόταση 2.4.1.4) , έχουµε ότι υπάρχει κλασµατικό ιδεώδες a της O ώστε  το a να αντιστοιχίζεται στο 
τ 
      σύµφωνα µε τον πιο πάνω ισοµορφισµό.   Μάλιστα αν af είναι ιδεώδες της O πρώτο προς  το  f  που να  
      ανήκει στην κλάση του a στην C(O) τότε η κλάση aH(O) του a στην C(O) αντιστοιχεί στο ΦL

K
,m

(afRK) = 

τ.   
      Είναι προφανές τώρα ότι το a-1Η(O)  θα αντιστιχεί µέσω του C(O) ≅ → G(L|K) στο τ-1.  Παρατηρούµε  
      όµως ότι af+fO = O ( αφού το af είναι πρώτο προς το f ) και έτσι   σ(af+fO)=σ(O) → σ(af)+σ(f)σ(O) =  
      =σ(O) → σ(af)+fO=O , οπότε το σ(af)  είναι πρώτο προς το f  ιδεώδες της σ(O)=O (βλ. το ΙΙΙ της   
      πρότασης 2.2.1.8).  Επίσης  σ(a)H(O) = a-1H(O)  (βλ. το 2 της πρότασης 2.2.2.14)  και έτσι η κλάση  
      a-1H(O)= σ(a)H(O) θα αντιστοιχεί µέσω του C(O) ≅ → G(L|K)  στην ΦL

K
,m

(σ(af)RK).  Επειδή , όπως  

      είπαµε προηγουµένως , το a-1Η(O) θα αντιστιχεί µέσω του C(O) ≅ → G(L|K) στο τ-1 , θα έχουµε τελικά 
      ότι ΦL

K
,m

(σ(af)RK) = τ-1.  Συνεπώς ΦL
K

,m
(σ(afRK)) = τ-1 (βλ. το V της πρότασης 2.1.1.5). Από γνωστη  

     ιδιότητα του συµβόλου του Artin και επειδή το ΦL
K

,m
  αποτελεί επέκταση του στο ΙΚ(m) , θα έχουµε 

     σ|L·(ΦL
K

,m
(afRK))·σ|L

-1  = τ-1.   Αλλά  σ-1=σ , και  ΦL
K

,m
(afRK) = τ , οπότε έχουµε σ|L·τ·σ|L=τ-1. 

 
2.   Έστω Κ=Q( - n )  και O=Z[ - n ]. Έστω επίσης p περιττός πρώτος.  ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις 
      1η Περίπτωση :  p|n. 
                                Στην περίπτωση αυτή , από τον νόµο ανάλυσης σε τετραγωνικά σώµατα αριθµών έχουµε 
                                ότι ο p δεν αναλύεται πλήρως στο Κ  οπότε δεν θα αναλύεται πλήρως στο L. Επίσης  
                                προφανώς δεν υπάρχουν x,y∈ Z µε p=x2+ny2.  Κανένα µέλος λοιπόν της αποδεικτέας 
                                ισοδυναµίας δεν είναι αληθές , οπότε η ισοδυναµία είναι αληθής.  
      2η Περίπτωση :  p /| n. 
                                Κατ' αρχήν από τον νόµο ανάλυσης σε τετραγωνικά σώµατα (βλ. πρόταση 2.1.1.7) 
                                µπορούµε εύκολα να δούµε ότι οι πρώτοι αριθµοί που διακλαδίζονται σε τετραγωνικό  
                                σώµα , θα πρέπει να διαιρούν την διακρίνουσα του σώµατος. H διακρίνουσα της τάξης  
                                O=Z[ - n ] είναι -4n. Οπότε -4n=f2dK. Επειδή p /| n , θα έχουµε p /| dK και συνεπώς ο p δεν 
                                διακλαδίζεται στο K. Παρακάτω η ⋅  θα εκφράζει την µιγαδική συζυγία. 
                                Θα αποδείξουµε ότι οι ακόλουθες προτάσεις είναι  ισοδύναµες  



                                                     (a).  ∃ x,y∈ Z : p=x2+ny2. 
                                                     (b).  pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ και p είναι κύριο 
                                                             ιδεώδες του RK της µορφής uRK µε u∈ O⊆ RK. 
                                                     (c).  pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ και p∈ H (f)K,Z . 

                                                     (d).  pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ και L | K
p

�

�
�

�

�
�=1. 

                                                     (e).  pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ και p∈ spl(L/K)..
                                                     (f).  p∈ spl(L).                                 
 
                                 (a)→(b)  Έστω p=x2+ny2 για x,y∈ Z. Έχουµε p=(x+ - n y)(x- - n y). Θέτουµε  
                                               p=(x+ - n y)RK.  Τότε pRK=p·p . Τα p,p   έχουν νόρµα ίση µε NK

Q

(x+ - n y) = 

                                                            =x2+ny2=p , εποµένως είναι πρώτα ιδεώδη του Κ. Επίσης επειδή ο p δεν  
                                               διακλάδίζεται στο Κ έχουµε p≠p .  Τέλος ,  το p είναι κύριο ιδεώδες και  
                                               (x+ - n y) ∈  O=Z[ - n ]. 
                                 (b)→(a)  Έστω pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ και p είναι κύριο  
                                               ιδεώδες του RK της µορφής uRK µε u∈ O⊆ RK. Γράφουµε p=(x+ - n y)RK, οπότε 
                                               pRk= p·p = (x+ - n y)(x- - n y)RK = (x2+ny2)RK.  Συνεπώς  p=ε(x2+ny2) , όπου 
                                               ε  είναι µονάδα του RΚ.  Όµως n∈ N , οπότε  ε∈ {±1,±i,±ω,±ω2} και έτσι 
p=x2+ny2. 
                                 (b)→(c)  Έστω pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ και p είναι κύριο  
                                               ιδεώδες του RK της µορφής uRK µε u∈ O⊆ RK.  Γράφουµε p=(x+ - n y)RK 
                                               Από τον ισοµορφισµό του θεωρήµατος 2.2.4.7 , έχουµε  ότι η εικόνα της κλάσης
                                               a·Η(O) του ιδεώδους a=uO της O είναι η  (afRK)· H (f)K,Z  , όπου 
                                               af είναι τυχαίο ιδεώδες της O πρώτο πρός το f που ανήκει στην κλάση  
                                               a·H(O)=H(O). Όµως η εικόνα του a·Η(O) =H(O) είναι η H (f)K,Z . 
                                                                           Πράγµατι, το a είναι κύριο ιδεώδες της O οπότε επειδή  
                                                                           af∈ a·H(O) , θα έχουµε af∈ H(O,f) → afH(O,f)=H(O,f)  και  
                                                                           συνεπώς τελικά µέσω του ισοµορφισµού του  
                                                                           θεωρήµατος 2.2.4.7 το aH(O) θα αντιστοιχιθεί στο H (f)K,Z . 
                                                Έτσι (afRK)∈ H (f)K,Z . Αν af=vO, v∈ O, τότε  (afRK)∈ H (f)K,Z  → (vRK)∈ H (f)K,Z  
                                                (αφού O⊆ RK).  Έτσι p= uRK ∈ (vRK)H (f)K,Z = H (f)K,Z → p∈ H (f)K,Z . 
                                 (c)→(b)   Έστω pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ και p∈ H (f)K,Z . 
                                                Γράφουµε p=uRK µε u∈ RK.  Από τους ισοµορφισµούς του θεωρήµατος 2.2.4.7 
                                                έχουµε ότι υπάρχει ιδεώδες a της O ώστε κάθε ιδεώδες af της O πρώτο προς  
                                                το f που να ανήκει στην a·H(O) να δίνει (af·RK) H (f)K,Z =p·H (f)K,Z =H (f)K,Z .Θα 
                                                δείξουµε κατ' αρχήν ότι µπορουµε να εκλέξουµε το af ώστε afRK≠RK 

                                                                                                                     Πράγµατι, αν af=RK , τότε θεωρούµε m∈ N µε 
(m,f)=1.  
                                                                                         Το ιδεώδες maf της O είναι  πρώτο προς το f (βλ.  
                                                                                         πρόταση 2.2.4.3) και ανήκει στην a·H(O) ( αφού το  
                                                                                         ίδιο κάνει και η af ). Επίσης (maf)RK=fRK≠RK. 
                                                 Παίρνουµε λοιπόν εξ' αρχής afRK≠RK .Από τον  ισοµορφισµό  

                                                C(O,f) ≅ →  I (f)
H (f)

K

K,Z
που αναφέρεται στο θεώρηµα 2.2.4.7 και  λόγω του         



                                                ότι το Η(O,f) (ουδέτερο στοιχείο της C(O,f) ) αντιστοιχεί στο H (f)K,Z   

                                                (ουδέτερο στοιχείο της I (f)
H (f)

K

K,Z
)  έχουµε ότι afH(O,f)=H(O,f). Γράφουµε  

                                                af=vO , v∈ O⊆ RK  και έχουµε (uRK)∈ (vRK)H (f)K,Z  οπότε υπάρχει w∈ RK  µε  
                                                p=uRK=(vRK)(wRK).  Επειδή το p είναι πρώτο ιδεώδες του RK , από  
                                                µονοσήµαντη ανάλυση θα έχουµε ότι κάποιο από τα vRK , wRK είναι το RK. 
                                                Αλλά  vRK≠RK  και έτσι  wRK=RK οπότε έχουµε p=vRK  µε v∈ O και έχουµε  
                                                το ζητούµενο.  
                                 (c)→(d)   Έστω  pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ και p∈ H (f)K,Z . 

                                                Ο ισοµορφισµός I (f)
H (f)

K

K,Z

≅ → G(L|K) που επάγει η απεικόνιση του Artin 

                                                 θα µας δώσει ,αφού p∈ H (f)K,Z , ότι ΦL
K

,m
(p)=1, για m=fRK. Επειδή p είναι  

                                                 ακέραιο  , θα έχουµε L | K
p

�

�
�

�

�
�=1. 

                                 (d)→(c)   Έστω   pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ και L | K
p

�

�
�

�

�
�=1. 

                                                 Έχουµε -4n=f2dK  και συνεπώς αφού ο p είναι περιττος και p /| n θα έχουµε 
                                                 p /| f. Τώρα N(p)=p  και έτσι (Ν(p),f)=1. Είναι εύκολο να δει κανείς τώρα ότι 
                                                 p∈ IK(f) ( Αν p|fRK  τότε Ν(p) | N(fRK) → N(p)|f2 πράγµα άτοπο.). Μπορούµε  

                                                 λοιπόν για m=fRK να θεωρήσουµε το  ΦL
K

,m
(p).  Έχουµε : L | K

p
�

�
�

�

�
�=1 →   

                                                ΦL
K

,m
(p)=1.  Το H (f)K,Z  είναι το ουδέτερο στοιχείο της I (f)

H (f)
K

K,Z
, και το 1 είναι  

                                                 το ουδέτερο στοιχείο της G(L|K). Έτσι ισοµορφισµός I (f)
H (f)

K

K,Z

≅ → G(L|K)  

                                                 που επάγει η απεικόνιση του Artin ΦL
K

,m
  θά αντιστοιχίζει το H (f)K,Z  στο 1. 

                                                 Επειδή λοιπόν ΦL
K

,m
(p)=1  θα έχουµε p·H (f)K,Z =H (f)K,Z → p∈ H (f)K,Z . 

                                  (d)↔(e)  Από στοιχειώδη αλγεβρική θεωρία αριθµών έχουµε ότι για αβελιανή  
                                                 επέκταση Ν/M αλγεβρικών σωµάτων αριθµών και u πρώτο µη  

                                                 διακλαδιζόµενο ιδεώδες του RM ισχύει " N |  M
u

�

�
�

�

�
� =1 ↔ u∈ spl(N/M)�. 

                                                 H ζητούµενη ισοδυναµία είναι τώρα προφανής. 
                                  (e)↔(f)   Από τον νόµο ανάλυσης σε τετραγωνικά σώµατα αριθµών (βλ. πρόταση  
                                                 2.1.1.7) έχουµε ότι 
                                                 " p∈ spl(K/Q) " ↔ " pRK=p·p , όπου p,p  είναι διαφορετικοί πρώτοι του Κ " 
                                                 H ισοδυναµία (e)↔(f)είναι τώρα προφανής λόγω της παρατήρησης 2.4.2.2 

                                            
 
2.4.2.4 ΛΗΜΜΑ : Έστω Κ φανταστικό τετραγωνικό σώµα και  L/K Galois επέκταση αλγεβρικών  
                                σωµάτων αριθµών. Ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                         1.  Υπάρχει πραγµατικός αλγεβρικός ακέραιος  αο  ώστε L=K(αο). 
                                         2.  Αν α είναι πραγµατικός αλγεβρικός ακέραιος ώστε L=K(α) , τότε για  
                                              f(x)= Irr(α|Q)(x) ιαχύουν τα ακόλουθα : 



• f(x) = Irr(α|K)(x). 
• Κάθε πρώτος αριθµός p που δεν διαιρεί την διακρίνουσα Df του f 
ικανοποιεί την ακόλουθη ισοδυναµία : 

     " p∈∈∈∈ spl(L)" ↔↔↔↔ " d
p
K�

�
�

�

�
�

2
=1  και η f(x)≡≡≡≡0(modp) είναι επιλύσιµη στο Z" 

                                    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
         1.    Το L�R  είναι προφανώς αλγεβρικό σώµα αριθµών µε δακτύλιο ακεραίων αλγεβρικών τον  
                RL�R =RL � RR . H επέκταση L�R

Q είναι πεπερασµένη και διαχωρίσιµη , άρα και απλή. Θα δείξουµε  

                ότι υπάρχει αo∈ RL�R  µε L�R = Q(αο). Πράγµατι ,  

                                                   Η  L�R
Q είναι απλή οπότε υπάρχει α∈  L�R  µε L�R = Q(α). Έστω ότι  

                                                   Irr(α|Q)(x) = aο+a1x+a2x2�an-1xn-1+xn  µε aο,a1,�,an-1∈ Q.  

                                                    Άρα aο+a1α+a2α2�an-1αn-1+αn = 0.    Γράφοντας at = p
q

t

t
, t=0,1,2,,,n-1  όπου pt,qt  

                                                   είναι πρώτοι µεταξύ τους ακέραιοι  αριθµοι και πολλαπλασιάζοντας µε qn  , όπου  
                                                   q = ΕΚΠ(q1,q2,�,qn-1) , θα πάρουµε (αq)n + an-1q(αq)n-1 + � + a2qn-2(αq)2 + a1qn-

1(αq) +  
                                                   + aοqn = 0 ,  όπου βέβαια  xn + (an-1q)xn-1 + � + (a2qn-2)x2 + (a1qn-1)x + (aοqn)  ∈  
Z[x] .  
                                                Θέτουµε λοιπόν  αo=αq  , οπότε L�R = Q(α) = Q(αο)  και ο αo είναι ακέραιος 
αλγεβρικός ,  
                                                   δηλαδή αo∈ RL�R . 
               Από το 3 τώρα του λήµµατος  2.4.2.1 έχουµε ότι L = K(αo)  και επειδή ο αο είναι πραγµατικός  
               αλγεβρικός ακέραιος , έχουµε το ζητούµενο. 
         2.   Έστω α πραγµατικός αλγεβρικός ακέραιος µε L = K(α) και  έστω f(x)= Irr(α|Q)(x)∈ Z[x]. Έχουµε 
κατ'αρχήν  
               ότι α∈ L�R  και ειδικότερα  α∈ RL�R . Επίσης 3 του λήµµατος 2.4.2.1 µας δίνει L�R = Q(α). Το f(x) ως  
               πολυώνυµο του Q(x) είναι και πολυώνυµο του Κ(x). Θα δείξουµε ότι deg(f)=[L : K] οπότε επειδή το f 
έχει 
               ρίζα το α και L=K(α) θα έχουµε ότι f(x) = Irr(α|K)(x). Πράγµατι , 
                                                    Επειδή L�R = Q(a) και f(x)= Irr(α|Q)(x) , θα έχουµε ότι deg(f)=[L�R : Q].  Όµως
                                                    αφού L=K(α) , το 3 του λήµµατος 2.4.2.1 θα µας δώσει [L�R : Q] = [L : K] και  
                                                    έχουµε το ζητούµενο. 
               ∆είξαµε λοιπόν ότι f(x) = Irr(α|K)(x). Έστω τώρα πρώτος αριθµός p που δεν διαιρεί την διακρίνουσα Df 
               του f. Επειδή p /| Df , το f(x) ειναι διαχωρίσιµο modulo p ( δηλαδή είναι διαχωρίσιµο σαν  πολυώνυµο 
του  
               Zp[x] ).  
                                                           
               (→)  Έστω  p∈ spl(L). Εξ' ορισµού λοιπόν , το pZ αναλύεται πλήρως στο L  , οπότε θα αναλύεται  
                      πλήρως και στο Κ (βλ παρατήρηση 2.4.2.2).  Από το νόµο ανάλυσης στα τετραγωνικά σώµατα  
 
 

                      αριθµών (βλ. πρόταση 2.1.1.7) έχουµε ότι 
d
p
K�

�
�

�

�
�

2
=1. Έστω τώρα p  ένα πρώτο ιδεώδες του Κ  

                      πάνω από το pZ. Επείδή το pZ αναλύεται πλήρως στο Κ , ο βαθµός αδρανείας f p
pZ

�

�
�

�

�
�   στην  



                      επέκταση Κ/Q  θα είναι ισός µε 1. Όµως το Zp µέσω προβολής , εµφυτεύεται στο  RK

p
 όπου  

                      εξ'ορισµού f p
pZ

�

�
�

�

�
� =[ RK

p
: Zp] και έτσι η προαναφερόµενη  ένθεση  Zp→

RK

p
 είναι ισοµορφισµός  

                      σωµάτων. Αφού λοιπόν το f(x) ειναι διαχωρίσιµο modulo p θα είναι και διαχωρίσιµο  modulo p.  
                      Επίσης επειδή p∈ spl(L) , θα έχουµε ότι και ο p αναλύεται πλήρως  στο L και από τον νόµο  

                      ανάλυσης της πρότασης 2.1.1.9 έχουµε ότι το f(x) έχει degf- το πλήθος ρίζες στο RK

p
,οπότε η  

                      f(x)≡0(modp) είναι επιλύσιµη στο Z λόγω του ισοµορφισµού που επάγει η ένθεση  Zp→
RK

p
. 

 

              (←)  Έστω  
d
p
K�

�
�

�

�
�

2
=1 και η f(x)≡0(modp) επιλύσιµη στο Z.  Από νόµο ανάλυσης στα τετραγωνικά 

 σώµατα (βλ. πρόταση 2.1.1.7) , έχουµε ότι το pZ αναλύεται πλήρως στο Κ. Ο βαθµός αδρανείας  

 f p
pZ

�

�
�

�

�
� είναι ίσος εποµένως µε 1. Έτσι  f p

pZ
�

�
�

�

�
� =[ RK

p
: Zp]=1 → η ένθεση Zp→

RK

p
 είναι  

  ισοµορφισµός σωµάτων. Επειδή λοιπόν f(x)≡0(modp) επιλύσιµη στο Z θα έχουµε ότι και  
  f(x)≡0(modp) επιλύσιµη στο RK. Επίσης το f είναι διαχωρίσιµο στο  Zp , άρα είναι διαχωρίσιµο και 

  στο RK

p
. Λόγω του ότι η f(x)≡0(modp) είναι επιλύσιµη στο RK  και επειδή η L/K είναι επέκταση 

Galois,  
  το 2 της πρότασης 2.1.1.9 δίνει ότι το p αναλύεται πλήρως στο L. Έχουµε λοιπόν το ιδεώδες pZ το 
οποίο  
  αναλύεται πλήρως στο Κ και το ιδεώδες p του Κ πάνω από το pZ το οποίο διακλαδίζεται πλήρως στο 
L.  
  Η παρατήρηση 2.4.2.3 επόµένως θα δώσει ότι p∈ spl(L). 
 
 
 

2.4.2.5 ΘΕΩΡΗΜΑ :        Έστω n∈∈∈∈ N και έστω Κ=Q( -n ). Υπάρχει ανάγωγο µονικό πολυώνυµο fn(x)  
                                   βαθµού h(-4n) ώστε για κάθε περιττό πρώτο αριθµό p που δεν διαιρεί την  
                                   διακρίνουσα του fn να ισχύει η παρακάτω ιδοδυναµία : 

                                   " ∃∃∃∃ x,y∈∈∈∈ Z : p=x2+ny2 " ↔↔↔↔ " - n
p

�

�
�

�

�
�

2
=1  και η  fn(x)≡≡≡≡0(modp) έχει λύση στο Z "  (Σ  2.4.2.5)

                                         Επίσης σαν fn µπορεί να εκλεγεί οποιοδήποτε ανάγωγο πολυώνυµο πανω από  
                                   το Q  πραγµατικού αλγεβρικού ακεραίου α , ώστε το K(α) να είναι το ring class field  
                                   της τάξης  Z[ -n ]  του τετραγωνικού φανταστικού σώµατος Κ. 
                                         Τέλος , αν f(x) είναι µονικό πολυώνυµο βαθµού h(-4n) του Z[x] ώστε η  
                                   ισοδυναµία Σ 2.4.2.5 να ικανοποιείται για κάθε p περιττό πρώτο που δεν διαιρεί την  
                                   διακρίνουσα του  f , τότε το f είναι ανάγωγο πολυώνυµο πάνω από το Κ και είναι το  
                                   ανάγωγο πολυώνυµο πάνω από το Κ κάποιου στοιχείου  b ώστε το Κ(b) να είναι το  
                                   ring class field της τάξης  Z[ -n ] του Κ. 
                                                                                         ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
           Έχουµε n∈ N και Κ=Q( -n ). Έστω L το ring class field της τάξης Z[ -n ]  του Κ. Από το  1 του λήµµατος 
           2.4.2.3 έχουµε ότι η επέκταση L/Q  είναι Galois  , οπότε από το λήµµα 2.4.2.4  έχουµε ότι υπάρχει  
           πραγµατικός αλγεβρικός ακέραιος αo , ώστε L=K(αo).  Θέτουµε fn(x)=Irr(ao|K)(x).  Από το λήµµα 2.4.2.4  
           πάλι έχουµε ότι κάθε πρώτος αριθµός που δεν διαιρεί την διακρίνουσα του fn ικανοποιεί την ακόλουθη 



           ισοδυναµία : " p∈ spl(L) " ↔ "  - n
p

�

�
�

�

�
�

2
=1  και η  fn(x)≡0(modp) έχει λύση στο Z "   ( Σ  2.4.2.5)  

           Όµως από το 2 του λήµµατος 2.4.2.3  έχουµε ότι για κάθε περιττό πρώτο αριθµό p ισχύει η ακόλουθη  
           ισοδυναµία   " p∈ spl(L) " ↔ " ∃ x,y∈ Z : p=x2+ny2 "   (Σ  2.4.2.6). 
           Οι σχέσεις Σ  2.4.2.5  και Σ  2.4.2.6  µας δίνουν τώρα ότι για κάθε περιττό πρώτο p που δεν διαιρεί την  
           διακρίνουσα του fn ισχύει η ισοδυναµία Σ  2.4.2.5  που αναφέρεται στην εκφώνηση του θεωρήµατος. 
           Επίσης ο βαθµός του fn είναι  h(-4n)  διότι κατ' αρχήν η διακρίνουσα της τάξης  Z[ -n ] είναι -4n  
           (απλή επαλήθευση) και έτσι C( Z[ -n ] ) ≅ C(-4n) (βλ. θεώρηµα 2.2.3.7). Επίσης  fn(x)=Irr(ao|K)(x) ,  
           L=K(ao) και [L : K] = # G(L|K) = # C(O) = # C(-4n) = h(-4n) ( βλ. πρόταση 2.4.1.4). 
           Παρατηρούµε από την παραπάνω αποδεικτική διαδικασία ότι σαν fn µπορεί να εκλεγεί οποιοδήποτε   
           ανάγωγο πολυώνυµο πανω από το Q  πραγµατικού αλγεβρικού ακεραίου α , ώστε το K(α) να είναι το ring  
           class field της τάξης  Z[ -n ]  του τετραγωνικού φανταστικού σώµατος Κ.  Θα αποδείξουµε τώρα την  
           - κατά κάποιο τρόπο - µοναδικότητα των πολυωνύµων fn που αναφέρεται στο θεώρηµα. 'Εστω λοιπόν 
           f(x)  µονικό πολυώνυµο του Z[x] βαθµού h(-4n) ώστε η   ισοδυναµία  Σ 2.4.2.5 να ικανοποιείται για κάθε p
           περιττό πρώτο που δεν διαιρεί την διακρίνουσα του f.  Θα δείξουµε ότι το f είναι ανάγωγο πολυώνυµο  
           πάνω από το Κ και είναι το ανάγωγο πολυώνυµο πάνω από το Κ κάποιου στοιχείου  b ώστε το Κ(b) να  
           είναι το ring class field της  τάξης Z[ -n ] του Κ.  
           Έστω g(x) ένας ανάγωγος παράγοντας του f(x) πάνω  από το Κ[x]  και έστω u µία ρίζα του g(x). Θέτουµε  
           Μ=Κ(u).  Επειδή το u είναι ρίζα του g(x) , θα είναι και ρίζα του f(x) και συνεπώς το u θα είναι αλγεβρικός 
           ακέραιος ( αφού το f(x) είναι µονικό πολυώνυµο του Z[x] ).   
           Θα αποδείξουµε στην συνέχεια τα ακόλουθα : 
                       (α).  spl(L) =

•
 { p∈ P  |  p∈ spl(K) και f(x)≡0(modp) επιλύσιµη στο Z }. 

                       (β).  spl(M)~ ⊆
•

spl(L). 
                       (γ).   L = M. 
                        
           Για το (α) : Κατ' αρχήν από τον νόµο ανάλυσης σε τετραγωνικά σώµατα αριθµών έχουµε ότι  
                             spl(Q( -n ))-{2}={ p∈ P* | -n

p
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�
�

2

=1} (βλ. πρόταση 2.1.1.7)  και συνεπώς  

                             spl(K)=spl(Q( -n )) =
•

{ p∈ P | -n
p
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�
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�

2

=1}.  Έτσι θα ισχύει ότι 

                             { p∈ P  |  p∈ spl(K) και f(x)≡0(modp) επιλύσιµη στο Z } =
•

  

                                                                                         =
•

 { p∈ P  | -n
p

�

�
�

�

�
�

2

=1 και  f(x)≡0(modp) επιλύσιµη στο Z }.

                            Λόγω λοιπόν της Σ 2.4.2.5  έχουµε ότι  { p∈ P  |  p∈ spl(K) και f(x)≡0(modp) επιλύσιµη στο Z } 

=
•

 
                            =

•
spl(L)  που είναι και το ζητούµενο. 

          Για το (β) :  Αν p∈ spl(M)~  , τότε το p δεν διακλαδίζεται στο Μ και υπάρχει πρώτο ιδεώδες q του RM ώστε 
                            f q

pZ
�

�
�

�

�
� =1.  Θέτουµε p=q�RK , οπότε από πολλαπλασιαστικότητα των βαθµών αδρανείας 

                             έχουµε f p
pZ

�

�
�

�

�
� =1.  Όµως το pZ δεν διακλαδίζεται στο Μ , άρα δεν διακλαδίζεται ούτε στο Κ. 

                             Επειδή τώρα η επέκταση Κ/Q είναι Galois , θα έχουµε λόγω του ότι f p
pZ

�

�
�

�

�
� =1 ότι  p∈ spl(K) 

                             Τώρα g(u)=0 → f(u)=0 , οπότε u∈ RM.  H  f(x)≡0(modq)  είναι εποµένως επιλύσιµη  στο RM. 



                             Συνεπώς επειδή [ RM

q
: Z

Zp
] = f q

pZ
�

�
�

�

�
� =1 , ο µονοµορφισµός  Z

Zp
→ RM

q
 που επάγει η  

                             εµφύτευση Zp → RM  είναι ισοµορφισµός.  Έτσι λοιπόν και η  f(x)≡0(modp) θα είναι επιλύσιµη 
                             στο Z.  Συνοψίζοντας έχουµε ότι p∈  { q∈ P  |  q∈ spl(K) και f(x)≡0(modq) επιλύσιµη στο Z } ,  

                             οπότε το (α) µας δίνει ότι spl(M)~ ⊆
•

spl(L). 
          Για το (γ) :  H επέκταση L/Q  είναι  Galois (βλ. λήµµα 2.4.2.3) , οπότε το 2 της πρότασης 2.3.2.7 µας δίνει 
                             λόγω του (β) ότι L⊆ M. Τώρα [L : K] = h(-4n) ( αφού L=K(ao) και ο βαθµός του 
fn(x)=Irr(ao|K)(x) 
                             είναι h(-4n) ), οπότε επειδή  L⊆ M , θα ισχύει : 
                             h(-4n) = [L : K]  ≤ [M : K] = deg(g) ≤ deg(f) = h(-4n)  και συνεπώς [L : K]  = [M : K] ,  
                             πράγµα που σηµαίνει ότι Μ = L. 
  
 
          ∆είξαµε λοιπόν ότι L=M , εποµένως deg(f) = h(-4n) = [L : K] = [M : K] = [K(u) : K] = deg(g) , που 
σηµαίνει  
          ( λόγω του ότι το g διαιρεί το f )  ότι  f(x)=g(x).  Αφού το g(x) εκλέκτηκε ανάγωγος παράγοντας του f(x) 
στο  
          Κ[x] µε ρίζα το u  , θα έχουµε ότι f(x)=Irr(u|K)(x).  Επίσης το L=M=K(u) είναι το ring class field της τάξης 
          Z[ -n ] του Κ. 
 
 
 
2.4.2.6 ΣΧΟΛΙΑ : Για λόγους πληρότητας αναφέρουµε ότι ισχύει ανάλογο θεώρηµα µε το 2.4.2.5  για την  
                            κύρια µορφή διακρίνουσας D µε D<0 και D≡≡≡≡1(mod4).  Για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε 
                            στο βιβλίο του [COX].  
 



          §5   ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ RING CLASS FIELDS  
            ΣΕ ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
 
 
2.5.1 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ RING CLASS FIELDS ΤΩΝ ΤΑΞΕΩΝ   

      Z[ -14 ]   ,   Z[ -27 ]  KAI  Z[ -64 ] 
 
 
 
2.5.1.1 ΛΗΜΜΑ : Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών και u∈∈∈∈ RK.  Αν p είναι ένα πρώτο  
                             ιδεώδες του RK  και v µία λύση της εξίσωσης x2=u  µε L=K(v) , τότε ισχύουν τα  
                             ακόλουθα: 
                                   1.  Αν  2u∉∉∉∉ p  , τότε το p δεν διακλαδίζεται στο L. 
                                   2.  Αν  u∉∉∉∉ p και υπάρχουν b,c∈∈∈∈ RK  µε u2=b2-4c , τότε το p δεν διακλαδίζεται στο L. 
                                                                                    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
         Έχουµε ότι το πολυώνυµο  f(x)=x2-u  του Κ[x] είναι διαχωρίσιµο και έχει ρίζα το v.  Η επέκταση L/K 
         εποµένως ( αφού L=K(v) ) είναι Galois.  Προχωρούµε τώρα στο κυρίως µέρος της απόδειξης : 
         1.   Αν 2u∉ p , τότε 4u∉ p  
                                Πράγµατι , Αν 4u∈ p τότε επειδή 2u∉ p θα έχουµε 2∈ p και συνεπώς 2u∈ p , πράγµα άτοπο. 
               Επειδή η διακρίνουσα του f είναι -4u∉ p , θα έχουµε ότι το πολυώνυµο f(x)=(x2-u) ∈ RK[x]  είναι   
               διαχωρίσιµο modulo p , και συνεπώς από το 1 της πρότασης 2.1.1.9 έχουµε ότι το p δεν  
               διακλαδίζεται στο L. 
         2.   To πολυώνυµο  g(x)=x2+bx+c  του RK[x]  έχει διακρίνουσα b2-4c=u2∉ p  και είναι συνεπώς 
διαχωρίσιµο  
               modulo p. Οι ρίζες του g(x) , είναι οι -b + v

2
 , -b - v

2
 και  εποµένως , αφού g(x)∈ RK[x] , θα έχουµε ότι 

               -b + v
2

∈ RL.  Eίναι προφανές τώρα ότι L=K(v)=K( -b + v
2

) , οπότε το 1 της πρότασης 2.1.1.9 θα µας  

               δώσει ότι p δεν διακλαδίζεται στο L. 
 
 
 
2.5.1.2 ΛΗΜΜΑ : Αν M είναι κυβική επέκταση (δηλαδή επέκταση βαθµού 3) του Κ=Q( -3 ) , ώστε η  
                            επέκταση  Μ/Q να είναι Galois και G(Μ|Q) ≅ S3  ,  τότε υπάρχει  φυσικός αριθµός  m 
                            ελεύθερος κύβου ώστε M=K( m3 ). 
                                                                                     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
        Έστω M κυβική επέκταση του Κ=Q( - 3 ) , ώστε η επέκταση  Μ/Q να είναι Galois και G(Μ|Q) ≅ S3.  Έχουµε 
        #G(M|K)=[Μ : K]=3  και συνεπώς G(M|K) ≅ Z3.  Έστω τ  γεννήτορας της G(M|K).  Θα έχουµε λοιπόν και 
        τ∈ G(M|Q).  H µιγαδική συζυγία "σ" ανήκει προφανώς στην G(M|Q).  Θα αποδείξουµε ότι  :   
        τσ = στ-1 ( Σ 2.5.1.2.1 ) 
                                      Πράγµατι , η τάξη του τ είναι 3  και η τάξη του σ είναι 2.  Τα  1,σ,τ,τ2,τσ,τ2σ  έχουν  
                                      πλήθος 6 και είναι µεταξύ τους διαφορετικά ( αν π.χ. τσ=τ2σ , τότε  τσ2=τ2σ2 → τ=τ2   
                                      πράγµα άτοπο ). Συνεπώς G(M|Q)={1,σ,τ,τ2,τσ,τ2σ}.  Τώρα προφανώς στ∈ G(M|Q) 
                                      και µε το µάτι βλέπουµε ότι  στ≠1,σ,τ,τ2. Αν  στ = τσ , τότε (τσ)2=τσ , οπότε η υποοµάδα
                                      της G(M|Q) που παράγεται από τα  σ,τ είναι η  V4 = <σ,τ | σ2=1 , τ3=1, στ=τσ> η οποία  
                                      έχει πλήθος στοιχείων 4. Όµως  #G(M|Q) = #S3  = 6  που σηµαίνει ότι 4 /| #G(Μ|Q)  
                                      και έτσι η V4 δεν µπορεί να είναι υποοµάδα της G(M|Q) , άρα έχουµε άτοπο. 



                                      ∆εν είναι λοιπόν δυνατόν να ισχύει τσ=στ , οπότε από τα παραπάνω θα έχουµε  
                                      αναγκαστικά ότι  στ=τ2σ. Τώρα στσ = τ2σ2 = τ2 = τ-1 → τσ=στ-1. 
        Παρατηρούµε τώρα ότι από το 1 του λήµµατος 2.4.2.4 έχουµε ότι υπάρχει πραγµατικός αλγεβρικός  
        ακέραιος αο ώστε Μ=Κ(αο).  Θέτουµε uj = αo + ωjτ-1(αo) + ω2jτ-2(αo) , j∈ {0,1,2} , όπου ως συνήθως ω=e2πi/3.
        Θα αποδείξουµε τα ακόλουθα : 
   
 
                       1.   uj∈ RM  , ∀ j∈ {0,1,2}. 
                       2.   τ(uj)=ωjuj , ∀ j∈ {0,1,2}. 
                       3.   σ(uj)=uj   , ∀ j∈ {0,1,2}. 
                       4.   uj

3∈ Z  , ∀ j∈ {1,2}  και uo∈ Z. 
                       5.   Αν u1≠0 , τότε Μ=Κ(u1). 
                       6.   Αν u2≠0 , τότε Μ=Κ(u2). 
                       7.   ∆εν µπορεί ταυτόχρονα u1=0 και u2=0.         
        Για το 1 : Έχουµε αo∈ RM (αφού Μ=Κ(αo) και ο αο είναι πραγµατικός αλγεβρικός ακέραιος). Επίσης   

                        τ∈ G(M|Q) → τ-1(αο),τ-2(αο)∈ RΜ. Εξάλλου ω = -1+i 3
2

 = -1+ -3
2

∈ Κ ⊆ Μ  → ω∈ RM ( αφού  

                        ω2+ω+1=0 ).   Εξ' ορισµού τώρα των uj για j∈ {0,1,2} , έχουµε ότι uj∈ RM. 

        Για το 2 : Κατ αρχήν  ω= -1+ -3
2

∈ Κ και έτσι επειδή τ∈ G(M|K)  έχουµε τ(ω)=ω. Τώρα  τ(uj) = τ(αο)+ωjα0+ 

                        +ω2jτ-1(αο) = ωj[αo+ωjτ-1(αο)+ω-jτ(αο)].  Όµως ω-j=ω2j (αφού ω3=1) , και έτσι τελικά  
                       τ(uj)= ωj[αo+ωjτ-1(αο)+ω2jτ(αο)]= ωjuj. 
        Για το 3 : Προκύπτει µε πράξεις όπως ακριβώς και προηγουµένως στο 2 και χρησιµοποιώντας την σχέση  
                       Σ 2.5.1.2.1 . 
        Για το 4 : Για j∈ {1,2} , τα 2 και 3  µας δίνουν σ(uj

3)=uj
3 , τ(uj

3)=uj
3 , οπότε αφού τα  σ,τ  παράγουν την 

G(M|Q)  
                       , θα έχουµε ότι το uj παραµένει αναλλοίωτο από τους αυτοµορφισµούς της G(M|Q).  Επειδή η  
                       επέκταση Μ|Q  είναι Galois θα έχουµε τότε uj

3∈ Q. Εξάλλου το 1 δίνει ότι uj
3∈ RM , οπότε τελικά  

                       uj
3∈ Z.  Επίσης τα 2,3 δίνουν σ(uo)=uo , τ(uo)=uo. Όπως λοιπόν και προηγουµένως , το uo  

                       παραµένει αναλλοίωτο από την G(M|Q) , οπότε uo∈ Q  και έτσι από 1 έχουµε uo∈ Z.                        
        Για το 5 : Έστω u1≠0. Επειδή [Μ : Κ] = 3 , έχουµε [Κ(u1) : K] = 1ή 3  και συνεπώς K(u1) = K  ή  K(u1)=M. 
                        Αν Κ(u1)=K , τότε u1∈ K  και επειδή τ∈ G(M|K)  , θα έχουµε τ(u1)=u1 , που σηµαίνει από  
                       το 1 ότι  ωu1=u1 , πράγµα  άτοπο για u1≠0.  Συνεπώς Μ=Κ(u1). 
        Για το 6 : Εντελώς όµοια µε το 5. 
        Για το 7 : Αν u1=0 , τότε u1 = αo + ωτ-1(αo) + ω2τ-2(αo) = 0.  Αν u2=0 , τότε u2 = αo + ω2τ-1(αo) + ωτ-2(αo) = 0. 
                        Προσθέτοντας κατά µέλη τις παραπάνω ισότητες παίρνουµε : 2αο+(ω2+ω)τ-1(αο)+(ω2+ω)τ-2(αο)=0.
                        Επειδή ω2+ω+1=0 , η τελευταία ισότητα γίνεται 2αο=τ-1(αο)+τ-2(αο).  Όµως επειδή  
                        uo=αο+τ-1(αο)+τ-2(αο)  , θα έχουµε  3αο=uo. Tώρα από το 4 έχουµε uo∈ Z , και η σχέση  3αο=uo 
                        θα µας δώσει αο∈ Q  οπότε και αο∈ Κ.  Έτσι M=K(αο)=Κ , που είναι άτοπο αφού [Μ : K]=3. 
         
        Από το 7 , έχουµε ότι u1≠0 ή u2≠0. ∆ιακρίνουµε τώρα τις περιπτώσεις : 
        1η Περίπτωση : u1≠0 
                                         Από το 4 έχουµε u13∈ Z.  Γράφουµε u13=k3m , µε k,m∈ Z και m ελεύθερο κύβου.  
                                         To u1 είναι λοιπόν µία λύση της εξίσωσης x3-k3m=0.  Οι άλλες λύσεις της x3-k3m=0  
                                         είναι οι ωu1, ω2u1. Επειδή και το  k m3  είναι ρίζα της εξίσωσης x3-k3m=0 , θα έχουµε  

                                         k m3 ∈ {u1,ωu1,ω2u1}.  Επειδή ω= -1+ -3
2

∈ Κ , θα έχουµε λόγω του 5  ότι  

                                         M=K(u1)=K(ωu1)=K(ω2u1).  Συνεπώς K( m3 ) = Κ(k m3 )= M. 



        2η Περίπτωση : u2≠0 
                                         Οµοίως µε την πρώτη περίπτωση , χρησιµοποιώντας το 6 µπορούµε να δείξουµε ότι 
                                         υπάρχει m∈ Z ελεύθερο κύβου ώστε Μ=Κ( m3 ). 
                                           
 
2.5.1.3 ΘΕΩΡΗΜΑ :  1.  Το ring class field της τάξης Z[ -14 ]  είναι το K( 2 2 1− ). 
                                   2.  Το ring class field της τάξης Z[ -27 ]  είναι το K( 23 ). 
                                   3.  Το ring class field της τάξης Z[ -64 ]  είναι το K( 24 ).  
                                                                                  ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
        1.  Ο δακτύλιος  O=Z[ -14 ] είναι τάξη στο σώµα K = quot(Z[ -14 ]) = Q( -14 ) ( βλ. το 2 της  
             παρατήρησης 2.2.1.3 ).  Επίσης  το  14 είναι ελεύθερο τετραγώνου και (-14)≡2(mod4).  Συνεπώς  RK =  
             = Z[ -14 ]=O (βλ. πρόταση 2.1.1.5 ).  Ζητάµε λοιπόν το ring class field της µέγιστης τάξης του   
             τετραγωνικού φανταστικού σώµατος Κ= Q( -14 ).  Από την παρατήρηση 2.4.1.3  τώρα φαίνεται ότι 
             το ζητούµενο ring class field είναι το σώµα κλάσεως του Hilbert για το σώµα Κ.   
             Έτσι λόγω του 2 του θεωρήµατος 2.3.1.15  έχουµε να υπολογίσουµε την µέγιστη µη διακλαδιζόµενη  
             αβελιανή επέκταση του Κ.  Θέτουµε α:= 2 2 1−  και  L=K(α).  Θα δείξουµε ότι το L είναι η µέγιστη  
             µη διακλαδιζόµενη αβελιανή επέκταση του Κ , και συνεπώς το L θα είναι το ζητούµενο ring class field.  
             Έστω  Η  η µέγιστη αβελιανή µη διακλαδιζόµενη επέκταση του Κ.  Από τον πίνακα της εφαρµογής  

1.2.2.8 παίρνουµε ότι h(-56)=4.  H διακρίνουσα της O είναι  dO= dRK
= -4·14 = -56. 

                  Από τον ισοµορφισµό C(dO) ≅ C(O)  του θεωρήµατος 2.2.3.7 θα πάρουµε τώρα ότι  #C(O) = #C(-56) =  
                  = h(-56) = 4.  Εξάλλου η πρόταση  2.4.1.4 µας δίνει ισοµορφισµό C(O) ≅ G(H|K)  και έτσι  
                  [H : K] = # G(H|K) = 4  ( Σ 2.5.1.3.1).   Το ανάγωγο πολυώνυµο του α πάνω από το Q µπορεί να  

             επαληθευτεί εύκολα ότι είναι το x4+2x2-7.  Επαληθεύεται επίσης εύκολα ότι το  x4+2x2-7 είναι και το  
             ανάγωγο πολυώνυµο του α πάνω από το Κ = Q( -14 ) = Q[ -14 ].   
             Έχουµε λοιπόν [L : K] = 4 ( Σ 2.5.1.3.2).  Επίσης #G(L|K)= [L : K] = 4.  Όµως κάθε οµάδα τάξεως 4 
είναι  
             αβελιανή ( Υπάρχουν δύο οµάδες τάξεως 4. Η µία είναι η Z4 και η άλλη είναι η  
             V4=<a,b | a2=b2=1, ab=ba>. ) , οπότε η G(L|K) είναι αβελιανή. Επειδή τώρα το x4+2x2-7 έχει ρίζες  
             ακριβώς τα   α= 2 2 1−   , b= -2 2 1−  , -α, -b,   είναι διαχωρίσιµο. 
             Θα δείξουµε τώρα ότι b∈ L 

                                                 Πράγµατι , b= i( 2 2 1+ ) = i 7

2 2 − 1
= i 7
α

= -14
2α

∈ L ( αφού Κ=Q( -14 ) ). 

             Συνεπώς η επέκταση L/K , ως σώµα ριζών πάνω από το Κ ενός διαχωρισίµου πολυωνύµου , είναι  
             επέκταση του Galois. Επειδή η G(L|K) είναι αβελιανή , θα έχουµε ότι η επέκταση L/K είναι αβελιανή. 
             Θα δείξουµε τώρα ότι η επέκταση L/K είναι µη διακλαδιζόµενη. 
                                           Κατ' αρχήν επειδή το Κ είναι τετραγωνικό φανταστικό σώµα , οι άπειροι πρώτοι του  
                                           είναι η ταυτοτική απεικόνιση του Κ και η µιγαδική συζυγία. Οι πρώτοι αυτοί δεν  
                                           διακλαδίζονται στο  L  εξ'ορισµού (βλ. ορισµό 2.1.1.3).  Μένει να δειχτεί ότι και οι 
                                           πεπερασµένοι πρώτοι του Κ δεν διακλαδίζονται στο L.  Έχουµε α2=2 2 -1 → 2 ∈ L.
                                           Θέτουµε  K1:=K( 2 ). Λόγω πολλαπλασιαστικότητας του δείκτη  διακλάδωσης , 
αρκεί  
                                           να δειχτεί ότι στις επεκτάσεις  L/K1  και  Κ1/Κ  δεν υπάρχουν πεπερασµένοι πρώτοι  
                                           που να διακλαδίζονται.  
                                           Για την Κ1/Κ :  Αν p είναι πρώτο ιδεώδες του RK , τότε για 2∉ p από το 1 του 
λήµµατος  
                                                                  2.5.1.1 έχουµε ότι ο p δεν διακλαδίζεται στο L.  Μένει η περίπτωση  
                                                                  2∈ p.  Αν   2∈ p , τότε επειδή   i 14 = -14 ∈ Κ⊆ Κ1  θα έχουµε και  



                                                                  i∈ K1.  Άρα -2 ∈ K1 → 7 14
-2

= − ∈ K1 → -7 ∈ K1.  Ισχύει  τώρα ότι  

                                                                  K1=K( -7 ).  (   Πράγµατι, έχουµε Κ( -7 )⊆ Κ1 και επίσης 

                                                                 2 = −14
-7

∈ Q( -7 , -14 )=Κ( -7 )  , οπότε Κ1=Κ( 2 )⊆ Κ( -7 ).   ) 

                                                                  Αν  -7∈ p , τότε επειδή 2∈ p θα έχουµε  1 = (-7+2·3)∈ p , άτοπο γιατί το 
                                                                  p είναι πρώτο ιδεώδες του RK. Έτσι  -7∉ p.  Επειδή τώρα -7=12-4·2 ,  
                                                                  το 2 του λήµµατος 2.5.1.1 θα δώσει ότι το p δεν διακλαδίζεται στο  
                                                                  K1=K( -7 ). 
                                           Για την L/K1 :  Θέτουµε µ=α2= 2 2 -1 , µ'= -2 2 -1.  Έχουµε λοιπόν Κ1= Κ( 2 ) =  
                                                                  Κ(µ) = Κ(µ')  και  L=K( µ ) .Επίσης , όπως δείξαµε και στην  
                                                                  περίπτωση της επέκτασης K1/K  , ισχύει  - 7 ∈ K1    

                                                                  ( πράγµατι,  i∈ K1 → -2 ∈ K1 → 7 14
-2

= − ∈ K1 → -7 ∈ K1  ) 

                                                                  και συνεπώς µµ' = -7 ∈ Κ1.  Η τελευταία σχέση συνεπάγεται ότι  

                                                                  µ' ∈ L.  Μάλιστα L=K1( µ )=K1(
-7
µ'

)=K1( µ' ).  Αν τώρα p1 είναι  

                                                                  πεπερασµένος πρώτος του Κ1 , διακρίνουµε τις περιπτώσεις: 
 
 
 
                                                                   1η Περίπτωση : 2∉ p1. 
                                                                                            Τότε  αφού  µ+µ'=-2 , θα έχουµε ότι κάποιο από τα µ,µ'
                                                                                             δεν ανήκει στο p1. Αν µ∉ p1 , τότε 2µ∉ p1 και  επειδή  
                                                                                             L=K1( µ ) , το 1 του λήµµατος 2.5.1.1 µας δίνει ότι το
                                                                                             p1  δεν διακλαδίζεται στο L.                                            
                                                                   2η Περίπτωση :  2∈ p1. 
                                                                                             Στην περίπτωση αυτή επειδή το 2  είναι ακέραιος  
                                                                                             αλγεβρικός και ανήκει στο Κ1 , θα έχουµε ότι µ∉ p1. 
                                                                                             ( Πράγµατι , αν  (2 2 -1)=µ∈ p1 , τότε  1∈ p1 , πράγµα   
                                                                                             άτοπο γιατί το p1 είναι πρώτο ιδεώδες. ).  Τώρα  
                                                                                             γράφουµε µ = (1+ 2 )2-4·1  και έτσι το 2 του 
λήµµατος 
                                                                                             2.5.1.1  θα δώσει τελικά ότι το p1 δεν διακλαδίζεται 
                                                                                             στο L. 

                  Συνοψίζοντας λοιπόν έχουµε ότι η L/K είναι αβελιανή επέκταση του Κ , µη διακλαδιζόµενη µε [L : 
K]=4. 

             Επίσης η σχέση (Σ 2.5.1.3.1) µας δίνει ότι [Η : K]=4.  Τέλος L⊆ H , αφού Η είναι η µέγιστη αβελιανή    
             µη διακλαδιζόµενη επέκταση του Κ.  Συµπεραίνουµε εποµένως από τα παραπάνω ότι L=H που είναι και 
             η σχέση που θέλαµε να αποδείξουµε. 
  
        2.  Ο δακτύλιος O=Z[ -27 ]  είναι τάξη στο φανταστικό τετραγωνικό σώµα Κ=Q( -27 )=Q( -3 )=Q(i 3 ).  
             Έστω L το ring class field της τάξης O. Θα δείξουµε κατ' αρχήν τα ακόλουθα : 
                    a. To L είναι κυβική αβελιανή επέκταση Galois του Κ. 
                    b. H επέκταση  L/Q  είναι Galois µε οµάδα Galois την S3. 
                    c. Οι πρώτοι του Κ που διακλαδίζονται στο L διαιρούν το modulus 6RK.               



 
             Για το a : Έχουµε dO= -4·27.  Επίσης από τον πίνακα της εφαρµογής 1.2.2.8 έχουµε h(-4·27)=h(-
108)=3. 
                            Από τους ισοµορφισµούς C(O) ≅ C(dO)  , C(O) ≅ G(L|K)  του θεωρήµατος 2.2.3.7 και της  
                            πρότασης 2.4.1.4  αντίστοιχα , θα πάρουµε εποµένως ότι [L : K]=#G(L|K)= h(-108)=3. Το ότι 
                            η L/K είναι αβελιανή προκύπτει από τον ορισµό των ring class fields (βλ. ορισµό  2.4.1.2). 
             Για το b : Tο 1 του λήµµατος 2.4.2.3 δίνει ότι επέκταση  L/Q  είναι Galois. Έχουµε τώρα #G(L|Q)= 

                                 =[L : Q]=[L : K][K : Q] =3·2=6 → #G(L|Q)=6. Υπάρχουν δύο "τύποι�οµάδων τάξεως 6 :  η 
κυκλική  
                                 και η S3.  Θα αποκλείσουµε την περίπτωση η G(L|Q) να είναι κυκλική.  Έστω ότι η G(L|Q) 
είναι  
                                 κυκλική και παράγεται από το ρο∈ G(L|Q).  Θα δείξουµε ότι ρο2=1 , που είναι άτοπο. 
                                                                      Έχουµε  ότι  ρο2∈ G(L|K)  ( λόγω του ότι [G(L|Q) : G(L|K)] = 2 )  και 
επίσης  
                                                                      σ|L·ρο2·σ|L=ρο-2  µε σ|L∈ G(L|Q) (βλ. το 1 του λήµµατος 2.4.2.3).  
Επειδή η  
                                                                      τάξη της σ είναι 2 , θα έχουµε σ|L=ρο3  και συνεπώς θα έχουµε ρο3ρο2 
ρο3=  

                                                                                                            =ρο-2=ρο4 → ρο2=1. 

                  Για το c : Έχουµε Κ=Q( -3 ) , οπότε  RK=Z 1+ -3
2

�

�
�
�

�

�
�
�

(βλ. πρόταση 2.1.1.5)  Τώρα 1+ -3
2

=ω-1  

                                 (ω=e2πi/3)  και έτσι RK=Z[ω].  Έχουµε  dK=3 (βλ. πρόταση 2.1.1.5)  οπότε  επειδή  
                                 d

d
108

3
 36 = 6

K

2O = = , έχουµε ότι ο οδηγός της O είναι το  6.  Η πρόταση 2.4.1.4  τώρα  

                                 θα µας δώσει ότι κάθε πρώτος του Κ που διακλαδίζεται στο L διαιρεί το modulus  6RK. 
                   
                  Παρατηρούµε τώρα ότι από το λήµµα 2.5.1.2  και το γεγονός ότι η L/K είναι κυβική επέκταση  ώστε η  
                  επέκταση  L/Q να είναι Galois  µε οµάδα Galois την S3 µας δίνει ότι υπάρχει ακέραιος αριθµός m  
                  ελεύθερος κύβου ώστε L=K( m3 ).  Θα δείξουµε στην συνέχεια ότι οι µόνοι πρώτοι αριθµοί που διαιρούν
                  το m είναι ο 2 και ο 3. 
                                                   Πράγµατι,  κατ' αρχήν Κ=Q( -3 )=Κ( -1+ - 3

2
)=Κ(ω) , οπότε L=K( m3 )=Q( m3 ,ω). 

                                                   Αν p είναι πρώτος αριθµός που διαιρεί το m , τότε διακλαδίζεται στο L και συνεπώς 
                                                   και το pRK διακλαδίζεται στο L.  Από το c παραπάνω  έχουµε ότι pRK | 6RK  και 
                                                   εποµένως από µονοσήµαντη ανάλυση σε πρώτα ιδεώδη στον δακτύλιο του  
                                                   Dedekind  RK , έχουµε ότι p=2 , ή p=3  ( βλ.  υπενθυµίσεις 1.3.1.1 για τους 
                                                   πρώτους του RK ). 
                  Από το γεγονός ότι το m είναι ελεύθερο κύβου έχουµε ότι m∈ {2,3,4,6,9,12,18,36} 

                  Επειδή Κ( 43 )⊆ Κ( 23 ) , Κ( 93 )⊆ Κ( 33 ) και 23 = 2
4

2
4

33

3 3
= ∈ Κ( 43 ) , 33 = 3

9
3
9

33

3 3
= ∈ Κ( 93 ) ,  θα  

                  έχουµε Κ( 43 )=Κ( 23 ) , Κ( 93 )=Κ( 33 ).  Εξάλλου Κ( 183 )=Κ( 23 · 93 )=Κ( 63 )  και  
                  Κ( 363 )=Κ( 23 · 183 )=Κ( 23 · 63 )=Κ( 123 ).  Συνεπώς για τα διάφορα m που ανήκουν στο σύνολο  
                  {2,3,4,6,9,12,18,36}  παίρνουµε L∈ { Κ( 23 ) , Κ( 33 ) , Κ( 63 ) , Κ( 123 ) }.  Θα αποκλέισουµε την  
                  περίπτωση  L=K( 33 ) : 
                                                     Αν  L=K( 33 ) ,  τότε εκλέγουµε το πολυώνυµο f27 του θεωρήµατος 2.4.2.5 να είναι
                                                     το ανάγωγο πολυώνυµο του πραγµατικού αλγεβρικού ακέραιου 33 .  Ο  αριθµός  
                                                     31  είναι πρώτος και το  f27(x)=x3-3 , έχει διακρίνουσα -35 η οποία εποµένως δεν  
                                                     διαιρείται από το 31.  Επειδή   31=22+27·12  , το θεώρηµα 2.4.2.5  θα µας δώσει  



                                                     τώρα ότι  η ισοδυναµία  x3-3≡0(mod31)  θα έχει λύση στο Z.  Αυτό όµως όπως  
                                                     µπορεί κάποιος να αποδείξει εύκολα µε απλό υπολογισµό είναι άτοπο. 
                  Εντελώς όµοια µπορούµε να αποκλείσουµε τις περιπτώσεις L= Κ( 63 )  και L= Κ( 123 ) , οπότε θα 
έχουµε 
                  L= Κ( 23 ). 
 
             3.  Όµοια µε το 2 και χρησιµοποιώντας ανάλογο λήµµα µε το 2.5.1.2 µπορεί να δειχτεί ότι το ring class 
field 
                  της τάξης Z[ -64 ]  είναι το K( 24 ).  Η απόδειξη παραλείπεται λόγω της µεγάλης της οµοιότητας µε την
                  περίπτωση  2  της τάξης Z[ -27 ]. 
 
                 
                     
  
     

                              



2.5.2   ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΣ ΠΡΩΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ΤΩΝ ΜΟΡΦΩΝ  x2+14y2 , x2+27y2  
           ΚΑΙ  x2+64y2 
  
 

 2.5,2.1 ΘΕΩΡΗΜA :  Για κάθε πρώτο αριθµό p ισχύουν οι ακόλουθες ισοδυναµίες : 
                                    1. " ∃∃∃∃ x,y∈∈∈∈ Z : p=x2+14y2 " ↔↔↔↔ " - 14

p 2

�

�
�

�

�
� =1 και η (x2+1)2≡≡≡≡8(modp) είναι επιλύσιµη στο 

Z". 
                                    2. " ∃∃∃∃ x,y∈∈∈∈ Z : p=x2+27y2 " ↔↔↔↔ " p≡≡≡≡1(mod3) και η x3≡≡≡≡2(modp) είναι επιλύσιµη στο Z 
". 
                                    3. " ∃∃∃∃ x,y∈∈∈∈ Z : p=x2+64y2 " ↔↔↔↔ " p≡≡≡≡1(mod4) και η x4≡≡≡≡2(modp) είναι επιλύσιµη στο Z 
". 
                                                                                    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
           1.  Κατ' αρχήν είναι προφανές ότι για p=7,2 , το αριστερό µέλος της αποδεικτέας ισοδυναµίας δεν 
ισχύει. 
                Επειδή -14

2
-14
7

�

�
�

�

�
� = �

�
�

�

�
� =

2
0  , έχουµε ότι ούτε το δεξιό µέλος ισχύει.  Συνεπώς η αποδεικτέα ισοδυναµία 

                ισχύει για p=7 και p=2.  Έστω τώρα p≠2,7.  Από το θεώρηµα 2.5.1.3 έχουµε ότι το ring class field της 
                τάξης Z[ -14 ] του φανταστικού τετραγωνικού σώµατος Κ=Q( -14 ) είναι το Κ( 2 2 -1 ).  To 
ανάγωγο  
                πολυώνυµο πάνω από το Q του πραγµατικού αλγεβρικού ακέραιου 2 2 -1  επαληθεύεται εύκολα ότι 
                είναι το (x2+1)2-8.  Επειδή η διακρίνουσα του (x2+1)2-8 είναι  -214·7 ( επαληθεύεται εύκολα ) , το 
θεώρηµα  
                2.4.2.5 θα µας δώσει ότι για κάθε πρώτο αριθµό p µε p≠2,7 ισχύει η ακόλουθη ισοδυναµία 
                             " ∃ x,y∈ Z : p=x2+14y2 " ↔ " -14

p
�

�
�

�

�
�

2

=1 και η (x2+1)2≡8(modp) είναι επιλύσιµη στο Z". 

               που είναι ακριβώς αυτή που θέλουµε να αποδείξουµε. 
 
                2.  Είναι προφανές ότι για p=2,3  το αριστερό µέλος της αποδεικτέας ισοδυναµίας δεν ισχύει. Επειδή  
                     2 /≡ 1(mod3)  και 3 /≡ 1(mod3) , δεν ισχύει και το δεξιό µέλος. .  Συνεπώς η αποδεικτέα ισοδυναµία 

                ισχύει για p=2 και p=3.  Έστω τώρα p≠2,3.  Από το θεώρηµα  2.5.1.3 έχουµε ότι το ring class field  
                της τάξης Z[ -27 ] του φανταστικού τετραγωνικού σώµατος Κ=( -27 ) είναι το Κ( 23 ).To ανάγωγο  
                πολυώνυµο πάνω από το Q του πραγµατικού αλγεβρικού ακέραιου 23  επαληθεύεται εύκολα ότι  
                είναι το x3-2. Επειδή η διακρίνουσα του x3-2 είναι  -22·33 ( επαληθεύεται εύκολα ) , το θεώρηµα  
                2.4.2.5 θα µας δώσει ότι για κάθε πρώτο αριθµό p µε p≠2,3 ισχύει η ακόλουθη ισοδυναµία 
                " ∃ x,y∈ Z : p=x2+27y2 " ↔ " - 27

p 2

�

�
�

�

�
� =1 και η είναι x3≡2(modp) επιλύσιµη στο Z". 

                Επειδή   - 27
p
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 , θα έχουµε ότι  

                - 27
p 2

�

�
�

�

�
� =1 αν και µόνο αν η p

3 2

�

�
�

�

�
� =1.  Έχουµε όµως ότι το p modulo 3 είναι 1 ή 2.  Επειδή 2

3 2

�

�
�

�

�
� =-1 και 

                1
3 2

�

�
�

�

�
� =1 , θα έχουµε - 27

p 2

�

�
�

�

�
� =1 ↔ p

3 2

�

�
�

�

�
� =1 ↔ p≡1(mod3).  Οι τελευταίες σχέσεις σε συνδιασµό µε τα  

                παραπάνω µας δίνουν το αποδεικτέο. 
           3.  Η περίπτωση είναι εντελώς όµοια µε τις προηγούµενες και αφήνεται ως άσκηση. 
                 

 



     §1   ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΣ 
            ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ 
 
3.1.1  ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΚΑΙ Η  ℘ -ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΤΟΥ  
          WEIERSTRASS 
 
  Αποδείξεις για την παράγραφο  3.1.1  µπορούν να βρεθουν στο : [Cox] σελ. 200-208 , ενώ περισσότερες 
  ιδιότητες της  ℘℘℘℘ -συνάρτησης του Weierstrass υπάρχουν στο κεφάλαιο 1 του [Lang]. 

 
 
 
3.1.1.1 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Κάθε σύνολο L της µορφής L= w1Z+w2Z  , όπου οι  w1,w2  είναι µιγαδικοί αριθµοί  
                                γραµµικά ανεξάρτητοι στο R , θα ονοµάζεται lattice του C  ή απλά lattice. 
 
 
 
3.1.1.2 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Έστω L ένα lattice του C.  Κάθε µιγαδική συνάρτηση f : C →→→→ C  θα λέγεται 
ελλειπτική  
                                 συνάρτηση του L (elliptic function ) αν είναι µερόµορφη και f(z+w)=f(z) 
,∀∀∀∀ z∈∈∈∈ C,∀∀∀∀ w∈∈∈∈ L. 
 
 
 
3.1.1.3 ΠΡΟΤΑΣΗ : Κάθε ελλειπτική συνάρτηση µε ολόµορφη επέκταση στο C είναι σταθερή. 
 
 
 
3.1.1.4 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Άν  L είναι ένα lattice του C  και r∈∈∈∈ N  µε r>2 , τότε η σειρά 1

wr
w L-{0}∈
�   συγκλίνει  

                                απόλυτα.  Η σειρά αυτή θα συµβολίζεται Gr(L) και θα ονοµάζεται σειρά του 
Eisenstein.      
                                Επίσης , µε g2(L) και g3(L) θα  συµβολίζονται αντίστοιχα τα   60G4(L)  ,  140G6(L).  
 
 

3.1.1.5 ΛΗΜΜΑ : Άν  L είναι ένα lattice του C , τότε η σειρά 1
(z-w)

1
w2 2

w L-{0}
−

�

�
�

�

�
�

∈
�  συγκλίνει στο  C-L. 

                             H συνάρτηση   1
z

 + 1
(z - w)

1
w2 2 2

w L-{0}
−

�

�
�

�

�
�

∈
�   είναι άρτια ελλειπτική συνάρτηση του L 

                             που είναι ολόµορφη στο  C-L και στα στοιχεία του L έχει πόλους τάξης 2. 
 
 
 
3.1.1.6 ΟΡΙΣΜΟΣ : Άν  L είναι ένα lattice του C , τότε η  άρτια ελλειπτική συνάρτηση ℘℘℘℘ ( ·;L) : (C-L) 
→→→→ C : 



                                ℘℘℘℘ (z;L)= 1
z

 + 1
(z - w)

1
w2 2 2

w L-{0}
−

�

�
�

�

�
�

∈
�    θα ονοµάζεται ℘℘℘℘  - συνάρτηση του Weierstrass 

                                για το  lattice L. 
 
 
 
3.1.1.7 ΠΡΟΤΑΣΗ : Άν  L είναι ένα lattice του C  , τότε  

                                            ℘℘℘℘ (z;L) = 1
z

 +  [(2n+1)G (L)z ]2 2n+2
n=1

2n
∞

�     (Σ  3.1.1.7.1) 

 
 
 
 
3.1.1.8 ΠΡΟΤΑΣΗ : 1.  Άν  L είναι ένα lattice του C και  θέσουµε για ευκολία στους συµβολισµούς  
                                     ℘℘℘℘ ( · ) :=℘℘℘℘ ( · ;L) , τότε η ℘℘℘℘   ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση :  
                                                    ℘℘℘℘ '(z)2 = 4℘℘℘℘ (z)3-g2(L)℘℘℘℘ (z)-g3(L)   (Σ  3.1.1.8.1) 
                                2.  Στην έκφραση   Σ 3.1.1.7.1  της ℘℘℘℘ (z;L)  σαν σειρά Laurent τοπικά στο  (0,0) οι  
                                     συντελεστές  της σειράς an:=(2n+1)G2n+2(L)  ανήκουν στο Q(g2(L),g3(L)) 

                                     (Μάλιστα  a1=
g (L)

20
2  , a2=

g (L)
28
3 , a3=

g (L)
1200
2

2
). 

 
 
3.1.1.9 ΠΟΡΙΣΜΑ : Άν  L είναι ένα lattice του C , τότε τα g2(L) , g3(L)  χαρακτηρίζουν πλήρως την  
                               συνάρτηση  του Weierstrass ℘℘℘℘ ( · ; L)  για το lattice L. 
 
 
 
3.1.1.10 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν L είναι ένα lattice του C και θέσουµε℘℘℘℘ ( · ) :=℘℘℘℘ ( · ;L) , τότε ισχύουν τα 
ακόλουθα : 
                                  1.   "℘℘℘℘ (z)=℘℘℘℘ (w)   ↔↔↔↔   z ≡≡≡≡ ±±±±w(modL)" , ∀∀∀∀ z,w∈∈∈∈ (C-L). 

2.  Για w∈∈∈∈ (C-L) , η εξίσωση   ℘℘℘℘ (z)=℘℘℘℘ (w)   ως προς  z  έχει το πολύ δύο λύσεις     
modulo L.   Οι λύσεις αυτές είναι οι w,-w. 

 
3.1.1.11 ΠΟΡΙΣΜΑ  : Αν L είναι ένα lattice του C κσι  θέσουµε℘℘℘℘ ( · ) :=℘℘℘℘ ( · ;L) , τότε για w∉∉∉∉ L ισχύει 
η  
                                  ακόλουθη ισοδυναµία :  " ℘℘℘℘ '(z)=0  ↔↔↔↔  2w∈∈∈∈ L ". 
 
 
    
3.1.1.12 ΠΡΟΤΑΣΗ : Άν L είναι ένα lattice του C και  θέσουµε℘℘℘℘ ( · ) :=℘℘℘℘ ( · ;L) , τότε για κάθε z,w∈∈∈∈ C 
µε  
                                   z,w∉∉∉∉ L και z /≡ ±±±±w(modL)  ισχύει ο ακόλουθος προσθετικός κανόνας : 

                                       ℘℘℘℘ (z+w) = - ℘℘℘℘ (z) - ℘℘℘℘ (w) + 1
4

(z) - '(w)
(z) - (w)

℘ ℘
℘ ℘

�

�
�

�

�
�

'
2

 

 
3.1.1.13 ΠΡΟΤΑΣΗ : Άν L είναι ένα lattice του C , τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                   1.  Κάθε άρτια ελλειπτική συνάρτηση του L , η οποία είναι ολόµορφη στο  C-L 



                                        ανήκει στο C[℘℘℘℘ ( · ;L)].   Είναι δηλαδή πολυωνυµική έκφραση της ℘℘℘℘ ( · ;L). 
                                   2.  Κάθε άρτια ελλειπτική συνάρτηση ανήκει στο  C( ℘℘℘℘ ( · ;L) ).  Είναι δηλαδή  
                                        ρητή έκφραση της ℘℘℘℘ ( · ;L). 
 
 
3.1.1.14 ΠΡΟΤΑΣΗ : Άν L είναι ένα lattice του C , τότε η ℘℘℘℘ ( · ;L) είναι "επί" του C. 
 
 
3.1.1.15 ΣΧΟΛΙΑ : Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι αν η ⋅   εκφράζει την µιγαδική συζυγία  , ισχύουν οι  
                              ακόλουθες  ιδιότητες : 
                                     1.  ℘℘℘℘ ( z ;L ) = ℘ (z ; L)  , ∀∀∀∀ z∈∈∈∈ (C-L) 
                                     2.  g2(L ) = g (L)2 . 
                                     3. g3(L ) = g (L)3 . 
 
 



3.1.2   Η   j -ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΗ  ΕΝΟΣ  LATTICE    
 
 
   Αποδείξεις για τις ιδιότητες της  j-αναλλοίωτης µπορούν να βρεθούν στο : [Cox] σελ. 205-208. 
 
 
 
3.1.2.1 ΟΡΙΣΜΟΣ : ∆ύο lattices  L,L'  θα λέγονται οµοιόθετα αν υπάρχει λ∈∈∈∈ C-{0}  µε L'=λ·L. 
 
 
 
3.1.2.2 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : 1.  Η οµοιοθεσία των lattices είναι σχέση ισοδυναµίας. 
                                          2.   Αν  f(z)  είναι ελλειπτική συνάρτηση για κάποιο lattice L και λ∈∈∈∈ C-{0} , 
τότε 
                                                η  f(λz)  είναι ελλειπτική συνάρτηση για το lattice λL. 
                                                Ειδικότερα , ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις : 
                                                          a.   ℘℘℘℘ (λz ; λL) = λ-2℘℘℘℘ (z ; L) ,  ∀∀∀∀ z∈∈∈∈ (C-L). 
                                                          b.   g2(λL) = λ-4g2(L). 
                                                          c.    g3(λL) = λ-6g3(L).  
 

 
3.1.2.3 ΟΡΙΣΜΟΣ : Αν L είναι lattice του C , τότε ο αριθµός  g2(L)3 - 27g3(L)2  θα συµβολίζεται µε 
∆(L) και θα 

                               λέγεται διακρίνουσα του lattice L. 
 
 
3.1.2.4 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : 1.  Παρατηρούµε ότι για lattice L , το ∆(L) είναι η διακρίνουσα του 
πολυωνύµου 
                                                4x3-g2(L)x-g3(L). 
                                          2.   Άν η   ⋅   εκφράζει την µιγαδική συζυγία , τότε ∆( L ) = ∆(L) . 
  
 
3.1.2.5 ΠΡΟΤΑΣΗ : Άν L είναι lattice του C , τότε ∆(L)≠≠≠≠0. 
 
 

3.1.2.6 ΟΡΙΣΜΟΣ : Άν L είναι lattice του C , τότε ο µιγαδικός αριθµός   1728g (L)
∆(L)
2

3
  θα 

συµβολίζεται µε j(L) 
                                και θα ονοµάζεται j - αναλλοίωτη του lattice L.  ( Στην αµέσως επόµενη 
πρόταση θα  
                                φανεί από που προέρχεται ο χαρακτηρισµός "αναλλοίωτη". ) 
 
 
3.1.2.7 ΠΡΟΤΑΣΗ : Άν L,L'  είναι lattices του C , τότε j(L)=j(L)  αν και µόνο αν τα  L,L'  είναι 
οµοιόθετα. 
 
 
 



3.1.2.8 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Άν L είναι lattice του C , και η ⋅   εκφράζει την µιγαδική συζυγία , 
τότε j j(  ) =  ( )L L . 
             
 
 
3.1.2.9 ΠΡΟΤΑΣΗ : Άν L είναι lattice του C , τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                     1.  g2(L)=0  αν και µόνο αν το L είναι οµοιόθετο µε το lattice Z+iZ   , ( 
i2=1 ). 
                                     2.  g3(L)=0  αν και µόνο αν το L είναι οµοιόθετο µε το lattice Z+ωZ ,  
(ω=e2πi/3 )  . 
                                     3.  Αν  g2(L),g3(L)≠≠≠≠0  , τότε υπάρχουν  λ,µ∈∈∈∈ C-{0} µε  

• g2(λL) = λ-4g2(L) = 20µ   και 
• g3(λL) = λ-6g3(L) = 28µ. 



3.1.3  ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΣ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ 
 
 

3.1.3.1 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω Κ φανταστικό τετραγωνικό σώµα και O µια τάξη του Κ.  Άν a είναι   
                                 κλασµατικό ιδεώδες της O , τότε (λόγω πρότασης 2.2.2.6) το a είναι ελεύθερο Z-
module 
                                 µε rank ίσο µε 2.  Αν  a=αZ+βZ  ,για κάποια α,β∈∈∈∈ Κ , τότε τα α,β  είναι R-γραµµικώς 
                                 ανεξάρτητα. 
                                                                              ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
         Αν τα α,β ήταν γραµµικώς εξαρτηµένα , θα έπρεπε το τ = β

α
 να ανήκει στο R.  Όµως [Q(τ) : Q]≥2   ( αν τ∈ Q

         τότε τα  α,β  θα ήταν Q-γραµµικώς εξαρτηµένα , οπότε θα ήταν και Z-γραµµικώς εξαρτηµένα που είναι  
         άτοπο αφού το a έχει rank ίσο µε 2 ).  Επίσης Q ⊆  Q(τ) ⊆  Κ  µε [K : Q]=2   και  συνεπώς Κ=Q(τ) , οπότε 
         αφού τ∈ R , θα είχαµε Κ⊆ R που είναι άτοπο αφού το Κ είναι φανταστικό σώµα. 
 
 
 
3.1.3.2 ΠΟΡΙΣΜΑ : Κάθε proper ιδεώδες τάξης φανταστικού τετραγωνικού σώµατος είναι lattice του C. 
 
 
 
3.1.3.3 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Από την παρατήρηση 3.1.2.8 συνάγουµε εύκολα ότι αν a είναι proper ιδεώδες   
                                       τάξης φανταστικού τετραγωνικού σώµατος , τότε j(a)∈∈∈∈ R  αν και µόνο αν η τάξη 
                                       της κλάσης του a modulo την υποοµάδα H(O) στην  C(O) είναι 2. 
 
 
 
3.1.3.4 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν L είναι lattice του C , τότε η   συνάρτηση z→→→→℘℘℘℘ (kz ; L)  είναι ρητή έκφραση της  
                                z→→→→℘℘℘℘ (z;L)  για κάθε ακέραιο αριθµό k.  Μάλιστα µπορούµε να  γράψουµε  
                                ℘℘℘℘ (kz)= A( (z) )

B( (z) )
℘
℘

 µε A(x),B(x)∈∈∈∈ C[x] , όπου το Α  να έχει βαθµό k2 , και το Β να έχει 

                                 βαθµό k2-1. 
                                                                              ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
           Κατ' αρχήν θα συµβολίζουµε µε ℘ ( · ) την ℘ ( · ; L) και µε g2 , g3  τα g2(L), g3(L)  αντίστοιχα.  
           Από την πρόταση 3.1.1.12 έχουµε ότι για µιγαδικούς αριθµούς z,w µε  z,w,2z∉ L και z /≡ ±w(modL) 

           ισχύει ότι ℘ ℘ ℘
℘ ℘
℘ ℘

�

�
�

�

�
�(z+w) = - (z) - (w) + 1

4
(z) - (w)
(z) - (w)

2
' ' .  Εφαρµόζοντας τώρα το θεώρηµα de l' Hospital 

           παίρνοντας w→z ,  θα προκύψει ότι ℘ ℘ ℘
℘

�

�
�

�

�
�(2z) =  -  2 (z) + 1

4
(z)
(z)

2
' '
'

.   Τώρα  αν παραγωγίσουµε τη  

           διαφορική εξίσωση Σ  3.1.1.8.1  της πρότασης 3.1.1.8  παίρνουµε ℘ ''(z)=6℘ (z)2- g
2
2   και συνεπώς η  

           προηγούµενη σχέση θα δώσει ℘ ℘
℘

℘ − ℘

�

�
�

�

�
�(2z) =  -  2 (z) +  1

16
(12 (z) -  g

4 (z)  g (z) -  g  
2

3
2 3

)2
.  Η τελευταία σχέση µας 

           δίνει ότι η z→℘ (2z)  είναι ρητή έκφραση της z→℘ (z).  Το συµπέρασµα του θεωρήµατος που αφορά 
τους   
           βαθµούς είναι προφανές ότι ικανοποιείται.   Έστω τώρα ότι για κάποιο φυσικό n∈ N έχουµε ότι η 
z→℘ (nz)   
           είναι ρητή έκφραση της ℘ .  Τότε από τον προσθετικό κανόνα της πρότασης 3.1.3.4 θα πάρουµε ότι 



           ℘ ℘ ℘ ℘ ℘
℘ ℘

�

�
�

�

�
�((n+1)z) =  -  (z) - (nz) + 1

4
(z) -  (nz)
(z) -  (nz)

2
' '  για κάθε  µιγαδικό αριθµό z µε  z,nz∉ L και  

           z /≡ nz(modL).  Από την επαγωγική υπόθεση έχουµε το ζητούµενο για το ℘ ((n+1)z).  Όσο αφορά το  
           συµπέρασµα του θεωρήµατος για τους βαθµούς , είναι δουλειά ρουτίνας να αποδειχτεί χρησιµοποιώντας 

           την επαγωγική υπόθεση και το ότι ℘ ℘ ℘ ℘ ℘
℘ ℘

�

�
�

�

�
�((n+1)z) =  -  (z) - (nz) + 1

4
(z) -  (nz)
(z) -  (nz)

2
' ' . 

 
 
 
            
 
3.1.3.5 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω L = αZ+βZ  lattice του  C για α,β∈∈∈∈ C.  Θέτουµε τ= α

β
∈∈∈∈ (C-R)  και συνεπώς το L  

                                 είναι οµοιόθετο µε το lattice  L' = Z+τZ.  Αν  υπάρχει uo∈∈∈∈ C-Z  ώστε uoL'⊆⊆⊆⊆ L'  , τότε 
                                 ισχύουν τα ακόλουθα :                               

• Tο σώµα Κ=Q(τ)  είναι τετραγωνικό φανταστικό και το σύνολο  
                                                                 O={u∈∈∈∈ K | uL'⊆⊆⊆⊆ L' }  είναι µία τάξη του Κ.  

• To L' είναι proper κλασµατικό ιδεώδες της τάξης O. 
• ∀∀∀∀ u∈∈∈∈ (O-Z) , K=Q(u). 
                    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

           Έχουµε uoL'⊆ L'  → ∃ a,b,c,d∈ Z  µε uo=a+bτ , uoτ=c+dτ.  Επειδή uo∉ Z , θα έχουµε b≠0.  Εξάλλου 

τ = 
u τ
u

o

o
=  

            = c+dτ
a+bτ

 , οπότε  bτ2+(a-d)τ-c =0.  Επειδή  b≠0 , θα έχουµε εποµένως ότι το Κ=Q(τ) είναι τετραγωνικό 

            και φανταστικό ( αφού τ∉ R ) σώµα.  Το σύνολο O={u∈ K | uL'⊆ L' }  φαίνεται αµέσως ότι είναι  
            υποδακτύλιος του Κ  και 1∈ O.  Επίσης , το O είναι Z-module µε rank ίσο µε 2. 
                                                               Πράγµατι , Κ=Q(τ)=Q(a+bτ)=Q(uo).  Επειδή  [Κ : Q]=2 , υπάρχουν το 
πολύ 
                                                               δύο Q-γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του Κ  και συνεπώς υπάρχουν το 
                                                               πολύ δύο Z-γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του O.  Έχουµε εξ' ορισµού 
                                                               uo∈ O. Επειδή τ∉ R , έχουµε επίσης ότι τα 1,uo  είναι Z-γραµµικώς  
                                                               ανεξάρτητα.  Αφού υπάρχουν το πολύ δύο Z-γραµµικώς ανεξάρτητα  
                                                               στοιχεία του O , θα έχουµε ότι O=Z+uoZ.  Εξάλλου αφού τα  1,uo  είναι 
                                                               Z-γραµµικώς ανεξάρτητα , το rank του ελεύθερου Z-module O=Z+uoZ 
                                                               είναι 2.  
            Λόγω του 1 των παρατήρησεων 2.2.1.3 τώρα έχουµε ότι το O είναι τάξη του Κ.  Αποδεικνύουµε τώρα 
ότι το  
            L'  είναι κλασµατικό ιδεώδες της O. 
                                                               Κατ' αρχήν το L'  βλέπουµε εύκολα ότι είναι O-υποmodule του Κ.  
Επίσης 
                                                               uo∈ O → (buo)∈ O.  Για το ζητούµενο , αρκεί εποµένως να δειχτεί ότι  
                                                               (buo)L'⊆ O ή ισοδύναµα ότι (buoτ)∈ O  ( αφού L'=Z+τZ ).  Από τον 
ορισµό  
                                                               της O προκύπτει ότι το  (buoτ)∈ O είναι ισοδύναµο µε το 
                                                               (buoτ)∈  {u∈ K | uL'⊆ L' }. Ο τελευταίος εγκλεισµος ισχύει γιατί  αν  
(x+yτ)∈ L' ,  



                                                               µε x,y∈ Z , τότε  buoτ(x+yτ) = (buox)τ+ uoy(bτ2)  οπότε  αφού uoL'⊆ L'  
                                                               και bτ2=c+(a-d)τ , θα έχουµε  buoτ(x+yτ)∈ L'. 

                 Το L' είναι proper ιδεώδες της O εξ' ορισµού της O.  Τέλος , για κάθε u∈ O-Z  έχουµε uL'⊆ L' , οπότε θα 
            υπάρχουν x,y∈ Z  µε u=x+yτ και συνεπώς Κ=Q(τ)=Q(x+yτ)=Q(u). 
 
 
 
3.1.3.6 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Έστω L = αZ+βZ  lattice του  C για α,β∈∈∈∈ C.  Θέτουµε τ= α

β
∈∈∈∈ (C-R)  και L' = Z+τZ.  

                                       1.  Κάθε µιγαδικός αριθµός u µε την ιδιότητα  uL'⊆⊆⊆⊆ L'  ,  θα λέγεται ότι  έχει   
                                            µιγαδικό πολλαπλασισµό µε το lattice L.  
                                            Επειδή αν ένα lattice L έχει µιγαδικό πολλαπλασιασµό µε κάποιον µιγαδικό  
                                            αριθµό , τότε και κάθε οµοιόθετο µε το L lattice έχει µιγαδικό πολλαπλασιασµό  
                                            µε τον ίδιο αριθµό , µπορούµε να αναφερόµεστε σε µιγαδικό πολλαπλασιασµό 
                                            αριθµού µε κλάση οµοιοθεσίας ενός lattice. 
                                       2.  Αν υπάρχει µιγαδικός αριθµός uo που δεν ανήκει στο Z ώστε το uo να έχει 
                                            µιγαδικό πολλαπλασιασµό µε το L , τότε η τάξη O που ορίζεται στην πρόταση 
                                            3.1.3.5 θα ονοµάζεται πλήρης δακτύλιος µιγαδικού  πολλαπλασιασµού του  L. 
                                       
 
 
 
 
 
 
 
 
3.1.3.7 ΠΡΟΤΑΣΗ ( Ιδιότητες πλήρους δακτυλίου µιγαδικού πολλαπλασιασµού ) :  
                               1.  Έστω lattice L.  Θεωρούµε τ∈∈∈∈ C-Z , ώστε το L να είναι οµοιόθετο µε το latice 
L'=Z+τZ  
                                    (βλ.  εκφώνηση πρότασης 3.1.3.5).  Έστω ότι υπάρχει ο πλήρης δακτύλιος µιγαδικού 
                                    πολλαπλασιασµού  του  L.  Αν µε O συµβολιστεί ο δακτύλιος αυτός , τότε ισχύουν τα 
                                    ακόλουθα :                                                                                                
                                               (a).  O={u∈∈∈∈ K | uL'⊆⊆⊆⊆ L' }.. 
                                               (b).  Αν το L είναι οµοιόθετο µε lattice L1 , τότε και για το L1 υπάρχει  πλήρης 
                                                       δακτύλιος µιγαδικού  πολλαπλασιασµού  , ο οποίος µάλιστα είναι ο O. 
                               2.  Αν O είναι τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα Κ και a είναι ένα proper  
                                    κλασµατικό ιδεώδες της O , τότε το a είναι lattice του C µε πλήρη δακτύλιο 
µιγαδικού 
                                    πολλαπλασιασµού το O. 
                                                                                   ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
              1.  Αν λ∈ C-{0} , τότε   ∀ u∈ C , uL⊆ L ↔ uλL⊆ λL.  Tα (a),(b) είναι τώρα προφανή  
              2.  Για το lattice a έχουµε ότι υπάρχει uo∈ O-Z  , µε  uoa⊆ a  ( µάλιστα οποιοδήποτε στοιχείο του O-Z 
έχει  
                   αυτήν την ιδιότητα ) και συνεπώς από την πρόταση 3.1.3.5 θα υπάρχει ο πλήρης δακτύλιος 
µιγαδικού 
                   πολλαπλασιασµού του lattice a.  Έστω O' ο δακτύλιος αυτός και έστω Κ' το τετραγωνικό 
φανταστικό 



                   σώµα στο οποίο ο O' είναι τάξη (βλ. πρόταση 3.1.3.5).  Γράφοντας a=αZ+βZ  και θέτοντας τ = β
α

   

                   θα έχουµε σύµφωνα µε την πρόταση 3.1.3.5 ότι  Κ'=Q(τ).  Επόµένως Κ'=Q(τ)⊆ Κ , οπότε αφού [Κ' : 
Q] = 
                   = [K : Q] = 2 , θα έχουµε Κ=Κ'.  Τώρα επειδή το a είναι proper ιδεώδες της O θα έχουµε ότι 
                   O = {u∈ Κ | ua⊆ a}.  Εξάλλου από το (a) του 1 έχουµε ότι O'= {u∈ Κ | ua⊆ a} , οπότε και O=O'. 
 
 
 
3.1.3.8 ΛΗΜΜΑ : Αν Α(x),B(x) είναι πολυώνυµα του C[x] πρώτα µεταξύ τους , τότε υπάρχει  
                            πεπερασµένο πλήθος µιγαδικών αριθµών λ  ώστε το πολυώνυµο  A(x)-λB(x) να έχει 
                            πολλαπλή ρίζα. 
                                                                                    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ : 
             Έστω µιγαδικός αριθµός λ  και  έστω ότι το A(x)-λB(x)  έχει πολλαπλή ρίζα z∈ C.  Έχουµε  
             εποµένως ότι Α'(z)=λB'(z)  και συνεπώς  A(z)B'(z)-A'(z)B(z)=0. Έχουµε λοιπόν δείξει τον ακόλουθο  
             εγκλεισµό : { z∈ C | ∃ λ∈ C : το z  είναι πολλαπλή ρίζα του A(x)-λB(x) } ⊆  { z∈ C |  Α(z)B'(z)-
A'(z)B(z)=0 } 
             Όµως το σύνολο { z∈ C |  Α(z)B'(z)-A'(z)B(z)=0 }  είναι πεπερασµένο. 
                                                                              Πράγµατι , το πολυώνυµο Α(x)B'(x)-A'(x)B(x) είναι διάφορο 
                                                                              του µηδενικού πολυωνύµου διότι τα πολυώνυµα A(x) και B(x) 
                                                                              είναι πρώτα µεταξύ τους. 
             Έχουµε λοιπόν ότι το σύνολο { z∈ C | ∃ λ∈ C : το z  είναι πολλαπλή ρίζα του A(x)-λB(x) } είναι  
             πεπερασµένο.  Αν λοιπόν  υπάρχει άπειρο πλήθος µιγαδικών  λ ώστε τα A(x)-λB(x) να έχουν πολλαπλή  
             ρίζα , θα  υπάρχει  zo∈ C  και ακολουθία ξένων ανά δύο µιγαδικών αριθµών (λ )n n∈ N  ώστε το zo να 
             είναι  πολλαπλή ρίζα των πολυωνύµων A(x)-λnΒ(x) , ∀ n∈ N.  Αυτό κατ΄αρχήν σηµαίνει ότι Α(zo)-
λnB(zo)=0  
             , ∀ n∈ N.  Επειδή η ακολουθία (λ )n n∈ N  αποτελείται από ξένους ανά δύο µιγαδικούς αριθµούς ,  
             θα υπάρχει κάποιος όρος της λo διάφορος του µηδενός. Θα έχουµε λοιπόν Α(zo)-λoB(zo)=0   και  
             συνεπώς επειδή τα A(x),B(x) είναι πρώτα µεταξύ τους δεν µπορεί τα Α(zo) και B(zo) να είναι  
ταυτόχρονα  

             µηδέν. Αν  B(zo)≠0 , τότε  ∀ n∈ N , λn=
A(z )
B(z )

o

o
 , οπότε η ακολουθία (λ )n n∈ N  είναι σταθερή , πράγµα άτοπο.  

             Αν πάλι Α(zo)≠0 , τότε ∀ n∈ N . λn=
B(z )
A(z )

o

o
  , οπότε η ακολουθία (λ )n n∈ N  είναι σταθερή και έχουµε πάλι  

             άτοπο. 
 
 
 
 
 
 

3.1.3.9 ΘΕΩΡΗΜΑ : Έστω L lattice του C  και ℘℘℘℘   η συνάρτηση του Weierstrass για το L.  Αν α∈∈∈∈ C-Z , 
τότε : 
                                        1.  Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 
                                               (i).  H ℘℘℘℘ (αz)  είναι ρητή έκφραση της ℘℘℘℘ (z). 
                                              (ii).  αL⊆⊆⊆⊆ L. 
                                             (iii).  To L έχει πλήρη δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού  ο οποίος  
                                                      περιέχει  α . 



                                                  (iv).  Υπάρχει τάξη O  σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα Κ  ώστε να ισχύουν  
                                                           τα ακόλουθα : 

• α∈∈∈∈ O. 
• Το L οµοιόθετο µε proper κλασµατικό ιδεώδες της O. 

                                             2.  Αν ισχύει το (iv) του 1 , τότε τα O,K είναι µοναδικά και ο O είναι ο πλήρης  
                                                  δακτύλιος µιγαδικού πολλαπλασιασµού του L. 
                                             3.  Αν ισχύει το (i) του 1  , τότε η συνάρτηση ℘℘℘℘ (αz) µπορεί να έρθει στην µορφή  
                                                  ℘℘℘℘ (αz)= A( (z))

B( (z))
℘
℘

 , για  πρώτα µεταξύ τους πολυώνυµα A[x],B[x] του C[x] 

                                                  όπου deg(A[x]) = deg(B[x])+1 = [L : αL] = Ν(α).  ( Η νόρµα Ν(α) του α 
                                                  αφορά την επέκταση Κ/Q όπου το Κ είναι το τετραγωνικό σώµα του (iv) του 1 ).
                                                                                              ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

             1.    (i) → (ii)   Έστω ότι ℘ (αz)= A( (z))
B( (z))

℘
℘

 για κάποια πολυώνυµα A[x],B[x] του C[x] , τα οποία (χωρίς  

                                    περιορισµό της γενικότητας) είναι πρώτα µεταξύ τους.  Θα έχουµε λοιπόν A(℘ (z)) = 
                                    = ℘ (αz)·B(℘ (z)).  Επειδή το 0 είναι πόλος τάξης 2 της ℘  , θα είναι και πόλος τάξης 2 της  
                                   ℘ (αz).  Έχουµε τώρα ότι η συνάρτηση  Α(℘ (z))  έχει πόλο στο 0 τάξης 2·deg(A[x])  και η  
                                    συνάρτηση  ℘ (αz)·B(℘ (z))  θα έχει πόλο στο 0 τάξης  2·deg(B[x])+2.  Συµπεραίνουµε 
λοιπόν 
                                    ότι  2·deg(A[x]) = 2·deg(B[x])+2  και εποµένως  deg(A[x])=deg(B[x])+1.  Η τελευταία 
σχέση  

                                    µας δίνει ότι η συνάρτηση A( (z))
B( (z))

℘
℘

 έχει πόλο σε κάθε σηµείο w του lattice L  (λόγω του ότι 

                                    η ℘  έχει πόλους στα σηµεία του L )  και έτσι η ℘ (αz) έχει πόλο σε κάθε σηµείο w του lattice
L 
                                   , πράγµα που σηµάινει ότι η ℘  έχει πόλους σε κάθε σηµείο του αL.  Από το λήµµα 3.1.1.5  
                                   όµως έχουµε ότι η ℘  έχει πόλους ακριβώς στα σηµεία του L και συνεπώς αL⊆ L. 
                   (ii) → (iii)  Αν αL⊆ L , τότε επειδή α∈ C-Z , ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ορισµού 3.1.3.6 και 
συνεπώς 
                                    το L έχει πλήρη δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού.  Εξάλλου από τον ορισµό του 
πλήρους  
                                    δακτυλίου µιγαδικού πολλαπλασιασµού έχουµε ότι το  α περιέχεται σ�αυτόν τον δακτύλιο. 
                   (iii) → (iv)  Αν τo L έχει πλήρη δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού  ο οποίος περιέχει  α, τότε από 
την  
                                    πρόταση  3.1.3.5  έχουµε ότι ο δακτύλιος αυτός αποτελεί τάξη για το τετραγωνικό 
φανταστικό  
                                    σώµα Κ=Q(α) και µάλιστα το L είναι οµοιόθετο µε proper κλασµατικό ιδεώδες της  
                                    προαναφερόµενης τάξης. 
                   (iv) → (i)   Έστω ότι υπάρχει τάξη O  σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα Κ  ώστε  α∈ O  και το L να 
είναι  
                                    οµοιόθετο µε proper κλασµατικό ιδεώδες a της O.  Έχουµε κατ' αρχήν ότι το a έχει πλήρη  
                                    δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού το O (βλ. το 2 της πρότασης 3.1.3.7).  Συνεπώς  
                                    O={ u∈ K | ua⊆ a }  (βλ. το 1(a) της πρότασης 3.1.3.7)  και εποµένως O={ u∈ K | uL⊆ L } 
                                    (βλ. το 1(b) της πρότασης 3.1.3.7).  Επειδή α∈ O , θα ισχύει αL⊆ L.  Άρα η συνάρτηση 
                                    ℘ (αz) είναι περιοδική ως πρός τα στοιχεία του αL ( αφού η ℘  είναι περιοδική ως προς το L 
) 
                                    και  είναι µερόµορφη στο C ( αφού και η ℘  είναι µερόµορφη στο C ) , οπότε θα είναι  
                                    ελλειπτική συνάρτηση του L και µάλιστα άρτια ( αφού και η ℘  είναι άρτια ).  Το 2 της  



                                    πρότασης 3.1.1.13 θα µας δώσει τώρα ότι η ℘ (αz) έιναι ρητή έκφραση της ℘ . 
             2.  Αν ισχύει το (iv) του 1, και το L είναι οµοιόθετο µε proper κλασµατικό ιδεώδες a του O , τότε από το  
                  2 της πρότασης 3.1.3.7 έχουµε ότι το a έχει πλήρη δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού το O ,  
                  πράγµα που σηµαίνει O={ u∈ K | ua⊆ a }  (βλ. το 1(a) της πρότασης 3.1.3.7)  και εποµένως                     
                 O={ u∈ K | uL⊆ L } (βλ. το 1(b) της πρότασης 3.1.3.7).  Από την πρόταση 3.1.3.5 όµως έχουµε K=Q(α) 
                  , συνεπώς το Κ είναι µοναδικό , πράγµα που σηµαίνει λόγω της ισότητας O={ u∈ K | uL⊆ L } ότι και το 
                 O είναι µοναδικό.  Εξάλλου επειδή το L είναι οµοιόθετο µε το a και το a έχει πλήρη δακτύλιο µιγαδικού 
                  πολλαπλασιασµού το O , από το 1 της πρότασης  3.1.3.7 έχουµε ότι ο O είναι  ο πλήρης δακτύλιος  
                  µιγαδικού πολλαπλασιασµού του L. 
 

             3. Έστω ότι ℘ (αz)= A( (z))
B( (z))

℘
℘

 για κάποια πολυώνυµα A[x],B[x] του C[x] , τα οποία (χωρίς περιορισµό της  

                  γενικότητας) είναι πρώτα µεταξύ τους.  Στην απόδειξη της συνεπαγωγής (i) → (ii) του 1 , δείξαµε µε  
                  επειχείρηµα πόλων ότι deg(A[x])=deg(B[x])+1.  Εξάλλου από την ισοδυναµία των προτάσεων του 1 
                  έχουµε ότι το L είναι οµοιόθετο µε proper κλασµατικό ιδεώδες a τάξης O τετραγωνικού φανταστικού  
                  σώµατος αριθµών Κ µε α∈ O.   Eίναι εύκολο να δεί κανείς ότι αφού τα L και a είναι οµοιόθετα , ισχύει  

                  [L : αL] =[a : αa]= # a
aα

 = 
#

#

O
a

O
a

α
�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

 = N(α )
Ν( )

a
a

= N(α) N( )
Ν( )

a
a

= Ν(α).  Μένει λοιπόν να δειχτεί ότι  

                  [L : αL]=deg(A[x]).  Έχουµε α∈ C-Z → α≠0.  Θα δείξουµε ότι υπάρχει  µιγαδικός αριθµός zo µε   
                  2αzo∉ L  (Σ  3.1.3.9.1)   ώστε το πολυώνυµο P(x)=A(x)-℘ (αzo)B(x) να µήν έχει πολλαπλή ρίζα.  
                                                                  Κατ' αρχήν  από το λήµµα 3.1.3.8 έχουµε ότι υπάρχει θετικός πραγµατικός
                                                                  αριθµός r  ώστε για κάθε µιγαδικό αριθµό u που δεν ανήκει στο σύνολο 
                                                                  B(0,r)={ v∈ C | |v|<r } ,  το A(x)-uB(x)  να µην έχει πολλαπλή ρίζα.   
                                                                  Παρατηροούµε όµως ότι επειδή το σύνολο ℘ ( 1

2
L )  είναι αριθµήσιµο ,  

                                                                  ισχύει  ( C-Β(0,r) )-℘ ( 1
2

L )  ≠ ∅ .  Υπάρχει λοιπόν µιγαδικός αριθµός 

                                                                  u  ώστε u∉ B(0,r) και u∉℘ ( 1
2

L ).  Αλλά η ℘  είναι "επί" του C (βλ. 

πρόταση  
                                                                  3.1.1.14)  και έχει πόλους στο L , οπότε αν πάρουµε µιγαδικό αριθµό  
                                                                  w∈ (C-L)  ώστε ℘ (w)=u  και θέσουµε zο:=

w
α

 , τότε αφ' ενός θα έχουµε 

                                                                  ℘ (zοα)=℘ (w)=u∉℘ ( 1
2

L )  που θα δώσει 2αzο∉ L  ,  αφ' ετέρου   

                                                                  το A(x)-uB(x) = A(x)-℘ (w)B(x) = A(x)-℘ (zοα)B(x) δεν έχει πολλαπλή 
ρίζα. 
                  Έχουµε τώρα ότι  deg(A[x])=deg(B[x])+1  και συνεπώς  θα ισχύει deg(P(x))=deg(A(x)).  Εξάλλου  
αL⊆ L  
                  οπότε L⊆ 1

α
L .  Αν {wt}t∈ I  είναι πλήρες σύνολο αντιπροσώπων των κλάσεων της  οµάδας (

1
α

L ,+)   

                  modulo την υποοµάδα της (L,+) ,  τότε θα δείξουµε κατ' αρχήν ότι τα ℘ (zο+wt) ,t∈ I  είναι  
                  διακεκριµένα. 
                                                                  Πράγµατι , αν ℘ (zο+wi) = ℘ (zο+wj) , όπου i,j∈ I µε  i≠j , τότε από το 1 της 
                                                                  πρότασης 3.1.1.10  έχουµε ότι   (zο+wi) ≡ ±(zο+wj)(modL).  
                                                                  Αν (zο+wi) ≡ (zο+wj)(modL)  , τότε  wi≡wj(modL) πράγµα άτοπο λόγω της
                                                                  εκλογής των wt , t∈ I.   Αν πάλι (zο+wi) ≡ -(zο+wj)(modL) , τότε   



                                                                  -2zο≡(wj+wi)(modL) , όµως {wt | t∈ I }⊆  1
α

L  → α(wj+wi)∈ L  και συνεπώς 

                                                                  -2αzο≡α(wj+wi)≡0(modL) , οπότε  2zοα∈ L  που είναι άτοπο από την σχέση
                                                                  Σ 3.1.3.9.1. 
                  Θα αποδείξουµε τώρα ότι τα ℘ (zo+wt) , t∈ I  είναι ρίζες του P(x) : 
                                                                  Πράγµατι , κατ' αρχήν δείχνουµε ότι ∀ t∈ I , (zo+wt)∉ L και α(zo+wt)∉ L 
                                                                                               Έχουµε  wt∈

1
α

L  → αwt∈ L , οπότε αν (zo+wt)∈ L , 

                                                                                               τότε α(zo+wt)∈ (αL)⊆ L → αzo∈ L → 2αzo∈ L , πράγµα  
                                                                                               άτοπο από Σ 3.1.3.9.1.   Αν πάλι α(zo+wt)∈ L , τότε 
                                                                                               αzo∈ L οπότε  2αzo∈ L , πράγµα άτοπο από Σ 3.1.3.9.1. 
                                                                  Έχουµε τώρα ∀ t∈ I , wt∈

1
α

L → αwt∈ L→ α(zo+wt)∈ (αL)⊆ L→ 

℘ (α(zo+wt))= 

                                                                  ℘ (αzo) . Αλλά όµως ℘ (αz)= A( (z))
B( (z))

℘
℘

 → A(℘ (z))=℘ (αz)·B(℘ (z)) →  

                                                                  Α(℘ (zo+wt)) =℘ (α(zo+wt))B(℘ (zo+wt))=℘ (αzo)B(℘ (zo+wt)) → 
Α(℘ (zo+wt))=  
                                                                  =℘ (αzo)B(℘ (zo+wt)) → P(℘ (zo+wt))=0 , ∀ t∈ I. 
 
 
 
                  Στην συνέχεια θα δείξουµε ότι τα ℘ (zo+wt) , t∈ I είναι οι µοναδικές ρίζες του P(x) : 
                                                                   Έστω uo ρίζα του P(x).  Υπάρχει wo∈ C-L µε ℘ (wo)=uo (βλ. πρόταση  
                                                                   3.1.1.14) Έχουµε  0=P(uo)=A(uo)-℘ (αzo)B(uo)= A(℘ (wo))-
℘ (αzo)B(℘ (wo)) 
                                                                   Άρα  A(℘ (wο))-℘ (αzo)B(℘ (wο))=0  (Σ 3.1.3.9.2).   Ισχύει ότι  
Β(℘ (wο))≠0 
                                                                                               Αν Β(℘ (wο))=0 , τότε από Σ 3.1.3.9.2 έχουµε ότι και    
                                                                                               A(℘ (wο))=0 , που είναι άτοπο γιατί τα πολυώνυµα A[x] 
, 
                                                                                               B[x] είναι πρώτα µεταξύ τους. 
                                                                   Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε ℘ (αzo)= A( (w ))

B( (w ))
o

o

℘
℘

.  Αλλά℘ (αz)= A( (z))
B( (z))

℘
℘

                                                                   και έτσι ℘ (αzo)=℘ (αwο) → (αzο)≡±(αwο)(modL) (βλ. το 1 της πρότασης 
                                                                    3.1.1.10).  Επειδή ℘ (-wο)=℘ (wο)  (η ℘  συνάρτηση είναι άρτια ), θα  
                                                                   µπορούσαµε χωρίς περιορισµό της γενικότητας ασχοληθούµε µόνο µε την 
                                                                   περίπτωση  (αzο)≡(αwο)(modL) , η οποία θα µας δώσει  (wο-zo)∈  1

α
L   και 

                                                                   συνεπώς από την εκλογή των wt , t∈ I ,  θα έχουµε ότι ∃ to∈ I µε  
                                                                   (wο-zo) ≡w to

(modL)  πράγµα που σηµαίνει ότι uο=℘ (wο)=℘ (zo+ w to
). 

                  Επειδή εποµένως το σύνολο των ριζών του P(x) είναι το {℘ (zo+wt) | t∈ I} , θα έχουµε ότι deg(A(x)) = 
                 deg(P(x)) = # {℘ (zo+wt) | t∈ I}. Από την άλλη τα ℘ (zo+wt)  είναι διακεκριµένα , οπότε # {℘ (zo+wt) | 
t∈ I} = 
                  = # {wt | t∈ I} = [ 1

α
L  : L] = [L : αL].  Συνεπώς dag(A(x))=[L : αL]. 

 
                    



 
3.1.3.10 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : Αν Κ είναι τετραγωνικό φανταστικό σώµα και O είναι µία τάξη του Κ , τότε 
                                            ισχύουν τα ακόλουθα : 
                                                  1.  Αν a,b είναι proper κλασµατικά ιδεώδη της O , τότε  τα a,b είναι  
                                                       οµοιόθετα ως lattices  αν και µόνο αν aH(O)=bH(O). 
                                                  2.  Αν a είναι proper κλασµατικό ιδεώδες της O , τότε j(a)∈∈∈∈ R  αν και µόνο  
                                                       αν η τάξη του aH(O) στην C(O) είναι 2. 
                                                       (Προκύπτει από το 1 , την πρόταση 3.1.2.7 , την παρατήρηση 3.1.2.8 και  
                                                       το γεγονός ότι a-1H(O) =a H(O) που συνεπάγεται το πόρισµα 2.2.2.12)          
 
                                                    
 
 
3.1.3.11 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν O είναι τάξη σε τετραγωνικό φανταστικό σώµα Κ , τότε υπάρχει "1-1" και "επί"
                                  αντιστοιχία ανάµεσα στην οµάδα κλάσεων ιδεωδών C(O)  και στις κλάσεις  
                                  οµοιοθεσίας των lattices µε πλήρη δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού το O ,  
                                  ώστε κάθε κλάση aH(O) της C(O) ( για proper ιδεώδες a της O ) να ανιστοιχεί  
                                  στην κλάση οµοιοθεσίας του lattice a. 
                                                                                         ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
             Θεωρούµε την απεικόνιση που αναφέρεται στην εκφώνηση.  Η απεικόνιση αυτή είναι καλά ορισµένη 
και  
              "1-1" λόγω του 1 της παρατήρησης 3.1.3.10.  Επίσης είναι "επί"  αφού αν  C είναι κλάση οµοιοθεσίας 
              lattices µε πλήρη δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού το O , τότε αν L είναι ένας αντιπρόσωπος  
              της κλάσης C , από  το 2 του θεωρήµατος 3.1.3.9  θα έχουµε ότι το L είναι οµοιόθετο µε proper  
              κλασµατικό ιδεώδες a της O.  Επόµένως το a έχει πλήρη δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού το O 
              (βλ. ο 2 της πρότασης 3.1.3.7) και η κλάση οµοιοθεσίας που oρίζει το a είναι η C. 
                                   
 
 
3.1.3.12 ΠΟΡΙΣΜΑ : Αν O είναι τάξη σε τετραγωνικό φανταστικό σώµα Κ , τότε υπάρχει πεπερασµένο 
                                 σύνολο µιγαδικών αριθµών  A , µε πλήθος #A=h(O)  ώστε για κάθε lattice L µε  
                                 πλήρη δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού το O να ισχύει j(L)∈∈∈∈ A. 
 
 
 
 
 
 
                                                                                           ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
           Έστω {a1,a2,�,ah(O) }  πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων της οµάδας πηλίκο C(O)= I( )

H( )
O
O

.  Θέτουµε 

           A = { j(a1),,j(a2),�,,j(ah(O)) }.  Λόγω της αντιστοιχίας που αναφέρεται στην πρόταση 3.1.3.11 και  
           της πρότασης  3.1.2.7 έχουµε ότι το A έχει πληθάριθµο h(O)  και για κάθε lattice L µε  πλήρη δακτύλιο  
           µιγαδικού πολλαπλασιασµού το O  ,  ισχύει j(L)∈ A. 
 
 
 
3.1.3.13 ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ-ΕΦΑΡΜΟΓΗ : Είναι προφανές ότι αν ένα lattice έχει µιγαδικό πολλαπλασιασµό  
                                                               µε κάποιον µιγαδικό αριθµό  α , τότε και κάθε οµοιόθετο του lattice 
                                                               έχει µιγαδικό πολλαπλασιασµό µε το α.  Παραδείγµατος χαριν  



                                                               τα lattices που έχουν µιγαδικό πολλαπλασιασµό µε το -5  είναι  
                                                               τα  L1= Z+ -5 Z  , L2=2Z+(1+ -5 )Z και όλα τα οµοιόθετα τους. 
                                                                                            ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
         Έστω lattice L το οποίο έχει µιγαδικό πολλαπλασιασµό µε το -5 .  Από το θεώρηµα  3.1.3.9  έχουµε ότι 
         το L έχει πλήρη δακτύλιο µιγαδικού πολλαπλασιασµού O µε -5 ∈ O  σε τετραγωνικό φανταστικό σώµα  
         Κ.  Επειδή -5 ∉ Z , θα έχουµε από την πρόταση 3.1.3.5 ότι Κ=Q( -5 ).  Από θεωρία τετραγωνικών  
         επεκτάσεων του Q (βλ. πρόταση 2.1.1.5) παίρνουµε ότι RK=Z[ -5 ].  Τώρα αν f=cond(O) , θα ισχύει 
         O = Z+fRK = Z+fZ[ -5 ].  Επειδή όµως πρέπει -5 ∈ O , µε στοιχειώδεις πράξεις µπορούµε να δείξουµε 
         ότι O=Z[ -5 ] και συνεπώς dO= -20.  Από τον πίνακα της εφαρµογής 1.2.2.8 έχουµε ότι C(-20) =  
         { [x2+5y2] , [2x2+2xy+3y2] )  , πράγµα που σηµαίνει ότι C(O) = { (Z+ -5 Z)H(O) , (2Z+(1+ -5 )Z)H(O) }
         και συνεπώς η πρόταση  3.1.3.11 θα µας δώσει ότι τα lattices που έχουν µιγαδικό πολλαπλασιασµό   
         µε το -5  είναι τα  L1= Z+ -5 Z  , L2=2Z+(1+ -5 )Z και όλα τα οµοιόθετα τους.  Μάλιστα η πρόταση  
         3.1.3.11 µας δίνει επιπλέον ότι υπάρχουν ακρίβώς δύο κλάσεις οµοιοθεσίας lattices τα οποία έχουν 
µιγαδικό  
         πολλαπλασιασµό µε το -5 . 
 
 
 
 
 

 
 



      §2  MODULAR ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  
 
 
3.2.1   ΟΙ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ   j , g2 , g3 , ∆     
 
 
              Αποδείξεις για την παράγραφο  3.2.1  µπορούν να βρεθούν στις σελίδες 220-224 του [Cox]. 
 
 
 

3.2.1.1 ΟΡΙΣΜΟΣ :   1.   H  j - συνάρτηση ορίζεται στο πάνω µιγαδικό ηµιεπίπεδο h=(z∈∈∈∈ C | Im(z)>0}  ως  
                                       εξής :    Για  τ∈∈∈∈ h , το j(τ)  είναι η  j - αναλλοίωτη του lattice  Z+τZ.  ∆ηλαδή  
                                       j(τ) := j(Z+τZ). 
                                 2.   H  g2 - συνάρτηση ορίζεται στο πάνω µιγαδικό ηµιεπίπεδο h=(z∈∈∈∈ C | Im(z)>0}  ως  
                                       εξής :    ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ h , g2(τ) := g2(Z+τZ). 
                                 3.   H  g3 - συνάρτηση ορίζεται στο πάνω µιγαδικό ηµιεπίπεδο h=(z∈∈∈∈ C | Im(z)>0}  ως  
                                       εξής :    ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ h , g3(τ) := g3(Z+τZ). 
                                 4.   H  ∆ - συνάρτηση ορίζεται στο πάνω µιγαδικό ηµιεπίπεδο h=(z∈∈∈∈ C | Im(z)>0}  ως  
                                       εξής :    ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ h , ∆(τ) := ∆(Z+τZ). 
 
 
 
 
3.2.1.2 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : 1.  ∆(τ)≠≠≠≠0 , ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ h. 
                                           2.  Αν  τ∈∈∈∈ (iR�h) , τότε  g2(τ),g3(τ),∆(τ),j(τ) ∈∈∈∈ R   (βλ. σχόλια 3.1.1.15 και  
                                                παρατήρηση 3.1.2.8). 
 
 
 
3.2.1.3 ΣΧΟΛΙΑ : Οι ιδιότητες της j συνάρτησης είναι στενά συνδεδεµένες µε την δράση της οµάδας  

                            sl(2,Z) στο σύνολο h.Η δράση αυτή ορίζεται ως εξής :  Για πίνακα γ= a b
c d
�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈ sl(2,Z)    

                            και στοιχείο τ∈∈∈∈ h , ορίζουµε γ·τ = aτ+b
cτ+d

∈∈∈∈ h.  Τα στοιχεία  τ,γ·τ  θα λέγονται  

                            sl(2,Z)-ισοδύναµα.  Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι η  sl(2,Z)-ισοδυναµία είναι σχέση  
                            ισοδυναµίας στο h και ότι για  γ,γ'∈∈∈∈  sl(2,Z) και τ∈∈∈∈ h ισχύει  γ·(γ'·τ) = (γγ')·τ. 
 
 
 
3.2.1.4 ΛΗΜΜΑ : 1.  Κάθε στοιχείο του h είναι sl(2,Z)-ισοδύναµο µε κάποιο τ'∈∈∈∈ h ώστε |Re(τ')|≤≤≤≤ 1

2
 και  

                                  |Im(τ')|≥≥≥≥ 1
2

. 

                             2.  Αν τ,τ'∈∈∈∈ h , τότε υπάρχουν περιοχές U του τ  και V του τ'  ώστε το σύνολο {γ∈∈∈∈ sl(2,Z) | 
                                  ∀∀∀∀ z∈∈∈∈ U , (γ·z)∉∉∉∉ V }  να είναι πεπερασµένο. 
                             3.  Αν τ∈∈∈∈ h , τότε υπάρχει περιοχή U του τ ώστε για κάθε στοιχείο γ της sl(2,Z) να ισχύει  
                                  η ακόλουθη ισοδυναµία :   " ∀∀∀∀∃ ∃∃∃ z∈∈∈∈ U : (γ·z)∈∈∈∈ U"  ↔↔↔↔ "γ·τ=τ" 



 
 
 
3.2.1.5 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν τ,τ'∈∈∈∈ h , τότε τα lattices  Z+τZ , Z+τ'Z  είναι οµοιόθετα αν και µόνο αν υπάρχει  
                                γ∈∈∈∈ sl(2,Z) µε  γ·τ=τ'.   ( Η πρόταση αυτή είναι ακριβώς η ισοδυναµία 2↔↔↔↔3 του  
                                λήµµατος 2.2.3.6  και έχει αποδειχτεί. ) 
 
 
 
 
 
3.2.1.6 ΠΡΟΤΑΣΗ ( Ιδιότητες της συνάρτησης j ) :  
                                    1.  H  j  συνάρτηση είναι ολόµορφη στο h. 
                                    2.  Αν  τ,τ'∈∈∈∈ h , τότε ισχύει η ακόλουθη ισοδυναµία : " j(τ)=j(τ') ↔↔↔↔ ∃∃∃∃ γ∈∈∈∈ sl(2,Z) : γ·τ=τ' 
". 

                                         3.      �   lim g (τ)
Im(τ)  +  3→ ∞

= 8
27
π6  

                                                  �    lim g (τ) = 4
3
π

Im(τ)  +  2
4

→ ∞
 

                                                  �    lim ∆(τ) =  0 
Im(τ)  +  → ∞

 

                                                  �    lim (τ) =
Im(τ)  +  → ∞

j  ∞∞∞∞ 

                                         4.  H j  συνάρτηση είναι "επί" του C. 
                                         5.  Για κάθε τ∈∈∈∈ h ισχύει  j'(τ)≠≠≠≠0 , εκτός από τις ακόλουθες περιπτώσεις                          
                                                          (a).  Υπάρχει γ∈∈∈∈ sl(2,Z) µε τ=γ·i .  
                                                                  Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι  j'(τ)=0 και επιπλέον j''(τ)≠≠≠≠0. 
                                                          (b). Υπάρχει γ∈∈∈∈ sl(2,Z) µε τ=γ·ω . 
                                                                  Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι  j'(τ)≠≠≠≠0  και επιπλέον j''(τ)=0, j'''(τ)≠≠≠≠0.

6.  ∆εν υπάρχει πολυώνυµο P(x)∈∈∈∈ C[x]  µε P(j(τ))=0.  
                                              ( Αφού από την ανάλυση Fourier της  j  -  βλ.  [COX]  θεώρ. 11.8  σελ. 225 -  
                                                προκύπτει ότι lim P( (τ)) 

Im(τ)  +  → ∞
j = ∞∞∞∞ ) 

 
 
 
 

3.2.1.7 ΠΟΡΙΣΜΑ : Αν g2,g3 είναι µιγαδικοί αριθµοί µε g2
3-27g3

2≠≠≠≠0 ,  τότε υπάρχει lattice L µε g2(L)=g2 και 
                               g3(L)=g3.  ( Η πρόταση αυτή προκύπτει από το ότι η  j  είναι "επί" του C.) 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
3.2.2  ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ  MODULAR  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 
 
 

3.2.2.1 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω m∈∈∈∈ N.  Οι υποοµάδες Γο(m)  και  Γο(m)t και Γ(m)  της SL(2,Z) 
ορίζονται ως εξής : 

                                       Γο(m)  : = { a b
c d
�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈ SL(2,Z) | c≡≡≡≡0(modm) } 

                                       Γο(m)t : = { A∈∈∈∈ SL(2,Z) | At∈∈∈∈  Γο(m) } =  { a b
c d
�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈ SL(2,Z) | 

b≡≡≡≡0(modm) } 
                                       Γ(m) : = Γο(m)�  Γο(m)t. 
                                Επίσης ορίζεται το υποσύνολο C(m) του M2x2(Z) ως εξής : 

                                       C(m) : = { a b
0 d
�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈ M2x2(Z) | ad=m , a>0 , 0≤≤≤≤b<d , ΜΚ∆(a,b,d)=1 } 

                                Ο πληθάριθµος του C(m) θα συµβολίζεται µε c(m). 
 
 
 
3.2.2.2 ΠΡΟΤΑΣΗ :  1. Γο(1) = SL(2,Z). 

                                 2. c(m) = m· 1 +  
1
pp

p | m

�

�
�

�

�
�

∈
∏

P
.      (Βλ.  [Cox] , άσκηση  11.9 , σελ 245). 

  
 
3.2.2.3 ΣΧΟΛΙΑ : Υπενθυµίζουµε ότι αν S⊆⊆⊆⊆ SL(2,Z) και f είναι µια µιγαδική συνάρτηση 
ορισµένη σε  
                             υποσύνολο A του C  λέγεται αναλλοίωτη από την S στο Α  αν  f(γ�τ)=f(τ) , 
∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ Α,∀∀∀∀ γ∈∈∈∈ S. 
 
 
 
 
3.2.2.4 ΠΡΟΤΑΣΗ :  Άν m∈∈∈∈ N  και f είναι συνάρτηση ορισµένη στο h={z∈∈∈∈ C | Im(z)>0}  ώστε να 
ισχύουν τα 
                                 ακόλουθα : 
                                                  (a).  H  f  είναι µερόµορφη στο C. 
                                                  (b).  Η  f  είναι αναλλοίωτη από την Γο(m). 
                                και στην οριζόντια λωρίδα  L={z∈∈∈∈ C | ao≤≤≤≤Im(z)≤≤≤≤bo}  , µε ao,bo∈∈∈∈ R , ao<bo , 
του h  η  f   
                                δεν έχει πόλο , τότε η f|L  γράφεται κατά µοναδικό τρόπο σαν σειρά Fourier :  
                                f|L(τ)= α en

2π iτ
m n

n =  -

+

∞

∞

� = α qn

1
m n

n =  -

+

∞

∞

�    ,  q=e2πiτ.   

                                                            (Βλ.  [Cox]  σελ. 225). 
 
 



 
3.2.2.5 ΛΗΜΜΑ :  Έστω m∈∈∈∈ N και µιγαδική συνάρτηση  f : h →→→→ C  µε τις ιδιότητες  (a) και (b) 
της  

                             πρότασης 3.2.2.4.  Αν  γ∈∈∈∈ SL(2,Z) , τότε και η συνάρτηση  τ →→→→ f(γ·τ)  έχει τις 
ιδιότητες (a) 

                                  και (b) και συνεπώς σε οριζόντιες λωρίδες του h στις οποίες η f(γ·τ) δεν έχει 
πόλους , 
                                  έχει έκφραση σε σειρά Fourier. (Βλ.  [Cox] σελ. 225). 
 
 
 

3.2.2.6 ΟΡΙΣΜΟΣ : Μια µιγαδική συνάρτηση f(τ) ορισµένη στο πάνω µιγαδικό επίπεδο h={z∈∈∈∈ C 
|Im(z)>0} 

                              για την οποία η σειρά Fourier της  f(γ·τ)  (όπου υπάρχει) , ∀∀∀∀ γ∈∈∈∈ SL(2,Z)  έχει  
                              πεπερασµένο  πλήθος αρνητικών εκθετών ονοµάζεται '' meromorphic at the 
cusps ''. 
 
 
 
 
 
3.2.2.7 ΟΡΣΜΟΣ : Έστω m∈∈∈∈ N.  Μια µιγαδική συνάρτηση f(τ) ορισµένη στο πάνω µιγαδικό 
επίπεδο  

                              h={z∈∈∈∈ C|Im(z)>0   που ικανοποιεί  τις ακόλουθες ιδιότητες :  
                                                  (a).  H  f  είναι µερόµορφη στο C. 
                                                  (b).  Η  f  είναι αναλλοίωτη από την Γο(m). 
                                                  (c).  H  f  είναι meromorphic at the cusps. 
                              λέγεται  ''modular συνάρτηση για την Γο(m) ''. 
 
 
 
 
3.2.2.8 ΠΡΟΤΑΣΗ  (Ιδιότητες modular συναρτήσεων) : Έστω m∈∈∈∈ N.  Ισχύουν τα ακόλουθα : 

1.  Άθροισµα , γινόµενο και πηλίκο modular συναρτήσεων για την Γo(m) 
είναι  

     modular συνάρτηση για την Γo(m). 
2.  Οι σταθερές συναρτήσεις είναι modular συναρτήσεις της Γο(m). 
3.  Αν f  είναι ολόµορφη modular συνάρτηση για την Γο(m)  στο  h , τότε 
τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 

• lim f(τ)
Im(τ)  +
       τ

→ ∞
∈ h

∈∈∈∈  C. 

• Η  έφραση fourier της f στο h  έχει την µορφή α qn

1
m

n

n =  

+

0

∞

�  , 

q=e2πiτ. 
4.  Αν  f  είναι ολόµορφη modular συνάρτηση για την  SL(2,Z) στο h , 
ώστε         

    lim f(τ)
Im(τ)  +
       τ

→ ∞
∈ h

∈∈∈∈  C   ,   τότε η f  είναι σταθερή. 



          (Τα  1,2,3  είναι απλές ασκήσεις , ενώ για το 4 παραπέµπουµε στο λήµµα 11.10 του [Cox] 
σελ.226). 

 
 
 
3.2.2.9 ΠΡΟΤΑΣΗ :  H  j  συνάρτηση είναι modular για την SL(2,Z) και µάλιστα η έκφραση 

Fourier της  

                                είναι  :    j(τ)= 1
q

+ c qn
n

n=

+

0

∞

�     , όπου q=e2πiτ  και  cn∈∈∈∈ Z  ,∀∀∀∀ n≥≥≥≥0  µε  

c0=744,c1=196884. 
                                    (Για την απόδειξη παραπέµπουµε στα [Lang] §4.1  και  [Apostol] §1.15). 
 
 
 
3.2.2.10  ΣΧΟΛΙΑ : Στην πιο πάνω πρόταση φαίνεται γιατί υπάρχει ο συντελεστής 1728 στον 
ορισµό  

3.1.2.6 της  j - αναλλοίωτης.  Πολλαπλασιάζοντας µε το 1728 , οι συνελεστές της 
έκφρασης fourier της j  συνάρτησης γίνονται ακέραιοι αριθµοί. 
 
 
 

 

3.2.2.11  ΛΗΜΜΑ : Έστω  σο=
m 0
0 1

�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈ C(m).  Ισχύουν τα ακόλουθα : 

1.    Γο(m) = ( σο-1· SL(2,Z)·σο )�SL(2,Z). 
2.    Υπάρχει �1-1� και �επί�  αντιστοιχία µεταξύ των στοιχείων της C(m) και 
των  

       δεξιών cosets της Γο(m) στην SL(2,Z).  H αντιστοιχία αυτή δίνεται από 
το  
       παρακάτω διάγραµµα : 
                                 σ  →→→→  ( σο-1· SL(2,Z)·σ )�SL(2,Z) . 
                    (Βλ.  [Cox]  άσκηση 11.8  σελ. 245). 
 
 
 
 
 

3.2.2.12  ΛΗΜΜΑ : Έστω m∈∈∈∈ N και γ∈∈∈∈ SL(2,Z).  Αν σ είναι το µοναδικό στοχείο του C(m) µε  
                              ( σο-1· SL(2,Z)·σ )�SL(2,Z) = Γο(m)·γ  (βλ.  Λήµµα 3.2.2.11) , τότε ισχύει 
ότι  : 
 
                                                          j(m·γ·τ) = j(στ) , ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ h.   ( Σ 3.2.2.12.1). 
 
                              Μάλιστα , το  σ  είναι το µοναδικό στοιχείο του C(m)  µε την ιδιότητα  Σ 
3.2.2.12.1 

                              και αν σ= a b
0 d
�

�
�

�

�
� , τότε : 



                                                         j(στ)= ζ

q

c ζ qm
-ab

1
m

a n m
abn

1
m

a n

n =  0
2

2

�

�

�
�

�

�

�
�

+
�

�

�
�

�

�

�
�

∞

�  , ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ h  ( Σ 3.2.2.12.2) 

                             όπου  q=e2πiτ, ζm=e2πi/m  και (c )n n=0
∞   η ακολουθία συντελεστών Fourier της j   

                             συνάρτησης ( βλ. πρόταση 3.2.2.9 ). 
                                     (Απόδειξη του λήµµατος υπάρχει στην σελίδα 229 του [Cox]). 
 
 
 
3.2.2.13  ΠΡΟΤΑΣΗ  ( Αρχή  q- αναπτύγµατος του Hasse ) : Έστω  A προσθετική υποοµάδα της 

(C,+) και  
                                  f(τ)  ολόµορφη  modular συνάρτηση για την SL(2,Z).  Αν το ανάπτυγµα  
Fourier της f  

                                  είναι  f(τ)= α qn
n

n=-M

+∞

� , όπου q=e2πi, Μ∈∈∈∈ N , και  α-Μ,α-Μ+1,�,α0∈∈∈∈ Α  ,  τότε η  f  

είναι  
                                  πολυωνυµική έκφραση της  j   συνάρτησης µε συντελεστές από το Α. 

                                                                              (Βλ. [Cox] άσκηση 11.12 , σελ. 246). 
 
 

 
 
 
                                  
                                                   



 
3.2.3  Η  MODULAR  ΕΞΙΣΩΣΗ 
 
 
 
 

3.2.3.1 ΠΡΟΤΑΣΗ : Από τo 2 της πρότασης 3.2.2.2  έχουµε c(m)=#C(m)<∞∞∞∞.  Άν  f  είναι ένα συµµετρικό  
                                πολυώνυµο των  j(στ) , σ∈∈∈∈ C(m)    ,  τότε η f(τ) είναι modular συνάρτηση για την  
                                SL(2,Z) και ειδικότερα υπάρχει πολυώνυµο A(x) του Z[x] ώστε  f(τ) = Α(j(τ)). 
                                                                                ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
        Από το 2 του λήµµατος  3.2.2.11 έχουµε ότι c(m)= #C(m) = [SL(2,Z) , Γο(m)].   Έστω λοιπόν ότι τα δεξιά  
        cosets  της Γο(m) στην SL(2,Z)  είναι τα  Γο(m)γ1, Γο(m)γ2,�,Γο(m)γc(m)  ,   για γ1,γ2,�,γc(m)∈ SL(2,Z). 
        To f(τ) είναι εποµένως συµµετρικό πολυώνυµο των  j(m·γt·τ) ,  t=1,2,..,c(m).   Θα δείξουµε κατ� αρχήν ότι 
το 
        f(τ) είναι αναλλοίωτο από την SL(2,Z) ,  δηλαδή ότι f(γτ)=f(τ) ,∀ γ∈ SL(2,Z). 
                                              Πράγµατι , αν  γ∈ SL(2,Z)  τότε  το  {γ1·γ , γ2·γ , � , γc(m)·γ} (  λόγω της εκλογής 
του  
                                              {γt | t=1,2..c(m)} ως πλήρους σύστηµατος αντπροσώπων δεξιών κλάσεων  
                                              modulo  Γο(m)  )  είναι και αυτό πλήρες σύστηµα αντπροσώπων δεξιών κλάσεων  
                                              modulo  Γο(m).   Συνεπώς για κάθε  συµετρικό πολυώνυµο  c(m)- µεταβλητών   
                                              P(x1,x2,�,xc(m))  µε συντελεστές από τον δακτύλιο  H(h ; C) των ολόµορφων  
                                              συναρτήσεων στο πάνω µιγαδικό ηµιεπίπεδο h  ισχύει  : 
                                              P(j(mγ1·γ·τ), j(mγ2·γ·τ),�, j(mγc(m)·γ·τ)) = P(j(mγ1·τ), j(mγ1·τ),�, j(mγ1·τ)). 
                                              Αυτό σηµαίνει ότι  f(γ·τ) = f(τ).                                                                                    
        Εχουµε επίσης ότι η f(τ)  είναι ολόµοφη συνάρτηση στο h  αφού η j - συνάρτηση είναι ολόµορφη στο h ( 
βλ.  
        το 1 ης πρότασης 3.2.1.6 ).  H f επόµένως είναι ολόµορφη στο h και αναλλοίωτη από την SL(2,Z)  και έχει 

        κατά συνπεπεια ανάπτυξη  Fourier στο h της µορφής α en
2πiτn

n = -

+

∞

∞

�  ,   αn∈ C ,∀ n∈ Z .  Θα δείξουµε τώρα ότι  

        η f είναι meromorphic at the cusps. 
                                              Πράγµατι , η σχέση  Σ 3.2.2.12.1 του λήµµατος 3.2.2.12  και η αντιστοιχία του 2 
του  
                                              λήµµατος 3.2.2.11 µας δίνει ότι οι συναρτήσεις  j(m·γt·τ) , t=1,2,�,c(m)  
εκφράζονται  
                                              σε σειρά Fourier µε πεπερασµένο πλήθος αρνητικών εκθετών.  Επειδή το f(τ) είναι 
                                              πολυώνυµο των  j(m·γt·τ) ,  t=1,2,..,c(m)  , θα µπορεί να γραφεί ως σειρά Fourier 
µε   
                                              πεπερασµένο πλήθος αρνητικών εκθετών.  Από τη µοναδικότητα της έκφρασης σε  
                                              σειρά  Fourier , έχουµε ότι η σειρά Fourier της f θα έχει πεπερασµένο πλήθος  
                                              αρνητικών εκθετών.  Επειδή f(γτ)=f(τ) ,∀ γ∈ SL(2,Z) , θα έχουµε εππλέον ότι ότι για
                                              κάθε γ∈ SL(2,Z) , η  σειρά Fourier της f(γτ) θα έχει πεπερασµένο πλήθος αρνητικών 
                                              εκθετών και έτσι η f  είναι meromorphic at the cusps (βλ. ορισµό 3.2.2.6). 
        Η  f(τ)  εποµένως σύµφωνα µε τον ορισµό 3.2.2.7 θα είναι modular συνάρτηση για την SL(2,Z). 
        Από την αρχή του q - αναπτύγµατος του Hasse (βλ. πρόταση 3.2.2.13) έχουµε ότι υπάρχει πολυώνυµο  
        Α(x)∈ C[x] µε f(τ)=Α(j(τ)).  Θα δείξουµε στην συνέχεια ότι  Α(x)∈ Z[x].  Το λήµµα 3.2.2.12 δίνε ότι για 
κάθε  

        σ∈ C(m) , το j(στ) είναι µεροµορφική έκφραση του q
1
m  , ( όπου q=e2πiτ ) µε συντελεστές από το Q(ζm) ,  



        (ζm=e2πi/m).  Ως πρώτο βήµα  θα δείξουµε ότι κάθε στοιχείο της οµάδας Galois G(Q(ζm) | Q)  επάγει  
        µετάθεση του συνόλου { j(στ) | σ∈ C(m) }  δρώντας στους συντελεστες των εκφράσεων Fourier των  
        j(στ) , σ∈ C(m). 
                                              Πράγµατι, αν  φ  είναι στοιχείο της οµάδας Galois G(Q(ζm) | Q) , τότε υπάρχει k∈ N 
µε  
                                              ΜΚ∆(k,m)=1  ώστε  φ(ζm)=ζm

k.  Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι ο  φ  επάγει  

                                              αυτοµορφισµό �φ  στο σύνολο των µεροµορφικών εκφράσεων του q
1
m   µε  

                                              συντελεστές από το Q(ζm)  , δρώντας στους συντελεστές.  Έστω τώρα  

                                              σ= a b
d0

�

�
�

�

�
� ∈ C(m). Έχουµε  λοιπόν  ad=m , 0≤b<d , ΜΚ∆(a,b,d)=1  (βλ. ορισµό  

                                              3.2.2.1).  Τώρα , το λήµµα 3.2.2.12  θα µας δώσει ότι 

                                              �φ (j(στ)) = ζ

q
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-abk
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� .  Θέτουµε  b'  το µοναδικό στοιχείο  

                                              του συνόλου { 0,1,2,�, d-1}  µε  b'≡bk(modd) , οπότε αφού ad=m  θα έχουµε  

                                              ζm
abk = ζm

ab' .   Συνοψίζοντας , ισχύει  �φ (j(στ)) = ζ

q

c ζ qm
-ab '
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                                             Παρατηρούµε όµως ότι a b'
d0

�

�
�

�

�
� ∈ C(m)  ,  οπότε θέτοντας σ'= a b'

d0
�

�
�

�

�
�  θα πάρουµε 

                                                  �φ (j(στ)) = j(σ'τ)  (βλ.  λήµµα 3.2.2.12).    
                                                  Η τελευταία σχέση µας δίνει ότι κάθε στοιχείο της οµάδας Galois  G(Q(ζm) | Q)   
                                                  επάγει µετάθεση του συνόλου  { j(στ) | σ∈ C(m) }  δρώντας στους συντελεστες των 
                                                  εκφράσεων Fourier. 
            Θα δείξουµε στην συνέχεια ότι η f(τ) έχει  µεροµορφική έκφραση Fourier µε ακέραιες δυνάµεις του q=e2πiτ 
και  
            µε συντελεστές ακεραίους αριθµούς. 
                                                  Αφού το f(τ)  είνα συµµετρικό πολυώνυµο των j(στ) , σ∈ C(m)  θα έχουµε ότι  
                                                  κάθε στοιχείο της οµάδας G(Q(ζm) | Q) δρώντας στους συντελεστές της έκφρασης  
                                                  Fourier  της f(τ) θα τους αφήνει αναλλοίωτους.  Αυτό σηµαίνει ότι οι συντελεστές 
της  
                                                  έκφρασης Fourier της f(τ) ανήκουν στο Q.  Παρατηρούµε όµως ότι οι συντελεστές 
των   
                                                  εκφράσεων Fourier των j(στ) , σ∈ C(m)  είναι αλγεβρικοί ακέραιοι (βλ. λήµµα  

3.2.2.12) και συνεπώς και οι συντελεστές της έκφρασης Fourier της f(τ) πρέπει να  
                                                  είναι αλγεβρικοί ακέραιοι.  Συνοψίζοντας, οι συντελεστές της έκφρασης Fourier της 
                                                  f(τ) πρέπει να είναι αλγεβρικοί ακέραιοι και ταυτόχρονα ρητοί αριθµοι , οπότε θα  
                                                  ανήκουν στο Z.  Εξάλλου στην αρχή της απόδειξης δείξαµε ότι η f(τ) έχει έκφραση 
                                                  σε σειρά Fourier µε ακέραιες δυνάµεις του q=e2πiτ , οπότε έχουµε το ζητούµενο . 
           Γράφοντας τωρα A(x)=Arxr+Ar-1xr-1+�+A1x+A0  , µε r∈ N, Ar≠0 , At∈ C ,t=0,1,�,r   και θεωρώντας τις  

      εκφράσεις Fourier των f(τ) , j(στ) , σ∈ C(m) (βλ. λήµµα 3.2.2.12) είναι εύκολο   - λαµβάνοντας υπ�όψιν  ότι 
      f(τ)=Α(j(τ)) , καθώς και ότι η f(τ) έχει  µεροµορφική έκφραση Fourier µε ακέραιες δυνάµεις του q=e2πiτ και  
µε  
      συντελεστές ακεραίους αριθµούς  -  ελέγχοντας τους συντελεστές Fourier αρνητικών δυνάµεων του q=e2πiτ -
      να δούµε ότι At∈ Z , t=0,1,�,r. 



 
 
 
   Υπενθυµίζουµε ότι για τυχαία υποσύνολα S,T του C , ώστε το T να είναι ανοιχτό , το   σύµβολο H(Τ ; S)  
   εκφράζει το σύνολο των ολόµορφων συναρτήσεων T →→→→ S.   Είναι εύκολο να δειχτεί ( λόγω ανοιχτής  
   απεικόνισης )  ότι το H(Τ ; S) είναι αντιµεταθετικός δακτύλιος χωρίς µηδενοδιαιρέτες. 
 
 
 

3.2.3.2 ΟΡΙΣΜΟΣ : To πολυώνυµο  Φm(x ; τ) := (x -  (σ τ))
σ (m)

j ⋅
∈
∏
C

 ∈∈∈∈  H(h ; C)(x)  έχει συντελεστές συµµετρικά 

                               πολυώνυµα των  j(στ) , σ∈∈∈∈ C(m).  Σύµφωνα λοιπόν µε την πρόταση 3.2.3.1 , θα  

                               υπάρχει πολυώνυµο Φm(x,y)∈∈∈∈ Z[x,y]  ώστε  Φm(x,j(τ)) = (x -  (σ τ))
σ (m)

j ⋅
∈
∏
C

.     

                               H  εξίσωση Φm(x,y)=0  θα ονοµάζεται modular εξίσωση.  Επίσης - κάνοντας  
                               κατάχρηση ορολογίας -  θα ονοµάζεται modular εξίσωση το πολυώνυµο Φm(x,y) ,   
                               καθώς και το Φm(x ; j(τ)). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.2.3.3 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : Λόγω της αντιστοιχίας µεταξύ C(m) και των δεξιών coset της Γο(m) στην 

SL(2,Z) 
                                           που αναφέρεται στο 2 του λήµµατος 3.2.2.11  , βέπουµε ότι ισχύει  

                                                            Φm(x,j(τ)) = (x -  (σ τ))
σ (m)

j ⋅
∈
∏
C

= ( x - (m γ τ) )t
t = 1

c(m)
j ⋅ ⋅∏        ( Σ  3.2.3.3.1 )  

                                          όπου γ1,γ2,�,γc(m)  είναι πλήρες σύστηµα δεξιών αντιπροσώπων της SL(2,Z)  
                                          modulo την  Γο(m).   Εξάλλου η σχέση Σ 3.2.3.3.1  συνεπάγεται αµέσως ότι για  

                                          σο=
m 0
0 1

�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈ C(m) ισχύει  (αφού σο·τ = mτ )  ότι  

                                                                                   Φm(j(mτ),j(τ)) =0   , ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ h             ( Σ  3.2.3.3.2 ). 
                                            
 
 

 
3.2.3.4 ΠΡΟΤΑΣΗ (Ιδιότητες modular εξίσωσης) : Έστω m∈∈∈∈ N.  Ισχύουν τα ακόλουθα : 

1.  Το Φm(x,y) είναι ανάγωγο πολυώνυµο µεταβλητής  x  µε συντελεστές  από το 
σώµα  C(y).  Έχει βαθµό c(m)  και µάλιστα : 

         Φm(x,j(τ)) = Irr( j(mτ) | C(j(τ) )(x). 
2.  Φm(x,y)=Φm(y,x). 



3.  Αν m≠≠≠≠���� , τότε το Φm(x,x) είναι πολυώνυµο βαθµού µεγαλύτερου του 1 και µε 
µεγιστοβάθµιο συντελεστή  1 ή -1. 

4.  Αν m=p∈∈∈∈ PPPP , τότε Φp(x,y)≡≡≡≡(xp-y)(x-yp) (mod pZ[x,y] )    
5.  Φm(j(mτ) ; j(τ)) =0  και Φm(j(σ·τ) ; j(τ)) =0  , ∀∀∀∀ τ∈∈∈∈ h , ∀∀∀∀ σ∈∈∈∈ C(m). 

                                    (H  ιδιότητα 4 είναι γνωστή ως '' σχέση ισοδυναµίας του Kronecker ''.) 
                                                                                             ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

1.  Θέτουµε Fm το σώµα συναρτήσεων των ρητών εκφράσεων των j(τ), j(mτ)  µε συντελεστές από το C.  
∆ηλαδή  Fm = C(j(τ),j(mτ)).  Επειδή Φm(x,y)∈ Z[x,y] , θα έχουµε Φm(x, j)∈ Z[ j ][x].  Θα δείξουµε κατ� 
αρχήν ότι  [Fm : C(j(τ))] ≤ c(m). 

                                                 Πράγµατι, από την Σ 3.2.3.3.1  έχουµε ότι η συνάρτηση j(mτ) είναι ρίζα του 
Φm(x,j(τ)).   
                                                 Από τον ορισµό όµως της modular εξίσωσης (βλ. ορισµό 3.2.3.2) έχουµε ότι  
                                                 deg( Φm(x,j(τ)) ) = c(m)  , οπότε [Fm : C(j(τ))] = [C( j(mτ),j(τ)) : C(j(τ))] ≤ deg( 
Φm(x,j(τ)) )=   
                                                 = c(m). 
                 Στην συνέχεια δείχνουµε ότι   [Fm : C(j(τ))] ≥c(m). 
                                                 Αν θέσουµε µε F το σώµα των µερόµορφων συναρτήσεων στο h , τότε το Fm είναι  
                                                 προφανώς υπόσωµα του F.  Θεωρούµε την αντιστοιχία Fγ : Fm → F  ώστε κάθε 
                                                 στοιχείο f(τ) του Fm να αντιστοιχεί στο στοιχείο f(γ·τ) του F.  H  Fγ  είναι  µία  
                                                 C(j(τ)) - εµφύτευση του Fm στο F. 
                                                                                       Πράγµατι, η Fγ είναι καλά ορισµένη γιατί για κάθε 
µερόµορφη  
                                                                                       συνάρτηση g(τ) του h η g(γ·τ) είναι µερόµορφη 
(επαληθεύεται  
                                                                                       εύκολα).  Επίσης η j  συνάρτηση είναι SL(2,Z)-αναλλοίωτη  
                                                                                       (βλ. το 2 της πρότασης 3.2.1.6) , οπότε η Fγ είναι σταθερή 
                                                                                       στο C(j(τ)).  Εξάλλου η Fγ είναι προφανώς οµοµορφισµός ,  
                                                                                       οπότε για το �1-1�  αρκεί να δειχτεί ότι Ker(Fγ)={0}.   
                                                                                       Αν P(x,y)∈ C[x,y]  πολυώνυµο δύο µεταβλητών µε  
                                                                                       P(j(m·γ·τ),,j(γ·τ))=0  , τότε αντικαθιστώντας  το  τ  µε το  
                                                                                       γ-1·τ   προκύπτει ότι P(j(mτ), j(τ)) = 0. ∆είξαµε λοιπόν την  
                                                                                       συνεπαγωγή  : � P(j(m·γ·τ),,j(γ·τ))=0  →  P(j(mτ), j(τ)) = 0 
� 
                                                                                       από την οποία προκύπτει κατευθείαν ότι Ker(Fγ)={0}. 
                                                                                      
 
 
                                                Θα δείξουµε τώρα ότι αν {γ1,γ2,�,γc(m)} είναι πλήρες σύστηµα δεξιών αντιπροσώπων 
                                                της SL(2,Z) modulo Γο(m) , τότε  οι εµφυτεύσεις F F Fγ γ γ1 2 c(m)

 ... , , ,  είναι διαφορετικές.

                                                                                       Αν για κάποια  t,s∈ {1,2,�,c(m)}  µε   t≠s  ίσχυε  F Fγ γt s
=   

                                                                                       τότε  θα ίσχυε και F Fγ γt s
( (mτ)) ( (mτ))j j= , οπότε εξ�ορισµού 

                                                                                       των F Fγ γt s
 ,  θα είχαµε  j(m·γt·τ)=j(m·γs·τ).  Αλλά τότε 

από  
                                                                                       το λήµµα 3.2.2.12 θα είχαµε ότι θα υπήρχε µοναδικό 
σ∈ C(m) 
                                                                                       ώστε j(σ·τ) = j(m·γt·τ)=j(m·γs·τ) , όπου το  σ  θα 
ικανοποιούσε  



                                                                                       την  : Γο(m)·γs =  (σο-1·SL(2,Z)·σ)�SL(2,Z) = Γο(m)·γt , 
κάτι  
                                                                                       που είναι άτοπο από την εκλογή των γt,γs. 
                                                Έχουµε λοιπόν τουλάχιστο c(m) - το πλήθος εµφυτεύσεις του Fm στο F , οπότε αφού 
                                                Fm = C(j(τ),j(mτ)) , θα έχουµε ότι [Fm : C(j(τ))] ≥c(m). 
                  Συνεχίζουµε δείχνοντας ότι το Φm(x,j(τ))  είναι το ανάγωγο πολυώνυµο του j(mτ) πάνω από το C(j(τ)) : 
                                                 Από τις σχέσεις που έχουµε δείξει προκύπτει ότι  [Fm : C(j(τ))] =c(m).  Συνεπώς 
                                                 επειδή Φm(x,j(τ))∈ Z[j(τ)][x]  και το j(mτ) είναι ρίζα του Φm(x,j(τ)) µε deg( Φm(x,j(τ)) 
)= 
                                                 = c(m) , θα έχουµε   Φm(x,j(τ)) = Irr( j(mτ) | C(j(τ) )(x). 
                  Τέλος , παρατηρούµε ότι η απεικόνιση C(x) → C(j(τ))  µε  x → j(τ) ,  (όπου το C(y) είναι ο δακτύλιος  
                  πολυωνύµων µεταβλητής  y  µε συντελεστές από ο C )  είναι ισοµρφισµός  
                                                 Πράγµατι , από το 6 της πρότασης 3.2.1.6 έχουµε ότι η αντιστοιχία x → j(τ) επάγει 
                                                 ισοµορφισµό  µεταξύ των C[x]  και  C[j(τ)]. Ο ισοµορφισµός αυτός θα επεκτείνεται 
                                                 προφανώς και στα αντίσοιχα σώµατα πηλίκων C(x) και C(j(τ)). 
                  Αφού τώρα το Φm(x,j(τ)) είναι  ανάγωγο θεωρούµενο σαν πολυώνυµο του x µε συντελεστές από το  
                  σώµα  C(j(τ)) , θα ισχύει ότι και το Φm(x,y) είναι ανάγωγο θεωρούµενο σαν πολυώνυµο του x µε  
                  συντελεστές από το σώµα C(y).  

 
2.    Εξ� ορισµού της modular εξίσωσης  έχουµε ότι  ∀ σ∈ C(m) ισχύει Φm(j(στ),j(τ)) =0.  Επειδή λοιπόν        

1 0
0 m
�

�
�

�

�
� ∈ C(m)  και 1 0

0 m
�

�
�

�

�
� ·τ = τ

m
 , θα έχουµε ότι  Φm( j( τ

m
), j(τ)) = 0 , ∀ τ∈ h.  Εποµένως 

Φm(j(τ),j(mτ))=0 
      και έτσι λόγω της σχέσης  Σ 3.2.3.3.2  της παρατήρησης 3.2.3.3 θα έχουµε ότι τα πολυώνυµα  
      Φm(t,,j )  ,  Φm(j ,t)   µε µεταβλητή t και συντελεστές από το Z[ j ] έχουν κοινή ρίζα.  Επίσης , από το 1 
      έχουµε ότι το  Φm(t,,j )  είναι ανάγωγο στο Z[ j ].  Θα δείξουµε ότι υπάρχει πολυώνυµο δύο µεταβλητών 
      g(x,y) ώστε  Φm(y,x) =  Φm(x,y)·g(x,y)   ( Σ  3.2.3.4.1) 
                                       Πράγµατι , λόγω της ιδιότητας 6 της πρότασης 3.2.1.6 έχουµε ότι η ταυτοτική  
                                       απεικόνιση στο Z επεκτείνεται σε ισοµορφισµό µεταξύ του δακτύλιου  Z[ j ]  και  
                                       του δακτυλίου πολυωνύµων Z[ s ] µέσω της αντιστοιχίας  j → s.   Αυτό σηµαίνει ότι 
                                       δρώντας ο ισοµορφισµός αυτός στους συντελεστές των πολυωνύµων Φm(t,,j )  ,   
                                       Φm(j ,t)  και µε βάση το ότι αυτά τα πολυώνυµα έχουν κοινή ρίζα στο Z[ j ] ενώ το 
                                       Φm(t,,j )  είναι ανάγωγο στο Z[ j ] , θα ισχύει   Φm(t,s) | Φm(s,t)  στο (Z[ t ])[ s ] 
                                       Υπάρχει εποµένως πολυώνυµο g(t,s)∈ Z[t,s] µε Φm(s,t) =  Φm(t,s)·g(t,s). To  
                                       αποδεικτέο είναι τώρα προφανές. 
      Παρατηρούµε στην συνέχεια ότι η σχέση  Σ 3.2.3.4.1 συνεπάγεται ότι  Φm(y,x) = Φm(x,y)·g(x,y) = 
      = Φm(y,x)·g(y,x)·g(x,y).  Συνεπώς Φm(y,x)·[ g(x,y)·g(y,x)  -1 ] = 0 , οπότε g(x,y)·g(y,x) = 1.  Με απλό
      επειχείρηµα βαθµών πολυωνύµων έχουµε από την τελευταία σχέση g(x,y)∈ {±1}. Μένει λοιπόν να  
       αποκλείσουµε την περίπτωση g(x,y) = -1. 
                                        Αν  g(x,y) = -1 , τότε  η σχέση  Σ  3.2.3.4.1  δίνει  Φm(y,x) = -Φm(x,y) , οπότε 
                                        Φm(y,y)=0.  Αυτό όµως σηµαίνει ότι το πολυώνυµο Φm(x,y) µεταβλητης x µε 
                                        συντελεστές από το σώµα C(y) , έχει ρίζα το y∈ C(y) , κάτι που είναι άτοπο  
                                        από το 1. 
 

3.    Έστω ότι το  m  δεν είναι τέλειο τετράγωνο.  Προφανώς τότε m≠1 , οπότε c(m)>1 (βλ. πρόταση 3.2.2.2).
       Έχουµε λοιπόν  κατ� αρχήν  deg( Φm(x,y) ) = c(m)> 1 (βλ. ορισµό 3.2.3.2).  Από την σχέση Σ  3.2.2.12.2
       του λήµµατος 3.2.2.12  και από την Fourier έκφραση της  j  συνάρτησης (βλ. πρόταση 3.2.2.9) προκύπτει



       ότι υπάρχει ακολουθία µιγαδικών αριθµών ( )An n=1
∞   ώστε  για κάθε  σ∈ C(m) να ισχύει  : 

       j(τ) - j(στ) =
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�   , q = e2πiτ.  

       Τώρα επειδή  m≠� , θα έχουµε m≠a2 → a
m

2
≠1 , οπότε ο συντελεστής της περισσότερο αρνητικής   

       δύναµης του q
1
m  ανήκει στο {1,-ζm

-ab } και εποµένως είναι ρίζα της µονάδας.  Εξάλλου , εξ� ορισµού της 
       

       modular εξίσωσης  έχουµε  Φm(x,j(τ)) = (x -  (σ τ))
σ (m)

j ⋅
∈
∏
C

  (βλ.  σχέση Σ  3.2.3.3.1)  , οπότε   Φm(j(τ),j(τ)) =

       ( (τ) -  (σ τ))
σ (m)

j j ⋅
∈
∏
C

  και συνεπώς ο συντελεστής της περισσότερο αρνητικής  δύναµης του q
1
m  στην  

        έκφραση Fourier  (που προκύπτει από τις εκφράσεις Fourier των διαφορών   j(τ) - j(στ) , σ∈ C(m)  που 
        υπολογίστηκαν προηγουµένως)  είναι ρίζα της µονάδος .  Τώρα , επειδή Φm(x,x)∈ Z[x] ,  ο συντελεστής   

        της περισσότερο αρνητικής  δύναµης του q
1
m  στην έκφραση Fourier της modular για την SL(2,Z)  

        συνάρτησης Φm(j(τ),j(τ))  (βλ. το 1 της πρότασης 3.2.2.8)  είναι ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του    
        Φm(x,x). Προκύπτει λοιπόν από τα παραπάνω ότι ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του  Φm(x,x) είναι ρίζα 
        της µονάδος.  Αλλά  οι µόνες ρίζες της µονάδος που υπάρχουν στο Z είναι οι 1,-1 , οπότε θα έχουµε  
        τελικά ότι ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του  Φm(x,x) είναι 1 ή -1.  Τέλος , ο εκθέτης της περισσότερο 

        αρνητικής δύναµης του q
1
m  στην έκφραση Fourier της Φm(j(τ),j(τ)) είναι µικρότερος του -1 ( αφού 

        deg(Φm(x,j(τ)) = c(m)>1 ) , οπότε deg(Φm(x,x)) > 1. 
 
4.    Σε όλο το 4 , το q θα συµβολίζει το e2πiτ ,  για  τ∈ h. 
       Έστω  m=p∈ P.  Τότε  C(m) = C(p) =  

1 k
0 p

 | k {0 ,1 , ... ,p -1 }  �
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.  Πρίν αρχίσουµε την   

       απόδειξη κάνουµε πρώτα κάποιες παρατηρήσεις: 
       Παρατήρηση 1 : p=(1-ζp)(1-ζp

2)�(1-ζp
p-1). 

                                                                   Πράγµατι , xp-1+xp-2+�+x+1 = (x-ζp)(x-ζp
2)�(x-ζp

p-1)  , οπότε για  x=1 
                                                         παίρνουµε  p=(1-ζp)(1-ζp

2)�(1-ζp
p-1). 

                 Παρατήρηση 2 : (f(x)p-g(x)p)≡(f(x)-g(x))p (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >)  , για κάθε f(x),g(x)∈ ( (Z[ζp])< q

1
p > 

)[x]. 
          Πράγµατι , στον δακτύλιο πολυωνύµων µεταβλητής x  µε συντελεστές         

          από το (Z[ζp])< q
1
p >   ισχύει  (f(x)p-g(x)p)≡(f(x)-g(x))p (mod p(Z[ζp])< q

1
p >)  , 

          για κάθε f(x),g(x)∈  ( (Z[ζp])< q
1
p > )[x]  .  Eποµένως , λόγω της  

          παρατήρησης 1 , θα έχουµε : 

          (g(x)p-f(x)p)≡(g(x)-f(x))p( mod(1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >. 

       Προχωράµε τώρα στην κύρια απόδειξη :       Θέτουµε  σk = 1 k
0 p

�

�
�

�

�
� ,   k∈ {0,1,�,p-1}  και  σp = p 0

0 1
�

�
�

�

�
� .   

       Προφανώς τότε C(m) = C(p) = { σk |  0≤k≤p }.   Από το λήµµα 3.2.2.12 προκύπτει κατ� αρχήν ότι   



        j(σk·τ) = 
ζ

q

c ζ qp
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� , όπου οι ακέραιοι αριθµοί cn , n∈ N  είναι οι συντελεστές του ολόµορφου  

       µέρους της έκφρασης Fourier  της  j  συνάρτησης (βλ. πρόταση  3.2.2.9).   Συνεπώς  ,    

       j(σk·τ)≡(
1

q

c q1
p
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1
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� ) (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >)    και εποµένως  ισχύει η ακόλουθη σχέση : 

   j(σk·τ) ≡ j(σ0·τ) (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >)     ( Σ  3.2.3.4.2) 

 
  Θα δείξουµε στην συνέχεια ότι    : 

   j(σp·τ) ≡ j(τ)p (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >)     ( Σ  3.2.3.4.3) 

Πράγµατι , το λήµµα 3.2.2.12  δίνει   j(σp·τ) = 
1

q
c qp n

pn

n = 0
+

∞

�  .   Όµως  

cn∈ Z , ∀ n∈ N   , οπότε  για κάθε n∈ N  ισχύει  cn
p≡cn(modp).  Η τελευταία  

ισοτιµία συνεπάγεται ότι για κάθε  n , ισχύει   cn
p≡cn (mod p(Z[ζp])< q

1
p >) 

που σηµαίνει ότι    j(σp·τ)≡ 
1
q (c q )

p

n
n p
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�  (mod p(Z[ζp])< q
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p >). 

Εποµένως    j(σp·τ)≡ 1
q

c qn
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�  (mod p(Z[ζp])< q
1
p >)   και έτσι  

 

j(σp·τ)≡ j(τ)p (mod p(Z[ζp])< q
1
p >)  (βλ.  πρόταση 3.2.2.9).  Από την 

παρατήρηση 1  τώρα , έχουµε ότι  j(σp·τ)≡ j(τ)p (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >) , 

που είναι το ζητούµενο. 
Συνεχίζουµε βάζοντας στο �παιχνίδι� την modular εξίσωση µε την παρακάτω σχέση : 

  Φp(x,j(τ)) ≡ (xp-j(σ0·τ)p)(x-j(τ)p) (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >[x])      (Σ  3.2.3.4.4) 

  
Η σχέση   Σ  3.2.3.4.4  αποδεικνύεται ως εξής :   Οι σχέσεις Σ  3.2.3.4.2 
και  Σ  3.2.3.4.3  µας δίνουν δεδοµένου ότι C(p) = { σk |  0≤k≤p } και ότι   

Φp(x,j(τ)) =  (x -  (σ τ))
σ (m)

j ⋅
∈
∏
C

= (x -  (σ τ))k
k = 0

p-1

j ⋅∏  , την ακόλουθη ισοτιµία : 

Φp(x,j(τ)) ≡ (x-j(σ0·τ))p (x-j(τ)p) (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >[x]). Από την  

παρατήρηση 2  έχουµε εποµένως ότι   

Φp(x,j(τ)) ≡ (xp-j(σ0·τ)p) (x-j(τ)p) (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >[x]). 

Θα αποδείξουµε τώρα ότι   

j(σ0·τ)p≡j(τ) (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >)    (Σ  3.2.3.4.5) 

Έχουµε  j(σ0·τ) = 
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� (βλ.  λήµµα 3.2.2.12).  Εποµένως ,  



j(σ0·τ)p = 
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n = 0
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� (mod p(Z[ζp])< q
1
p >)  

(λόγω παρατήρησης 2).  Όµως cn
p≡cn(modp) → cn

p≡cn (mod p(Z[ζp])< q
1
p >) 

για κάθε n∈ N  ,  πράγµα που σηµαίνει ότι  

j(τ) =
1
q c qn

n

n = 0
+

∞

� ≡≡≡≡ j(σ0·τ)p (mod p(Z[ζp])< q
1
p >). 

Είναι εύκολο να δεί κανείς τώρα ότι οι σχέσεις  Σ  3.2.3.4.4  και  Σ  3.2.3.4.5  συνεπάγονται ότι  

Φp(x,j(τ)) ≡ (xp-j(τ))(x-j(τ)p) (mod (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >[x])    ( Σ  3.2.3.4.6 ) 

Παρατηρούµε τώρα ότι και τα δύο µέλη της ισοτιµίας  Σ  3.2.3.4.6  είναι στοιχεία του  (Z<q>)[x]. Οπότε
, 

επειδή  [ (1-ζp)(Z[ζp])< q
1
p >  �  Z<q> ] =  [ (1-ζp)(Z[ζp])<q >  �  Z<q> ] =  pZ<q>   (βλ.  παρατήρηση 1) 

θα έχουµε ότι   Φp(x,j(τ)) ≡ (xp-j(τ))(x-j(τ)p) (mod pZ<q>[x] ).  (  Σ  3.2.3.4.7 ) 
Θέτουµε  F(x ; j(τ)) : =  Φp(x,j(τ)) - (xp-j(τ))(x-j(τ)p).   Οι συντελεστές του πολυωνύµου F(x ; j(τ)) ∈
(Z[j(τ)] )[x] 
είναι πολυώνυµα του j(τ)  και συνεπώς , όπως µπορεί εύκολα να δεί κανείς , θα είναι modular
συναρτήσεις 
για την SL(2,Z).  Επίσης η σχέση  Σ  3.2.3.4.7  µας δίνει ότι οι συντελεστές του πολυωνύµου F(x ; j(τ))  
ανήκουν στο  pZ<q>  , πράγµα που σηµαίνει ότι οι συντελεστές Fourier τους θα ανήκουν στο  pZ. 
Από την αρχή του Hasse  (βλ. πρόταση 3.2.2.13 ) για  (A,+)=(pZ,+) ,  παίρνουµε ότι οι συντελεστές 
του F(x ; j(τ))  είναι πολυώνυµα της  j(τ)  µε συντελεστές από το pZ.  Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει
πολυώνυµο F1(x,y) µεταβλητών  x,y µε  συντελεστές από το pZ[j(τ)] µε  F1(x,j(τ)) = F(x ; j(τ)).   Έτσι ,  
 Φp(x,j(τ)) ≡ (xp-j(τ))(x-j(τ)p) ( mod pZ[x,j(τ)] ).  Εφαρµόζοντας τώρα την Z-ισοµορφία  Z[j(τ)] ≅ Z[y] 
 η οποία προκύπτει από την αντιστοιχία  j(τ) → y  (βλ.  το 6 της πρότασης 3.2.1.6)  έχουµε ότι  
 Φp(x,y) ≡ (xp-y)(x-yp) ( mod pZ[x,y] ). 

 
5     Οι αποδεικτέες σχέσεις είναι προφανείς συνέπειες των σχέσεων  Σ  3.2.3.3.1  και Σ  3.2.3.3.2  της  
       παρατήρησης  3.2.3.3. 
 
 
 

   Στην συνέχεια θα αναφέρουµε για λόγους πληρότητας ένα ισχυρό θεώρηµα της complex multiplication  µαζί 
µε ένα λήµµα απαραίτητο για την απόδειξη του , καθώς και κάποιες σηµαντικές προτάσεις που αφορούν την 

modular εξίσωση.  
 
 
 

3.2.3.5 ΛΗΜΜΑ :  Αν  f(τ)  είναι modular συνάρτηση για την  SL(2,Z)  και η f(τ) έχει πόλο στο ω=e2πi/3   
                             τάξης  m  ,  για κάποιο m∈∈∈∈ N , τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 

1.    3 | m. 
2.    H  συνάρτηση  j(τ)m/3f(τ)  είναι ολόµορφη στο σηµείο ω. 

              (Βλ. [Cox] άσκηση 11.7 σελ. 245). 
 
 



3.2.3.6 ΘΕΩΡΗΜΑ  :  Αν  m∈∈∈∈ N , τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 
1.  H  j - συνάρτηση  είναι  modular συνάρτηση για την SL(2,Z) και κάθε 
     modular συνάρτηση της SL(2,Z) είναι ρητή έκφραση της j(τ). 
2.  Αν  m∈∈∈∈ N , τότε οι  j(τ) , j(mτ)  είναι modular συναρτήσεις για την Γο(m) 
     και κάθε modular συνάρτηση για την Γο(m) είναι ρητή έκφραση των  
     j(τ) , j(mτ)  ( δηλαδή ανήκει στο  C(j(τ) , j(mτ)). 
     Πιο συγκεκριµένα , αν f(τ) είναι modular συνάρτηση για την Γο(m) , τότε 
     η ρητή έκφραση του  x  µε παράµετρο  τ  : 

     G(x ; τ) = Φm(x,j(τ)) f(γ (τ))
 x - (mγ τ) 

t

tt = 1

c(m)

j�   (  όπου {γ1,γ2,�,γc(m) }  είναι πλήρες 

     σύστηµα δεξιών αντιπροσώπων της SL(2,Z) modulo την Γο(m)  ) είναι   
     ειδικότερα  πολυώνυµo µεταβλητής   x  µε συντελεστές  πολυωνυµικές  
     εκφράσεις της   j(τ)    και η  f(τ)  δίνεται  ως ρητή έκφραση των  
     συναρτήσεων  j(τ) , j(mτ)  από την ακόλουθη σχέση :         

     f(τ) = P( (mτ),  (τ))
 d

dx ( (mτ), (τ))m

j j

j j
Φ       ,  όπου  το  P(x,y)∈∈∈∈ C[x,y]  είναι πολυώνυµο  µε   

    P(x,j(τ))=G(x; j(τ)). 
                                   (Απόδειξη του θεωρήµατος υπάρχει στο βιβλίο του Cox : [Cox] θεώρ. 11.9 σελ. 226). 
 
 
3.2.3.7 ΠΡΟΤΑΣΗ :  Αν  f(τ)  είναι modular συνάρτηση για την Γο(m)  και το∈∈∈∈ h={z∈∈∈∈ C| Im(z)>0}  , τότε : 

1.  Αν οι  fοurier εκφράσεις  της  f(τ)  - όπου ορίζονται -  έχουν ρητούς συντελεστές, 
     τότε η  f(τ)  είναι  ρητή έκφραση των συναρτήσεων  j(τ) , j(mτ)  , µε συντελεστές     
     ρητούς αριθµούς. 
2   Αν ισχύει το 1 και επιπλέον ισχύουν τα ακόλουθα : 

• η  f(τ)  είναι ολόµορφη στο πάνω µιγαδικό ηµιεπίπεδο  h 

• 
  Φd

dx
m (j(mτο),j(τo))≠≠≠≠0 

                                             τότε ισχύει  f(το) = 
P( (mτ ),  (τ ))

 d
dx ( (mτ ), (τ ))

ο ο

m
ο ο

j j

j j
Φ  ,  όπου το πολυώνυµο P(x,y)  του C[x,y] 

                                             είναι αυτό που αναφέρεται στο θεώρηµα 3.2.3.6. 
  (Για την απόδειξη της πρότασης παραπέµπουµε στο βιβλίο του Cox : [Cox] πρότ. 12.7 σελ. 252) 

 
 
 
3.2.3.8 ΠΡΟΤΑΣΗ :  Έστω  O µία τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα  Κ για την οποία ισχύει ότι 
                                  Ε(O) = {±±±±1}.    Αν  υπάρχουν  α∈∈∈∈ C  και  s∈∈∈∈ Z  ώστε να  ισχύουν τα ακόλουθα : 

• O = Z+αZ. 
• s | Tr(α)    (  όπου Tr(α)  είναι το ίχνος του  α στο Κ  ). 
• ο  ΜΚ∆(s2, Ν(α))  είναι ελεύθερος τετραγώνου. 

                                        τότε  για κάθε  φυσικό αριθµό  m  ισχύει  :     Φd
dx

m (j( mα
s

),j( α
s

))≠≠≠≠0. 

                                                            (Βλ.  [Cox]  λήµµα 12.11 σελ. 254) 
 

 
 
 



                                                                   3.2.4  ΡΙΖΕΣ ΤΗΣ MODULAR ΕΞΙΣΩΣΗΣ 
 
 

3.2.4.1 ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω  L , L'   lattices  µε   L' ⊆⊆⊆⊆  L.    Αν  [L : L' ] = m  και η προσθετική οµάδα ( L
L'

,+) 

                                είναι  κυκλική  , τότε  το  L θα λέγεται    κυκλικό υποlattice τάξης m  του  L. 
 
 
 
3.2.4.2 ΛΗΜΜΑ :  Έστω lattice   L  µε  L=Z+τZ  , για κάποιο  τ∈∈∈∈ h={z∈∈∈∈ C | Im(z)>0}  .  Έστω επίσης  L'  
                              υποlattice του  C.   Ισχύουν τα ακόλουθα : 

1.  Αν   L' = (aτ+b)Z+(cτ+d)Z   για  a,b,c,d∈∈∈∈ Z  , τότε  [L : L' ] = |ad-bc| 
2.  Αν   L' = (aτ+b)Z+(cτ+d)Z   για  a,b,c,d∈∈∈∈ Z  , τότε ισχύει η ακόλουθη ισοδυναµία 

     �  Η οµάδα ( L
L'

,+)  είναι κυκλική ��   ↔↔↔↔   ��   MKD(a,b,c,d)=1 �� 

3.  Αν {k∈∈∈∈ N | k∈∈∈∈ L' } ≠≠≠≠ ∅∅∅∅   , τότε  υπάρχουν  a,b∈∈∈∈ Z   ώστε L' =(aτ+b)Z+doZ  , όπου 
     do=min{ k∈∈∈∈ N | k∈∈∈∈ L' }. 
                                           ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Το 1 είναι άµεση συνέπεια του 3 του θεωρήµατος 2.2.2.13 , ενώ τα  2 και 3 είναι απλές ασκήσεις και 
η απόδειξη τους παραλείπεται. 
 
 

3.2.4.3 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω τ∈∈∈∈ h={z∈∈∈∈ C | Im(z)>0}  και  L=Z+τZ.  Ισχύουν τα ακόλουθα : 
1.  Αν  L'   είναι κυκλικό υποlattice  του L  τάξης m , τότε υπάρχει µοναδικό  

     στοιχείο  σ= a b
0 d
�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈ C(m)   µε   L' = d(Z+σ·τZ).   Επίσης d= min{ k∈∈∈∈ N | k∈∈∈∈ L' }. 

2.  Αν  σ= a b
0 d
�

�
�

�

�
� ∈∈∈∈ C(m) , τότε το d(Z+σ·τZ) είναι κυκλικό υποlattice του L τάξης m 

     και d= min{ k∈∈∈∈ N | k∈∈∈∈ L' }. 
                                           ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

1.  Έχουµε ότι το L'  είναι κυκλικό υποlattice του L.  Από το 3 του λήµµατος 3.2.4.2 έχουµε ότι αν θέσουµε
                    d= min{ k∈ N | k∈ L'} ,  τότε υπάρχουν ακέραιοι αριθµοί  a,b  ώστε    L'=(aτ+b)Z+dZ.  Προφανώς χωρίς
                    περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να θεωρήσουµε  a>0.  Από το 1 του λήµµατος 3.2.4.2 έχουµε ότι
                    m = |ad|.  Αλλά  a,d>0  και συνεπώς  m=ad.   Επίσης , για κάθε ακέραιο αριθµό  k , ισχύει   
                     L'= (aτ+b)Z+dZ = (aτ+b+kd)Z+dZ = [aτ+(b+kd)]Z+dZ  , και συνεπώς µπορούµε χωρίς περιορισµό της
                    γενικότητας να υποθέσουµε ότι  0≤b<d  ( Ευκλείδεια διαίρεση ).  Τέλος το 2 του λήµµατος 3.2.4.2 δίνει

                    ότι ΜΚ∆(a,b,d)=1 , πράγµα που σηµαίνει ότι το σ= a b
0 d
�

�
�

�

�
�  ανήκει στο C(m).  Μάλιστα, L'  = 

(aτ+b)Z+dZ = 
                    = d( aτ+b

d
Z+Z) = d(Z+σ·τZ). 

2.  Έχουµε ότι το σ = a b
0 d

�

�
�

�

�
� ανήκει στο C(m) , οπότε ΜΚ∆(a,b,d)=1. Επειδή L� = d(Z+σ·τZ)= 

d(Z+ aτ+b
d

Z) =  

    (aτ+b)Z+dZ , έχουµε από το 2 του λήµµατος 3.2.4.2 ότι η οµάδα ( L
L'

,+)  είναι κυκλική.  Εξάλλου  

    |ad|=m ( αφού σ∈ C(m) ) , οπότε το 1 του λήµµατος 3.2.4.2 δίνει [L : L' ]=m.  Σύµφωνα λοιπόν µε τα  



    παραπάνω έχουµε ότι το L'  είναι κυκλικό υποlattice του L. 
 
 
 

 
3.2.4.4 ΘΕΩΡΗΜΑ :  Έστω m∈∈∈∈ N.  Αν  u,v∈∈∈∈ C , τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα : 

1.  Φm(u,v)=0 
     2.  Υπάρχει lattice  L και κυκλικό υποlattice  L'   του  L  τάξης  m   ώστε  
          u=j(L' )   και  v=j(L). 

                                                                           ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
1 → 2    Η  j - συνάρτηση είναι �επί� του C (βλ. το 4 της πρότασης 3.2.1.6) , οπότε υπάρχει  το∈ h 
             ( h={z∈ C | Im(z)>0} )  µε  j(το)=v.  Θέτουµε  L=Z+τοZ ,  οπότε  j(L)=v.   Έχουµε τώρα ότι  

             0 = Φm(u,v) = Φm(u,,j(το)).   Όµως  ∀ τ∈ h , Φm(x,j(τ)) = (x -  (σ τ))
σ (m)

j ⋅
∈
∏
C

 (βλ. ορισµο 3.2.3.2) 

             και συνεπώς (u -  (σ τ ))o
σ (m)

j ⋅
∈
∏
C

= 0.   Συνεπώς  υπαρχει στοιχείο σo= a b
0 d
o o

o

�

�
�

�

�
� του  C(m) 

             µε   u=j(σο·το).   Θέτουµε  L'= do(Z+σο·τοZ).  Από  το 2 της πρότασης 3.2.4.3 έχουµε ότι το L�
είναι  
             κυκλικό  υποlattice του L  τάξης m.  Επίσης   j(L' ) = j(do(Z+σο·τοZ)) = j(Z+σο·τοZ) (βλ. πρόταση 

3.1.2.7) , οπότε   j(L' ) = j(Z+σο·τοZ) = j(σοτο) = u. 
 

 2 →1   Έστω ότι  u = j(L) και  v = j(L' ) ,  για κυκλικό υποlattice  L'   του  L   τάξης  m. 
             Γράφουµε L=aZ+bZ , µε a,b∈ C.  Επειδή τα  a,b  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα στο R , θα έχουµε   
             a,b≠0 και  b

a
∉ R.  Εκλέγουµε λοιπόν  το  το µοναδικό στοιχείο του {

b
a

, - b
a

} το οποίο ανήκει στο h.

             Έχουµε  L = a(Z+τοZ) → (Z+τοZ) = 1
a

L.    Είναι προφανές ότι το 1
a

L'   θα είναι κυκλικό υποlattice 

             του  (Z+τοZ) = 1
a

L  τάξης m.   Από το 1 της πρότασης  3.2.4.3 έχουµε ότι υπάρχει στοιχείο  

             σo= a b
0 d
o o

o

�

�
�

�

�
� του  C(m) , ώστε  1

a
L'  = do(Z+σο·τοZ).  

             Θα δείξουµε ότι  u = j(το)  και ότι v=j(σο·το). 
Πράγµατι ,  u = j(L) = j(a(Z+τοZ)) = j(Z+τοZ) = j(το).  Επίσης 
, v = j(L' ) = j( 1

a
L' ) = j(do(Z+σο·τοZ)) = j(Z+σο·τοZ). 

Συνεπώς ,   v = j(σο·το). 
Τώρα  επειδή  Φm(j(σο·το), j(το))=0  (βλ. ορισµό 3.2.3.2) θα έχουµε ότι Φm(v,u)=0 , οπότε από το 2
της πρότασης 3.2.3.4 προκύπτει  Φm(u,v)=0.  

               
 
 
 
 
 
 
 



            §3   ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΣ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ  ΚΑΙ  
              RING CLASS FIELDS 
 
 
3.3.1  ΠΡΩΤΑΡΧΙΚΑ ΣΤΟΙΧEIΑ ΚΑΙ Ι∆ΕΩ∆Η ΤΑΞΗΣ 
 
 
 

3.3.1.1 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Αν O είναι τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών και a είναι ένα 
proper  

                                κλασµατικό ιδεώδες της O , τότε το a  θα λέγεται πρωταρχικό αν δεν είναι 
δυνατόν 
                                να γραφεί στην µορφή  a=db  , όπου  d∈∈∈∈ N ,  d>1  και b είναι ακέραιο proper 
ιδεώδες  
                                της O. 
 
 
3.3.1.2 ΟΡΙΣΜΟΣ :  Αν O είναι τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών και  α∈∈∈∈ O , τότε το  
α 
                                θα λέγεται  πρωταρχικό αν δεν είναι δυνατόν να γραφεί στην µορφή  α=db ,  
                                όπου  d∈∈∈∈ N , d>1 και b∈∈∈∈ O. 
 
 
 
3.3.1.3 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ :    Άµεση συνέπεια των παραπάνω ορισµών και των ιδιοτήτων της 
νόρµας  
                                             ιδεωδών (βλ.  πρόταση 3.2.2.14) είναι τα ακόλουθα : 

1.  Αν O είναι τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών και 
a  

     είναι ένα proper ακέραιο ιδεώδες της O , τότε το a  θα  είναι  
     πρωταρχικό  αν και µόνο αν η νόρµα του N(a) είναι ελεύθερη  
     τετραγώνου. 
2.  Αν O είναι τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών και 
α∈∈∈∈ O , τότε το  α  είναι  πρωταρχικό στοιχείο της O αν και µόνο αν 
η νόρµα του  α  είναι ελεύθερη τετραγώνου. 
3.  Αν O και a είναι όπως στο 1 και επίσης το a είναι κύριο ιδεώδες 
     µε a=αO , για α∈∈∈∈ O , τότε το a  θα  είναι πρωταρχικό ιδεώδες 
της O  
     αν και µόνο αν το  α  είναι πρωταρχικό στοιχείο της O. 
 

 
 
3.3.1.4 ΛΗΜΜΑ :  Αν G είναι πεπερασµένη αβελιανή οµάδα  , τότε η G είναι κυκλική αν και µόνο 
αν  
                              δεν υπάρχει d∈∈∈∈ N , d>1  ώστε η  (ZdxZd,+)  να είναι ισόµορφη µε υποοµάδα της G. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
           Είναι άµεση συνέπεια του γεγονότος ότι ∀ κ∈ N µε k>1 , η ZkxZk δεν είναι κυκλική  και του 
θεωρήµατος δοµής   



           των πεπερασµένων αβελιανών οµάδων. 
 
 
 
3.3.1.5 ΠΡΟΤΑΣΗ : Αν O είναι τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών και a,b είναι  
proper  
                                κλασµατικά ιδεώδη της O , τότε : 

1.  To ιδεώδες  ab  είναι  υποlattice του  b  µε  [b : ab] = N(a). 
2.  To  ab  είναι κυκλικό υποlattice του  b αν και µόνο αν το a είναι πρωταρχικό  

 ιδεώδες της τάξης O. 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

1.  Το  ab ως κλασµατικό ιδεώδες είναι lattice και επειδή  ab⊆ b  , θα έχουµε ότι το ab είναι 
υποlattice του b. 

     Επειδή το b είναι κλασµατικό ιδεώδες της τάξης , θα υπάρχει b∈ O µε  bb⊆ O.   H  απεικόνιση 
προβολής 
     O

ab
O
b

  →    έχει πυρήνα το b
ab

 και συνεπώς ( επειδή η απεικόνιση είναι �επί� )  θα έχουµε  

(# O
b

)(# b
ab

) = 

     = #( O
ab

)  →  N(a)·[b : ab] = N(ab) = N(a)N(b) → [b : ab] = N(a). 

 
 
 
2.  (←)  Έστω ότι το a είναι πρωταρχικό ενώ το  ab  δεν είναι κυκλικό υποlattice του b.  Τότε  από το 
λήµµα  

3.3.1.4 προκύπτει ότι η οµάδα  ( b
ab

,+) έχει υποοµάδα ισόµορφη µε την  (ZdxZd,+)  , για 

κάποιο  d∈ N  
µε  d>1.  Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει προσθετική υποοµάδα  b'  της  b  µε  ab⊆ b'⊆ b  , ώστε  
( b'
ab

,+) ≅ (ZdxZd,+). Όµως η σχέση ab⊆ b'⊆ b , µας δίνει ότι το  b'  είναι ελεύθερη προσθετική  

υποοµάδα του C µε rank ίσο µε  2 ( αφού και τα  ab,b  είναι ελεύθερες προσθετικές οµάδες µε 
rank  
ίσο µε 2 ).  Θα δείξουµε ότι db'=ab 
                                          Έχουµε   # b'

ab
 = #(ZdxZd) = d2.   Εξάλλου επειδή 

( b'
ab

,+) ≅ (ZdxZd,+) και  

                                          επειδή  κάθε στοιχείο της (ZdxZd,+)  έχει τάξη διαιρέτη του d , θα 
ισχύει ότι   
                                          db'⊆ ab.  Όµως είναι προφανές ότι  # b'

b 'd
 = d2 ,  οπότε   # b'

ab
= # b'

b 'd
 

και  
                                          έτσι η σχέση db'⊆ ab δίνει db'=ab. 
H  σχέση db'=ab , µας δίνει κατ� αρχήν ότι το  b'  είναι proper κλασµατικό ιδεώδες της O. 

                         Έχουµε τώρα  db'=ab → a=d(bb'-1).    Εξάλλου  bb'-1⊆  bb-1 = O , οπότε  το ιδεώδες bb'-1  
είναι  

ακέραιο και έχουµε άτοπο επειδή έχουµε υποθέσει το a να είναι πρωταρχικό. 



                  (→)  Έστω ότι η  οµάδα ( b
ab

,+) είναι κυκλική αλλά το a δεν είναι πρωταρχικό ιδεώδες της τάξης 

O. 
                         Θα υπάρχει λοιπόν  d∈ N µε d>1 και proper ιδεώδες  c της O ώστε  a=dc.  Έχουµε συνεπώς 
ότι η  
                         οµάδα  ( b

cbd
,+) είναι κυκλική.   Άρα και η υποοµάδα της : ( cb

cbd
,+) είναι κυκλική.  

Παρατηρούµε όµως  
                         ότι  κάθε στοιχείο της οµάδας ( cb

cbd
,+)  έχει τάξη που διαιρεί ο d  , ενώ # ( cb

cbd
,+) = d2.  Κατά 

συνέπεια 
                         η ( cb

cbd
,+) δεν µπορεί να είναι κυκλική  και καταλήγουµε σε άτοπο. 

 
 
 

3.3.1.6 ΠΟΡΙΣΜΑ :  Αν O είναι τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών µε  α∈∈∈∈ O  και a 
είναι ένα  
                                proper κλασµατικό ιδεώδες της O , τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 

1.  To  αa είναι υποlattice του a τάξεως Ν(α). 
2.  Το  αa  είναι κυκλικό υποlattice του b αν και µόνο αν το  α  είναι 
πρωταρχικό 

      στοιχείο της τάξης O. 
                                    ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Άµεση εφαρµογή της πρότασης 3.3.1.5 για το proper ιδεώδες  a := αO  και λαµβάνοντας 
υπ�όψιν ότι 
N(a)=N(α) , και το 3 των παρατηρήσεων 3.3.1.3. 

 
 
 



 
 
3.3.2  ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ  RING CLASS FIELDS  ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΩΝΤΑΣ  
          ΤΗΝ  j - ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΗ 
 
 
 
 
 

3.3.2.1 ΛΗΜΜΑ :  Αν L είναι το ring class field τάξης O σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών Κ , 
                              τότε    spl(L) =

•
{ p∈∈∈∈ PPPP | ∃∃∃∃ α∈∈∈∈ O : N(α)=p }   και ειδικότερα  

                              spl(L)-{2} = { p∈∈∈∈ PPPP | ∃∃∃∃ α∈∈∈∈ O : N(α)=p }-{2}. 
                                                                                   ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
          H   απόδειξη  θα γίνει µόνο στην περίπτωση που  dO≡0(mod4). 
          Για την περίπτωση  dO≡1(mod4)  παραπέµπουµε στην άσκηση  9.3  σελ.192 του [Cox]. 

               Έστω λοιπόν  dO≡0(mod4).  Από την πρόταση  2.2.1.10 έχουµε ότι  για  dO=-4n , µε  n∈ N , ισχύει  
               O=Z[ -n ]   και  Κ=Q( -n ).   Από το  2  του λήµµατος  2.4.2.3  προκύπτει  ότι οι περιττοί πρώτοι αριθµοί
               που γράφονται στην µορφή  x2+ny2 , x,y∈ Z   είναι ακριβώς οι περιττοί πρώτοι του spl(L).  Συνεπώς 

               spl(L) =
•

{ x2+ny2 | x,y∈ Z , (x2+ny2)∈ P }.  Μάλιστα spl(L)-{2} = { x2+ny2 | x,y∈ Z , (x2+ny2)∈ P }-{2}.     
               Παρατηρούµε τώρα ότι αν   α∈ O-{0} , τότε υπάρχουν x,y∈ Z  µε  α=x+y -n  , οπότε  Ν(α)=x2+ny2.  

               Συνεπώς , spl(L) =
•

{ p∈ P | ∃ α∈ O : N(α)=p } και ειδικότερα spl(L)-{2} = { p∈ P | ∃ α∈ O : N(α)=p }-{2}. 
 
 
 
 

 
3.3.2.2 ΠΡΟΤΑΣΗ :  Αν O είναι τάξη φανταστικού τετραγωνικού σώµατος  Κ , τότε ισχύουν τα ακόλουθα 

: 
1.  Αν  a είναι proper κλασµατικό ιδεώδες της O , τότε ο j(a) είναι  αλγεβρικός 
ακέραιος. 

2.  Ο  j(O)  είναι  πραγµατικός αλγεβρικός ακέραιος. 
                                     ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

               1.  Θα δείξουµε κατ� αρχήν ότι υπάρχει στοιχείο  α  της O µε νορµα Ν(α) ελέυθερη τετραγώνου. 
                                                      Πράγµατι , Από  πόρισµα 2.3.2.5  έχουµε ότι αν  L  είναι το ring class 
field 
                                                      της  O , τότε το σύνολο spl(L) είναι άπειρο.  Εποµένως και το σύνολο  

                                                                { p∈ P | ∃ α∈ O : N(α)=p }  είναι άπειρο (βλ. λήµµα 3.3.2.1).  Υπάρχει  
                                                                λοιπόν  α∈ O µε Ν(α)∈ P.  Συνεπώς το  Ν(α)  είναι ελεύθερο 
τετραγώνου. 
               Θέτουµε  m:=N(α).  Από το 2 της παρατήρησης 3.3.1.3  και λόγω του ότι  o φυσικός Ν(α) είναι 
ελεύθερος  
               τετραγώνου ,  έχουµε ότι το στοιχείο  α είναι πρωταρχικό.   Εφαρµόζοντας το πόρισµα  3.3.1.6 λοιπόν 
               θα πάρουµε ότι το  αa είναι κυκλικό υποlattice του a τάξης  Ν(α)=m.  To θεώρηµα 3.2.4.4   εποµένως 
θα  
               δώσει ότι Φm(j(αa),j(a))=0.   Επειδή  j(αa)=j(a) (βλ. πρόταση 3.1.2.7) , θα έχουµε ότι  Φm(j(a),j(a))=0.  
Το  



               j(a)  κατά συνέπεια  είναι ρίζα της εξίσωσης Φm(x,x)=0 , οπότε  λόγω του 3 της πρότασης 3.2.3.4  
έχουµε  
               ότι το  j(a)  είναι ακέραιος αλγεβρικός αριθµός. 

               2.  Έχουµε  O=O   (βλ. το ΙΙΙ της πρότασης 2.2.1.8) , οπότε  λόγω της παρατήρησης 3.1.2.8 ισχύει  
     j(O)=j(O )= j( )O  , πράγµα που σηµαίνει ότι j(O)∈ R.  Λόγω του 1 τώρα έχουµε το ζητούµενο. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.3.2.3 ΛΗΜΜΑ : Έστω O τάξη φανταστικού τετραγωνικού σώµατος  Κ , και a ένα  proper κλασµατικό  
                             ιδεώδες της O.  Έστω επίσης  L  το ring class field  της τάξης O.  Θέτουµε M:=K(j(a)). 
                                 1.    Αν  υπάρχει  περιττός πρώτος αριθµός  p  ο οποίος να ικανοποιεί τα ακόλουθα : 

• p∈∈∈∈ spl(L). 
• Ο p  δεν διακλαδίζεται στο Μ. 

 τότε το πρώτο ιδεώδες  qM  του  RK  , που είναι πάνω από το  pZ ( δηλ.  pZ =qM�Z ) 
 ικανοποιεί τα ακόλουθα : 

a.  j(a)p≡≡≡≡j(a) (modqM). 
b.  RK[j(a)] ⊆⊆⊆⊆  RM   και µάλιστα  [RM : RK[j(a)]] < ∞∞∞∞. 

Αν  επιπλέον  p /| [RM : RK[j(a)]]  ,  τότε   
             (ι).  αp≡≡≡≡α(modqM) , ∀∀∀∀ α∈∈∈∈ RM. 
            (ιι).  N(qM) = p   και  f qM

pZ
�

�
�

�

�
� =1. 

2.  spl(L) ⊆
• spl(M). 

3.  M⊆⊆⊆⊆ L. 
                                                                                 ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

           1.     a.  Θα δείξουµε κατ� αρχήν ότι υπάρχει στοιχείο  αο  της O µε νορµα ίση µε p. 
                                                      Πράγµατι , Από  λήµµα 3.3.2.1  έχουµε  ( επειδή το  L  είναι το ring  
                                                      class field  της  O ) ότι  spl(L)-{2} = { q∈ P | ∃ α∈ O : N(α)=q }-{2}. 
                                                      Επειδή  p ∈  spl(L)-{2}  , θα υπάρχει  αο∈ O µε Ν(αο)=p. 

      Στην συνέχεια δείχνουµε ότι το  αoa  είναι κυκλικό υποlattice του  a  τάξης  Ν(αο)=p. 
                                                    Πράγµατι ,  η νόρµα του  αο , ως πρώτος αριθµός είναι ελεύθερος  
                                                    τετραγώνου και συνεπώς το  αο είναι πρωταρχικό στοιχείο της O. 
                                                    To πόρισµα 3.3.1.6 τώρα µας δίνει το ζητούµενο. 
      Το θεώρηµα  3.2.4.4  τώρα , µας δίνει ότι  Φp(j(αοa),j(a)) = 0.   Συνεπώς Φp(j(a),j(a)) = 0 (βλ.  
πρόταση  
      3.1.2.7).   Από την ισοδυναµία του Kronecker (βλ. το 4 της πρότασης 3.2.3.4) προκύπτει ότι  
      0 ≡ -(j(a)p - j(a))2 ( mod pZ[j(a),j(a)] ).  Συνεπώς υπάρχει πολυώνυµο δύο µεταβλητών  f(x,y)∈ Z[x,y]
      ώστε  0 = -(j(a)p - j(a))2+pf(j(a),,j(a)).  Όµως το j(a) είναι αλγεβρικός ακέραιος (βλ. το 1 της 
πρότασης  

3.3.2.2) ,  οπότε αφού  j(a)∈ Μ  ( M=Κ(j(a)) ) , θα έχουµε  j(a)∈ RM.  Κατά συνέπεια f(j(a),,j(a))∈ RM.  



Επειδή τώρα το qM  βρίσκεται πάνω από το pZ , θα έχουµε  pZ⊆ qM  , οπότε  p∈ qM  , που σηµαίνει ότι
      pf(j(a),,j(a))∈ qM.  Άρα λόγω του ότι 0 =  -(j(a)p - j(a))2 + pf(j(a),,j(a))  , θα έχουµε j(a)p ≡ j(a) 
(modqM). 
 
b.  Προφανώς RK[j(a)]⊆ RM (βλ. πρότ. 3.3.2.2). To  RM  είναι ελεύθερη αβελιανή οµάδα  µε rank ίσο µε   
     [M : K].  Επίσης επειδή το πολυώνυµο Irr(j(a)|K) έχει βαθµό ίσο µε [M :K] , τα 1,j(a), j(a)2,�, j(a)[M 

: K]-1  
     είναι Z-γραµµικώς ανεξάρτητα.  Λόγω εποµένως του λόγω του 1 του θεωρήµατος 2.2.2.13 έχουµε ότι 
     και το RK[j(a)] είναι ελεύθερη αβελιανή οµάδα µε rank ίσο µε  [M : K].  Από το 3 του θεωρήµατος 
2.2.2.13  
     προκύπτει τώρα ότι  [RM : RK[j(a)]] < ∞. 

 
  Έστω  ότι  p /| [RM : RK[j(a)]].  
     (ι).  Έχουµε  p∈ spl(L)  → p∈ spl(K).  Έστω  p = qM�K.  Το  p έχει νόρµα ίση µε  p 
           (αφού p∈ spl(K) ) και   pZ⊆ p⊆ qM.   Έχουµε   αp≡α (modp) , ∀ α∈ RK   →  αp≡α (modqM) , ∀ α∈ RK.  
Λόγω  
           συνεπώς  του  a.   θα έχουµε ότι     αp≡α (modqM) , ∀ α∈ RK[j(a)].   ( Σ   3.3.2.3.1) 

                       Έστω   n := [ RM : RK[j(a)] ].  Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση  L : RM

Mq
 → RM

Mq
 :  α+qM  →  nα+qM , ∀  

α∈ RM 
          είναι ισοµορφισµός σωµάτων. 
                                                  Πράγµατι  ,  η  L είναι  �1-1�  γιατί   αν n(α-β)∈ qM  για κάποια  α,β∈ RM , 
τότε 
                                                  επειδή  n∉ qM  (αν  n∈ qM , τότε  n∈ qM�Z=pZ → p|n  , κάτι που είναι άτοπο 
από 
                                                  την υπόθεση)  θα έχουµε αναγκαστικά  (α-β)∈ qM  και συνεπώς  
α≡β(modqM). 
                                                  Επίσης η  L είναι προφανώς οµοµορφισµός σωµάτων , οπότε µένει να  
                                                  αποδείξουµε ότι είναι και συνάρτηση �επί�.  Αν  α∈ RM  , τότε   
(nα)∈ RK[j(a)] και 
                                                  έτσι  η σχέση   Σ  3.3.2.3.1  θα δώσει  (nα)p≡(nα)(modqM).  H τελευταία 
ισοτιµία 
                                                  συνεπάγεται  ότι   n(np-1α-α)∈ qM.   Αλλά επειδή  n∉ qM ( λόγω του ότι 
qM�Z=pZ 
                                                  και  p /| n ) , θα έχουµε (np-1α-α)∈ qM  και συνεπώς  L(αnp-1+qM) = α+qM. 
 
          Έστω τώρα  α∈ RM.  Επειδή η  L  είναι  ισοµορφισµός , θα υπάρχει  β∈ RM  µε   nβ≡α(modqM).  
Εξάλλου    
          n=[RM : RK[j(a)]]  ,  ( που σηµαίνει ότι  nβ∈ RK[j(a)] )  οπότε  θα ισχύει  (nβ)p≡(nβ)mod(qΜ)   
          (βλ.  Σ  3.3.2.3.1).     Έχουµε  λοιπόν συνολικά   α ≡ nβ ≡ (nβ)p ≡ αp (mod qΜ). 

    (ιι). Από το (ι)  έχουµε ότι  ∀ c∈ RM

Mq
  ισχύει  cp=c.  Κατά συνέπεια , ∀ c∈ RM

Mq
-{0}  ισχύει  cp-1=1  (Σ  

3.3.2.3.2) 

          Όµως η πολλαπλασιαστική οµάδα ( RM

Mq
-{0}, · )  είναι κυκλική  ( αφού το σώµα RM

Mq
 είναι 

πεπερασµένο ) 



          οπότε  αν  co είναι γεννήτορας της (
RM

Mq
-{0}, · ) ,  επειδή  από την σχέση  Σ  3.3.2.3.2  έχουµε  cοp-1=1 

,  

          θα ισχύει   #( RM

Mq
-{0}) | (p-1).    Αλλά   Ν(qM) = # RM

Mq
 και συνεπώς   (N(qM)-1) | (p-1). Εξάλλου  ο 

αριθµός 

          Ν(qM)  είναι δύναµη του  p   (qM�Z=pZ)  , οπότε  αναγκαστικά Ν(qM)=p.   Επίσης   Ν(qM) =p
M

p
f q

Z
�

�
�

�

�
�

, 
οπότε 
          f qM

pZ
�

�
�

�

�
� =1. 

 
2.  Αν  p∈ spl(L)  µε   p /| [RM : RK[j(a)]]  και ο   p   δεν  διακλαδίζεται στο  Μ  , τότε από το  (ιι) του 1  
έχουµε  

     p∈ spl(M). 
                                          Πράγµατι , επειδή ο  p  δεν διακλαδίζεται στο  M  ισχύει  e qM

pZ
�

�
�

�

�
� =1 , για κάθε  

πρώτο 
                                          ιδεώδες  qM  του  RM  πάνω από το  pZ.   Εξάλλου από το (ιι)  του 1 έχουµε ότι 
και  
                                          f qM

pZ
�

�
�

�

�
� =1 ,  για κάθε  πρώτο ιδεώδες  qM  του  RM  πάνω από το  pZ.   Συνεπώς  

                                          p∈ spl(M). 
     Όµως οι πρώτοι αριθµοί που διακλαδίζονται στο  Μ  είναι πεπερασµένοι  (βλ.   θεώρηµα  2.3.1.7)  και  
     επίσης  οι πρώτοι αριθµοί που διαιρούν το [RM : RK[j(a)]] είναι πεπερασµένοι , οπότε  εκτός από  
     πεπερασµένο πλήθος πρώτων αριθµών ,  τα στοιχεία του spl(L)  βρίσκονται στο spl(M).   
     ∆ηλαδή  spl(L) ⊆

• spl(M). 
3.  Από το  1  του λήµµατος 2.4.2.3  έχουµε ότι η επέκταση  L/K  είναι  Galois.  Tο  1 της πρότασης 2.3.2.7 
     εποµένως δίνει την ακόλουθη ισοδυναµία  �M⊆ L�  ↔ �spl(L) ⊆

• spl(M)�  και το ζητούµενο τώρα είναι 
άµεση 
     συνπέπεια του  2. 

 
 
 
3.3.2.4 ΛΗΜΜΑ :  Έστω O τάξη φανταστικού τετραγωνικού σώµατος  Κ , µε οδηγό  f = cond(O) και ao 
ένα   

                             proper κλασµατικό ιδεώδες της O.  Έστω επίσης  L  το ring class field  της τάξης O  και
                             M=K(j(ao)).   Ισχύουν τα ακόλουθα : 

1.  Για κάθε proper κλασµατικό  ιδεώδες της O :  a  , ισχύει  j(a)⊆⊆⊆⊆ L. 
2.  Αν  a1,a2,�,ah   είναι αντιπρόσωποι κλάσεων για την  C(O)  , τότε ο  αριθµός 
      ∆:= ( ( ) - ( ))i j

1 i<j h
j ja a

≤ ≤
∏   είναι στοιχείο του  RL-{0}.  Μάλιστα κάθε παράγοντας του  ∆ 

     (j(ai) - j(aj))  , 1≤≤≤≤i<j≤≤≤≤h  ανήκει στο RL. 
3.  Αν  p∈∈∈∈ spl(M)~ ,  µε  p /| f   ώστε   ΜΚ∆(pRL,∆RL)=1  ,  τότε  για κάθε   
     πρώτο ιδεώδες  p  του   RK  πάνω από το  p   ισχύουν τα ακόλουθα : 

a.    p = N(p) = N(p�O). 
b.    To  ιδεώδες  (p�O)a  είναι  proper  κλασµατικό ιδεώδες της O και  
        τα     a , (p�O)a  δίνουν την ίδια κλάση στην C(O). 



4.  spl(M)~ ⊆
• spl(L). 

5.   L⊆⊆⊆⊆ M. 
 
 
            
                                                                                       ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
          1.   Από το 3 του λήµµατος  3.3.2.3  έχουµε ότι  για κάθε proper κλασµατικό ιδεώδες a της O ισχύει  
K(j(a))⊆ L.   
                Συνεπώς  j(a)⊆ L.  Επειδή  τα  ai , aj  για  i≠j   δεν είναι οµοιόθετα (βλ. το 1 των παρατηρήσεων 3.1.3.10) 
                θα έχουµε  j(ai)≠j(aj)  (βλ. πρόταση  3.1.2.7).  Εξάλλου  ∀ i∈ {1,..,h}  ισχύει ότι  o  j(ai)  είναι αλγεβρικός
                ακέραιος  (βλ.  πρόταση 3.3.2.2)  οπότε  αφού  j(ai)∈ L  , θα έχουµε τελικά  ∀ i∈ {1,�,h}  j(ai)∈ RL. 
                Εποµένως  ∆∈ RL. 

2.   Κατ� αρχήν  ισχύει  Μ⊆ L  (βλ.  λήµµα 3.3.2.3).  Έχουµε  p∈ spl(M)~  οπότε το  p  δεν διακλαδίζεται στο M 

      και υπάρχει πρώτο ιδεώδες  qM  του  RM  πάνω από το  pZ  ώστε  f
qM

pZ
�

�
�

�

�
� =1  (βλ.  ορισµό  2.3.2.6). 

      Θα δείξουµε αρχικά ότι για κάθε πρώτο ιδεώδες  p του  RK  πάνω από το  pZ  ισχύει  f p
pZ

�

�
�

�

�
� =1. 

                                                 Πράγµατι , οι βαθµοί αδρανείας των πρώτων ιδεωδών του Κ πάνω από το pZ 

                                                 ταυτίζονται αφού η επέκταση  Κ/Q  είναι Galois , οπότε επειδή f
qM

p
�K
Z

�

�
�

�

�
� =1 

                                                 (λόγω πολλαπλασιαστικότητας των βαθµών αδρανείας και του γεγονότος  ότι 

                                                            f
qM

pZ
�

�
�

�

�
� =1)  οι βαθµοί αδρανείας όλων των πρώτων ιδεωδών του Κ πάνω από 

το  
                                                  pZ  θα είναι  1.  
       Άµεση συνέπεια της πρότασης  που µόλις αποδείξαµε είναι ότι αν  p είναι πρώτο ιδεώδες του RK  πάνω 
από  

       το pZ , τότε Ν(p) = p.    (Ν(p) = p p
f p

Z
�

�
�

�

�
�

= p). 
       Στην συνέχεια παρατηρούµε ότι  p∈ spl(K).  
                                                 Πράγµατι , οι βαθµοί αδρανείας των πρώτων ιδεωδών του Κ πάνω από το pZ 

                                                           Επίσης το  pZ δεν διακλαδίζεται στο Μ άρα ούτε και στο Κ. 
                 ∆είχνουµε τώρα ότι κάθε πρώτο ιδεώδες p του RK  πάνω από το pZ  είναι πρώτο προς το f  και επίσης  
                 p = Ν(p) = Ν(p�O). 
                                                           Επειδή έχουµε εξ�υποθέσεως ότι  p /| f  , θα ισχύει   ΜΚ∆(p,f)=1 → 
ΜΚ∆(Ν(p),f). 
                                                           Από το 1 της πρότασης 2.2.4.3  προκύπτει ότι το ιδεώδες p του RK  είναι 
πρώτο  
                                                           πρός το  f  , οπότε από το 1 της πρότασης 2.2.4.6 προκύπτει ότι και το ιδεώδες 
                                                           p�O  της  O  είναι πρώτο προς το f  και µάλιστα Ν(p) = Ν(p�O). 
                Μένει λοιπόν να δείξουµε ότι αν p είναι πρώτο ιδεώδες του RK  πάνω από το pZ , τότε τo ιδεώδες  
(p�O)a   
                είναι  proper  κλασµατικό ιδεώδες της O και τα  a , (p�O)a  δίνουν την ίδια κλάση στην C(O). 
                Πράγµατι ,  το  p όπως δείξαµε προηγουµένως είναι πρώτο προς το f.  Συνεπώς  (Ν(p),f)=1 → 
                (N(p�O),f)=1. To  ιδεώδες p�O της O εποµένως είναι πρώτο πρός τον  οδηγό  f  της O  και συνεπώς  
                είναι ακέραιο proper ιδεώδες της O  (βλ.  το 2 της πρότασης 2.2.4.3).  Τώρα επειδή  Ν(p�O) = Ν(p) = p ,



                το ιδεώδες p�O της θα είναι πρωταρχικό  (βλ. το 1 των παρατηρήσεων 3.3.1.3)  και η πρόταση  3.3.1.5   
                δίνει ότι το (p�O)a  είναι κυκλικό υποlattice του  a  και µάλιστα τάξης  p.   To θεώρηµα  3.2.4.4  
                εποµένως συνεπάγεται ότι Φp(j(a'),j(a))=0 , όπου  a' = (p�O)a.   Από την σχέση ισοδυναµίας του   
                Kronecker (βλ. το 4 της πρότασης 3.2.3.4)  έχουµε ότι υπάρχει πολυώνυµο δυο µεταβλητών   
                P(x,y)∈ Z[x,y]   ώστε  0 = Φp(j(a'),j(a)) = (j(a')p - j(a))(j(a') - j(a)p) + pP (j(a'),j(a))   (Σ  3.3.2.4.1)  
                Από το  3  του  3.3.2.3  λήµµατος έχουµε  Μ⊆ L.  Θεωρούµε λοιπόν  πρώτο ιδεώδες  qL  του  RL  πάνω   
                από το qM  (Υπενθιµίζουµε ότι το qM  εκλέχτηκε ως πρώτο ιδεώδες του  RM  πάνω από το  pZ ώστε   

                f
qM

pZ
�

�
�

�

�
� =1.) Θα δείξουµε ότι   ΜΚ∆( p , (j(a) - j(a')) )≠1  στο  RL. 

                                          Πράγµατι , επειδή τα  j(a), j(a') είναι αλγεβρικοί ακέραιοι (βλ. πρόταση 3.3.2.2) και  
                          από το 1  προκύπτει ότι ανήκουν στο L  , θα  έχουµε  j(a'), j(a) , P(j(a'),j(a))∈ RL.   
                          Αλλά το qL  είναι πάνω από το qM  και συνεπώς πάνω από το pZ.  Αυτό σηµαίνει ότι   
                          p∈ qL , οπότε  pRL⊆ qL →  pP(j(a'),j(a))∈ qL.  H σχέση  Σ  3.3.2.4.1  τώρα θα δώσει  
 
 

                          (j(a')p - j(a))(j(a') - j(a)p) = pP (j(a'),j(a))∈ qL. .  Παρατηρούµε όµως ότι το f
qM

pZ
�

�
�

�

�
�  

                           είναι η διάσταση του  Zp - διανυσµατικού χώρου  RM

Mq
.  Επειδή f

qM

pZ
�

�
�

�

�
� =1 , θα έχουµε 

                           ότι η κανονική προβολή   Zp → RM

Mq
: k+pZ → k+qM , k∈ Z    είναι ισοµορφισµός.  Άρα  

                          #( RM

Mq
-{0}) = p-1   →   j j

j j
( ) ( ) (mod 

( ) ( ) (mod 

p
M

p
M

a a q
a' a' q

≡
≡

�
�
�

��

)
)

→   j j
j j

( ) ( ) (mod 
( ) ( ) (mod 

p
L

p
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a a q
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≡
≡
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��

)
)

,  οπότε  

                           (j(a') - j(a))2 ≡ pP(j(a'),j(a)) ≡ 0 (modqL)  και επειδή το  qL είναι   πρώτο ιδεώδες του RL  
θα   
                           πάρουµε  (j(a') - j(a)) ∈  qL.   
Αν  λοιπόν  τα  a' , a ανήκαν σε διαφορετικές κλάσεις της C(O) , τότε το  (j(a') - j(a))  θα διαιρούσε το  ∆ 

                (που ορίστηκε στο 2) στο RL.  Άρα  ∆∈ qL → qL | ∆RL.  Όµως  qL | pRL  και έτσι ΜΚ∆(pRL ,∆RL)≠1 , 
πράγµα  
                άτοπο εξ�υποθέσεως. 
                 

3.  Έστω περιττός πρώτος p µε  p∈ spl(M)~  , p /| f  και  ΜΚ∆(pRL,∆RL)=1.  Τα ιδεώδη  a , a':=(p�O)a   
     (από το 2 ) ανήκουν στην ίδια κλάση της  C(O).  Συνεπώς  a'a-1∈ H(O) → (p�O)∈ H(O).  Γράφουµε   
     (p�O)=αO  ,για α∈ O. Έχουµε  p = N(p�O) = N(α)  (βλ. το 2)  και συνεπώς  p∈ {q∈ P | ∃ β∈ O : p=N(β) } 
,  
     που σηµαίνει ότι  p∈ spl(L) (βλ. λήµµα 3.3.2.1 ).  Όµως  οι συνθήκες  p /| f  και  ΜΚ∆(pRL,∆RL)≠1  
     ικανοποιούνται για πεπερασµένο πλήθος πρώτων αριθµών p.  
                                   Πράγµατι ,  ο RL είναι δακτύλιος µονοσήµαντης ανάλυσης σε πρώτα ιδεώδη  , οπότε αν 
p  

                             είναι πρώτος αριθµός µε ΜΚ∆(pRL,∆RL)≠1 ,  τότε τα πρώτα ιδεώδη του RL  που θα  
                             διαιρούσαν  τον ΜΚ∆(pRL,∆RL) θα ήταν ακριβώς (πεπερασµένους το πλήθος)  
                             οι πρώτοι διαιρέτες  του  ∆RL που είναι πάνω από το  p.  Επειδή κάθε πρώτο ιδεώδες  
                             έχει ακριβώς  ένα πρώτο αριθµό από κάτω του ,  οι πρώτοι αριθµοί που βρίσκονται  
                             κάτω από τα πρώτα ιδεώδη της ανάλυσης του  ∆RL είναι πεπερασµένοι το πλήθος. 
Συνεπώς  spl(M)~ ⊆

• spl(L). 
 



4.  Άµεση συνέπεια του 3 και του 2 της πρότασης 2.3.2.7 ( η L/Q  είναι Galois λόγω του 1 του  
     λήµµατος 2.4.2.3 ). 
 

   
 
 
 
3.3.2.5 ΘΕΩΡΗΜΑ : Άν O είναι τάξη φανταστικού τετραγωνικού σώµατος  Κ , και  a  είναι proper  
                                 κλασµατικό  ιδεώδες της  O  , τότε το σώµα  Κ(j(a))  είναι το ring class field της O. 
                                                                                   ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

                                   Το θεώρηµα είναι προφανής συνέπεια των ληµµάτων  3.3.2.3  και  3.3.2.4 
 
 
 
 

 
3.3.2.6 ΠΟΡΙΣΜΑ : Αν  Κ  είναι τετραγωνικό φανταστικό σώµα αριθµών , τότε το  Κ(j(RK))  είναι το  
                               σώµα κλάσεως του Hilbert. 
                                                                                   ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ      
            Το σώµα κλάσεως του Hilbert είναι το ring class field της µέγιστης τάξης : RK   (βλ. παρατήρηση 
2.4.1.3). 
            Το ζητούµενο έπεται τώρα άµεσα από το θεώρηµα 3.3.2.5. 
 

 
 
 
 
 
         Είναι γνωστό από την πρόταση  2.4.1.4  ότι αν  L  είναι το ring class field µιας τάξης  O  τετραγωνικού  
        φανταστικού σώµατος  Κ  , τότε η απεικόνιση του  Artin  επάγει  ισοµορφισµό  C(O) →→→→ G(L|K).  Τώρα  
        που το θεώρηµα 3.3.2.5 µας έχει χαρακτηρίσει το ring class field  , είναι φυσικό ότι µπορεί να  
        προσδιοριστεί πιο συγκεκριµένα και ο ισοµορφισµός C(O) →→→→ G(L|K).  Αναφέρουµε στην συνέχεια ένα  
        θεώρηµα από το οποίο προκύπτει εύκολα η µορφή του ισοµορφισµού C(O) →→→→ G(L|K).   Αποδείξεις του  
        θεωρήµατος µπορούν να βρεθούν   στο  [Lang]  Κεφ. 12  §3 , Κεφ. 10  §3  ,  καθώς και στο [Cox]  
        θεώρ. 11.36 σελ. 240. 

 
 
 
3.3.2.7 ΘΕΩΡΗΜΑ :  Έστω  O  µία τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα  Κ  και   L  τό ring class field  
                                   της  O.   Αν  a  είναι ένα proper κλασµατικό ιδεώδες της  O  και  p  είναι ένα πρώτο  
                                   ιδεώδες του  RK  που δεν διακλαδίζεται στο  L , τότε L | K ( ( )) = (   )

p
a p O a�

�
�

�

�
� ⋅j j � . 

 
 
 
                       Σαν άµεσο πόρισµα του παραπάνω θεωρήµατος αναφέρουµε παρακάτω πως µπορεί να   
                                 χαρακτηριστεί ο  ισοµορφισµός   C(O) →→→→ G(L|K)  της πρότασης 2.4.1.4 
 
 
 



 
3.3.2.8 ΠΟΡΙΣΜΑ :  Έστω  O µία τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα  Κ  µε οδηγό  f  και  L τό ring  
                                 class field  της  O.   Για κάθε proper κλασµατικό ιδεώδες  af  της  O  πρώτο προς  
                                 το  f   ,  το στοιχείο το  ΦL

K,m
( afRK)    της  G(L|K)  , για  m=fRK ,  προκύπτει  

                                 ώς εξής : 
                                                               Θεωρούµε τυχαίο proper κλασµατικό ιδεώδες b της O (π.χ.  το  af)  
                                                               Από θεώρηµα 3.3.2.5 ισχύει  L=K(j(b)) , οπότε αρκεί να  
                                                               προσδιοριστεί η τιµή της ΦL

K,m
( afRK)  στο j(b).  Ισχύει λόγω του   

                                                               θεωρήµατος 3.3.2.7  ότι   ΦL
K,m

( afRK) (j(b)) = j( a b). 

                                 Αφού λοιπόν έχουµε χαρακτηρίσει πλήρως το ΦL
K,m

(afRK) ,  χαρακτηρίζεται  

                                 αυτόµατα και ο ισοµορφισµός C(O) →→→→ G(L|K)  της πρότασης 2.4.1.4  όπως φαίνεται 
                                 παρακάτω (βλ. πρόταση 2.4.1.4) : 
                                                                Για κάθε αντιπρόσωπο a κλάσης της  C(O) , παίρνουµε τυχαίο  
                                                                πρώτο πρός το  f  ιδεώδες  af που να ανήκει στην κλάση και  
                                                                ορίζουµε το στοιχείο  σa  της G(L|K) να είναι το ΦL

K,m
( afRK). 

                                                                Η αντιστοιχία  a·H(O) →→→→ σa  επάγει τον ισοµορφισµό της πρότασης
                                                                2.4.1.4. 
                                                                
 
                                                                 

 
 

                                        
 



3.3.3  H  MODULAR  ΕΞΙΣΩΣΗ 
 
 
 
 

3.3.3.1 ΟΡΙΣΜΟΣ : 1. Έστω  τάξη  O σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών  Κ.  Με  HO(x)  θα  
                                    συµβολίζεται  το ανάγωγο πολυώνυµο του  j(O) πάνω από το Q.   Η εξίσωση   
                                    ΗO(x)=0  θα  ονοµάζεται εξίσωση κλάσεων .    Εξίσωση κλάσεων  θα  ονοµάζεται  
                                    καταχρηστικά και το πολυώνυµο HO(x). 

2.  Αν  D∈∈∈∈ Z και υπάρχει τάξη O σε τετραγωνικό σώµα αριθµών µε διακρίνουσα ίση µε   
     D , τότε ορίζουµε  HD(x) : = HO(x). 

 
 
 
 
3.3.3.2 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ :   Επειδή για τάξη  O σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών  Κ , το j(O)  
                                          είναι αλγεβρικός ακέραιος (βλ. πρόταση 3.3.2.2) , έχουµε ότι  HO(x)∈∈∈∈ Z[x]. 
 
 
 
 
3.3.3.3 ΠΡΟΤΑΣΗ : Έστω  O  µία τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών  Κ.  Θέτουµε h:=h(O).
                                 Άν  {a1,a2,�,ah }  είναι πλήρες σύνολο αντιπροσώπων κλάσεων της C(O) , τότε  

                                                                           HO(x) = (x - ( ))i
i = 1

h
j a∏ . 

                                                                                  ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
          Από το θεώρηµα 3.3.2.5 έχουµε ότι το L:=Κ(j(O)) είναι το ring class field της O και  από το 1 του  
          λήµµατος  2.4.2.3  προκύπτει ότι η επέκταση  L/K  είναι Galois.   Επίσης  ,  το 3b  του λήµµατος  2.4.2.1  
          συνεπάγεται ότι  L�R = Q(j(O))  και το  3a  του ίδιου λήµµατος δίνει ότι η επέκταση  L�R / Q  είναι 
Galois. 
          Από τον ορισµό της εξίσωσης κλάσεων έχουµε  εποµένως HO(x)  = (x -  σ( ( )))

σ G( ( ( )) | 
j

j
O

O∈
∏

Q Q)
. Θα δείξουµε ότι  

          HO(x)  = (x -  σ( ( )))
σ G(L|K

j O
∈
∏

)
.   

                                              Αρχικά δείχνουµε ότι {σ|L�R | σ∈ G(L|K)} ⊆  G(L�R |Q). 
                                                                       Πράγµατι , σ∈  G(L|K) , τότε  σ∈ G(L|Q).  Επειδή η  επέκταση  
                                                                       L�R / Q  είναι Galois , το σώµα   L�R  είναι ευσταθής ενδιάµεση  
                                                                       επέκταση της  L/Q   και εποµένως το σ|L�R  είναι αυτοµορφισµός  
                                                                       του L�R.  Εξάλλου  σ∈ G(L|K) , οπότε η σ |R  αφήνει αναλλοίωτα  
                                                                       τα στοιχεία του K�R=Q  και συνεπώς σ∈ G(L�R |Q). 
                                             Στην συνέχεια δείχνουµε ότι  # {σ|L�R | σ∈ G(L|K)} = #G(L|K). 
                                                                       Προφανώς # {σ|L�R | σ∈ G(L|K)} ≤ #G(L|K).  Αρκεί λοιπόν να 
δειχτεί  
                                                                       ότι αν  σ,σ'∈  G(L|K)  µε σ|L�R =σ'|L�R  , τότε  σ=σ'.   Επειδή   
                                                                        j(O)∈ L�R  (βλ. το 2 της πρότασης 3.3.2.2) , θα έχουµε  
                                                                       σ|L�R ( j(O))=σ'|L�R  (j(O)) → σ(j(O))=σ'(j(O)).  Επειδή όµως  



                                                                        σ,σ'∈  G(L|K) και  L= Κ(j(O)) , θα ισχύει τελικά  σ=σ'. 
                                                 Έχουµε εποµένως {σ|L�R | σ∈ G(L|K)} =G(L�R |Q) (βλ. το 3a του λήµµατος 
2.4.2.1.). 

           Aπό το 2 της πρότασης 3.3.2.2 έχουµε ότι ο j(O)∈ R , οπότε   
                                                { σ(j(O)) | σ∈ G(L|K) } = { σ|L�R (j(O)) | σ∈ G(L|K) } = { σ(j(O)) | σ∈ G(L�R |Q}.  
                                                Συνεπώς θα έχουµε   { σ(j(O)) | σ∈ G(L|K) } = {σ(j(O)) | σ∈ G(Q(j(O))|Q)} , 
πράγµα  
                                                που σηµαίνει  HO(x)  = (x -  σ( ( )))

σ G( ( ( )) | 
j

j
O

O∈
∏

Q Q)
 = (x -  σ( ( )))

σ G(L|K
j O

∈
∏

)
. 

 
 
 

Από τον ισοµορφισµό C(O) → G(L|K) του πορίσµατος 3.3.2.8 προκύπτει ότι  G(L|K) = { σ
ta | 1≤t≤h } και

έτσι HO(x)  = [x -  σ ( ( ))]
t

1 t h
a Oj

≤ ≤
∏ .  Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι όλα 

τα  at  , 1≤t≤h ,  είναι πρώτα πρός το  f  (βλ. πόρισµα 2.2.3.10).  Από το πόρισµα  3.3.2.8  θα πάρουµε ότι 
∀ t∈ {1,2,�h} ,  σ

ta (j(O)) = j(at ·O) =  j(a Ot ⋅ ) = j(at )   (λόγω  του ότι  O=O  από την πρόταση 2.2.1.8). 
Τώρα τo  {a1 ,a2 ,�,ah }  είναι πλήρες σύνολο αντιπροσώπων κλάσεων για την τάξη  O =O , και συνεπώς  
{j(at) | 1≤t≤h } =  {j(at ) | 1≤t≤h }.  Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουµε  :  
HO(x)  = [x -  σ ( ( ))]

t
1 t h

a Oj
≤ ≤
∏  = (x -  ( ))t

1 t h
j a

≤ ≤
∏  = (x -  ( ))t

1 t h

j a
≤ ≤
∏ . 

 
 
 
 
 
 

3.3.3.4 ΠΟΡΙΣΜΑ : Έστω  O  µία τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα αριθµών  Κ.   Αν  a  είναι  ένα  
                                proper  κλασµατικό ιδεώδες της  O  , τότε  Irr(j(a)|Q)(x) = HO(x). 
                                                                                       ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
          Αν   {at | 1≤t≤h }  είναι πλήρες σύνολο αντιπροσώπων της  C(O)  , τότε από την πρόταση  3.3.3.3. έχουµε 
          HO(x)  = (x -  ( ))t

1 t h

j a
≤ ≤
∏ .  Χωρίς περιορισµό της γενικότητας θεωρούµε ότι η κλάση  a·H(O)  του  a  στην  

          C(O) είναι η  a1·H(O)  , οπότε  j(a1) = j(a).   To  j(a)  εποµένως είναι ρίζα του HO(x)  το οποίο είναι  
          ανάγωγο  πάνω από το  Q.   Εποµένως   Irr(j(a)|Q)(x) = HO(x). 
 

 
                                 
    Για λόγους πληρότητας αναφέρουµε το παρακάτω θεώρηµα που συνδέει την modular εξίσωση µε την    
   εξίσωση κλάσεων. 
 
 
 
 
3.3.3.5 ΘΕΩΡΗΜΑ : Έστω  m∈∈∈∈ N ελέυθερος τετραγώνου.  Για κάθε τάξη  O  υπάρχει  τ∈∈∈∈ h µε O = Z+τZ   

                                        (βλ. το 2 της πρότασης 2.2.1.10  και θέτουµε r(O,m):= #{ σ∈∈∈∈ C(m) | j(σ·τ)=j(τ) }.  
Ισχύει  



                                         ότι υπάρχει  cm∈∈∈∈ C-{0}  ώστε 

                                                                  Φm(x,x) = cm HO
O

O
(x)r( ,m)

 

∗

∏  

                                  όπου  το γινόµενο είναι πάνω σε όλες τις τάξεις τετραγωνικών σωµάτων και το  
                                 '' ∗ ''  δηλώνει ότι  για τάξεις  O,O'  τετραγωνικών σωµάτων  Κ,Κ' αντίστοιχα µε 

                                        HO(x) = HO'(x) , µόνο ένα εκ� των  HO(x) , HO'(x) εµφανίζεται στο γινόµενο. 
                                                                      (Βλ.  [Cox] θεωρ. 13.4 σελ. 287). 
 
 

 
                                       Αναφέρουµε τέλος ,  χωρίς απόδειξη , το ακόλουθο  θεώρηµα 
 
 
3.3.3.6 ΘΕΩΡΗΜΑ : Αν  O  είναι τάξη σε φανταστικό τετραγωνικό σώµα  Κ ,  τότε υπάρχει αλγόριθµος  
                                  υπολογισµού της εξίσωσης κλάσεων  HO(x).   (Βλ.  [Cox] σελ. 286-298). 



      §4   ΤΟ  ΤΕΛΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ  
 
 
3.4.1 ΤΟ ΤΕΛΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 
 
     Σκοπός της παραγράφου 3.4.1 αλλά και ο γενικότερος σκοπός όλης της εργασίας είναι η απόδειξη του  
     θεωρήµατος 3.4.1.3.   Ξεκινούµε αναφέροντας χωρίς απόδειξη την ακόλουθη πρόταση ( Απόδειξη της  
     πρότασης µπορεί να βρεθεί στο [Deuring]  και στο [Lang] §13.4.) 
     
 
 

3.4.1.1 ΠΡΟΤΑΣΗ  : Έστω O1,O2  τάξεις σε φανταστικά τετραγωνικά σώµατα  Κ1,Κ2 αντίστοιχα  και 
a1,a2  
                                  proper κλασµατικά ιδεώδη των  O1,O2  αντίστοιχα.   Έστω επίσης  L ένα  
                                  σώµα αριθµών που να περιέχει τα  j(a1) , j(a2)  και  q  ένα πρώτο  ιδεώδες του RL .  
                                  Θέτουµε µε  p  τον µοναδικό πρώτο αριθµό που υπάρχει στο q.     
                                  Αν ισχύουν τα ακόλουθα : 

1.  j(a1)≠≠≠≠j(a2). 
2.  ''Κ1=Κ2''  →→→→  ''p /| cond(O1)  και p /| cond(O2)''. 

                                      Τότε ισχύει η παρακάτω συνεπαγωγή : 
                                                              ''j(a1)≡≡≡≡j(a2)(modqL)'' →→→→ p∉∉∉∉  ( spl(K1)� spl(K2) ). 

                              
 
 
 
3.4.1.2 ΠΟΡΙΣΜΑ : Έστω  D∈∈∈∈ Z  µε D<0 , D≡≡≡≡0,1(mod4) και D≠≠≠≠����.  Έστω  επίσης  p ένας περιττός 
πρώτος  
                                αριθµός και  O µια τάξη τετραγωνικού φανταστικού σώµατος αριθµών Κ µε dO = D. 
                                 Ισχύουν τα ακόλουθα : 

1.  Αν  ο  p  διαιρεί τον σταθερό όρο του ΗO(x)  και Q( D )≠≠≠≠Q( - 3 ) ,  
     τότε ισχύουν τα παρακάτω  

a.   D
p

�

�
�

�

�
�

2

≠≠≠≠1. 

b.   p=3  ή  p≡≡≡≡2(mod3). 
2.  Αν ο  p  διαιρεί την διακρίνουσα του ΗO(x) , τότε D

p
�

�
�

�

�
�

2

≠≠≠≠1. 

                           ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
               Θα θέσουµε κατ� αρχήν   h:=hO  και θα θεωρήσουµε  {a1,a2,�,ah}  ένα πλήρες σύνολο αντιπροσώπων  
               κλάσεων της  C(O).   Η πρόταση 3.3.3.3  δίνει  ΗO(x)  = (x -  ( ))t

1 t h

j a
≤ ≤
∏ .   Ο σταθερός όρος του  ΗO(x)   

               είναι ο   c = (-1)h j( )t
1 t h

a
≤ ≤
∏ .  Θέτουµε  L:=Q(j(a1),j(a2),�,j(ah)). 

1.  Έστω ότι  p|c.  Αν  πάρουµε  q  ένα πρώτο ιδεώδες του  L  πάνω από το  pZ  , τότε :  p|c → c∈ q.   
     Συνεπώς θα υπάρχει  to  µε  1≤to≤h  , ώστε  j(a to

)∈ q.  Επειδή j(ω)=0 (βλ. το 1 της πρότασης 3.1.2.9) , 
     θα έχουµε :                                     j(a to

)≡j(ω)(modq)   (Σ  3.4.1.2.1) 
     Θέτουµε  K1:=Q( D )  και K2:=Q(ω)  , (ω=e2πi/3).    Επειδή  Κ2 = Q( -  3 ) , θα έχουµε από την 
υπόθεση  



     ότι  K1≠K2.  Θα δείξουµε ότι :           j(a to
)≠ j(ω)   (Σ  3.4.1.2.2) 

                                     Πράγµατι , j(ω)=0 (βλ. το 1 της πρότασης 3.1.2.9) , οπότε αν j(a to
)=j(ω)=0 , τότε 

                                     c=0 , οπότε το πολυώνυµο ΗO(x)  θα διαιρείται µε το  x  , πράγµα άτοπο αφού το 
                                     ΗO(x)  είναι εξ�ορισµού ανάγωγο.  
 
 
 
 
 
 
     Θέτουµε  O1:=O  και  O2:=RK1 =Z[ω].   H  πρόταση  3.4.1.1  δίνει ότι  p∉  (spl(Q(ω)� spl(Q( D )). 
     Από τον νόµο ανάλυσης στα τετραγωνικά σώµατα αριθµών K1=Q( D ) και K2= Q( -  3 )  (βλ. 
πρόταση      

2.1.1.7) έχουµε τώρα : D
p

�

�
�

�

�
�

2

≠1  ( συνέπεια του ότι  p∉ spl(K1) )  και   �p=3  ή  p≡2(mod3)�   ( 

συνέπεια  
του ότι p∉ spl(K2) ). 

2   Η διακρίνουσα του  ΗO(x)  είναι  dHO
= ( ( ) -  ( ))i j

2

1 i<j h
j ja a

≤ ≤
∏ .  Παρατηρούµε ότι j(at)∈ RL , 

∀ t∈ {1,2,�,h} 
     (βλ.  πρόταση 3.3.2.2) , και συνεπώς επειδή  από υπόθεση ισχύει  p| dHO

 , θα πρέπει dHO
∈ p·RL. 

     Αναλύοντας το  p·RL σε πρώτα ιδεώδη του RL , βλέπουµε ότι το dHO
 ανήκει σε κάθε πρώτο ιδεώδες 

     του RL πάνω από το p.  Έστω λοιπόν  q ένα πρώτο ιδεώδες του RL πάνω από το p.  Επειδή dHO
∈ q  

     θα έχουµε ότι  υπάρχουν  io,jo  , µε  1≤iο<jo<h  , ώστε ( ( ) -  ( ))i jo o
j ja a ∈ q.   Συνεπώς     

     j( )ioa ≡ j ( )joa (modq).  Μάλιστα , επειδή  io≠jo  ,  θα έχουµε j( )ioa ≠ j ( )joa  (βλ. το 1 των παρατηρήεων  
3.1.3.10. και την πρόταση 3.1.2.7).  ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
1η Περίπτωση  :   p /| D. 
                        Στην περίπτωση αυτή , θα ισχύει και  p /| con(O)  (βλ. το  1a  της πρότασης 2.2.1.10 ) , 
                        οπότε η πρόταση 3.4.1.1  (που εφαρµόζεται για  O1=O2=O και  Κ1 = Κ2 = Κ  ) δίνει 
ότι  

                             p∉ spl(Q( D )  και συνεπώς , από τον νόµο ανάλυσης σε τετραγωνικά σώµατα 
αριθµών 
                             θα ισχύει   D

p
�

�
�

�

�
�

2

≠1   (βλ. πρόταση  2.1.1.7). 

     2η Περίπτωση :   p | D. 
                             Τότε , εξ� ορισµού  D

p
�

�
�

�

�
�

2

= 0 ≠1. 

     Σε κάθε περίπτωση λοιπόν έχουµε D
p

�

�
�

�

�
�

2

≠1 και το αποδεικτέο ισχύει. 

  
 

3.4.1.3 ΘΕΩΡΗΜΑ : Άν  n  είναι φυσικός αριθµός , τότε υπάρχει µονικό ανάγωγο πολυώνυµο fn(x)∈∈∈∈ Z[x] 
                                 βαθµού  ίσου µε  h(-4n)  , ώστε για κάθε περιττό πρώτο αριθµό  p  να ισχύει η  
                                 ακόλουθη ισοδυναµία : 
                                    '' ∃∃∃∃ x,y∈∈∈∈ Z :  p= x2+ny2 ''  ↔↔↔↔ '' -n

p
�

�
�

�

�
�

2

= 1   και η  fn(x)≡≡≡≡0(modp) είναι επιλύσιµη στο Z''



                                 Επιπλέον , υπάρχει αλγόριθµος υπολογισµού του  fn(x). 
                                                                               ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
          Θέτουµε   Κ:=Q( -n ).  To σύνολο  O:=Z+ -n Z   είναι µία τάξη του  Κ  (βλ. το IV της πρότασης 
2.1.1.5  
          και την πρόταση 2.2.1.4).  Ισχύει  dO=-4n (βλ. ορισµό 2.2.1.9).  Έχουµε  H-4n(x) = HO(x) = 
Irr(j( -n )|Q)(x). 
          Θέτουµε  fn(x):= H-4n(x)  και  α:=j(O)=j( -n ).   Από την πρόταση 3.3.2.2 έχουµε ότι το  α  είναι  
          πραγµατικός αλγεβρικός ακέραιος και από το θεώρηµα 3.3.2.5 προκύπτει ότι το σώµα L:=K(α) είναι το 
          ring class field της ταξης  O.  Το θεώρηµα  2.4.2.5  εποµένως , θα δώσει ότι για κάθε περιτό πρώτο  
          αριθµό  p  που δέν διαιρεί την διακρίνουσα του  fn  ισχύει η ακόλουθη ισοδυναµία : 
                           '' ∃ x,y∈ Z :  p= x2+ny2 ''  ↔ '' - n

p
�

�
�

�

�
�

2

= 1   και η  fn(x)≡0(modp) επιλύσιµη στο Z'' 

          Μένει να δειχτεί λοιπόν ότι η παραπάνω ισοδυναµία ισχύει και στην περίπτωση που το  p  διαιρεί την  
          διακρίνουσα του  fn.  Παρατηρούµε ότι για περιττούς πρώτους αριθµούς  p  που διαιρούν την 
διακρίνουσα  
          του fn  ισχύει  D

p
�

�
�

�

�
�

2

≠1  (βλ. το 2 του πορίσµατος  3.4.1.2) , οπότε επειδή D=-4n , θα ισχύει  - n
p

�

�
�

�

�
�

2

≠1. 

          Θα δείξουµε ότι σε περιπτώσεις περιττών πρώτων αριθµών που διαιρούν την  διακρίνουσα του fn δεν  
          ισχύει ούτε το αριστερό µέλος, ούτε το δεξιό µέλος της παραπάνω ισοδυναµίας και εποµένως η 
          ισοδυναµία θα είναι αληθής. 
 
 
 
          Πράγµατι , αν  p  είναι περιττός πρώτος που δεν διαιρεί την διακρίνουσα του  fn  , τότε   

1.  Για το αριστερό µέλος : Αν υπήρχαν  x,y∈ Z  µε p=x2+ny2  , θα ίσχυε  : x2≡-ny2(modp) → 1 = x
p

2�

�
�

�

�
�

2

=  

                                           = -ny
p

2�

�
�

�

�
�

2

= -n
p

�

�
�

�

�
�

2

 ,  πράγµα άτοπο  αφού προηγουµένως δείξαµε ότι για  

                                           περιττούς πρώτους αριθµούς  p  που διαιρούν την διακρίνουσα του fn  ισχύει  
                                           - n

p
�

�
�

�

�
�

2

≠1.   

2.  Για το δεξιό µέλος :   To δεξιό µέλος δεν ισχύει γιατί για περιττούς πρώτους αριθµούς  p  που 
διαιρούν  

                                       την διακρίνουσα του fn  ισχύει  - n
p

�

�
�

�

�
�

2

≠1.   

Τέλος , το θεώρηµα  3.3.3.6 µας δίνει ότι υπάρχει αλγόριθµος υπολογισµού του fn. 
 

                            
 
 
3.4.1.4 ΣΧΟΛΙΑ : 1.  To θεώρηµα  3.4.1.3  γενικεύει γνωστά αποτελέσµατα.  Π.χ.  για την έκφραση  
                                  πρώτων  αριθµών από την µορφή  x2+27y2  το ring class field της τάξης O=Z[ -27 ]  
                                  είναι το K( 23 ) , οπότε  HO(x)=x3-2  (βλ. πρόταση 1.3.4.4).                                              

2.  Τα πολυώνυµα  ΗO  είναι γενικά πολύ δύσκολο να υπολογιστούν λόγω των πολύ  
     µεγάλων συντελεστών τους ( π.χ.  για τάξη  O µε διακρίνουσα  -56  ισχύει : 
     HO(x)=x4 - (28·19·937·3559)x3 + (220·3·21323)x + (28·112·17·41)3 ,   όπου οι 
συντελεστές  
     έχουν αναλυθεί σε γινόµενο πρώτων ) και συνεπώς το θεώρηµα  3.4.1.3  παρά την  



     τεράστια  θεωρητική αξία του , έχει µειωµένη υπολογιστική σηµασία.   
     Πληροφοριακά αναφέρουµε ότι είναι δυνατόν να χαρακτηριστούν τα ring class  
     fields χρησιµοποιώντας την  3η ρίζα της  j - αναλλοίωτης καθώς και συναρτήσεις  
     Weber , πράγµα που έχει ως συνέπεια πιο εύχρηστες υπολογιστικά παραλλαγές   
     του θεωρήµατος 3.4.1.3.  Παραπέµπουµε τον ενδιαφερόµενο στο βιβλίο του Cox :   
     [Cox]. 



                                                                     ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΙ 
 
• Mε N θα συµβολίζεται το σύνολο των φυσικών αριθµών : 1,2,3,4, � 
• Με Nο θα συµβολίζεται το σύνολο N�{0} . 
• Με Z θα συµβολίζεται το σύνολο των ακεραίων αριθµών. 
• Με Q θα συµβολίζεται το σύνολο των ρητών αριθµών. 
• Με R θα συµβολίζεται το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. 
• Με C θα συµβολίζεται το σύνολο των µιγαδικών αριθµών. 
• Με P  θα συµβολίζεται το σύνολο των πρώτων ακεραίων αριθµών. 
• Με P* θα συµβολίζεται το σύνολο των περιττών πρώτων ακεραίων αριθµών. 
• Για δακτύλιο R , θα συµβολίζεται µε  R*  ή µε Ε(R) το σύνολο των µονάδων ( αντιστρέψιµα στοιχεία 

) του R. 
(Προφανώς , αν o R είναι σώµα τότε R*=R-{0}.) 
• Για δακτύλιο R  και u∈ R , θα συµβολίζεται µε Ass(u) το σύνολο των συνεταιρικών στοιχείων του u. 

( Των στοιχείων του R δηλαδή της µορφής ε·u , όπου ε µονάδα του R. ) 
• Για ακέραια περιοχή R , θα συµβολίζεται µε quot(R) το σώµα πηλίκων του R. 
• Για m,n∈ N και S σύνολο , θα συµβολίζεται µε Μmxn(S) το σύνολο των mxn πινάκων µε στοιχεία από 
το S. 

• Με Ιn θα συµβολίζεται ο µοναδιαίος πίνακας nxn. 
• Για τετραγωνικό πίνακα Α θα συµβολίζεται µε det(A)  ή  µε  |A|  η ορίζουσα του A. 
• Για G,G' οµάδες ( δακτυλίους , σώµατα , διανυσµατικούς χώρους ) θα συµβολίζεται µε Hom(G,G') το 
σύνολο  

• των οµοµορφισµών G → G'. 
• Για G οµάδα ( δακτύλιο , σώµα , διανυσµατικό χώρο ) και Η υποοµάδα ( υποδακτύλιο , υπόσωµα , 
υπόχωρο   

της G θα συµβολίζεται µε  
• ΕndH(G) το σύνολο των  ενδοµορφισµών της G που αφήνουν τα στοιχεία της H 
αναλλοίωτα. 

• AutH(G)  το σύνολο  των αυτοµορφισµών της G που αφήνουν τα στοιχεία της H 
αναλλοίωτα. 

• Για n∈ N ,  θα συµβολίζεται µε Sn η οµάδα µεταθέσεων του συνόλου { 1,2,�, n }.  Επίσης µε An θα 
συµβολίζεται 

η υποοµάδα της Sn των αρτίων µεταθέσεων. 
• Για R δακτύλιο και Μ ένα R-module µε a,b∈ M , θα συµβολίζεται µε  <a,b>R το σύνολο των R-
γραµµικών συνδιασµών των a και b. ∆ηλαδή <a.b>R = {κa+λb | κ,λ∈ R }. 

• Για S δακτύλιο και R υπoδακτύλιο του S  µε  x∈ S   θα συµβολίζεται µε  : 
                             R[x]   , o  δακτύλιος των πολυωνυµικών εκφράσεων του  x  µε συντελεστές από το 
R. 
                             R(x) , το σώµα πηλίκων του R[x]. 
                             R[[x]] , ο δακτύλιος των τυπικών δυναµοσειρών του x  µε συντελεστές από το R. 
                             R((x)) , το σώµα πηλίκων του R[[x]]. 
                             R<x> , ο δακτύλιος των τυπικών µερόµορφων δυναµοσειρών του x (σειρών Laurent 
)  
                                         µε συντελεστές από το R. 
                             R<<x>> , το σώµα πηλίκων του R<x>. 
• Ένας ακέραιος αριθµός µε την ιδιότητα να µη διαιρείται από κανένα τετράγωνο ακεραίου αριθµού θα 
ονοµάζεται "ελεύθερος τετραγώνου". 



• Για ρητό αριθµό m ο συµβολισµός m=� θα σηµαίνει ότι ο m είναι τετράγωνο ρητού αριθµού. 
• Για ρητό αριθµό m ο συµβολισµός m≠� θα σηµαίνει ότι ο m δεν είναι τετράγωνο ρητού αριθµού. 
• Με 0 θα συµβολίζεται το µηδενικό στοιχείο µιας οµάδας.( Πχ το 0 για συναρτήσεις είναι η µηδενική 
συνάρτηση , το 0 για ιδεώδη είναι ο µηδενικό ιδεώδες , κ.ο.κ. ) 

• Αν Κ σώµα και u ένα στοιχείο αλγεβρικό του Κ , τότε µε Irr(u|K) θα συµβολίζεται το ελάχιστο 
πολυώνυµο του 

u πάνω από το Κ. Ειδικά , αν Κ=Q  τότε µε Irr(u|Z) θα συµβολίζεται το ανάγωγο πολυώνυµο του Z[x] µε 
µεγιστοβάθµιο συντελεστή θετικό , που προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό του  Irr(u|Q) µε το 
ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρανοµαστών των συντελεστών του ( οι συντελεστές του Irr(u|Q) 
θεωρούνται κλάσµατα σε  

ανάγωγη µορφή). Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι το u είναι ρίζα του Irr(u|Z) και ότι οι συντελεστές του 
Irr(u|Z) έχουν µέγιστο κοινό διαιρέτη 1 

• Για µιγαδικό αριθµό z , θα συµβολίζουµε µε z  τον µιγαδικό συζυγή του και µε ||z|| ή |z| το µέτρο του 
,  εκτός και αν ο z  ή οι  ||z|| , |z|  έχουν οριστεί προηγουµένως ως κάτι διαφορετικό. 

Με Rez θα συµβολίζεται το πραγµατικό µέρος του z και µε Imz , το φανταστικό µέρος του z. 
Πολλές φορές θα χρησιµοποιηθεί και ο συµβολισµός z' για τον z . Επίσης πολλές φορές στο κείµενο το 
γράµµα   
     "σ" θα συµβολίζει την µιγαδική συζυγία. 
• Για n,m∈ N και πίνακα nxm Α=[αi,j]i,j=1�n  , µε στοιχεία από κάποιο σύνολο S , θα συµβολίζεται µε 
ΑΤ o  

ανάστροφος πίνακας του Α , δηλαδή ο [αj,i]i,j=1�n . Επίσης για S=C , θα συµβολίζεται µε A  ο πίνακας 
[α  i,j]i,j=1�n . 

• Για σώµατα L και Κ , τα σύµβολα  L/K  ,  L
K

 και  L
K  θα σηµαίνουν ότι K⊆ L. 

• Για επέκταση σωµάτων L/K , θα συµβολίζεται µε (L : K) ή µε [L : K]  ο βαθµός της επέκτασης και µε 
G(L|K) η οµάδα Galois της επέκτασης. 

• Για οποιοδήποτε σύνολο S , θα συµβολίζεται µε #S  ή µε |S| ή µε card(S) , ο πληθάριθµος του S. 
• Κάθε υπόσωµα του C θα λέγεται µιγαδικό σώµα και κάθε υπόσωµα  του R θα λέγεται πραγµατικό 
σώµα 

     Φανταστικό σώµα θα λέγεται κάθε µιγαδικό σώµα που δεν είναι πραγµατικό. 
• Για m∈ Z θα συµβολίζεται µε Zm

  ο δακτύλιος Z
Zm

. 

• Για n∈ N και R δακτύλιο θα συµβολίζεται µε sl(n,R) το σύνολο { Α∈ Μnxn(R) | detA= ±1 }. 
• Με h θα συµβολίζεται το άνω µιγαδικό επίπεδο : {z∈ C| Im(z)>0}. 
• Για α,β∈ C και m∈ Z, το σύµβολο α≡β(modm) θα σηµαίνει ότι υπάρχει k∈ Z µε α=β+km. 
• Για οµάδα (G,∗ ) µε g∈ G και κανονική υποοµάδα H της G , θα συµβολίζεται µε [g] ( ή µε [g]H για 
ακρίβεια ) το coset g∗ Η της g στην G.   

• Για α1,α2,�,αν∈ Z , θα συµβολίζεται µε ΜΚ∆(α1,α2,�,αν) τον µέγιστο κοινό διαιρέτη των 
α1,α2,�,αν∈ Z  και µε 

     ΕΚΠ(α1,α2,�,αν) το ελάχιστο κοινό τους πολλαπλάσιο. Όταν δεν υπάρχει κίνδυνος παρερµηνίας θα 
συµβολίζεται 
     µε (α1,α2,�,αν) ο ΜΚ∆(α1,α2,�,αν)  και µε [α1,α2,�,αν] το ΕΚΠ(α1,α2,�,αν). 
• Για z∈ C-{0}  , το e2πi/z   θα συµβολίζεται µε ζz.  Επίσης το ω θα συµβολίζει το ζ3  αν δεν έχει καθοριστεί 
προηγουµένως ως κάτι διαφορετικό. 

• Για αλγεβρικό σώµα αριθµών Κ , το Pο(Κ) θα συµβολίζει το σύνολο των πεπερασµένων πρώτων και το 
P∞(Κ) , θα συµβολίζει το σύνολο των απείρων πρώτων  του Κ. To P(K) θα συµβολίζει το σύνολο όλων 
των πρώτων του Κ. 



     ( ∆ηλαδή P(Κ)=Pο(Κ)�P∞(Κ) ). 

• Για επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών L/K , θα συµβολίζεται µε spl(L/K)  ή spl( L
K

) ή spl(L
K )  

το σύνολο  
     των πεπερασµένων πρώτων του Κ που αναλύονται πλήρως στο L. Επίσης το spl(K/Q) θα συµβολίζεται 
και spl(K). 

• Αν L/Κ είναι επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών , τότε µε spl(L /K)~  ή µε spl(LK)~  ή µε spl(L
K

)~ ,  θα 

συµβολίζεται το σύνολο : 
                               { p∈ Po(K) | ο p δεν διακλαδίζεται στο L και υπάρχει q∈ Po(L) πάνω από το p, µε 

f q
p

�

�
�

�

�
� =1 }. 

Επίσης  µε  spl(L)~   θα συµβολίζεται το σύνολο spl(L/ )~ Q . 

• Αν S,T είναι δύο σύνολα , τότε ο συµβολισµός S ⊆
•

T  θα σηµαίνει ότι υπάρχει πεπερασµένο σύνολο Ε, 
ώστε 

     S ⊆  T�Ε.  Επίσης , ο συµβολισµός S =
•

T  θα σηµαίνει ότι  S ⊆
•

T και Τ ⊆
•

S. ( Όπως φαίνεται από τους 
ορισµούς ,  
     ο συµβολισµός  S =

•
T  σηµαίνει ότι τα S,T διαφέρουν κατά πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. )  

      
• Αν R είναι δακτύλιος και S είναι υπερδακτύλιος του R τότε για X⊆ S θα συµβολίζεται µε R[X] ο 
δακτύλιος των πολυωνυµικών εκφράσεων των στοιχείων του X µε συντελεστες από το R και µε R(X) 
το quot(R[X]). 

• Αν R είναι δακτύλιος , και f(x) είναι στοιχείο του δακτυλίου πολυωνύµων R[x] , τότε ο βαθµός του 
πολυωνύµου 

f(x) θα συµβολίζεται µε  deg(f)  ή deg(f(x)). 
• Για σύνολα Α,Β,Γ  µε Α⊆ Β και συνάρτηση f : A → Γ  θα συµβολίζεται µε f B  ο περιορισµός της f στο 
σύνολο Β. 

• Για L/K Galois επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών και q πρώτο µη διακλαδιζόµενο ιδεώδες του 
L θα  

     συµβολίζεται µε L | K
q

�

�
�

�

�
� το σύµβολο του Frobenius. ( ∆ηλαδή  το L | K

q
�

�
�

�

�
�  είναι το µοναδικό στοιχείο 

της G(L|K) 

     µε την ιδιότητα L | K
q

�

�
�

�

�
� (x) ≡ xN(p)(modq)  , ∀ x∈ RL  όπου p=K�RL.). Επίσης στην περίπτωση που η 

L/K είναι  

     αβελιανή , µε L | K
p

�

�
�

�

�
� θα συµβολίζεται το σύµβολο του Artin για πρώτο p του Κ µη διακλαδιζόµενο 

στο L. 
 
 
 
 
 
• Για επέκταση αλγεβρικών σωµάτων αριθµών L/K και p,q πρώτα ιδεώδη των K,L αντίστοιχα ώστε το q 
να είναι  



     πάνω από το p , θα συµβολίζονται µε f q
p

�

�
�

�

�
� ,e q

p
�

�
�

�

�
�  ο βαθµός αδρανείας και ο δείκτης διακλάδωσης του 

q πάνω   
     από το p αντίστοιχα. Επίσης µε r q

p
�

�
�

�

�
� θα συµβολίζεται το [L : K]

f q
p

e q
p

�

�
�

�

�
� ⋅ �

�
�

�

�
�

. 

• Για τυχαία υποσύνολα S,T του C , ώστε το T να είναι ανοιχτό , το   σύµβολο H(Τ ; S) θα συµβολίζει 
το σύνολο των ολόµορφων συναρτήσεων T → S. (Το H(Τ ; S) είναι αντιµεταθετικός δακτύλιος χωρίς 
µηδενοδιαιρέτες). 
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