Majhmatikìc Diagwnismìc

HrĹkleio, 26 IounÐou 2000

Ta problămata eÐnai diatetagmèna se aÔxousa seirĹ duskolÐac.

1. DeÐxte ìti den upĹrqoun mh mhdenikoÐ fusikoÐ arijmoÐ x, y, z, u pou na ikanopoioÔn thn exÐswsh

x^2 + y^2 + z^2 + u^2 = 2xyzu.

2. ’Estw c mÐa kleistă kampÔlh pou perikleÐei èna kurtì sÔnolo sto eswterikì thc. JewroÔme dÔo shmeÐa A kai A^′ pĹnw sthn c kai èna shmeÐo K sto eswterikì thc c kai pĹnw sto eujÔgrammo tmăma AA^′, tètoio ÿste |AK| <^2_3 |AA^′|. DeÐxte oti upĹrqei trÐgwno ABC, eggegrammèno sthn c kai me mÐa korufă sto A, pou èqei gia kèntro bĹrouc to K.

3. PĹnw se ènan kuklikì autokinhtìdromo upĹrqoun n stajmoÐ anefodiasmoÔ. H sunolikă posìthta benzÐnhc pou èqoun oi n stajmoÐ eÐnai arketă ÿste èna autokÐnhto na mporeÐ na diagrĹyei ìlh thn diadromă (dhladă ènan plărh kÔklo) me autăn. JewroÔme oti to autokÐnhto mporeÐ na apojhkeÔsei aperiìristh posìthta benzÐnhc. DeÐxte oti upĹrqei kĹpoioc apì touc n stajmoÔc anefodiasmoÔ, tètoioc ÿste an to autokÐnhto xekinăsei apì autìn ja mporeÐ na epistrèyei se autìn (kinoÔmeno pĹnta proc thn Ðdia kateÔjunsh).

4. DeÐxte oti upĹrqoun stajerèc a, b, c tètoiec wste an P eÐnai èna kurtì polÔgwno kai ρ(x, y) h apìstash tou tuqaÐou shmeÐou (x, y) tou epipèdou apì to eswterikì tou P , tìte Z_∞ −∞ Z_∞ −∞ e^{−ρ(x,y)}dxdy = a + bA + cL, ìpou A to embadìn kai L h perÐmetroc tou P .

5. ’Estw a_1, a_2, . . . , a_{2n} mia metĹjesh twn arijmÿn 1, 2, . . . , 2n. JewroÔme to Ĺjroisma S = |a_1 − a_2| + |a_3 − a_4| + · · · + |a_{2n−1} − a_{2n}|.

Poiìc eÐnai o mèsoc ìroc ìlwn twn timÿn pou paÐrnei h posìthta S ìtan a_1, a_2, . . . , a_{2n} eÐnai mia opoiadăpote metĹjesh.

6. ’Estw f h sunĹrthsh f(x) = 5x(1 − x) kai sumbolÐzoume me f^n thn sÔnjesh f ∘ f ∘ . . . ∘ f me ton eautì thc n forèc.

1. BreÐte to lim_{n→∞} f^n(x) gia x ∈ (−∞, 0).

2. BreÐte ta lim_{n→∞} f^n(0) kai lim_{n→∞} f^n(4/5). BreÐte epÐshc èna shmeÐo

x ∈ R tètoio ÿste na măn upĹrqei to ìrio lim_{n→∞} f^n(x) sto R ∪{±∞}.

7. (a) PĹnw se èna trapèzi brÐskontai topojethmèna 100 rolìgia. Ta rolìgia èqoun ìla thn Ðdia perÐodo, eÐnai stroggulĹ me leptodeÐkth, mporoÔn ìmwc na eÐnai topojethmèna pĹnw sto trapèzi me opoiodăpote trìpo. EpÐshc oi diĹmetroi twn rologiÿn mporoÔn na eÐnai diaforetikèc. DeÐxte ìti kĹpoia qronikă stigmă to Ĺjroisma twn apostĹsewn tou kèntrou O tou trapezioÔ apì ta kèntra twn rologiÿn ja eÐnai mikrìtero ă Ðso apì to Ĺjroisma twn apostĹsewn tou O apì ta Ĺkra twn leptodeiktÿn.

(b) An paraleÐyoume thn upìjesh ìti ta rolìgia èqoun ìla thn Ðdia perÐodo, deÐxte ìti kĹpoia qronikă stigmă to Ĺjroisma twn apostĹsewn tou O apì ta Ĺkra twn leptodeiktÿn ja eÐnai megalÔtero ă Ðso apì 0.9 forèc to Ĺjroisma twn apostĹsewn tou O apì ta kèntra twn rologiÿn.

8. An p(x) eÐnai èna poluÿnumo kai ϵ > 0 deÐxte ìti upĹrqei ènac peperasmènoc grammikìc sunduasmìc f(x) twn poluwnÔmwn x^n + x^{n2} , n = 0, 1, 2, . . . , tètoioc ÿste |f(x) − p(x)| ≤ ϵ, gia kĹje x ∈ [0, 1].

9. ’Estw A ⊆ N tètoio ÿste (i) a, b ∈ A sunepĹgetai ìti a + b ∈ A, kai (ii) den upĹrqei q ∈ {2, 3, 4, . . .} pou na diaireÐ ìla ta stoiqeÐa tou A. DeÐxte ìti:

(a) UpĹrqei fusikìc k kai stoiqeÐa x_1, . . . , x_k tou A ta opoÐa èqoun mègisto koinì diairèth to 1.

(b) To A perièqei kĹpoio telikì kommĹti tou N, dhl., upĹrqei M ∈ N t.ÿ. {M, M + 1, M + 2, . . .} ⊆ A.

H diĹrkeia tou diagwnÐsmatoc eÐnai 5 ÿrec. Kală epituqÐa.