Panepistămio Krăthc ` Tmăma Majhmatikÿn

MAJHMATIKOS DIAGWNISMOS ` IOUNIOS 2000

EndeiktikĹ Problămata

Me diorjÿseic apì thn èkdosh thc 20ăc AprilÐou

1. DeÐxte ìti gia x, y > 0 isqÔei x^y + y^x ≥ 1.

2. An A ∈ R^{n×n} eÐnai ènac antistrèyimoc pÐnakac me ajroÐsmata sthlÿn Ðsa me èna stajerì arijmì, deÐxte ìti thn Ðdia idiìthta èqei kai o A^{−1}.

3. O (2n) × (2n) pÐnakac T grĹfetai se block morfă wc T = ( A B 0 D ) , ìpou oi A, B, D eÐnai n×n pÐnakec. UpologÐste thn orÐzousa tou T sunartăsei twn orizousÿn twn pinĹkwn A, B, D.

4. DeÐxte ìti den upĹrqei isìpleuro trÐgwno sto epÐpedo pou kai oi treic korufèc tou na èqoun kai tic duo suntetagmènec touc akeraÐouc arijmoÔc. Ti gÐnetai an jewrăsoume to trÐgwno sto qÿro?

5. Upojètoume ìti ta shmeÐa tou epipèdou èqoun qwristeÐ se dÔo xèna sÔnola. DeÐxte ìti gia toulĹqiston èna apì ta dÔo sÔnola, gia kĹje r > 0, upĹrqoun mèsa tou dÔo shmeÐa se apìstash r.

6. Ta shmeÐa tou epipèdou ta qrwmatÐzoume me kìkkino, kÐtrino ă mplè. DeÐxte ìti upĹrqoun dÔo shmeÐa sto epÐpedo se apìstash 1 pou èqoun to Ðdio qrÿma.

7. Poioc apì touc arijmoÔc e^π kai π^e eÐnai megalÔteroc? ApodeÐxte ton isqurismì sac.

8. ’Ena piĹto perièqei n makarìnia. Dialègw sthn tÔqh dÔo Ĺkrec makaroniÿn apì to piĹto kai tic dènw me kìmpo. Katìpin dialègw, pĹli sthn tÔqh, dÔo apì tic Ĺkrec pou èqoun meÐnei kai tic dènw kai autèc me kìmpo, kai suneqÐzw ètsi mèqri pou na mhn upĹrqei pia zeugĹri apì Ĺkra makaroniÿn sto piĹto. BreÐte ton mèso arijmì kleistÿn kuklwmĹtwn (apì makarìnia) pou èqoun sqhmatisteÐ.

9. DÔo paÐktec, o A kai o B, paÐzoun to exăc paiqnÐdi: èna trÐto prìswpo (uperĹnw kĹje upoyÐac!) rÐqnei èna amerìlhpto nìmisma èwc ìtou emfanisteÐ mÐa apì tic akoloujÐec KKK, sthn opoÐa perÐptwsh kerdÐzei o A, ă GKK, opìte kerdÐzei o B. BreÐte thn pijanìthta na kerdÐsei o B.

(K=korÿna, G=grĹmmata.)

10. BreÐte gia poièc timèc tou x ∈ (0, ∞) sugklÐnei h seirĹ ∞∑ n=1 x^{1+1/2+···+1/n}.

11. BreÐte treic arijmoÔc a, b, c ∈ R tètoiouc ÿste na upĹrqoun rhtoÐ x, y, z, ìqi ìloi 0, tètoioi ÿste xa + yb + zc = 0, allĹ na mhn upĹrqoun rhtoÐ X, Y, Z, ìqi ìloi 0, tètoioi ÿste X 1 a + Y 1 b + Z 1 c = 0.

12. ’Ena orjogÿnio parallhlepÐpedo perièqetai mèsa s’ èna Ĺllo (endeqomènwc strammèno wc proc to prÿto). DeÐxte ìti to Ĺjroisma twn mhkÿn twn akmÿn tou eswterikoÔ parallhlepipèdou eÐnai mikrìtero apì autì tou exwterikoÔ.

13. An A ∈ R^{n×n} eÐnai ènac antistrèyimoc pÐnakac me jetikĹ rhtĹ stoiqeÐa kai ajroÐsmata grammÿn kai sthlÿn Ðsa me 1, kai x, y ∈ R^n eÐnai dianÔsmata me jetikèc suntetagmènec, tètoia ÿste y = Ax, tìte y_1 · · · y_n ≥ x_1 · · · x_n. 14. ’Ena polÔgwno èqei korufèc sto Q^2 . DeÐxte ìti to embadì tou eÐnai rhtìc.

15. DeÐxte ìti to poluÿnumo f(x) = x^n +x^3 + x^2 + 5, n ≥ 4, de mporeÐ na grafeÐ wc ginìmeno dÔo mh stajerÿn poluwnÔmwn me akèraiouc suntelestèc.

16. H f eÐnai mia fragmènh sunĹrthsh orismènh s’ ìlo to R tètoia ÿste gia kĹje x, y ∈ R na isqÔei f( x + y 2 ) ≤ f(x) + f(y) 2 . DeÐxte ìti h f eÐnai suneqăc pantoÔ.

17. H f : R → R eÐnai paragwgÐsimh kai gia kĹje x, y ∈ R èqoume

f(x) − f(y) = f^′( x + y 2 )(x − y). DeÐxte ìti h f eÐnai poluÿnumo bajmoÔ mèqri 2.

18. ’Estw f : [a, b] → R suneqăc, me thn idiìthta ìti gia kĹje diĹsthma [c, d], upodiĹsthma tou [a, b], upĹrqei λ ∈ (0, 1) tètoio ÿste f(λc + (1 − λ)d) ≤ λf(c) + (1 − λ)f(d). (1) DeÐxte ìti h f eÐnai kurtă, dhl. ìti h (1) isqÔei gia kĹje c, d, λ.

19. DeÐxte ìti o arijmìc 1 +^1_2 +^1_3 + · · · +^1_n den eÐnai akèraioc an n > 1.

20. H f : R → R eÐnai suneqăc kai gia kĹje

x ∈ R, h > 0, isqÔei f(x) ≤ 1 2h ∫_{x+h} x−h f(t)dt. (a) DeÐxte ìti se kĹje diĹsthma [a, b] to mègisto thc f piĹnetai sto a ă sto b. (b) DeÐxte ìti h f eÐnai kurtă.

21. DeÐxte ìti kĹje peperasmèno uposÔnolo A ⊆ R^2 me diĹmetro mikrìterh ă Ðsh tou 1 perièqetai se dÐsko aktÐnac^{1√}_3 .

22. To plĹtoc w tou sunìlou A ⊆ R^2 eÐnai to mikrìtero plĹtoc lwrÐdac pou perièqei to A. An to A eÐnai kurtì kai sumpagèc (sumpagèc = kleistì kai fragmèno) kai èqei plĹtoc w deÐxte ìti se kĹje dieÔjunsh perièqei èna eujÔgrammo tmăma măkouc w.

23. a) ApodeÐxte ìti o arijmìc rhtÿn shmeÐwn (pou èqoun dhl. kai tic duo touc suntetagmènec rhtèc) thc perifereÐac enìc kÔklou tou kartesianoÔ epipèdou eÐnai stoiqeÐo tou sunì- lou {0, 1, 2, ∞}. b) Dÿste paradeÐgmata ta opoÐa apodeiknÔoun ìti ìlec oi parapĹnw periptÿseic eÐnai dunatèc. g) ApodeÐxte: An upotejeÐ ìti o kÔkloc èqei kèntro me rhtèc suntetagmènec, tìte o arijmìc twn rhtÿn shmeÐwn thc perifereÐac tou eÐnai 0 ă ∞ (kai oi dÔo periptÿseic eÐnai dunatèc).

24. ’Ena trÐgwno èqei pleurèc akeraÐou măkouc kai dÔo gwnÐec tou eÐnai thc morfăc pθ kai qθ, p, q ∈ N, (p, q) = 1. DeÐxte ìti cos θ ∈ Q.

25. Na apodeiqjeÐ ìti gia kĹje n ∈ N isqÔei

2(3n − 1)^n ≥ (3n + 1)^n.

26. ’Estw n ≥ 1 dojèn kai gia k = 1, 2, . . . , n− 1, dÐdontai oi arijmoÐ a_k, b_k, z_k, me z^2_k diaforetikĹ anĹ dÔo. ’Estw

P (z) = z^n + n−1∑ k=0 a_kz^k,

Q(z) = z^n + n−1∑ k=0 b_kz^k, tètoia ÿste A(z_k) = B(z^2_k) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1. Na brejoÔn ta b_k sunartăsei twn a_0, . . . , a_{n−1}.

27. ’An 0 < y < x < 1 deÐxte ìti

log x − log y x − y ≥ − log y. 28. KĹje jetikìc akèraioc eÐnai diaforĹ dÔo sqetikĹ prÿtwn sÔnjetwn arijmÿn.

29. ’Estw b > 0 kai b^a ≥ ab gia kĹje a > 0. DeÐxte b = e.

30. DeÐxte oti h exÐswsh x = tan x, den èqei lÔsh sto (0, π) kai dÿste èna kĹtw frĹgma x_∗ gia thn mikrìterh jetikă lÔsh autăc thc exÐswshc, tètoio ÿste 0 ≤ x − x_∗ < π/6.

31. DeÐxte oti ∫_∞ 0 | sin x| x dx = ∞, ìmwc to ∫_∞ 0 [(sin x)/x] dx eÐnai kalĹ orismèno kai peperasmèno.

32. DeÐxte oti

I := ∫_{+∞} −∞ e^{−x2/2}dx = √ 2π.

33. ’Estw p : R → [0, ∞) mÐa opoiadăpote sunĹrthsh me ∫_{+∞} −∞ p(x) dx = 1 (mÐa tètoia sunĹrthsh p eÐnai mÐa puknìthta pijanìthtac). DeÐxte oti den upĹrqei sunĹrthsh f : Q → [0, ∞), ìpou

Q = rhtoÐ, tètoia ÿste ∑ q∈(a,b) f(q) = ∫_b a p(x) dx gia kĹje a, b ∈ R me a < b.

34. ’Estw f : R → R mÐa suneqăc sunĹrthsh kai èstw oti f(f(a)) = a gia kĹpoion pragmatikì arijmì a. DeÐxte oti h f èqei stajerì shmeÐo: upĹrqei b ∈ R tètoio ÿste f(b) = b.

35. DÐnontai sunartăseic u, v : Z → R me u(0) = v(0) = 0. DeÐxte oti upĹrqei akribÿc mÐa f : Z × Z → R, pou na ikanopoieÐ tic exăc sunjăkec: f(x, 0) = u(x), ∀x ∈ Z, f(0, y) = v(y), ∀y ∈ Z, f(x+1, y+1)+f(x, y) = f(x+1, y)+f(x, y+1), gia kĹje x, y ∈ Z.

36. ’Estw S := {(x, y) ∈ Z × Z : |x| ≤ n, |y| ≤ n}, kai So := {(x, y) ∈ Z × Z : |x| < n, |y| < n}, to eswterikì tou. DeÐxte oti, an f : S → R eÐnai mÐa sunĹrthsh pou èqei thn idiìthta oti, gia kĹje (x, y) ∈ So, f(x, y) = 1 4 (f(x + 1, y) + f(x, y + 1)+ f(x − 1, y) + f(x, y − 1)) , tìte h f den mporeÐ na èqei gnăsio mègisto sto eswterikì to S dhladă, den upĹrqei (x^∗, y^∗) ∈ So tètoio ÿste f(x^∗, y^∗) > f(x, y) ∀ (x, y) ∈ S. 37. ’Estw φ h sunĹrthsh tou Euler, dhladă, gia n ∈ N, φ(n) isoÔtai me to plăjoc twn akeraÐwn sto [1, n] pou eÐnai sqetikĹ prÿtoi me ton n. ApodeiknÔetai oti φ(n) = n m∏ i=1 ( 1 − 1 p_i ) , ìpou n = p^{κ1}_1 · · · p^κm_m h anĹlush tou n se ginìmeno prÿtwn. Qrhsimopoiÿntac autăn thn anaparĹstash thc φ (thn opoÐa mporeÐte na jewrăsete dedomènh), ă ìpwc alloiÿc jèlete, breÐte ìlec tic lÔseic thc exÐswshc φ(n) = n/3.

38. BreÐte ta prÿta 2000 dekadikĹ yhfÐa tou arijmoÔ (10^{2000} − 1)^{−1/2000}.

39. ’Estw T èna peperasmèno duadikì dèndro, me n Ĺkra kai tètoio ÿste kĹje tou Ĺkro na sundèetai me thn korufă tou dèndrou. ’Estw d_1, . . . , d_n ≥ 1 oi apostĹseic twn Ĺkrwn apì thn korufă tou dèndrou. DeÐxte oti n∑ i=1 2^{−d}i ≤ 1.

HrĹkleio, 7 IounÐou. 2000