OEQPIA STYNOAQON
lo ®VNN0 Aoxroswy

1. Na anodetydel ot A C {A} t61e xou ubévo téte btov A = @.
2. No anodeydel ot AUX = AUB xau AN X = @ axpPaoc tote étav X = B\ A.
3. AVA# @, B# @ xu (Ax B)U(B x A) =C x C, va anodetydel ot A= B =C.
4. AvA, BC X xu C, D CY, va anodelydel ott

(AxC)U(BxD)cC (AUB)x (CUD,),
oAAG Bev Loy lel TavTa 1) lodTNTOL.

5. BEotw A C X xu f: X =Y plaanewxédvion. Avi: A — X elvou n évieon, va anodetydel
ot fla= foixu (foi)"H(B)=AN f~YB) yw x&de clvoro B C Y.

6. No anodeyVel ot yio plor amewxdvion f: X — Y 1o mopoxdte etvar loodivayo:
() H f etvar 1 — 1.
B) f(ANB) = f(A)N f(B) yi xdde A, B C X.

7. Bow f: X — Y pla oneévion. Na anoderydet ot f71(Y \ B) = X \ f71(B) o xdde
olvolo B CY.

8. 'Eotw f: X =Y plo anexovion.

(o) Now dewydet ot n f eivan 1 — 1 t6te xou poévo téte dtav f(X \ A) C Y\ f(A) vy xdde
olvoho A C X.

(B) Not devydet ot 1 f elvon enl téte xou pévo téte 6tav Y\ f(A) C f(X\A) yo xdde ohvoro
ACX.

9. Eotw X éva oivoro xau f 1 X — X pla amewévion. Opllovye f2 = f o f xou emoywyd
i = fro f yixdde n € N. Avurdpyein € N, n > 1, tét010¢ Gote f7 = idx (uia tétola
amewdvion héyeton Teptodixy)), vor amodewydel ot 1 f elvan avoryxaotind 1 — 1 xou en.

10. 'Eotw 6t X, Y ebvau 500 cOvora xou f: X — Y yio amewovion. Av Ry C X x X ebvau
o muphvag g f, OnAaodt

(r1,72) € Ry <= f(z1) = f(2),

va amodetydel ot undpyel uio 1 — 1 anewxovion fi : X/Ry — Y tétow dote frop = f,
6mov p : X — X /Ry elvon n) ametxdvion mifixo. Me dhhot Aoy, to mapaxdte Sidrypopuo etvon
UETOIETIXO.



OEQPIA STYNOAQON
20 ®UAN0 Aoxhoswv

1. Av A eva éva apriuriowo cOvoho xou a € A, va xataoxevootel plo 1 — 1 amewdvion
f:N—= A\ {a}.

2. No anoderydel 0Tt T0 GUVOAO OAWV TV TETEPACUEV®Y UTOGUVOAWY TOU GUVOAOU TWV
puOXWY oELuOY elvan apriunouo.

3. No amodetydel o1t 10 6OVOAO OOV TWV AMERWY UTOGUVOAWY TOU GUVOAOU TWV QUOLXWY
aptdu@y etvan LIoOTANIO UE TO GUVONO TV TEAYHATIXWDY oQLIUMY.

4. Av A xou B eivar 800 omoladfitote alvoha, va anodetydel ot undpyet uio 1 — 1 aneixdvion
f:BA = P(A x B) xa cuvendc

BA <P(A x B).

5. No amodetydet ot ohvora NY xan P(N) ebvor toomhndnd.
(Trédeiln: Xenowonoteiote to Yedpnua twv Schroder-Bernstein. )

6. Av X civar éva oOvoho, tote plar 1T — 1 xou ent anewdvion f: X — X Aéyetou yetdideon
wou X. To olvoro hwv twy petadéoewy tou X ocuyPorilouue pe S(X).

() Av 10 olvoro X Bev eivon povooivolo xou ebvor to Toh) oprdufotpo, vo anodetydel ot
undpyet f € S(X) tétow wote f(z) # x vy xdle x € X.

(B) Na anodetydel ott S(N) ~ R.

(Trédein yio to (B): Iopatneeiote ot av A eivon 10 60voro Ghwv TV LTooLUVOALY Tou N
Tou €youv ToUAdytoTov 800 ototyeia, Tote P(N) ~ A xau amd tny éAn pepid A S S(N).)

7. No anodeydel ott av A, B xau C elvor omoladrinote cOvoha, toTe
CAXB ~ (CB)A.

8. No amodetydet ott RY ~ R.
(Trédelln: Xenowonoteiote v tponyoluevn doxnon 7 xou 1o VYedpnuo twv Schroder-
Bernstein.)

9. No anodetydel otL T0 Ghvoro
C10,1] ={f|f :[0,1] = R ouveyhc}

elvon loomAnthixd tou R.
(Tréoeiln: XpnowomoleloTe TRy TUXVOTNTA TOU GUVOROL TwV pNTodv aptiucy oto R.)

10. No amoderydet ont R < RE adhd dev urdpyer xoppla anewdévion f: R — RE mou etvou
enl. Bivor T o0voha R xon R¥ icomindi;
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1. Eotww ou X, Y elvan 600 cOvora xan f : X — Y elvan plo omeixovion. Av Z elvon €va
ohvoho tétoto wote fi(y) S Z v xdde y € Y, va amoderydel ot X Y x Z.

2. Av I C R elvon éva avoyto dudotnuo xon f @ I — R elvon pla yovotovn ameixdvion, vo
amodetydel 0Tl T0 6UVOAO TwV onuelwy Tou I ota omola 1 f eV elvon cuveyhc elival To TOAD

apriuroo.

3. Av M ={f|f:R— R povétovn}, va anodetydet ot M ~ R.

(Tr6deiEn: Oewpotpe Ty anewévion H : M — R ue H(f) = flg. Acitconiavn f € M
elvon ouveyfic oto = € R xou H(f) = H(g), t6te g € M eivau eniong ouveyric oto & xou
f(z) = g(x). 3Xtn ouvéyela epopudote xatddhnia Tic dVo Tponyolueves aoxnhoels 1 xou 2,
%0 xou to Yedpnua twv Schroder-Bernstein. )

4. T xdde A C (0,1) Yewpolye v omeévion fa : R — R pe

—x, o6taver e AR —x €A,
lM@ﬁ:{ !

x, otovx ¢ Axon —x ¢ A

(o) No amodetydel ot n fa ebvar 1 — 1 xon en.

(B) Av S(R) eivor t0 6Ovoho 6wV Twv petadéoewy tou R, vo amodetydel oL 1 anexdvion
F:P((0,1)) - S(R) pe F(A) = fa elvar 1 — 1.

(v) No amodeydei ot

PR) ~ SR) ~{f|lf:R—-R 1-1}~RE

“

Av X ebvor éva omolodhmote ohvoro, va amodetydel ot X x X ~ X {01 Suvendc,
K-k = k% Yo xdde TAnddprduo K > 0.

6. Na anodeylel ot c =c-c---c (n gopéc) ywo xde n € N, n > 2.

No _

7. Av k ebvan évag mAndderiuog tétolog wote 2 < k < ¢, va anodetydel oTL K c.

8. Nou anodeydel otnyv apriuntxy twv mhndapiduny ot
142434+---=24+242+---=11+214+3+-.- =N,.

9. No deuydel pe éva mapdderyyo ott otny apuiuntixn Tov TAndupliuwy evoéyeton yior 600
mAnddoiuoug K, A voloylel kK < A, 0AN& K+ 1 = A 4 11 Yo xdmotov Thnddoriuo .

10. Av X, Y etvou 500 alvola xou untdpyet amewovion f : X — Y nou eivon enl, vo omodetydet
onY < X.
(Trédein: Xenowonoelote o Afinua tne Emhoyrc.)



OEQPIA STYNOAQON
40 ®OANNO Aoxfoewv

1. Na e&nyniel nog xatooxeudletar T0 X0ETEGLAVO YIVOUEVO 500 GUVOAWY amtd Tal o LMY
Twv Zermelo-Fraenkel ywplc 1o A&iwpa tou Anelpou xou ywelc o Alwya tne Emioyrc.

2. 'Eoww o1t 0, a xou b eivon tplor oVpPoha dtapopetind petall) Toug avd dvo xaw X = {0, a, b}.
Av S : X — X eivar n anexévion pe S(0) = a, S(a) = b, S(b) = b, va e€etaoTel noéc and
Tic WLoTNTES Ve ouoThuatoc Peano ixavomotel 1 tpidda (X, 0,.5).

3. Eow a, b dVo obuBoha e a # b xow X = (N x {a}) U(N x {b}). Av §: X — X elvaw n
anewédwion pe S(n,a) = (n+1,a), S(n,b) = (n+1,b), va anoderyVel ot n tp1dde (X, (0,a), S)
ovorotel Tig WLoTNTES EVOC cuoTruatog Peano extoc and tnv Apyh e Enoyoync.

4. No eupedoly dhec ot anewovioee f: N — N ye my ot f(n+m) = f(n) + f(m)
yio x&de n, m € N.

5. Av F elvon éva dlatetaypévo ooy, va amodeydel ot yio xdde a, b € F, ye a < b, 10
obvoho {x € Fla < x < b} eivou drnelpo.

6. Mrnogel éva menepaopévo oouo va Yivel Slatetayuévo;

7. 'Eow Q(X) = {i : f,9€Q[X],g#0}. To Q(X) yiveton oopo pe tic cuvndiouéves
g
TRAEELS o AEYETOL TO WU TWY PNTWYV cUVOETHoEWY Tdvew oto Q. Eotw P 1o unocivolo
Tou Q(X) nou anoteheiton and GAEC TIC PNTEC CLUVOPTACELS
an X"+ -+ a1 X +ap
b X™ + -+ 01X + bo

ue  apby, > 0.

Avr, s € QX), opiovpe 7 > s btav r —s € Py p =¢q. To Q(X) yiveton pe autév tov
Tp6T0 drotetarypévo odpa. No anodetydel ot to Q(X) Bev éyel Tnv apyurdeta bt
(Trédeln: Av r(X) =X, tote 7 > n v xdde n € N, yatt X —n > 0.)

8. Y10 N x N Jewpolye tn diuelr} oyéon
(a,b) <(c,d) <= (a<c) K (a=c xu b<d).
No amoderydet ot o (N X N, <) elvon xohd Satetaypévo oOvoro.

9. 'Eotw X éva cOvoro xau p : X x X — X plo amexévion yu tnv onolo Ypd@pouue
p(x,y) = xy. YTrmodétoupe ot n duehic awth TEdEn eivon TEOCETUPLOTIXT, PETADETIXT Xou
emnhéov zx = x v xdde z € X. Yto X Yewpolye tn dyeh oyéon z < y TOTE XoL POVO
ToTE STV TY = Y.

(o) No amodetydel ot n < eivon pepixr didtaln oto X.

(B) Av z, y € X, va amodewydel ot undpyet z € X této0 dote x < z, y < z xou 10 2 elvau
ENAYLOTO UE AUTY TNV WBLOTNTA.

10. No amodetydet ott av 1o K eivan éva yvrioto utoopa tou R, t61e 10 K dev elvon mAripeg
OLATETAYUEVO CWUAL.



OEQPIA STYNOAQON
50 ®OAN0 Aoxhoswv

1. Y10 oOvoho NN opileton 1) AeZixoypagund didtain <, 6mou
f<g <= f=9g % dne N(f(z) =g(i) Vi<n xu f(n)< g(n)>

Na anoderydet ot 1o (NN, <) eivon ohixd Sratetaryuévo 6Ovoro, ahhd Sev etvor xahd BloteTory-
Uévo.

2. Eomw X C R.

(o) Av yio xdde z € X undpyet 6, > 0 této0 Wote (2, 2+0,)NX =@ (r—6,2)NX = O,
var omodetydel ot 10 X eltvan (to TOAD) aprduriowo chvoho.

(B) Av o X eivou unepapriuriowo cbvoro, va anodetyVel ot yio xdde x € X undpyet pla
yvhota giivouvoo oxohoudia (2, )nen oto X dote x = inf{x,|n € N}.

(v) Av 1o (X, <) elvon xohd Srotetorypévo olvolo, 6mou < eivon 1 cuvndiouévn didtaln and
0 R, va anodetydel ot to X eivon (1o moAd) aprduroto.

3. Eow (X, <) éva xahd dratetaypévo oUvoro. No amoderydel ot yio xdde y € X undpyouv
z € X xun €N tétow dote y = S™(z) xaw = 0x % 10 = elvan optaxd ototyeio tou X.

11 1
—,—,1——=IneN,n> 2} tou Q.
n'n n

(o) Now amoderydet ot av xou xdle otoryeio Tou X éyel enduevo xou xdde otowyelo dapopetind

4. Oewpolye 10 unocUvoro X = {—

7 e Z 7. 7 7
amb TO EAIYLOTO —5 EXEL TPONYOUREVO, TO X ©oev elvar 6poto pe to N.

(B) Eivar t0 X x0ohd dratetorypévo unochvoro tou Q;

5. Av (X, <x) xau (Y, <y) eivou 800 xahd dwtetaryyéva cOvora, vo amoderyVel ott undpyet
T0 ToAD i apyx) opotdtna f : X — f(X)C Y.

6. Na amoderyVel ot yia xdde chvoho X undpyet éva xald datetaypévo ovvoro (Y, <) v
70 omolo dev umdpyel xapia amexovion f: X — Y rn onolo elvan ent tou Y.

7. No anodeydetl ot av X S Y, t6te h(X) <, h(Y).
8. Na anodeyyel ot h([0,n)) =, [0,n + 1), 6mou [0,n) = {0,1,....n —1}, n € Nyn > 1.

9. 'Eow X éva oclvoho xar (W, <) éva xahd datetaypévo ovvoro. Na amoderydel ot
W <, h(X) t6te %o uévo tote dtov W S X.

10. Eotw X éva obvoro xou R C X x X plo Syelric oyéon pepirc dudtaéng oto X. Na
amodetyVel ot undpyel pla oyéon ohxng didtagng S C X x X tétowr ote R C S.
(Trédeiln: Oewpeiote t0 olvolo

P={SeP(X x X)|to S eivou yepwr| didta&n oto X xou R C S}

HEPIXMS SLaTETaYPEVO amd T1 oY€on UTOCUVOLOU Xou eopuéoTe to Afjuua Tou Zorn.)
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1. Eotw X éva obvoho xau C C P(X) pla yéytotn ahuoido we mpog T oyéon unocuvolou.
Hapatneeiote ot avoyxaotixd meénet &, X € C. T xdde x € X Yewpolye ta ohvora

U= J{4eCle¢ A}, Vi=((AeClze A}

(o) Now amodetydei ot Uy, Vi € C xou Uy C Vv xdde x € X.
(B) Avz € X xa A € C, va amodetydel ont A C U, 1V, C A.
Y70 olvoho X Vewpolue T dylehn oyéon

r<y <= z=yhRIAclClrecA xu y¢A).

(v) No amodeydel ont n < eivan oyéon ohxfic didtalng oto X.
(8) No xataoxevaotel pyio 1 — 1 anexévion f: X — P(X) tétowr dote

1 <wp <= f(z1) C flz2) xu  flz1) # f(22).

2. No anodewydet ott yia xdde cdvoro X mou dev elvon povooivoho umdpyet wla 1 — 1 xon emt
amewévion f 1 X — X tétow dote f(z) # z vy xdde z € X. Edwxd, av 1o X elvan dneipo,
undpyel wlo Tétota amedvion Yo Ty omota emmhéov f = f.

3. Na anoderydel ot av 10 X elvar onowodhrnote dnepo obvoro, téte |X| < |S(X)|, 6mou
SX)=A{flf: X =X 1—1xoeni} eivar 10 cOvoro twv petadéceny tou X.

4. Eow ou X, Y elvou 800 olvoha, and ta omolo o Y elvan dmepo. Av umndpyer ula
amecévion f 1 X — Y mou ebvon et xau tétowr dote |fHy)| < Y] v xdde y € Y, va
amodetydel ott X ~ Y.

5. No onodetydet ot oL tpocdetinéc opddec (R, +) xou (R? +) elvon iodpoppec.
(TrédeEn: Oewpeiote o oOvoha R xaw R? 6¢ Slovuopatinoie yopoug méve oto oopa Q tov
oNTOY oty o xotaoxeudote éva Q-ypopuxd wopoppioud f: R — R2.)

6. Eotww (X, <) éva pepixd Swtetaypévo ovvoro. To S C X Ayeton opotedixd untoohvolo
ou X, av v xdde x € X undpyel s € S tétoo Hote x < 5. Trodétouvye ot 1o (X, <) elvau
UTFXEVO, OAXA BLUTETAYUEVO %o OEV €EL UEYoTo oTolyelo, yiatl av umdpyel uéyloto cTolycio
s € X, t6te mpogavee to S = {s} elvar opotelxd utosivoro tou X. 310 6Ovoho

W ={W C X|tw (W, <) elvor xahd Srotetorypévo}
YewpoVUe TN SWeEAT| oyEon
Wi X Wy <= 710 Wp elvon opyixd tufjpa tou Wa.

(o) Now omoderydel ot n < elvan oyéon pepic Sdtaine oto W, we npog tny onola xde
ahuotda €yel dve pedypo oto W,

(B) (Hausdorff) No amodetyVel ot undpyet éva xahd Sotetaypévo oc mpoc < OPOTEAXO
unocUvoho tou X.
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1. Eow (X, <) éva ohxd Swtetoryuévo oUvoro xdlde optduoluo UTooUVOAO Tou OTolou
elva xohd Srotetaypévo (e mpog tny Teploptopévn ddtadn). Na anoderydel on o (X, <)
elvon xaAd SlateTorypévo.

2. Y10 0Uvoho A TV deTIKV QUOKOY dpLiu®y Yewpolue TN Slwekn oyéon <, 6Tou
294<16<---<0.
No anodetydel ot to (A, <) elvon xahd Swatetaypévo ovvoro xou Ord(A4, <) = w + 1.
3. Y10 clvoro N 1wV guoxey apriuny Yewpolue TN SWely| oyéorn <, 6Tou
092<94<96<---21<2035<9---.
No anodeyydel ot 1o (N, <) eivon xahd Satetoryuévo ovvoro xar Ord(4, <) = w + w.
4. No anodetydel ot 1 +w =w # w + 1.

5. Na anodetydel ot xdie dneipog dratoxtindg aprduog elvar e wopghc o + n, 6oL 0 «
elvan xdmolog oploxde ot Tixde aptduog xa n € N.

6. No anodeydel ot yioo xde dmelpo SotaxTind apLdud o, o dlatoxtixds apLiuos a + 1 dev
elvon TAnddpripoc. Buvenog xdie drewpog TAnddpriuog elvon oploxdg dlataxTixog aptiuog.
(Trédeln: Oewpeiote tny amexévion f:a— a+1pe f(0) =a, f(n+1)=n, yian <w
xau f(§) =& yow<E¢<a.)

7. Na amodetydel 0Tt 0 Sotoxtindg apriude a etvon mAnddprduog TOTe xou H6VO TOTE OTAY Yo
navéva SlatoxTind apripd B < o Bev umdpyel amewxovion f 8 — « mou elvon end.

8. Eotww a évag oploxdg dotaxtinde aprdude xon {kel§ < a} plo uneprencpaouévn yvioia
av&ovoa axoroudia urxoug a drelpnv Thndupiduwmy. No arodetydel ot o dratoxtindg aprdude
K= U ke elvon TAnUderduoc.

(<a
(Trédeiln: Av o k dev eivon mhnddprdupog, undpyet Slataxtinds aptipds B < K xou ATEGVION
f B — k mou ebvau enl. Trdpyel £ < a wote B < ke. Ocwpeiote Ty anedvion g : B — kK¢

ue g(A) = f(A), 6tav f(A) € ke xon g(A) =0, 6tav f(N) € ke.)

9. To cbvoho B C P(R™), émov m € N, m > 1, ye otouyeio Ohec TIC avolyTéc UNAAAES TOU
€y0uv x€vtpo oto Q™ xou €youv pnth axtiva eivon apriprowo. ‘Eotww B = {B,|n € N} pio
apldunon tou. o xde xAewoté chvoho F' C R™ Yewpolue to clvoro

Nr ={n e N|FNB, =0}

No anodeydel ot av Fy xon Fy eivon 800 xhelotd cOvola ye Fy # Fa, t0t€ Np, # Np,, ev0
av I C FQ, Tt67E NF2 C NFl-



10. To olvolo TV onuciwy cuccnpeuong evog cuvohou X C R™, m € N, m > 1, cupfo-
AMleton pe X' Av 10 X eivan éva xAetotd 00voNo, 0plloUPE UE UTERTIETERUOUEVT] AVAOPOUY
Xo=X, Xgq1 = Xé xan 6tay o (B elvan oploxdg dataxtixdg aptiuog

X = 0{Xel€ < B}

(o) Nowamodetydet ot undpyet évog aprdurowog Swtaxtindg aprduog a tétoog hote X, = Xg
yioe xde Brataxtixd apriud B > o

(B) (Cantor) No anodetydel ot 0 olvoro X \ X, elvan aprduriowo, eved 1o X, ebvan (mpo-
paveds) TEAELO.

(Trédeiln: Xenowonoteiote tny tponyoluevn doxnon 9.)



