
Ασκήσεις - 2. Αριθμητική Επίλυση ΜΔΕ
Ασκήσεις για προβλήματα αρχικών και συνοριακών τιμών της μορφής:

ut(x, t) = uxx(x, t), (x, t) ∈ [a, b]× [0, T ],(1)

u(x, 0) = g(x), x ∈ [a, b](2)

u(a, t) = u(b, t) = 0, t ∈ [0, T ].(3)

1. Θεωρούμε τη μέθοδο U j+1
i = λU j

i+1 + (1 − 2λ − βk)U j
i + λU j

i−1 για
την επίλυση της εξίσωσης της θερμότητας.
(αʹ) Είναι η μέθοδος άμεση ή πεπλεγμένη;
(βʹ) Είναι η μέθοδος ευσταθής;
(γʹ) Για ποιές τιμές του β, αν υπάρχουν, είναι η μέθοδος συνεπής;

2. Θεωρούμε την εξίσωση της θερμότητας 1, με αρχική συνθήκη, 2 και
συνοριακές συνθήκες ux(0, t) = α, και u(1, t) = 0.
(αʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοπο-
ίησης O(k) +O(h2). Εκφράστε τη μέθοδο και σε μορφή πίνακα.

(βʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοπο-
ίησης O(k2)+O(h2). Εκφράστε τη μέθοδο και σε μορφή πίνακα.

3. Θεωρούμε ένα αριθμητικό σχήμα που χρησιμοποιεί τις τιμές U j+1
i−1 ,

U j+1
i , U j+1

i+1 , U
j
i−1 και U

j
i+1, για την προσέγγιση της λύσης της εξίσω-

σης της θερμότητας.
(αʹ) Βρείτε το σχήμα ωστε η μέθοδος να είναι συνεπής.
(βʹ) Ποιά είναι το σφάλμα διακριτοποίησης;
(γʹ) Είναι η μέθοδος άμεση ή πεπλεγμένη;
(δʹ) Είναι ευσταθής;

4. Θεωρούμε ένα αριθμητικό σχήμα που χρησιμοποιεί τις τιμές U j+1
i−1 ,U

j+1
i+1 ,

U j
i−1, U

j
i , U

j
i+1, U

j−1
i−1 και U

j−1
i+1 , για την προσέγγιση της λύσης της ε-

ξίσωσης της θερμότητας.
(αʹ) Βρείτε το σχήμα ωστε η μέθοδος να είναι συνεπής.
(βʹ) Ποιά είναι το σφάλμα διακριτοποίησης;
(γʹ) Είναι η μέθοδος άμεση ή πεπλεγμένη;
(δʹ) Είναι ευσταθής;

5. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = Duxx(x, t)− βu(x, t), (x, t) ∈ [a, b]× [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [a, b]

u(a, t) = u(b, t) = 0, t ∈ [0, T ].

όπου D, β είναι θετικές σταθερές.
(αʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοπο-
ίησης O(k) +O(h2). Εκφράστε τη μέθοδο και σε μορφή πίνακα.

(βʹ) Είναι αυτή η μέθοδος ευσταθής; Αν είναι υπό συνθήκες ποιά είναι
η συνθήκη;
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6. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = Duxx(x, t)− αux(x, t), (x, t) ∈ [a, b]× [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [a, b]

u(a, t) = u(b, t) = 0, t ∈ [0, T ].

όπου D,α είναι σταθερές και D είναι θετική.
(αʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοπο-
ίησης O(k) +O(h2). Εκφράστε τη μέθοδο και σε μορφή πίνακα.

(βʹ) Είναι αυτή η μέθοδος ευσταθής; Αν είναι υπό συνθήκες ποιά είναι
η συνθήκη;

7. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = Duxx(x, t) + µ(x)ux(x, t), (x, t) ∈ [a, b]× [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [a, b]

u(a, t) = u(b, t) = 0, t ∈ [0, T ].

όπου D,µ είναι θετικές σταθερές.
(αʹ) Γράψτε ένα άμεσο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοποίησης

O(k) +O(h2). Εκφράστε τη μέθοδο και σε μορφή πίνακα.
(βʹ) Είναι αυτή η μέθοδος ευσταθής; Αν είναι υπό συνθήκες ποιά είναι
η συνθήκη;

8. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = Duxx(x, t)− βu(x, t), (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, 1]

u(0, t) = h(t), u(1, t) = 0, t ∈ [0, T ].

όπου D, β είναι θετικές σταθερές.
(αʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοπο-
ίησης O(k2)+O(h2). Εκφράστε τη μέθοδο και σε μορφή πίνακα.

(βʹ) Είναι αυτή η μέθοδος ευσταθής; Αν είναι υπό συνθήκες ποιά είναι
η συνθήκη;


