
ΜΑΘ 237 – ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ
ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 2

1. ΄Εστω ο συµµετρικός πίνακας A =




3 2 1
2 3 2
1 2 3




(α΄) Αποδείξτε ότι ο Α είναι ϑετικά ορισµένος.
(ϐ΄) Αποδείξτε ότι για τη µέθοδο του Jacobi γι΄ αυτόν τον πίνακα ισχύει

ότι ρ(TJ) > 1, δηλαδή ότι η µέθοδος του Jacobi αποκλίνει.
(γ΄) Αποδείξτε όµως ότι η µέθοδος του Jacobi συγκλίνει για κάθε 2×2

συµµετρικό και ϑετικά ορισµένο πίνακα.
2. Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα Ax = b µε πίνακα συντελεστών,

A =




1 2 −7
2

1 1 7
4

1 1 1




Αποδείξτε ότι η µέθοδος του Jacobi συγκλίνει για οποιαδήποτε αρ-
χική προσέγγιση x0 ∈ R3, ενώ η µέθοδος των Gauss–Seidel γενικά
αποκλίνει.

3. ∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα Ax = b, A ∈ Rn,n, det(A) 6= 0, b ∈ Rn.
Για τη λύση του συστήµατος ϑεωρείται η διάσπαση A = M − N , και
προτείνεται ο αλγόριθµος Mxk+1 = Nxk +b,, k = 0, 1, 2, . . . , x0 ∈ Rn

οποιοδήποτε. Να δειχθεί ότι αν ‖A−1N‖ < 1
2 για κάποια ϕυσική

νόρµα, ο αλγόριθµος που προτείνεται συγκλίνει στη λύση του δοθέντος
συστήµατος.

4. ∆ίνεται ότι A ∈ Cn,n. Να δειχθεί ότι :
(α΄) ρ(A) < 1 ανν ο I − A είναι αντιστρέψιµος και η σειρά

∑k
i=0 Ai

συγκλινεί καθώς k → ∞. (Υπόδειξη : Να χρησιµοποιηθεί η ταυ-
τότητα (I −A)(I + A + A2 · · ·+ Ak−1) ≡ I −Ak.)

(ϐ΄) Επιπλέον αν ρ(A) < 1 τοτε (I −A)−1 =
∑∞

i=0 Ai.
5. Να εξεταστεί αν συγκλίνουν οι µέθοδοι Jacobi και Gauss–Seidel που

συνδέοναυι µε το γραµµικό σύστηµα


2 −1 0
−1 2 −1
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 ,

και να εκτελεστούν δύο επαναλήψεις κάθε µιας µε αρχικό διάνυσµα
x0 = (1, 1, 1)T και διατηρώντας κλάσµατα στους υπολογισµούς.
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