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ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 6

1. (α΄) ΄Εστω ‖ · ‖ µια νόρµα στον Rn και S ένας αντιστρέψιµος πίνακας
του Rn×n. ∆είξτε ότι η ‖ · ‖′ η οποία ορίζεται ως ‖x‖′ = ‖Sx‖ είναι
µια νόρµα.

(ϐ΄) ΄Εστω ‖ · ‖ η ϕυσική νόρµα πινάκων η οποία επάγεται από την ‖ · ‖
νόρµα διανυσµάτων του Rn, και S ένας αντιστρέψιµος πίνακας
του Rn×n. ∆είξτε ότι η ‖ · ‖′ η οποία ορίζεται ως ‖A‖′ = ‖SAS−1‖
είναι µια ϕυσική νόρµα πινάκων.

2. ΄Εστω A = D − L− U οι συνήθεις πίνακες στη µέθοδο Gauss–Seidel.
Αποδείξτε ότι αν ο A είναι αυστηρά κυρίαρχος κατά γραµµές τότε ‖I−
(D − L)−1A‖∞ < 1.

3. Εξετάστε αν η ϕασµατική ακτίνα ενός πίνακα ορίζει µια νόρµα πίνακα
ή όχι.

4. ΄Εστω x(k), k ∈ N η ακολουθία που προκύπτει από την επαναληπτική
µέθοδο x(k+1) = Tx(k) + M−1b, όπου c ∈ Rn, T = M−1N και A =
M −N . Αν Ax = b και ‖T‖ < 1, δείξτε ότι

‖x(k) − x‖ ≤ ‖T‖k‖x(0) − x‖, k = 1, . . . ,

και

‖x(k) − x‖ ≤ ‖T‖k

1− ‖T‖‖x
(1) − x(0)‖, k = 1, . . .

6. Να υποδειχθεί ’οικονοµικός’ τρόπος υπολογισµού, από την άποψη των
πράξεων και της µνήµης του Η/Υ που απαιτείται, των διανυσµάτων
A−4b και A−1BA−1b, όπου A,B ∈ Rn×n δοσµένοι πίνακες, µε A
αντιστρέψιµο, και b ∈ Rn δοσµένο διάνυσµα.

5. Να αποδειχθεί ότι ο πίνακας

A =




1 1 1 . . . 1
1 2 2 . . . 2
1 2 3 . . . 3
...

...
... . . . ...

1 2 3 . . . n




είναι ϑετικά ορισµένος και να γίνει η ανάλυση Cholesky
6. ∆ίνεται ότι ο πίνακας A ∈ Rn×n είναι συµµετρικός και ϑετικά ορισµέ-

νος. Να αποδειχθεί ότι τότε και ο πίνακας αA + βyyT είναι συµµετρι-
κός και ϑετικά ορισµένος για κάθε α > 0, β ≥ 0, και y ∈ Rn. Στη
συνέχεια, µε ϐάση ότι εχεί αποδειχθεί το παραπάνω, να δειχθεί ότι ο
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πίνακας

A =




α + β β . . . β
β α + β . . . β
...

... . . . ...
β β . . . α + β




είναι συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος. Στη συνέχεια χρησιµοποιών-

τας τα παραπάνω να αποδειχθεί ότι ο πίνακας




3 1 1
1 3 1
1 1 3


 είναι ϑετικά

ορισµένος και να γίνει η ανάλυση Cholesky.


