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1. ΄Εστω ο χώρος (C[−1, 1], (·, ·)) με

(f, g) =

∫ 1

−1

f(x)g(x) dx, f, g ∈ C[−1, 1].

Προσδιορίστε τη βέλτιστη προσέγγιση της συνάρτησης ϕ, ϕ(x) = |x|,
με x ∈ [−1, 1], από τον P5.

2. ΄Εστω ο χώρος (C[a, b], (·, ·)) με

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx, f, g ∈ C[a, b].

Για n ∈ N συμβολίζουμε με Lf τη βέλτιστη προσέγγιση της συνάρτη-
σης f ∈ C[a, b] από τον P5. Δείξτε ότι η L είναι γραμμική απεικόνιση,
δηλαδή για λ ∈ R και f, g ∈ C[a, b], ισχύει

L(λf + g) = λLf + Lg.

3. ΄Εστω f ∈ C[−1, 1]. Σύμφωνα με το θεώρημα προσέγγισης του
Weierstrass, για κάθε ε > 0 υπάρχει πολυώνυμο q, τέτοιο ώστε
‖f − q‖∞ < ε. Αν −1 ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ 1, δείξτε ότι
για κάθε ε > 0, υπάρχει πολυώνυμο p, (όχι απαραίτητα βαθμού n),
τέτοιο ώστε

p(xi) = f(xi), i = 0, . . . , n και ‖f − p‖∞ < ε.

4. ΄Εστω f ∈ C[a, b], a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b και p ∈ Pn,
το πολυώνυμο παρεμβολής της f στα σημεία x0, . . . , xn. Δείξτε ότι
κάθε πολυώνυμο P το οποίο παρεμβάλει την f στα ίδια σημεία, είναι
της μορφής P = p + rq, όπου q τυχόν πολυώνυμο και r(x) = (x −
x0) . . . (x− xn).

5. ΄Εστω n ∈ N, xi = −1 + i2/n, i = 0, . . . , n, f ∈ C[−1, 1] και p ∈ Pn

το πολυώνυμο παρεμβολής της f στα σημεία x0, . . . , xn. Αν η f είναι
άρτια ή περιττή συνάρτηση, αντίστοιχα τότε και το p είναι άρτιο ή
περιττό.

6. ΄Εστω L0, . . . , Ln τα πολυώνυμα Lagrange ως προς τα σημεία x0, . . . , xn.
Δείξτε ότι
(αʹ)

∑n
i=0 Li(x) = 1.

(βʹ)
∑n

i=0 x
k
iLi(x) = xk για k = 0, 1, . . . , n.
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