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Full�dio Problhm�twn 5

'Estw K sÔmploko me korufèc V , kai P � tXi : i P Iu mÐa diamèrish tou V . OrÐzoume
to sÔmploko phlÐko K{P pou èqei wc korufèc ta sÔnola Xi, kai tXi0 , . . . , Xinu eÐnai
�ploko e�n up�rqoun korufèc tou K, vij P Xij , tètoiec ¸ste tvi0 , . . . vinu eÐnai �ploko
tou K.

'Askhsh 5.1 DeÐxte oti h fusik  apeikìnish ν : K ÝÑ K{P pou stèlnei k�je koruf 
sto sÔnolo Xi pou thn perièqei, eÐnai morfismìc sumplìkwn.

'Askhsh 5.2 K sunektikì sÔmploko, L uposÔmploko pou eÐnai xènh ènwsh dèntrwn.
DeÐxte oti up�rqei mègisto dèntro T sto K pou perièqei to L.
Upìdeixh: Kataskeu�ste kat�llhlo sÔmploko phlÐko.

'Askhsh 5.3 K sÔmploko, T kai S dèntra sto K me T X S � ∅. DeÐxte oti tìte T X S
eÐnai dèntro e�n kai mìnon e�n T X S eÐnai sunektikì.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
E�n T X S perièqei ènan kÔklo, tìte to Ðdio isqÔei gia to T .

'Askhsh 5.4 E�n T1, T2, T3 eÐnai dèntra sto K kai T1 X T2 � T2 X T3 � T3 X T1 eÐnai
dèntro, deÐxte oti T1 Y T2 Y T3 eÐnai dèntro.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
AfoÔ T1, T2, T3 eÐnai sunektik� kai èqoun mh ken  tom , to sÔmploko T1 Y T2 Y T3 eÐnai
sunektikì. Upojètoume oti up�rqei kÔkloc σ sto T1YT2YT3. Autìc den perièqetai se èna
mìno apì ta T1, T2, T3. 'Ara perièqei mÐa koruf  v0 sthn tom  T1 X T2 X T3. MporoÔme na
gr�youme th diadrom  σ wc ginìmeno diadrom¸n σ1 �σ2 � � � σk ètsi ¸ste k�je σi na perièqetai
se èna apì ta Tj, kai ta �kra twn diadrom¸n σi na brÐskontai sthn tom  T1XT2XT3. AfoÔ
h tom  T1 X T2 X T3 eÐnai sunektik , mporoÔme na antikatast soume ta σi me diadromèc σ̃i
me arq  kai pèrac sto v0, tètoiec ¸ste k�je σ̃i perièqetai se èna Tj kai σ � σ̃1 � σ̃2 � � � σ̃k.
All� tìte k�poio apì ta σ̃i den eÐnai tetrimmèno. AntÐfash, afoÔ k�je Tj eÐnai dèntro.

'Askhsh 5.5 Kaluptik  probol  p : L ÝÑ K, M sunektik  sunist¸sa tou K, N
sunektik  sunist¸sa thc p�1pMq. DeÐxte oti p|N : N ÝÑM eÐnai kaluptik  probol .

'Askhsh 5.6 Kaluptik  probol  p : L ÝÑ K, T dèntro sto K. DeÐxte oti p�1pT q eÐnai
xènh ènwsh dèntrwn, kai oti up�rqei mègisto dèntro sto L pou perièqei thn p�1pT q.

'Askhsh 5.7 BreÐte �peirec diaforetikèc b�seic gia mÐa eleÔjerh om�da me dÔo genn to-
rec.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
E�n tx, yu eÐnai mÐa b�sh, tìte tx, xnyx�nu eÐnai epÐshc b�sh, gia k�je n P Z



'Askhsh 5.8 DeÐxte oti mÐa peperasmèna paragìmenh om�da G èqei peperasmèno pl joc
upoom�dwn H me rG : Hs � m, 1 ¤ m   8.
Upìdeixh: Se k�je upoom�da H ¤ G antistoiqeÐ mÐa met�jesh sto Sm: h dr�sh thc G sto
sÔnolo G{H.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
Gia k�je upoom�da H ¤ G me rG : Hs � m, epilègoume amfimonos manth apeikìnish
sunìlwn G{H ÝÑ t1, . . . , mu, kai sunep¸c isomorfismì SG{H � Sm.
DeÐxte oti afoÔ G eÐnai peperasmèna paragìmenh, to pl joc twn omomorfism¸n G ÝÑ Sm
eÐnai peperasmèno.
Ja deÐxoume oti k�je upoom�da H ¤ G antistoiqeÐ se ènan omomorfismì ϕ : G ÝÑ Sm
me kerϕ ¤ H ¤ G, kai oti gia k�je kanonik  upoom�da N � G me rG : N s   8, up�rqei
peperasmèno pl joc upoom�dwn H me N ¤ H ¤ G:
G dra sta arister� sto sÔnolo twn pleurik¸n kl�sewn G{H, a � gH � agH. Aut  h
dr�sh orÐzei ènan omomorfismì ϕ : G ÝÑ Sm. E�n a P kerϕ, tìte agH � gH gia k�je
gH P G{H. Eidikìtera, aH � H kai a P H. 'Ara kerϕ ¤ H.
E�n N � kerϕ, tìte apì to Je¸rhma AntistoiqÐac, up�rqei amfimonos manth antistoiqÐa
metaxÔ twn upoom�dwn H thc G me N ¤ H ¤ G, kai twn upoom�dwn thc peperasmènhc
om�dac G{N .

'Askhsh 5.9 Jewr ste sÔnola Xk, k P I, xèna an� dÔo. E�n Fk eÐnai h eleÔjerh om�da
sto Xk, deÐxte oti �kPI Fk eÐnai h eleÔjerh om�da sto

�
kPI Xk.

'Askhsh 5.10 Gia k�je a, b me 1 � a P A kai 1 � b P B deÐxte oti aba�1b�1 eÐnai stoiqeÐo
�peirhc t�xhc sto A �B.
Sumper�nete oti A �B eÐnai �peirh om�da me kèntro ZpA �Bq � 1.

'Askhsh 5.11 E�n A �

�
a b
c d

�
P SLp2, Rq kai fApzq � az�b

cz�d
, deÐxte oti fA � fB � fAB.

DeÐxte epÐshc oti fA diathreÐ to prìshmo tou Im z.

'Askhsh 5.12 DeÐxte oti e�n A P SLp2, Rq kai fApiq � i, tìte A �

�
cosϑ � sinϑ
sinϑ cosϑ

�

gia k�poio ϑ P r0, 2πq, kai e�n epÐshc fAp2iq � 2i, tìte ϑ � 0.

'Askhsh 5.13 DeÐxte oti k�je stoiqeÐo peperasmènhc t�xhc sto SLp2, Zq èqei t�xh
n � 1, 2, 3, 4   6.
DeÐxte epÐshc oti k�je tètoio stoiqeÐo eÐnai suzugèc proc èna apì ta �I, �S, �R.

'Askhsh 5.14 DeÐxte oti o pur nac tou omomorfismoÔ Z2 � Z3 ÝÑ Z2 � Z3 den èqei
strèyh.
Sumper�nete oti h PSLp2, Zq èqei mÐa eleÔjerh upoom�da me deÐkth 6.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
DeÐxte pr¸ta oti èna stoiqeÐo xδ1yε1 � � � xδkyεk , me δi P t0, 1u kai εj P t0, 1, 2u, an kei ston

pur na e�n kai mìnon e�n
°k
i�1 δi � 2m kai

°k
j�1 εj � 3n, gia m, n P Z.
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