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΄Ασκηση 4.1 Ποιές από τις παρακάτω ισότητες είναι αληθείς για κάθε x 6= 0;

αʹ)

∣∣∣∣x+
1

x

∣∣∣∣ = |x|+ 1

|x|
,

βʹ)

∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣ = |x| − 1

|x|
.

Απάντηση - Υπόδειξη.

Για το (αʹ) ελέγξατε για x > 0 και για x < 0.
Για το (βʹ), αρκεί να βρείτε ένα αντιπαράδειγμα, στο οποίο οι δύο εκφράσεις έχουν διαφορε-

τική τιμή.

΄Ασκηση 4.2 Να αποδείξετε την ακόλουθη ταυτότητα, γνωστή ως ‘‘κανόνας του παραλ-

ληλογράμμου’’,

|x+ y|2 + |x− y|2 = 2|x|2 + 2|y|2 .

Μπορείτε να εξηγήσετε γιατί ονομάζεται έτσι;

΄Ασκηση 4.3 Δείξτε οτι εάν 0 ≤ x ≤ y τότε
x

1+x
≤ y

1+y
.

Χρησιμοποιήστε το προηγούμενο για να δείξετε οτι για a, b ∈ R,

|a+ b|
1 + |a+ b|

≤ |a|+ |b|
1 + |a|+ |b|

≤ |a|
1 + |a|

+
|b|

1 + |b|
.

Απάντηση - Υπόδειξη.

Παρατηρήστε οτι η πρώτη σχέση είναι ισοδύναμη με x+ xy ≤ y + xy.

΄Ασκηση 4.4 Να λύσετε τις ακόλουθες εξισώσεις.

αʹ) |x+ 1| − 2x = |x− 10| − 9 ,

βʹ) |x+ 1|+ |x− 1|+ 3|x− 4| = 8 ,

γʹ) x2 − 3|x|+ 2 = 0 ,

δʹ) x2 − |x| − x− 15 = 0 .



Απάντηση - Υπόδειξη.

Πρέπει να εξετάσετε τις διαφορετικές εξισώσεις που προκύπτουν όταν αφαιρέσετε τις απο-

λύτους τιμές, και να βρείτε τις λύσεις για κάθε μία. Κατόπιν να ελέγξετε εάν οι λύσεις

ικανοποιούν τις συνθήκες για κάθε εξίσωση. Για παράδειγμα, για την (αʹ),

1. για x < −1, η εξίσωση είναι −x− 1− 2x = −x+10− 9, της οποίας η μοναδική λύση

δεν είναι αποδεκτή.

2. για −1 ≤ x < 10, η εξίσωση είναι x+ 1− 2x = −x+ 10− 9.

3. για x ≥ 10, η εξίσωση γίνεται x+ 1− 2x = x− 10− 9.

΄Ασκηση 4.5 Να λύσετε τις ακόλουθες ανισώσεις.

αʹ) Πού συναληθεύουν οι |x| − 3x > 5 και |x+ 8| − 1 >
x+ 1

2
,

βʹ) |x− 3|+ |x+ 2|+ |x| > 6 ,

γʹ) |x− 3|+ |x+ 2|+ |x| > 0 ,

δʹ) |x− 3|+ |x+ 2|+ |x| < 0 .

΄Ασκηση 4.6 Δείξτε οτι για κάθε a, b, c ∈ R

(ab+ bc+ ca)2 ≥ abc(a+ b+ c) .

Απάντηση - Υπόδειξη.

Αναπτύξτε το τετράγωνο στα αριστερά, και επεξεργαστείτε την παράσταση, ώστε να κατα-

λήξετε στη μορφή abc(a+ b+ c)+ ένα τετράγωνο.

΄Ασκηση 4.7 Δείξτε οτι εάν a, b, c > 0, τότε

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 8abc .

Απάντηση - Υπόδειξη.

Χρησιμοποιήστε την ανισότητα αριθμητικού – γεωμετρικού μέσου όρου, a+ b ≥ 2
√
ab, κλπ.

΄Ασκηση 4.8 Δείξτε οτι εάν a2 + b2 = 1 και x2 + y2 = 1, τότε

ax+ by ≤ 1 .
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΄Ασκηση 4.9 Δείξτε οτι εάν a, b > 0 και a+ b = 1, τότε

αʹ) ab ≤ 1
4

βʹ) a2 + b2 ≥ 1
2

γʹ) a4 + b4 ≥ 1
8

δʹ)
(
1 + 1

a

) (
1 + 1

b

)
≥ 9
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