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Ορισμός

Λέμε οτι μία ακολουθία an συγκλίνει με όριο ` ή τείνει στο ` εάν για κάθε θετι-

κό αριθμό ε > 0 υπάρχει φυσικός αριθμός k ∈ N τέτοιος ώστε για κάθε n ≥ k ισχύει

|an − `| < ε.
Δηλαδή η ακολουθία an συγκλίνει με όριο ` εάν και μόνον εάν η ακολουθία an − ` είναι

μηδενική.

Μία ακολουθία ονομάζεται συγκλίνουσα εάν υπάρχει πραγματικός αριθμός ` τέτοιος ώ-

στε η ακολουθία να συγκλίνει με όριο `. Στην αντίθετη περίπτωση λέμε οτι η ακολουθία

αποκλίνει ή οτι είναι αποκλίνουσα.

΄Ασκηση 2.1 Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις ακολουθίες:

αʹ. an = n2+3n
5n2+1

,

βʹ. bn = 2n+1+(−1)n
2n

,

γʹ. cn = n2+n−1
n3+1

,

δʹ. dn = n!
(n+2)!

,

εʹ. en = 2n+sinn
n+sin 5n

,

ϛʹ. fn = n2−1
2n2+n

,

ζʹ. gn = 2n+1
4n+1

,

ηʹ. hn =
√
n

n+1
.

Απάντηση - Υπόδειξη.

Σε αυτές τις ακολουθίες εφαρμόζουμε τις ιδιότητες των ακολουθιών.

αʹ. an = n2+3n
5n2+1

= 1+3/n
5+1/n2 , άρα lim n2+3n

5n2+1
= 1+lim 3/n

5+lim 1/n2 = 1
5
.

βʹ. bn = 2n+1+(−1)n
2n

= 2 + (−1)n
2n

, άρα lim 2n+1+(−1)n
2n

= 2 + lim (−1)n
2n

= 2.



γʹ. cn = n2+n−1
n3+1

→ 0.

δʹ. dn = n!
(n+2)!

= 1
(n+1)(n+2)

→ 0.

εʹ. en = 2n+sinn
n+sin 5n

=
2+ sinn

n

1+ sin 5n
n

→ 2.

ϛʹ. fn = n2−1
2n2+n

→ 1
2
.

ζʹ. gn = 2n+1
4n+1

= 2n+1
22n+1

= 1
2n
· 1+ 1

2n

1+ 1
22n
→ 0.

ηʹ. hn =
√
n

n+1
.

΄Ασκηση 2.2 Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις ακολουθίες:

αʹ. an = (2n + 1)
1
n ,

βʹ. dn = n−
√
(n+ a)(n+ b),

γʹ. pn = n
n2+1

+ n
n2+2

+ . . . + n
n2+n

,

(Προσοχή: το πλήθος των όρων του αθροίσματος δεν είναι σταθερό. Χρησιμοποιήστε

την ιδιότητα παρεμβολής.)

Απάντηση - Υπόδειξη.

αʹ. an = (2n + 1)
1
n = 2(1 + 1

2n
)

1
n . Αφού 1 + 1

2n
> 1 ισχύει 1 + 1

2n
≥ (1 + 1

2n
)

1
n > 1. ΄Αρα

(1 + 1
2n
)

1
n → 1 και an → 2.

βʹ. dn = n −
√
(n+ a)(n+ b). Πολλαπλασιάζουμε και διαιρούμε με τη συζυγή έκ-

φραση, και μετά απλοποιούμε: n −
√
(n+ a)(n+ b) =

−(a+ b)− ab
n

1 +
√

1 + a+b
n

+ ab
n2

. Αλλά

√
1 + a+b

n
+ ab

n2 → 1. ΄Αρα dn → −a+b
2

.

γʹ. pn = n
n2+1

+ n
n2+2

+ . . . + n
n2+n

. Παρατηρούμε οτι για n ≥ k ≥ 1, ισχύει
n

n2+n
≤

n
n2+k

≤ n
n2+1

. ΄Αρα έχουμε τις 1 = n · 1
n
≥ pn ≥ n · n

n2+n
= 1

1+ 1
n

→ 1, και από την

ιδιότητα παρεμβολής, pn → 1.

Ορισμός

Λέμε οτι μία ακολουθία an τείνει στο +∞ εάν για κάθε αριθμό M υπάρχει φυσικός αριθ-

μός k ∈ N τέτοιος ώστε για κάθε n ≥ k ισχύει an > M .

Λέμε οτι μία ακολουθία an τείνει στο −∞ εάν για κάθε αριθμό M υπάρχει φυσικός αριθ-

μός k ∈ N τέτοιος ώστε για κάθε n ≥ k ισχύει an < M .

΄Ασκηση 2.3 Μελετήστε ως προς την ύπαρξη ορίου, συμπεριλαμβανομένης και της περί-

πτωσης να τείνουν στο άπειρο, τις ακολουθίες
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αʹ. an =
√
n+ 5 +

√
n >
√
n→ +∞. ΄Αρα an → +∞.

βʹ. bn =
√
n+ 5−

√
n = 5√

n+5−
√
n
→ 1.

γʹ. cn =
√
n2+5−

√
n

n
=

√
1 + 5

n2 − 1√
n
→ lim

√
1 + 5

n2 − lim 1√
n
= 1− 0 = 1.

δʹ. dn =
√
n+5−

√
n2+1√

n
→ −∞.

εʹ. en =
√
2n+5−

√
n√

n
.

΄Ασκηση 2.4 Μελετήστε ως προς τη σύγκλιση την αναδρομική ακολουθία που δίδεται από

τον τύπο an+1 =
2an+1

3
, με a1 = 2.

Απάντηση - Υπόδειξη.

Δείχνουμε με επαγωγή οτι η ακολουθία είναι φθίνουσα, an+1 ≤ an:

• Για n = 1, a2 =
2·2+1

3
≤ 2 = a1.

• Υποθέτουμε οτι ak+1 ≤ ak. Τότε ak+2 =
2ak+1+1

3
≤ 2ak+1

3
= ak+1.

• ΄Αρα, an+1 ≤ an για κάθε n ∈ N.

Κατόπιν δείχνουμε με επαγωγή οτι η ακολουθία είναι κάτω φραγμένη.

• Από τον ορισμό, a1 ≥ 1.

• Υποθέτουμε οτι ak ≥ 1. Τότε ak+1 =
2ak+1

3
≥ 2+1

3
= 1.

• ΄Αρα, an ≥ 1 για κάθε n ∈ N.

Αφού η ακολουθία είναι φθίνουσα και κάτω φραγμένη, συγκλίνει σε κάποιον αριθμό, έστω

`. Αλλά lim an+1 =
2 lim an+1

3
και συνεπώς ` = 2`+1

3
. ΄Αρα ` = 1.

΄Ασκηση 2.5 Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση την ακολουθία qn = n
√
a.

(Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε την ανισότητα Bernoulli για να δείξετε οτι η sn = n
√
a− 1 είναι

μηδενική.)

Απάντηση - Υπόδειξη.

Υποθέτουμε οτι a > 1, ώστε να ορίζεται η ακολουθία για κάθε n ∈ N. Εάν a = 1, η

ακολουθία είναι σταθερή. Υποθέτουμε οτι a > 1 και θέτουμε n
√
a = 1 + sn. Από την

ανισότητα Bernoulli, a = (1 + sn)
n ≥ 1 + nsn, δηλαδή sn ≤ a−1

n
. Τότε από την ιδιότητα

παρεμβολής 0 < sn ≤ a−1
n

και sn → 0. ΄Αρα lim n
√
a = 1.

Τώρα υποθέτουμε οτι 0 < a < 1. Τότε n
√
a = 1

n
√

1
a

, και αφού
1
a
> 1, n

√
1
a
→ 1. ΄Αρα

lim n
√
a = 1.

΄Ασκηση 2.6 Για a και b θετικούς αριθμούς, εξετάστε τη σύγκλιση των ακολουθιών

αʹ. an =
an − bn

an + bn
και βʹ. bn =

n
√
an + bn ,

3



κατά περίπτωση εάν a > b, a = b ή a < b.

Απάντηση - Υπόδειξη.

αʹ. Εάν a = b, an = 0.

Εάν a > b, an =
1−( b

a
)n

1+( b
a
)n
, και αφού

b
a
< 1, ( b

a
)n → 0. ΄Αρα lim an = 1.

Εάν a < b, an =
(a
b
)n−1

(a
b
)n+1
→ −1.

βʹ. Εάν a = b, bn = n
√
2an → 1.

Εάν a > b, bn = a n

√
1 + b

a
)n. Αλλά lim n

√
1 + b

a
)n = 1 και συνεπώς lim bn = a.

Εξετάστε τι συμβαίνει όταν a < b.

΄Ασκηση 2.7 Μελετήστε ως προς τη σύγκλιση την αναδρομική ακολουθία που δίδεται από

τον τύπο an+1 = 2
√
an + 1, με

αʹ. a1 = 5 και βʹ. a1 = 6 .

Απάντηση - Υπόδειξη.

lim an = (1 +
√
2)2.
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