
 1 

Πώς προσθέτουμε σημεία? 
 
ΆΆνν  PP==((xx11,,yy11))  κκααιι  QQ==((xx22,,yy22))  ∈∈   EE((FFpp))  ττόόττεε::    

((11))  ΑΑνν  xx22==xx11  κκααιι  yy22==--yy11  ττόόττεε  PP++QQ==00    ααλλλλιιώώςς  

(2) PP++QQ==((xx33,,yy33))  όόπποουυ 
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    ((xx11,,  yy11))          ((xx22,,  yy22))  
ΆΆρραα  22aa==((22,,  77))  ⊕⊕   ((22,,  77))==  ((xx33,,yy33))..  ΥΥπποολλοογγίίζζοουυμμεε  λλ==((33**2222++11))((22**77))--11  mmoodd1111  ==22**33--11mmoodd1111  
==22**44==88..  ΟΟππόόττεε  xx33==8822--22--22  mmoodd1111  ⇒⇒   xx33==55  κκααιι  yy33==88((22--55))--77  mmoodd1111⇒⇒   yy33==22..  ((ΑΑππόό  ττοουυςς  ττύύπποουυςς  
ππααρρααππάάννωω))..  
 
ΆΆρραα  ττεελλιικκάά  ⇒⇒   όόττιι  2a=(5,2) 
 
ΣΣυυννεεχχίίζζοουυμμεε  μμεε  ττοονν  ίίδδιιοο  ττρρόόπποο  κκααιι  σσχχηημμααττίίζζοουυμμεε  ττοονν  αακκόόλλοουυθθοο  ππίίνναακκαα::  
  

a =(2,7) 5a=(3,6) 9a=(10,9) 
2a=(5,2) 6a=(7,9) 10a=(8,8) 
3a=(8,3) 7a=(7,2) 11a=(5,9) 
4a=(10,2) 8a=(3,5) 12a=(2,4) 

 
ΤΤοο  1133αα  εείίννααιι  ττοο  οουυδδέέττεερροο  ααφφοούύ  ππρροοκκύύππττεειι  ωωςς  ττοο  άάθθρροοιισσμμαα  ττοουυ  αα  κκααιι  ττοουυ  1122αα  τταα  οοπποοίίαα  έέχχοουυνν  
xx  11  ==  xx  1122  κκααιι  yy  11  ==  --yy  1122  ((44++77  ==  00  mmoodd  1111))  
ΑΑππόό  ττοο  ππααρράάδδεειιγγμμαα  φφααίίννεεττααιι  όόττιι  ##EE((FFpp))  ~~PP..ΠΠρράάγγμμααττιι  ιισσχχύύεειι  ττοο  ΘΘεεώώρρηημμαα  ττοουυ  HHaassssee::  

pp++11--22 p ≤ ##  EE((FFpp))  ≤≤  pp++11++2 p . ΥΥππάάρρχχεειι  ααλλγγόόρριιθθμμοοςς  ττοουυ  SScchhooooff  πποουυ  υυπποολλοογγίίζζεειι  εεππαακκρριιββώώςς  

ττοο  ##  EE((FFpp))..  
 
ΥΥπποοθθέέττοουυμμεε  όόττιι  υυπποολλοογγίίσσααμμεε  ττοο  ##  EE((FFpp))..  ΘΘαα  ππρρέέππεειι  νναα  ββρροούύμμεε  κκααττάάλλλληηλληη  κκυυκκλλιικκήή  υυπποοοομμάάδδαα  
ττηηςς  EE((FFpp))  όόπποουυ  ττοο  DDLLPP  νναα  εείίννααιι  δδύύσσκκοολλοο..  ΧΧρρεειιααζζόόμμαασσττεε  κκάάττιι  ππααρρααππάάννωω  ααππόό  ττηη  δδοομμήή  ττηηςς    
EE((FFpp))..  ΙΙσσχχύύεειι  ττοο::νν  
ΘΘεεώώρρηημμαα::  
ΕΕ==  εελλλλεειιππττιικκήή  κκααμμππύύλληη  ||FFpp  ((pp>>33))..  ΥΥππάάρρχχοουυνν  φφυυσσιικκοοίί  nn11  κκααιι  nn22  ττέέττοοιιοοιι  ώώσσττεε    EE((FFpp))≈≈ΖΖnn11**  ΖΖnn22    
όόπποουυ  ιισσχχύύεειι  εεππιιππλλέέοονν  nn22||nn11  κκααιι  nn22||((pp--11))..  

!!""ΑΑνν  εεπποομμέέννωωςς  μμπποορροούύμμεε  νναα  υυπποολλοογγίίσσοουυμμεε  τταα  nn11  κκααιι  nn22  ττόόττεε  γγννωωρρίίζζοουυμμεε  όόττιι  υυππάάρρχχεειι  
κκυυκκλλιικκήή  υυπποοοομμάάδδαα  ≈≈ΖΖnn11  ΑΑυυττήή  ααπποοττεελλεείί  ππιιθθααννόό  υυπποοψψήήφφιιοο  γγιιαα  ττοο  κκρρυυππττοοσσύύσσττηημμαα  EEll  
GGaammaall..  

  
ΕΕιιδδιικκέέςς  ΠΠεερριιππττώώσσεειιςς  

••   ΆΆνν  nn22==11  ⇒⇒   EE((FFpp))  κκυυκκλλιικκήή  εεππίίσσηηςς,,  αανν  ##EE((FFpp))  ππρρώώττοοςς  ααρριιθθμμόόςς  ήή  γγιιννόόμμεεννοο  δδύύοο  
δδιιαακκεεκκρριιμμέέννωωνν  ππρρώώττωωνν    ⇒⇒   EE((FFpp))  κκυυκκλλιικκήή..  

• EE((FFpp))  ≈≈  ΖΖnn11  xx  ZZnn22  όόπποουυ  nn22  //  nn11  κκααιι  nn22  //  pp--11..  ΑΑνν  nn22  ==  11  ⇒⇒   ΖΖnn22  ==  {{11}}  ⇒⇒   ΕΕ((FFpp))  ≈≈  ZZnn  
κκυυκκλλιικκήή  ττάάξξηηςς  nn11  κκααιι  εείίννααιι  υυπποοψψήήφφιιαα  γγιιαα  ττοο  DDLLPP  ππρρόόββλληημμαα..   

ΕΕίίννααιι  γγννωωσσττόό  ααππόό  θθεεωωρρίίαα  οομμάάδδωωνν  όόττιι,,  αανν  GG  ααββεελλιιααννήή  οομμάάδδαα  ττάάξξηηςς  pp⋅⋅qq  όόπποουυ  pp,,  qq  ∈∈   PP  μμεε  pp  ≠≠  qq  
ττόόττεε  ηη  οομμάάδδαα  GG  εείίννααιι  κκυυκκλλιικκήή..  
  
ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα  ΚΚρρυυππττοογγρράάφφηησσηηςς  κκααττάά  EEll  GGaammaall  μμεε  χχρρήήσσηη  εελλλλεειιππττιικκώώνν  κκααμμππύύλλωωνν..  
  
ΥΥπποοθθέέττοουυμμεε  όόττιι  aa  ==  ((22,,  77))  κκααιι  οο  μμυυσσττιικκόόςς  εεκκθθέέττηηςς  ττοουυ  BBoobb  εείίννααιι  αα  ==  77,,  άάρραα  ⇒⇒   ββ  ==  77⋅⋅aa  ==((77,,  22))  
ααππόό  ππίίνναακκαα..  HH  σσυυννάάρρττηησσηη  κκρρυυππττοογγρράάφφηησσηηςς  εείίννααιι  ee  kk((xx,,  kk))  ==  ((kk⋅⋅((22,,  77)),,  xx++kk⋅⋅((77,,  22))))  κκααιι  ηη  
σσυυννάάρρττηησσηη  ααπποοκκρρυυππττοογγρράάφφηησσηηςς  εείίννααιι  dd  kk((yy  11,,  yy  22))  ==  yy  22  --  77yy  11..  
ΥΥπποοθθέέττοουυμμεε  όόττιι  ηη  ΑΑλλίίκκηη  εεππιιθθυυμμεείί  νναα  κκρρυυππττοογγρρααφφήήσσεειι  ττοο  xx  ==  ((1100,,  99))  ττοο  οοπποοίίοο  ααννήήκκεειι  ΕΕ((FF1111))..  
ΈΈσσττωω  όόττιι  δδιιααλλέέγγεειι  kk  ==  33  κκααιι  υυπποολλοογγίίζζεειι  yy11  ==  33  ((22,,  77))  ==  ((88,,  33))  κκααιι  yy22  ==  ((1100,,  99))  ++  33  ((77,,  22))  ==    
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((1100,,  99))  ++  ((33,,  55))  ==  ((1100,,  22))..  ΣΣηημμεειιώώννοουυμμεε  όόττιι  ηη  ππρρόόσσθθεεσσηη  μμεεττααξξύύ  ττωωνν  δδύύοο  σσηημμεείίωωνν  γγίίννεεττααιι  μμεε  
ττοο  ττρρόόπποο  πποουυ  δδόόθθηηκκεε  ππααρρααππάάννωω  κκααιι  ΟΟΧΧΙΙ  μμεε  ττοο  κκααθθιιεερρωωμμέέννοο  ττρρόόπποο  ππρρόόσσθθεεσσηηςς  σσηημμεείίωωνν..  
ΆΆρραα  ττοο  yy  ==  ((((88,,  33)),,  ((1100,,  22))))..    
ΣΣττηηνν  σσυυννέέχχεειιαα  οο  ΒΒαασσιιλλάάκκηηςς  ααπποοκκρρυυππττοογγρρααφφεείί  ττοο  μμήήννυυμμαα  yy  κκααιι  ππααίίρρννεειι::  
xx==  ((1100,,  22))  ––  ((77((88,,  33))))  ==  ((1100,,  22))  ––  ((33,,  55))  ==  ((1100,,  22))  ++  ((88,,  66))  ==  ((1100,,  99))..  
  
ΠΠααρρααττήήρρηησσηη::  
11..  ΤΤοο  EEll  GGaammaall,,  σσεε  εελλλλεειιππττιικκήή  κκααμμππύύλληη  έέχχεειι  μμεερριικκέέςς  ππααρρααππάάννωω  δδυυσσκκοολλίίεεςς  ααππόό  όόττιι  σσττοο  FFpp  

..ΣΣττοο  FFpp  έέχχοουυμμεε  ααππεειικκόόννιισσηη  ααππόό  ττοο  xx  →→  yy  ==  ((yy11,,  yy22))..  ΣΣττιιςς  εελλλλεειιππττιικκέέςς  κκααμμππύύλλεεςς  έέχχοουυμμεε  
ππααρράάγγοονντταα  44  δδηηλλααδδήή  xx==  ((xx11,,  xx22))  →→  ((((__,,  __)),,  ((__,,  __))))..  

22..  ΠΠοολλύύ  ππιιοο  σσοοββααρρόό  εείίννααιι  ττοο  ππρρόόββλληημμαα  όόττιι  ττοο  PPllaaiinntteexxtt  PP  ααπποοττεελλεείίττααιι  ααππόό  σσηημμεείίαα  ππάάννωω  
σσττοο  EE((FFpp))  κκααιι  δδεενν  υυππάάρρχχεειι  γγεεννιικκήή  ((ddeetteerrmmiinniissttiicc  ==  μμεε  κκάάπποοιιοο  ττρρόόπποο  νναα  κκααθθοορρίίζζεεττααιι  
ππλλήήρρωωςς))  μμέέθθοοδδοοςς  πποουυ  νναα  δδίίννεειι  τταα  ρρηηττάά  σσηημμεείίαα..  

  
HH  μμέέθθοοδδοοςς  ττοουυ  MMeemmeezzeess  κκααιι  VVaannssttoonnee  χχρρηησσιιμμοοπποοιιεείί  ««μμάάσσκκαα»»  ττόόσσοο  ττοο  ppllaaiinntteexxtt  όόσσοο  κκααιι  ττοο  
CCiipphheerr  tteexxtt..  ΕΕππιιττρρέέππεεττααιι  νναα  εείίννααιι  δδιιααττεεττααγγμμέένναα  ζζεεύύγγηη  ((μμηη  μμηηδδεεννιικκάά))  σσττοοιιχχεείίαα  εεννόόςς  σσώώμμααττοοςς..  
((ΌΌχχιι  κκααττ’’  ααννάάγγκκηη  σσηημμεείίαα  ττηηςς  ΕΕλλλλεειιππττιικκήήςς  ΚΚααμμππύύλληηςς))  
  

ΚΚρρυυππττοοσσύύσσττηημμαα  MMeemmeezzeess  ––  VVaannssttoonnee  
EE||FFpp,,  pp  ∈∈   PP,,  pp>>33  ττέέττοοιιοο  ώώσσττεε  νναα  ππεερριιέέχχεειι  κκυυκκλλιικκήή  υυπποοοομμάάδδαα  ΗΗ  ττηηςς  EE((FFpp))  όόπποουυ  ττοο  ππρρόόββλληημμαα  νναα  
εείίννααιι  δδύύσσκκοολλοο..    
PP  ::  FFpp

**  xx  FFpp
**,,  ll  ==  EE  xx  FFpp

**  xx  FFpp
**,,  KK  ==  {{((EE,,  aa,,  αα,,  ββ))}}  ||  ββ  ==  aa  αα}},,  όόπποουυ  aa∈∈   EE((FFpp))..  aa,,  ββ  

δδηημμοοσσιιοοπποοιιηημμέένναα,,  aa  μμυυσσττιικκόό..  
ΓΓιιαα  KK  ==  ((EE,,  aa,,  αα,,  ββ))  κκααιι  ττυυχχααίίοο  kk  ∈∈   ZZ||HH||  κκααιι  xx  ==  ((xx11,,  xx22))  ∈∈   FFpp

**  xx  FFpp
**  οορρίίζζοουυμμεε  eekk  ((xx,,  kk))  ==  ((yy00,,  yy11,,  

yy22)),,  όόπποουυ  yy00  ==  kkaa,,  yy11  ==  cc11  xx11  mmoodd  pp,,  yy22  ==  cc22xx22  mmoodd  pp..  
ΓΓιιαα  yy  ==  ((yy00,,  yy11,,  yy22))  ααπποοκκωωδδιικκοοπποοιιοούύμμεε  ddkk  ((yy))  ==  ((yy11cc11-

-11  mmoodd  pp,,  yy22cc22
--11  mmoodd  pp))  όόπποουυ  αα  yy00  ==  ((cc11,,  

cc22))..  
  
ΠΠααρρααττήήρρηησσηη::  
ΤΤοο  κκρρυυππττοοσσύύσσττηημμαα  εεππιιττρρέέππεειι  1100  xx  1100  ==  110000  δδυυννααττάά  PPllaaiinntteexxtt  σσεε  ααννττίίθθεεσσηη  μμεε  τταα  1133  ττοουυ  
ααρρχχιικκοούύ  σσυυσσττήήμμααττοοςς..  
  
ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα  ::  
ΥΥπποοθθέέττοουυμμεε  όόττιι  aa  ==  ((22,,  77))  κκααιι  οο  μμυυσσττιικκόόςς  εεκκθθέέττηηςς  ττοουυ  ΒΒαασσίίλληη  εείίννααιι  αα  ==  77..  ΑΑυυττόό  σσηημμααίίννεειι  όόττιι  
ττοο  ββ  ==  77  ((22,,  77))  ==  ((77,,  22))..  ΥΥπποοθθέέττοουυμμεε  όόττιι  ηη  ΑΑλλίίκκηη  θθέέλλεειι  νναα  σσττεείίλλεειι  ττοο  κκρρυυππττοοσσύύσσττηημμαα  xx  ==  ((xx11,,  
xx22))  ==  ((99,,  11))  ∉∉   EE((FF1111))..  HH  ΑΑλλίίκκηη  δδιιααλλέέγγεειι  kk  ==  66..  ΥΥπποολλοογγίίζζεειι  yy00  ==  kk  aa  ==  66  ((22,,  77))  ==  ((77,,  99))  κκααιι  kk  
aaαα==kk  ββ  ==  αα  yy00  ==  66  ((77,,  22))  ==  ((88,,  33))..  ΕΕπποομμέέννωωςς  cc11  ==  88  κκααιι  cc22  ==  33..  ΣΣττηηνν  σσυυννέέχχεειιαα  υυπποολλοογγίίζζεειι  τταα  yy11  
κκααιι  yy22..    

••   yy11  ==  cc11  xx11  mmoodd  pp  ==  88  xx  99  mmoodd  1111  ==  66  
••   yy22  ==  cc22  xx22  mmoodd  pp  ==  33  xx  11  mmoodd  1111  ==  33  

ΆΆρραα  ττοο  cciipphheerr  tteexxtt  yy  ==  ((yy00,,  yy11,,  yy22))  ==  ((((77,,  99)),,  ((66,,  33))))..  
  
OO  ΒΒαασσίίλληηςς  ππααίίρρννεειι  ττοο  μμήήννυυμμαα  yy  κκααιι  υυπποολλοογγίίζζεειι  ((cc11,,  cc22))  ==  77  ((77,,  99))  ==  ((88,,  33))..  
ΣΣττηηνν  σσυυννέέχχεειιαα  εεκκττεελλεείί  ττηηςς  ππααρραακκάάττωω  ππρράάξξεειιςς  ππρροοκκεειιμμέέννοουυ  νναα  ααπποοκκρρυυππττοογγρρααφφήήσσεειι  ττοο  μμήήννυυμμαα..  
xx  ≡≡  ((yy11cc11-

-11  mmoodd  pp,,  yy22cc22
--11  mmoodd  pp))  ==  ((66  xx  88--11  mmoodd  1111,,  33  xx  33--11  mmoodd  1111))  ==  ((66  xx  77  mmoodd  1111,,  33  xx  44  

mmoodd  1111))  ==  ((99,,  11))..  
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