Eisagwgă sth JewrÐa daktulÐwn

Baggèlhc Felouzăc

2

Perieqìmena

1 H Genikă JewrÐa 5 1.1 StoiqeÐa apì th JewrÐa twn Arijmÿn . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.1.1 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.2 DimeleÐc PrĹxeic. ParadeÐgmata Algebrikÿn Domÿn. . . . . . . . 18 1.3 H ènnoia tou DaktulÐou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.4 OmomorfismoÐ - MonomorfismoÐ - IsomorfismoÐ . . . . . . . . . . 27 1.4.1 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 1.5 H ènnoia thc qarakthristikăc enìc daktulÐou . . . . . . . . . . . . 32 1.5.1 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 1.6 DaktÔlioi DiaÐreshc - Akèraiec Perioqèc - Sÿmata . . . . . . . . 33 1.6.1 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 1.7 Peperasmènoi DaktÔlioi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 1.8 Ideÿdh - DaktÔlioi PhlÐka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 1.9 Ta Jewrămata OmomorfismoÔ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 1.9.1 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 1.10 MegistikĹ Ideÿdh-Prÿta ideÿdh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 1.10.1 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 1.11 JewrÐa Diairetìthtac se akèraiec perioqèc . . . . . . . . . . . . . 57 1.12 AnĹgwga stoiqeÐa - Prÿta stoiqeÐa . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 1.12.1 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 1.13 JewrÐa diairetìthtac se perioqèc kurÐwn idewdÿn . . . . . . . . . 67 1.14 EukleÐdiec Perioqèc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2 Eidikèc Akèraiec Perioqèc 75 2.1 DaktÔlioi PoluwnÔmwn mÐac metablhtăc . . . . . . . . . . . . . . 75 2.1.1 H ParĹgwgoc kai o tÔpoc tou Taylor . . . . . . . . . . . . 85 2.2 To Jemeliÿdec Jeÿrhma thc ’Algebrac . . . . . . . . . . . . . . . 89 2.3 To sÿma twn phlÐkwn miac akèraiac perioqăc . . . . . . . . . . . . 93 2.4 DaktÔlioi poluwnÔmwn se perioqèc monosămanthc anĹlushc. . . . 96 2.5 DaktÔlioi PoluwnÔmwn pollÿn metablhtÿn . . . . . . . . . . . . 105

4 PERIEQ§OMENA

KefĹlaio 1

H Genikă JewrÐa

1.1 StoiqeÐa apì th JewrÐa twn Arijmÿn

Gia na katanoăsei kĹpoioc kalÔtera th JewrÐa DaktulÐwn eÐnai qrăsimo na gnwrÐzei kĹpoia stoiqeiÿdh prĹgmata apì th JewrÐa twn Arijmÿn. H parĹgrafoc aută den èqei sa skopì mia plărh anĹptuxh thc jewrÐac arijmÿn allĹ na upenjumÐsei perilhptikĹ pwc jemeliÿnontai oi ènnoiec tou {fusikoÔ arijmoÔ} kai tou {akèraiou} arijmoÔ. To sÔnolo twn akeraÐwn arijmÿn apoteleÐ èna eÐdouc {prìtupou} daktulÐou kai pollèc ènnoiec pou ja diapragmateutoÔme stic shmeiÿseic autèc antistoiqoÔn se ènnoiec pou orÐzontai stouc akèraiouc. Pollèc mèjodoi thc jewrÐac arijmÿn genikeÔontai Ĺmesa ă èmmesa kai sth jewrÐa twn daktulÐwn. KĹpoiec apì autèc perigrĹfontai edÿ gia na bohjhjeÐ (elpÐzoume) o sqetikĹ Ĺpeiroc sth jewrÐa arijmÿn anagnÿsthc.

Me N = {0, 1, 2, . . . } ja sumbolÐzoume to sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn kai me Z = {· · · − 2, −1, 0, 1, 2, . . . } to sÔnolo twn akeraÐwn.

To sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn dièpetai apì tic parakĹtw arqèc pou onomĹzontai ta Axiÿmata tou Peano:

AxÐwma 1

To sÔnolo N perièqei èna sugkekrimèno stoiqeÐo pou onomĹzetai mhdèn kai sumbolÐzetai me 0.

AxÐwma 2

Sto sÔnolo N orÐzetai mÐa 1-1 sunĹrthsh f : N → N pou lègetai h sunĹrthsh tou epomènou. An n ∈ N o f(n) lègetai o epìmenoc tou n.

AxÐwma 3

0 ∉ f(N), dhladă den upĹrqei n ∈ N me f(n) = 0.

Orismìc 1

1 = f(0) 2 = f(1) = f(f(0)) 3 = f(2) 4 = f(3) . . . . . . n + 1 = f(n) AxÐwma 4 [Arqă Epagwgăc]

An A eÐnai èna uposÔnolo tou sunìlou N twn fusikÿn arijmÿn pou ikanopoieÐ ta exăc: 1. 0 ∈ A 2. Gia kĹje n ∈ A isqÔei ìti n + 1 ∈ A, tìte A = N.

Oi dÔo basikèc prĹxeic se autĹ ta sÔnola eÐnai h prìsjesh + kai o pollaplasiasmìc · pou orÐzontai wc exăc:

Orismìc 2 (Orismìc thc prìsjeshc) 1. n + 0 = n gia kĹje n ∈ N 2. n + f(m) = f(n + m), gia opoiadăpote m, n ∈ N.

Orismìc 3 (Orismìc tou PollaplasiasmoÔ) 1. n0 = 0 gia kĹje n ∈ N 2. nf(m) = nm + n, gia opoiadăpote m, n ∈ N.

To ìti ta prohgoÔmena orÐzoun prĹgmati dÔo prĹxeic sto N exasfalÐzetai apì thn Arqă thc Epagwgăc. Me th boăjeia autăc thc arqăc mporoÔme na apodeÐxoume ìti oi prĹxeic ikanopoioÔn tic exăc idiìthtec:

1. Prosetairistikìthta: Gia opoiadăpote a, b, c ∈ N, a+(b+c) = (a+b)+c, a(bc) = (ab)c. 2. Antimetajetikìthta: Gia opoiadăpote a, b ∈ N, a + b = b + a, ab = ba. 3. ’Uparxh Oudèterou stoiqeÐou: Gia kĹje a ∈ N, a + 0 = a, a1 = a, ìpou 1 = f(0).

4. Epimeristikìthta tou PollaplasiasmoÔ wc proc thn Prìsjesh: Gia opoiadăpote a, b, c ∈ N, a(b + c) = ab + ac.

Orismìc 4

Sto N orÐzetai mÐa sqèsh diĹtaxhc ≤ ìpou ja grĹfoume a ≤ b an kai mìno an upĹrqei èna n me a + n = b.O a lègetai mikrìteroc ă Ðsoc apì ton b kai antÐstoiqa o b megalÔteroc ă Ðsoc apì ton a. O n eÐnai monadikìc kai sumbolÐzetai me b − a. ’Ena stoiqeÐo a enìc sunìlou A ja lègetai to mikrìterì tou stoiqeÐo (ă to elĹqistì tou) an isqÔei a ≤ x gia opoiodăpote x ∈ A. Ja grĹfoume m < n an m ≤ n kai m ≠ m.

Apì ton orismì eÐnai eÔkolo na deÐxoume ìti isqÔoun ta parakĹtw:

1. Gia kĹje n, n ≤ n 2. An m ≤ n, n ≤ r tìte m ≤ r 3. An m ≤ n kai n ≤ m tìte n = m 4. Gia opoiadăpote m, n eÐte m ≤ n eÐte n ≤ m. 5. Gia opoiadăpote m, n, r an m ≤ n tìte n + r ≤ m + r. 6. Gia opoiadăpote m, n, r ≠ 0 an m ≤ n tìte mr ≤ nr. Apì thn Arqă thc Epagwgăc èqoume to parakĹtw basikì kai qrăsimo jeÿrhma:

Jeÿrhma 1 [Arqă thc Kalăc DiĹtaxhc] (a) KĹje mh kenì uposÔnolo twn fusikÿn arijmÿn èqei mikrìtero stoiqeÐo. (b) Den upĹrqei gnăsia fjÐnousa akoloujÐa fusikÿn arijmÿn. Ta (a), (b) eÐnai isodÔnamec protĹseic.

Apìdeixh: ’Estw A na eÐnai uposÔnolo twn fusikÿn arijmÿn pou den èqei mikrìtero stoiqeÐo kai ac jewrăsoume to sumplărwmĹ tou, A^c = {x ∈ N : x ∉ A}. ParathreÐste ìti 0 ∈ A^c diaforetikĹ to A ja eÐqe mikrìtero stoiqeÐo (to 0). Ac upojèsoume ìti ìloi oi arijmoÐ pou eÐnai mikrìteroi ă Ðsoi apì n anăkoun sto A^c. Tìte ja prèpei kai o n + 1 na anăkei se autì giatÐ diaforetikĹ o n + 1 ja ătan to mikrìtero stoiqeÐo tou A. Apì thn arqă thc epagwgăc ja prèpei A^c = N Ĺra to A ja eÐnai to kenì sÔnolo.To prÿto mèroc tou jewrămatoc apodeÐqthke.

H isodunamÐa tou (a) me to (b) prokÔptei eÔkola, me thn paratărhsh ìti ta stoiqeÐa mÐac gnăsia fjÐnousac akoloujÐac fusikÿn apoteloÔn èna sÔnolo qwrÐc mikrìtero stoiqeÐo kai antÐstrofa an dojeÐ èna mh kenì uposÔnolo twn fusikÿn arijmÿn qwrÐc mikrìtero stoiqeÐo mporoÔme na ftiĹxoume mia gnăsia fjÐnousa akoloujÐa apì stoiqeÐa tou (pwc?). □

Me qrăsh thc Arqăc thc Kalăc DiĹtaxhc apodeiknÔoume thn parakĹtw basikă idiìthta tou sunìlou twn fusikÿn arijmÿn:

Jeÿrhma 2 (H Arqimădeia Idiìthta) (a) An a ≠ 0 tìte 1 < a.

(b) An a, b eÐnai dÔo fusikoÐ arijmoÐ me 0 < a < b tìte upĹrqei ènac arijmìc k me b < ka. Apìdeixh: (a) Ja sthriqtoÔme sthn parakĹtw idiìthta thc diĹtaxhc:

An 0 < a < b kai 0 < a^′ ≤ b^′ tìte aa^′ < bb^′

An upĹrqei fusikìc a me 0 < a < 1 tìte ja eÐqame diadoqikĹ ìti 0 < a^2 < a, 0 < a^3 < a^2 . . . kai me autì ton trìpo ja paÐrname mÐa gnăsia fjÐnousa akoloujÐa a > a^2 > a^3 > · · · > a^n > a^{n+1} > . . . kai ja eÐqame èrjei se antÐfash me thn Arqă thc Kalăc DiĹtaxhc.

(b). An 0 < a < b apì to (a) ja èqoume ìti 1 < a kai pollaplasiĹzontac me b èqoume ìti b < ab pou shmaÐnei ìti gia k = b isqÔei o isqurismìc mac. □

PernĹme tÿra sta basikĹ Jewrămata pou mac endiafèroun.

Jeÿrhma 3 [EukleÐdhc-H tautìthta thc diaÐreshc. ]

An a, b eÐnai dÔo fusikoÐ arijmoÐ me 0 < a ≤ b tìte upĹrqoun dÔo monadikoÔ arijmoÐ k, υ me to 0 ≤ υ < a tètoioi ÿste: b = ka + υ Apìdeixh: Ac jewrăsoume to sÔnolo A ìlwn twn fusikÿn arijmÿn n pou èqoun thn idiìthta na > b. To sÔnolo autì eÐnai mh kenì lìgw thc Arqimădeiac idiìthtac. Sunepÿc ja èqei èna mikrìtero stoiqeÐo n_0 > 1. An pĹroume k = n_0 − 1 tìte ka ≤ b kai upĹrqei υ me b = ka + υ. To υ eÐnai mikrìtero apì a giatÐ diaforetikĹ ja upărqe fusikìc arijmìc c me υ = a + c kai ja eÐqame ìti b = ka + a + c = (k + 1)a + c = n_0a + c. AllĹ n_0a > b kai odhghjăkame se Ĺtopo.

H monadikìthta twn k, υ prokÔptei wc exăc:

Ac upojèsoume ìti gia kĹpoia k^′, υ^′ me 0 ≤ υ < a èqoume ìti b = k^′a + υ^′. EÐte k ≤ k^′ eÐte k^′ ≤ k dhladă ja upĹrqei kĹpoio d me k^′ = k + d ă k = k^′ + d. Ac upojèsoume ìti k^′ = k +d tìte ka+ad+υ^′ = ka+υ = b kai sunepÿc υ = ad+υ^′. Epeidă υ < a ja èqoume ìti d = 0 kai sunepÿc k = k^′, υ = υ^′.

An pĹli k^′ = k+d me parìmoio sullogismì katalăgoume sto Ðdio sumpèrasma. □ O monadikìc arijmìc υ pou orÐzetai sto prohgoÔmeno jeÿrhma (gia dosmènouc 0 < a ≤ b) lègetai to upìloipo thc diaÐreshc tou b me ton a kai sumbolÐzetai me Y(b, a).

Mèqri tÿra asqolăjhkame apokleistikĹ me to sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn. PernĹme tÿra sto sÔnolo Z twn akeraÐwn. DÐnoume ènan polÔ sÔntomo orismì tou Z. Gia na dÿsoume thn idèa pou mac odhgeÐ ston parakĹtw orismì - pou apì prÿth Ĺpoyh faÐnetai perÐergoc - skeftìmaste gia poiì logo na touc orÐsoume. Apì algebrikă Ĺpoyh èna meionèkthma eÐnai oi fusikoÐ arijmoÐ ìti den apoteloÔn omĹda wc proc thn prĹxh thc prìsjesh^1, den lÔnontai ètsi exisÿseic thc morfăc x + a = b. Autì mporeÐ na diorjwjeÐ me thn eisagwgă twn arnhtikÿn arijmÿn, dhladă gia kĹje mh mhdenikì n ∈ N na eisĹgoume èna kainoÔrgio stoiqeÐo n, ÿste n + n = 0, ton antÐjeto tou n.

1kai wc proc ton pollaplasiasmì bèbaia, allĹ autì eÐnai èna zăthma pou ja asqolhjoÔme afoÔ lÔsoume ta problămata thc prìsjeshc

Ac upojèsoume ìti ta èqoume katafèrei kai èqoume epekteÐnei to N se èna megalÔtero sÔnolo, ìpou h exÐswsh x + a = b lÔnetai kai h lÔsh thc paristĹnetai me a − b. Ac fantastoÔme ton a − b san èna zeugĹri (a, b). ’Etsi to 2 antiproswpeÔetai apì ta (2, 0), (3, 1), (1000, 998) . . .^2 kai o −2 apì ta (0, 2), (1, 3).

Orismìc 5

Sto sÔnolo N × N orÐzoume mia sqèsh isodunamÐac:

(m, n) ∼ (m^′, n^′) ⇔ m + n^′ = m^′ + n

kai orÐzoume san sÔnolo twn akeraÐwn to sÔnolo phlÐko Z = N × N/ ∼ Sto Z orÐzoume dÔo prĹxeic +, · wc exăc:

An [(m, n)] sumbolÐzei thn klĹsh isodunamÐac pou orÐzei to (m, n) ∈ N × N tìte

[(m, n)] + [(m^′, n^′)] = [(m + m^′, n + n^′)] (1) [(m, n)] · [(m^′, n^′)] = [(mm^′ + nn^′, mn^′ + m^′n)] (2)

EmeÐc parakĹtw gia na epanèljoume stouc sumbolismoÔc pou gnwrÐzoume apì paliĹ:

Me 0 ja sumbolÐzoume thn klĹsh tou (0,0) Me 1 ja sumbolÐzoume thn klĹsh tou (1,0) An n fusikìc me n ja sumbolÐzoume thn klĹsh tou (n, 0) kai me −n thn klĹsh tou (0, n).

’Allec klĹseic den upĹrqoun. Me autì ton trìpo mporoÔme na fantazìmaste pĹli to sÔnolo twn akeraÐwn san {· · · − 5, −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, . . . }. Ja qreiastoÔme kai mÐa genÐkeush thc tautìthtac thc diaÐreshc gia akeraÐouc ìtan o diairèthc eÐnai jetikìc kai o diairetèoc opoiosdăpote akèraioc. H apìdeixh eÐnai anĹlogh me aută tou Jewrămatoc 3. Par’ ìla autĹ ja kĹnoume mÐa skiagrĹfhsh thc apìdeixhc lìgw thc idiaÐterhc shmasÐac pou èqei to jeÿrhma autì sthn anĹptuxh thc JewrÐac twn DaktulÐwn.

Orismìc 6 (a) Gia kĹje akèraio arijmì a orÐzoume thn apìluth timă tou |a| na eÐnai o parakĹtw fusikìc arijmìc: |a| = { a an a ≥ 0 −a an a < 0 (a) To prìshmo sign(a) enìc akèraiou arijmoÔ a ≠ 0 orÐzetai na eÐnai o arijmìc a |a| ă isodÔnama:

sign(a) = { 1 an a > 0 −1 an a < 0

2GiatÐ tautÐzetai o (2,0) me ton (1000,998)? GiatÐ 2+998=0+1000.

Jeÿrhma 4 [EukleÐdhc-H tautìthta thc diaÐreshc. ] An a, b eÐnai dÔo akèraioi arijmoÐ me a ≠ 0 tìte upĹrqoun dÔo monadikoÔ arijmoÐ k, υ me to 0 ≤ υ < |a| ÿste b = ka + υ Apìdeixh: Ac jewrăsoume to sÔnolo A = {x ∈ Z : b − xa ≥ 0} To sÔnolo autì eÐnai mh kenì giatÐ x = −|b|sign(a) ∈ A. PrĹgmati, giautì to x ja èqoume ìti b − xa = b − (−|b|sign(a))a = = b + |b|sign(a))a = = b + |b||a| ≥ ≥ b + |b| ≥ 0 Sunepÿc ja èqei èna mikrìtero stoiqeÐo υ = b−ka. EpalhjeÔoume ìti 0 ≤ υ < |a|. Th monadikìthta twn υ, κ thn afănoume san Ĺskhsh. □

Orismìc 7

’Estw a, b akèraioi arijmoÐ me a ≠ 0. Ja lème ìti o a diaireÐ ton b an upĹrqei ènac akèraioc arijmìc d (aparaÐthta diaforetikìc apì 0) me b = ad. Se aută thn perÐptwsh ja grĹfoume a|b.

H sqèsh | pou mporoÔme na th doÔme san mia dimelă sqèsh sto Z \ {0} eÐnai sqedìn^3 mia sqèsh diĹtaxhc sto Z \ {0} sugkekrimèna ikanopoieÐ ta exăc: Gia kĹje a ∈ Z \ {0}, a|a An a|b kai b|a tìte |a| = |b| An a|b kai b|c tìte a|c An a|b kai b|c tìte a|b + c Orismìc 8

’Estw a_1, a_2, . . . a_k akèraioi arijmoÐ pou eÐnai ìloi diaforetikoÐ apì to 0. 1. ’Enac arijmìc d > 0 ja lègetai Mègistoc Koinìc Diairèthc twn a_1, . . . , a_n kai ja sumbolÐzetai me MKD(a_1, . . . a_n),ă aploÔstera (a_1, . . . , a_n), an d|a_1, . . . , d|a_n kai gia opoiodăpote Ĺllo jetikì akèraio d^′ pou èqei thn idiìthta d^′|a_1, . . . , d^′|a_n isqÔei ìti d^′|d.

3Gia na ătan mÐa sqèsh diĹtaxhc ja èprepe na ikanopoieÐ kai thn antisummetrikìthta (a|b kai b|a ⇒ a = b). AntÐ autoÔ ikanopoieÐ thn asjenèsterh idiìthta (a|b kai b|a ⇒ |a| = |b|). Gia thn akrÐbeia eÐnai sqèsh diĹtaxhc an perioristeÐ sto sÔnolo twn austhrĹ jetikÿn akèraiwn.

2. ’Enac arijmìc m > 0 ja lègetai ElĹqisto Koinì PollaplĹsio twn a_1, . . . , a_n kai ja sumbolÐzetai me EKP(a_1, . . . a_n), an a_1|m, . . . , a_n|m kai gia opoiodăpote Ĺllo jetikì akèraio m^′ pou èqei thn idiìthta a_1|m^′, . . . , a_n|m^′ isqÔei ìti m|m^′.

EÐnai fanerì pwc an o MKD (kai ìmoia to EKP) kĹpoiwn arijmÿn upĹrqei tìte eÐnai monadikì^4. Ja perioristoÔme sth melèth tou Mègistou KoinoÔ Diairèth, pou mac endiafèrei kai pio polÔ. Prin apodeÐxoume pwc upĹrqei dÐnoume merikèc idiìthtec tou:

Prìtash 1 ’Estw a_1, . . . , a_n ∈ Z \ {0}, tìte: 1. (a_1, . . . , a_n) = (|a_1|, . . . , |a_n|). 2. (a_1, a_2 . . . , a_n) = (a_1, MKΔ(a_2 . . . , a_n)).

To prÿto mèroc thc prìtashc mac lèei ìti gia na broÔme to MKD kĹpoiwn arijmÿn arkeÐ na broÔme ton MKD twn apìlutwn timÿn touc. Sunepÿc an apodeÐxoume thn Ôparxh MKD gia opoiodăpote plăjoc mh mhdenikÿn jetikÿn akeraÐwn to èqoume deÐxei kai gia opoiodăpote plăjoc akèraiwn. To deÔtero mac lèei ìti an xèroume ìti upĹrqei o MKD opoiwndăpote n arijmÿn ja upĹrqei kai gia n + 1 arijmoÔc kok.

SunduĹzontac ta autĹ mazÐ katalăgoume ìti arkeÐ na deÐxoume ìti dÔo opoioidăpote jetikoÐ akèraioi èqoun mègisto koinì diairèth kai na broÔme kai èna trìpo na ton upologÐzoume. Ja ta kĹnoume kai ta dÔo mazÐ dÐnontac ènan perÐfhmo algìrijmo, pou lègetai Algìrijmoc tou EukleÐdh kai pou perigrĹfthke prÿta (mazÐ me Ĺlla shmantikĹ Jewrămata thc JewrÐac Arijmÿn) apì ton EukleÐdh sta {StoiqeÐa} tou.

Gia na dieukolunjoÔme stouc sullogismoÔc mac eisĹgoume thn parakĹtw orologÐa:

Orismìc 9

’Estw a_1, . . . , a_n akèraioi arijmoÐ. Ja lème ìti o c eÐnai akèraioc sunduasmìc twn a_1, . . . , a_n an upĹrqoun akèraioi arijmoÐ x_1, . . . , x_n me c = a_1x_1 + · · · + a_nx_n.

ParathreÐste ìti:

An ènac akèraioc d diaireÐ touc akèraiouc a_1, . . . , a_n tìte diaireÐ kai opoiodăpote akèraio sunduasmì touc.

H ènnoia aută èqei kai èna eÐdoc metabatikìthtac:

4An pq upărqan dÔo Mègistoi KoinoÐ diairètec gia kĹpoiouc dosmènouc arijmoÔc, o ènac ja diairoÔse ton Ĺllo kai sunepÿc ja ătan Ðsoi metaxÔ touc.

An o c eÐnai akèraioc sunduasmìc twn a_1, . . . , a_n kai o kĹje ènac apì toÔc a_i eÐnai akèraioc sunduasmìc twn a^′_1, . . . , a^′_n tìte kai o c ja eÐnai akèraioc sunduasmìc twn a^′_1, . . . , a^′_n.

Ac xekinăsoume tÿra me dÔo arijmoÔc a, b ìpou 0 < a ≤ b kai ac orÐsoume anadromikĹ mÐa akoloujÐa (x_n)^∞_{n=1}, apì fusikoÔc, wc exăc:^5, :

x_1 = b x_2 = a

x_{n+2} = { Y(x_n, x_{n+1}) an x_{n+1} > 0 0 an x_{n+1} = 0

ParathreÐste ìti an x_n > 0 tìte x_{n+1} < x_n kai ìti an x_n = 0 tìte -apì ton orismì- x_m = 0 gia kĹje m > n. Apì thn arqă thc kalăc diĹtaxhc (Jeÿrhma 1, (b) ) ja èqoume ìti upĹrqei ènac arijmìc n ≥ 3 me x_n = 0 kai èstw n_0 o mikrìteroc tètoioc arijmìc. Jètoume d = x_{n0−1}.

’Eqoume dhladă thn parakĹtw eikìna:

b = ak_3 + x_3 a = x_3k_4 + x_4 x_3 = x_4k_5 + x_5 . . . . . . x_{n0−3} = x_{n0−2}k_{n0−1} + x_{n0−1} = x_{n0−2}k_{n0−1} + d x_{n0−2} = x_{n0−1}k_{n0} = x_{n0−1}d

Ex orismoÔ gia kĹje 2 ≤ n ≤ n_0 ja èqoume ìti upĹrqei k_n ÿste x_n = −k_nx_{n−1} + x_{n−2} dhladă o x_n eÐnai grammikìc sunduasmìc twn dÔo prohgoÔmenÿn tou x_{n−1}, x_{n−2}.

ParathreÐste tÿra ìti:

An ènac arijmìc y diaireÐ dÔo diadoqikĹ mh mhdenikĹ stoiqeÐa stoiqeÐa x_{n−1}, x_n thc akoloujÐac (opìte n < n_0) tìte anagkastikĹ ja diaireÐ kai opoiodăpote stoiqeÐo x_m thc akoloujÐac me m < n.

Epeidă x_{n0} = 0, o d = x_{n0−1}|x_{n0−2} kai fanerĹ diaireÐ ton eautì tou. Apì thn prohgoÔmenh paratărhsh ja diaireÐ kĹje prohgoÔmenì tou Ĺra kai touc x_2 = a, x_1 = d.

5’Opwc èqoume ădh anafèrei, o Y(b, a) sumbolÐzei to upìloipo thc diaÐreshc tou b me ton a.

Me Ĺlla lìgia o

O d eÐnai koinìc diairèthc twn a, b. (*)

Akoloujÿntac thn antÐstrofh poreÐa, parathreÐste ìti:

KĹje stoiqeÐo x_n thc akoloujÐac san Ĺkèraioc sunduasmìc twn dÔo prohgoÔmenÿn tou ja grĹfetai san akèraioc sunduasmìc kai twn x_1, x_2 dhladă twn a, b. Me Ĺlla lìgia, ja upĹrqoun akèraioi x, y me

d = xa + yb (**)

Apì to (**) ja èqoume ìti opoiosdăpote koinìc diairèthc twn a, b eÐnai diairèthc tou d kai deÐqthke ìti o d eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc twn a, b. DeÐxame sunepÿc to:

Jeÿrhma 5 Gia opoiousdăpote mh mhdenikoÔc akèraiouc a, b upĹrqei o mègistoc koinìc diairèthc touc d. Epiplèon o d eÐnai akèraioc sunduasmìc twn a, b, dhladă upĹrqoun akèraioi x, y tètoioi ÿste d = ax + by Me epagwgă mporoÔme na genikeÔsoume wc exăc:

Jeÿrhma 6

Gia opoiousdăpote mh mhdenikoÔc akèraiouc a_1, . . . , a_n upĹrqei o mègistoc koinìc diairèthc touc d. Epiplìn o d eÐnai akèraioc sunduasmìc touc, dhladă upĹrqoun akèraioi x_1, . . . , x_n tètoioi ÿste

d = a_1x_1 + · · · + x_na_n

Orismìc 10

DÔo ă perissìteroi mh mhdenikoÐ akèraioi ja lègontai prÿtoi metaxÔ touc an o mègistoc koinìc diairèthc touc eÐnai to 1.

H epìmenh ènnoia eÐnai basikă.

Orismìc 11

’Enac akèraioc n ≠ 0 ja lègetai sÔnjetoc arijmìc an mporeÐ na grafteÐ san n = n_1n_2 me 1 < n_1, n_2 < n, me Ĺlla lìgia an mporeÐ na diairejeÐ me kĹpoion akèraio diaforetikì apì to 1 ă ton eautì tou.

’Enac jetikìc akèraioc n ≥ 2 ja lègetai prÿtoc an den eÐnai sÔnjetoc.

ParathreÐste ìti ston orismì tou prÿtou arijmoÔ apaitoÔme na eÐnai megalÔteroc ă Ðsoc tou 2 kai ìti oi arijmoÐ 0, 1 den katatĹssontai oÔte stouc prÿtouc oÔte stouc sÔnjetouc arijmoÔc.

Jeÿrhma 7 ( Jemeliÿdec Jeÿrhma thc Arijmhtikăc)

An a_1, . . . , a_n eÐnai mh mhdenikoÐ akèraioi kai p prÿtoc arijmìc pou diaireÐ to ginìmenì touc ab tìte ja diaireÐ ènan apì autoÔc. SumbolikĹ, an p prÿtoc, a_1, . . . , a_n ∈ Z \ {0} kai p|a_1 . . . a_n tìte p|a_1 eÐte...p|a_n.

Apìdeixh: ArkeÐ na deÐxoume to Jeÿrhma gia n = 2 kai metĹ na efarmìsoume epagwgă. Ac upojèsoume loipìn ìti oi a, b eÐnai akèraioi megalÔteroi ă Ðsoi tou 2 kai ìti o p|ab.

’Estw d na eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc twn a, p. Tìte d = 1 ă d = p, epeidă o p eÐnai prÿtoc kai den èqei Ĺllouc diairètec. An d = p katalăgoume sto ìti o p diaireÐ ton a. An d = 1 ja upĹrqoun dÔo akèraioi x, y me 1 = ax + py Ĺra b = abx + pay kai afoÔ o p diaireÐ ton ab èqoume Ĺmesa ìti diaireÐ ton b. Se kĹje perÐptwsh p|a ă p|b. □

Apì autì ja èqoume to

Jeÿrhma 8

KĹje jetikìc akèraioc a > 1 ja grĹfetai san èna ginìmeno prÿtwn arijmÿn:

a = p_1 . . . p_n (*)

Epiplèon h anaparĹstash (*) ja eÐnai monadikă me thn exăc ènnoia: An a = q_1 . . . q_m, me q_1 . . . q_m prÿtouc arijmoÔc, tìte m = n kai mporoÔme na allĹxoume th seirĹ twn q_1, . . . q_n se q^′_1, . . . q^′_n ÿste na èqoume p_1 = q^′_1, . . . p_n = q^′_n^6.

Apìdeixh: To gegonìc ìti kĹje jetikìc akèraioc a > 1 grĹfetai san ginìmeno prÿtwn apodeiknÔetai eÔkola me epagwgă. Gia to 2 isqÔei afoÔ o Ðdioc eÐnai prÿtoc. Ac upojèsoume ìti gnwrÐzoume ìti oi 2, . . . , n analÔontai se ginìmeno prÿtwn kai ac egetĹsoume ti sumbaÐnei gia ton n + 1. EÐte autìc eÐnai prÿtoc kai èqoume teleiÿsei eÐte den eÐnai kai sunepÿc ja grĹfetai san èna ginìmeno n + 1 = n_1n_2 me 2 ≤ n_1, n_2 < n. O kajènac apì autoÔc touc arijmoÔc ja eÐnai ginìmeno prÿtwn (apì thn epagwgikă mac upìjesh, n_1 = p_1 . . . p_k, n_2 = q_1 . . . q_m ) Ĺra kai o n + 1 = p_1 . . . , p_kq_1 . . . q_m ja eÐnai epÐshc.

Gia to monosămanto thc anaparĹstashc parathroÔme to exăc. Ac upojèsoume ìti o n = p_1 . . . p_n = q_1 . . . q_m eÐqe dÔo anaparastĹseic se ginìmeno prÿtwn touc opoÐouc èqoume grĹyei me aÔxonta trìpo dhladă p_1 ≤ p_2 . . . , q_1 ≤ q_2 . . . kai epÐshc ìti n ≤ m. Isqurizìmaste ìti m = n kai p_i = q_i gia kĹje i = 1, . . . n. PrĹgmati, an autì pou isqurizìmaste den Ðsque dÔo periptÿseic ja mporoÔsan

6Me ton ìro {mporoÔme na allĹxoume th seirĹ} ennooÔme ìti mporoÔme na broÔme mÐa metĹjesh (dhladă, mia 1-1 kai epÐ apeikìnish) π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} me p_1 = q_{π(1)}, . . . , q_n = q_{π(n)}. ’Enac Ĺlloc isodÔnamoc trìpoc na milăsoume gia monadikìthta eÐnai na jewroÔme ìti sthn anĹlush enìc arijmoÔ a = q_1 . . . p_m oi prÿtoi emfanÐzontai me aÔxousa seirĹ, dhladă p_1 ≤ p_2 ≤ . . . kai autì eÐnai pou ja qrhsimopoiăsoume sthn apìdeixh. H diatÔpwsh aută ìmwc den mporeÐ na metaferjeÐ se genikoÔc daktÔliouc ìpou den èqoume kĹpoia sqèsh olikăc diĹtaxhc metaxÔ twn stoiqeÐwn touc.

na sumbaÐnoun:

EÐte p_i = q_i gia kĹje i = 1, . . . , n kai n < m, allĹ tìte ja katalăgame ìti 1 = q_{n+1} . . . q_m pou eÐnai fanerĹ Ĺtopo.

EÐte ja upĹrqei kĹpoio 1 ≤ k ≤ n me p_k ≠ q_k. Tìte ja eÐqame p_k . . . p_n = q_k . . . q_m. An p_k < q_k tìte to p_k < q_i gia ìla ta i = k, k + 1, . . . , m. AllĹ to p_k|q_k . . . q_m kai sunepÿc ja upĹrqei kĹpoio i = k, k + 1, . . . , m me p_k|q_i. Epeidă ìmwc o q_i eÐnai prÿtoc ja eÐqame ìti p_k = q_i, Ĺtopo. An pĹli q_k < p_k tìte q_k < p_i gia kĹje i = k, . . . , n allĹ q_k|p_k . . . p_n kai pĹli ja èprepe na diaireÐ kĹpoion apì touc p_i me ton opoÐo kai ja tautizìtan.

Katalăxame pĹli se Ĺtopo kai to Jeÿrhma apodeÐqthke. □

Apì to prohgoÔmeno jeÿrhma ja èqoume Ĺmesa to exăc:

Prìtash kai Orismìc 1

(a) KĹje jetikìc akèraioc n ≥ 2 grĹfetai katĹ monadikì trìpo sth morfă: n = p^{u1}_1 . . . p^{uk}_k ìpou oi p_1, . . . , p_k eÐnai prÿtoi arijmoÐ me p_1 < · · · < p_k kai oi u_1, . . . , u_k akèraioi megalÔteroi ă Ðsoi tou 1. H parĹstash aută lègetai h anĹlush tou n se ginìmeno prÿtwn.

(b) KĹje akèraioc n ≠ 0, 1 grĹfetai katĹ monadikì trìpo sthn morfă:

n = sing(a)p^{u1}_1 . . . p^{uk}_k

ìpou oi p_1, . . . , p_k eÐnai prÿtoi arijmoÐ me p_1 < · · · < p_k, oi u_1, . . . , u_k akèraioi megalÔteroi ă Ðsoi tou 1’.

Ja teleiÿsoume aută thn eisagwgikă parĹgrafo orÐzontac gia kĹje arijmì n mÐa polÔ qrăsimh gia ta parakĹtw sqèsh isodunamÐac sto sÔnolo Z twn akeraÐwn. Gia na eÐnai xekĹjaro wc proc poio arijmì n jewroÔme th sqèsh isodunamÐac qrhsimopoioÔme ton kĹpwc asunăjisto sumbolismì · · · ≡ . . . (mod n) gia th sqèsh aută.

Orismìc 12

’Estw n jetikìc akèraioc megalÔteroc ă Ðsoc tou 2. An a, b ∈ Z ja grĹfoume ìti a ≡ b (mod n)

an kai mìno an o n diaireÐ ton a − b.

H sqèsh aută eÐnai mÐa sqèsh isodunamÐac stouc akèraiouc. Autăn kai Ĺllec stoiqeiÿdeic idiìthtec thc sqèshc autăc sunoyÐzoume sthn epìmenh prìtash:

Prìtash 2

’Estw n jetikìc akèraioc megalÔteroc ă Ðsoc tou 2 kai a, b, c, a^′, b^′, c^′ ∈ Z. Tìte:

1. a ≡ a (mod n).

2. An a ≡ b (mod n) tìte b ≡ a (mod n).

3. An a ≡ b (mod n) kai b ≡ c (mod n) tìte a ≡ c (mod n). 4. An a ≡ a^′ (mod n) kai b ≡ b^′ (mod n) tìte a + b ≡ a^′ + b^′ (mod n) 5. An a ≡ a^′ (mod n) kai b ≡ b^′ (mod n) tìte ab ≡ a^′b^′ (mod n) 6. Gia kĹje a ∈ Z upĹrqei monadikìc j ∈ {0, 1, . . . , n − 1} me j ≡ a (mod n).

Apìdeixh: Ac deÐxoume to (5). An An a ≡ a^′ (mod n) kai b ≡ b^′ (mod n) tìte gia kĹpoia k, l ∈ Z ja èqoume ìti a = kn + a^′,b = ln + b^′, Ĺra ab = (kln + kb^′ + la^′)n + a^′b^′, dhladă ab ≡ a^′b^′ (mod n). To (6) eÐnai Ĺmesh sunèpeia thc tautìthtac thc diaÐreshc (Jeÿrhma 4).

H apìdeixh twn upoloÐpwn afănetai ston anagnÿsth. □

1.1.1 Askăseic

Askhsh 1 ApodeÐxte ìti 2 · 2 = 2 + 2 = 4

Askhsh 2 DeÐxte ìti gia opoiousdăpote fusikoÔc arijmoÔc a, b, c isqÔei: (1) a + (b + c) = (a + b) + c (2) a + b = b + a (3) a(bc) = (ab)c (4) ab = ba Askhsh 3 DeÐxte ìti gia opoiousdăpote akèraiouc arijmoÔc a, b, c isqÔei: (1) a + (b + c) = (a + b) + c (2) a + b = b + a (3) a(bc) = (ab)c (4) ab = ba Askhsh 4 Na apodeÐxete thn monadikìthta twn k, υ sto Jeÿrhma 44

Askhsh 5 Na breÐte to megisto koinì diairèth (a, b) twn a, b kai na ton ekfrĹsete sth morfă xa + yb an (1) a = 198, b = 21 (2) a = −198, b = 21 (3) a = 17891, b = 23440 (4) a = −72, b = 26

Askhsh 6 Na breÐte to anĹptugma se ginìmeno prÿtwn twn arijmÿn 21, 270, 5040, 3467.

Askhsh 7 Na deÐxete ìti ènac fusikìc arijmìc n eÐnai prÿtoc an kai mìno an den diaireÐtai apì kanènan prÿto p ≤ √ n. Askhsh 8 Na deÐxete ìti an m, n eÐnai mh mhdenikoÐ akèraioi tìte (m, n) = (|m|, |n|). Askhsh 9 Na deÐxete ìti an (m, n) = 1 kai k ∈ Z\{0} tìte (km, kn) = |k|(m, n).

Askhsh 10 ’Estw n jetikìc akèraioc. DeÐxte ìti an ènac prÿtoc p diaireÐ ton n! + 1 tìte p > n.

Askhsh 11 Na deÐxete ìti upĹrqoun Ĺpeiroi prÿtoi arijmoÐ. ’Enac trìpoc eÐnai na qrhsimopoiăsete thn prohgoÔmenh Ĺskhsh katĹllhla gia na deÐxete ìti gia kĹje n upĹrqei prÿtoc p > n.

Askhsh 12 Na deÐxete ìti an p eÐnai prÿtoc tìte eÐte p ≡ 3 (mod 4) eÐte p ≡ 1 (mod 4).

Askhsh 13 Na deÐxete ìti upĹrqoun Ĺpeiroi prÿtoi thc morfăc 4n + 3.

Askhsh 14 Na deÐxete ìti an p eÐnai prÿtoc tìte eÐte p ≡ 1 (mod 6) eÐte p ≡ 5 (mod 6).

Askhsh 15 Na deÐxete ìti upĹrqoun Ĺpeiroi prÿtoi thc morfăc 6n + 5.

Askhsh 16 Na deÐxete ìti an n eÐnai jetikìc akèraioc megalÔteroc apì 1 kai n|(n − 1)! + 1 tìte o n eÐnai prÿtoc arijmìc.

Askhsh 17 Na deÐxete ìti an m|ab kai (m, a) = 1 tìte m|b.

Askhsh 18 Na deÐxete ìti an (m, n) = 1 tìte

(mn, a) = 1 an kai mìno an (m, a) = 1 kai (n, a) = 1.

Askhsh 19 Na deÐxete ìti to elĹqisto koinì pollaplĹsio dÔo jetikÿn akeraÐwn m, n eÐnai Ðso me mn (m, n) .

1.2 DimeleÐc PrĹxeic. ParadeÐgmata Algebrikÿn Domÿn.

Mia dimelăc prĹxh ă aplĹ mia prĹxh se èna sÔnolo X eÐnai mÐa sunĹrthsh f : X × X → X, me Ĺlla lìgia ènac kanìnac f mèsw tou opoÐou se opoiodăpote zeugĹri (x, y) apì stoiqeÐa tou sunìlou X antistoiqoÔme èna trÐto pou to sumbolÐzoume me f(x, y). Sunăjwc h sunĹrthsh f sumbolÐzetai me sÔmbola ìpwc +, ·, ∗ kai grĹfoume x + y antÐ +(x, y).

Mia algebrikă domă apoteleÐtai apì èna sÔnolo X kai kĹpoiec prĹxeic pou èqoun oristeÐ se autì. ’Enac apì touc skopoÔc thc Ĺlgebrac eÐnai na katatĹxei kai na meletăsei tic algebrikèc domèc anĹloga me genikèc idiìthtec pou mporeÐ na èqoun oi prĹxeic. San parĹdeigma anafèroume thn prìsjesh akèraiwn arijmÿn, thn prìsjesh dianusmĹtwn thn prìsjesh sunartăsewn. An kai eÐnai entelÿc diaforetikèc prĹxeic se diaforetikĹ sÔnola moirĹzontai kĹpoiec koinèc idiìthtec ìpwc h prosetairistikìthta , h Ôparxh oudèterou stoiqeÐou klp...EÐnai sunepÿc qrăsimo na gnwrÐzoume ti sumperĹsmata mporeÐ na prokÔyoun me mình plhroforÐa idiìthtec thc prĹxhc kai ac mh gnwrÐzoume thn Ðdia thn prĹxh ÿste na mh qreiĹzetai na apodeiknÔoume se kĹje xeqwristă algebrikă domă ta Ðdia prĹgmata. Ja xekinăsoume th katĹtaxh twn algebrikÿn domÿn apì tic pio aplèc (kai pio genikèc) proc tic pio sÔnjetec me kÔria anaforĹ sthn ènnoia tou daktulÐou pou ja orÐsoume lÐgo parakĹtw.

Orismìc 13

HmiomĹda eÐnai èna sÔnolo X sto opoÐo èqei oristeÐ mÐa dimelăc prosetairistikă prĹxh ∗, me Ĺlla lìgia èqei oristeÐ mÐa sunĹrthsh ∗ : X × X → X ÿste gia opoiadăpote x, y, z ∈ X isqÔei: (1) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z. An sumbaÐnei na upĹrqei kĹpoio stoiqeÐo e me thn idiìthta x ∗ e = e ∗ x = x, gia opoiodăpote x ∈ X, to e lègetai oudètero stoiqeÐo gia thn hmiomĹda. EpÐshc, an sumbaÐnei gia kĹpoia x, y ∈ X, x ∗ y = y ∗ x ja lème ìti ta dÔo autĹ stoiqeÐa x, y antimetatÐjentai.

Tèloc an opoiadăpote dÔo stoiqeÐa thc hmiomĹdac antimetatÐjentai ja lème ìti h hmiomĹda eÐnai antimetajetikă^7.

’Ena parĹdeigma antimetajetikăc hmiomĹdac me oudètero stoiqeÐo eÐnai to sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn me thn prĹxh thc prìsjeshc.

’Ena Ĺllo parĹdeigma hmiomĹdac (mh antimetajetikăc) eÐnai to sÔnolo X^X ìlwn twn sunartăsewn f : X → X apì èna sÔnolo X ston eautì tou me thn prĹxh thc sÔnjeshc sunartăsewn.

Orismìc 14

7QrhsimopoieÐtai kai o ìroc abeliană

OmĹda eÐnai èna sÔnolo X sto opoÐo èqei oristeÐ mÐa dimelăc prĹxh ∗ pou èqei tic parakĹtw idiìthtec:

Gia opoiadăpote x, y, z ∈ X, x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z (1) UpĹrqei e ∈ X ÿste gia kĹje x ∈ X, isqÔei x ∗ e = e ∗ x = x (2) Gia kĹje x ∈ X upĹrqei (monadikì) y ∈ X, ÿste x ∗ y = y ∗ x = e (3)

To stoiqeÐo e sthn parapĹnw exÐswsh (2) eÐnai monadikì kai lègetai oudètero stoiqeÐo thc prĹxhc.

EpÐshc to stoiqeÐo y sthn parapĹnw exÐswsh (3) eÐnai monadikì gia dosmèno x, lègetai de antÐstrofo stoiqeÐo tou x.

ParadeÐgmata omĹdwn eÐnai ta sÔnola Z, Q, R twn akeraÐwn, rhtÿn, pragmatikÿn arijmÿn antÐstoiqa me thn prĹxh thc prìsjeshc. ’Ena Ĺllo parĹdeigma omĹdac (mh antimetajetikăc) eÐnai to sÔnolo X^X ìlwn twn sunartăsewn f : X → X apì èna sÔnolo X ston eautì tou pou eÐnai 1-1 kai epÐ, me thn prĹxh thc sÔnjeshc sunartăsewn. Edÿ to oudètero stoiqeÐo eÐnai h tautotikă apeikìnish kai to antÐstrofo stoiqeÐo mÐac sunĹrthshc f : X → X eÐnai h antÐstrofh sunĹrthsh f^{−1} : X → X.

An ∗ eÐnai mia prĹxh orismènh se èna sÔnolo X, èna uposÔnolo A tou X lègetai kleistì ÿc proc thn prĹxh aută an gia opoiadăpote a, b ∈ A sumbaÐnei a ∗ b ∈ A. Se aută thn perÐptwsh mporoÔme na orÐsoume mÐa prĹxh ∗ sto A pou eÐnai o periorismìc thc arqikăc prĹxhc sto A. An to zeugĹri (X, ∗) èqei domă hmiomĹdac (antÐstoiqa, omĹdac) tìte èna mh-kenì uposÔnolo A tou X ja lègetai upo-hmiomĹda (antÐstoiqa upo-omĹda) an eÐnai kleistì wc proc thn prĹxh kai to (A, ∗) èqei domă hmiomĹdac (antÐstoiqa, omĹdac).

ParathroÔme ìti gia na eÐnai èna mh-kenì uposÔnolo A miac hmioomĹdac upohmiomĹda prèpei kai arkeÐ na eÐnai kleistì wc proc thn prĹxh. Autì den eÐnai arketì ìmwc sthn perÐptwsh twn omĹdwn. JumÐzoume ìti se aută thn perÐptwsh èna mh-kenì uposÔnolo A miac omĹdac eÐnai upoomĹda an kai mìno an gia kĹje a, b ∈ A ta a + b, −a, −b ∈ A. AnĹlogec ènnoiec upo-domÿn (upo-daktÔlioi, upo-sÿmata klp) ja oristoÔn parakĹtw.

1.3 H ènnoia tou daktulÐou. Orismìc, merikèc basikèc idiìthtec kai paradeÐgmata. H ènnoia tou upo-daktÔliou.

H epìmenh domă pou ja orÐsoume èqei dÔo prĹxeic kai eÐnai aută pou ja apotelèsei to kÔrio antikeÐmeno thc melèthc mac.

Orismìc 15

DaktÔlioc^8 eÐnai èna sÔnolo R sto opoÐo èqoun oristeÐ dÔo dimeleÐc prĹxeic +, · pou èqei tic parakĹtw idiìthtec:

To (R, +) eÐnai antimetajetikă omĹda me oudètero stoiqeÐo to 0 (1) To (R, ·) eÐnai hmiomĹda (2) H prĹxh · eÐnai epimeristikă wc proc thn + dhladă gia opoiadăpote x, y, z ∈ R isqÔei x · (y + z) = (x · y) + (x · z) (3) (x + y) · z = (x · y) + (x · z) (4)

Orismìc 16 Ja onomĹzoume èna daktÔlio (R, +, ·):

(a) Mh-tetrimmèno, an èqei toulĹqiston dÔo stoiqeÐa.

(b) Antimetajetikì, an dÔo opoiadăpote stoiqeÐa tou a, b antimetatÐjentai wc proc thn ·, dhladă ab = ba.

(g) DaktÔlio me monĹda, an h hmiomĹda (R, ·) èqei oudètero stoiqeÐo, dhladă upĹrqei èna 1_R ∈ R me thn idiìthta gia opoiodăpote a ∈ R na sumbaÐnei 1_Ra = a1_R = a.

(d) An (R, +, ·) eÐnai daktÔlioc me monĹda 1_R, ja onomĹzoume èna stoiqeÐo tou a antistrèyimo an upĹrqei kĹpoio b ∈ R me ab = ba = 1.

Oi prĹxeic +, · pou orÐzoume se èna daktÔlio sumbolÐzoun afhrhmènec prĹxeic kai ìqi tic sunhjismènec prĹxeic thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ. Wstìso ja onomĹzoume suqnĹ thn {+} prìsjesh kai thn {·} pollaplasiasmì. To oudètero stoiqeÐo thc (R, +) sumbolÐzetai me 0 kai to antÐstrofo enìc stoiqeÐou x wc proc thn prĹxh + me −x. EpÐshc ja grĹfoume x−y antÐ tou x+(−y).

’Enac polÔ qrăsimoc sumbolismìc eÐnai o parakĹtw :

Orismìc 17 An A, B eÐnai dÔo opoiadăpote mh kenĹ uposÔnola enìc daktulÐou R ja sumbolÐzoume A + B = {a + b : a ∈ A kai b ∈ B} A · B = {a · b : a ∈ A kai b ∈ B} A − B = {a − b : a ∈ A kai b ∈ B} 8AgglikĹ Ring

O parapĹnw orismìc eisĹgei dÔo prĹxeic sto sÔnolo 2^R ìlwn twn uposunìlwn enìc daktulÐou R. Prèpei na parathrăsoume ìti to 2^R den eÐnai daktÔlioc me autèc tic prĹxeic, afoÔ gia parĹdeigma to (2^R, +) apèqei polÔ apì to na eÐnai omĹda. ParathreÐste wstìso ìti ja èqoume pĹntote A + B = B + A giatÐ h prĹxh + eÐnai antimetajetikă se kĹje daktÔlio, ìqi ìmwc aparaÐthta A · B = B · A, ektìc kai an o daktÔlioc eÐnai antimetajetikìc.

ParĹdeigma 1 An me (Z, +, ·), (Q, +, ·), (R, +, ·), (C , +, ·) sumbolÐsoume ta sÔnola twn akeraÐwn, rhtÿn, pragmatikÿn, migadikÿn arijmÿn, antÐstoiqa, me tic sunhjismènec prĹxeic, autĹ apoteloÔn paradeÐgmata daktulÐwn. EidikĹ autĹ eÐnai kai paradeÐgmata antimetajetikÿn daktulÐwn me monĹda.

ParĹdeigma 2 ’Estw X èna opoiodăpote mh kenì sÔnolo kai R to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou. Sto R orÐzoume dÔo prĹxeic: A + B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) A · B = A ∩ B Tìte to (R, +, ·) eÐnai daktÔlioc^9.

ParĹdeigma 3 ’Estw k ènac jetikìc akèraioc ≥ 2. Sto sÔnolo Z ìlwn twn akeraÐwn orÐzoume mÐa sqèsh isodunamÐac^{10} wc exăc:

a ≡ b (mod k) an kai mìno an o k diaireÐ ton a − b (1.1)

Jètoume Z_k = {0, 1, . . . , k − 1} (1.2) Den eÐnai dÔskolo na deÐxoume ìti h parapĹnw dimelăc sqèsh eÐnai prĹxh isodunamÐac kai ìti gia kĹje akèraio a ∈ Z upĹrqei ènac monadikìc j(a) ∈ Z_k ÿste na sumbaÐnei a ≡ j(a) (mod k). Sugkekrimèna o j(a) eÐnai to upìloipo thc diaÐreshc tou a me k.

Sto sÔnolo Z_k orÐzoume dÔo prĹxeic +, · ìpou

An a, b ∈ Z_k tìte a + b = j(a + b) a · b = j(ab) Oi prĹxeic sto deÔtero mèloc twn parapĹnw exisÿsewn ennoeÐtai ìti eÐnai oi sunăjeic prĹxeic sio Z. Gia exĹskhsh grĹfoume ton pÐnaka twn prĹxewn sto Z_6 kai afănoume merikĹ kenĹ na ta sumplhrÿsei o anagnÿsthc.

9To A + B sumbolÐzetai sunăjwc me A △ B kai onomĹzetai summetrikă diaforĹ twn dÔo sunìlwn A, B

10MeleteÐste thn parĹgrafo 1 kai eidikìtera thn Prìtash 2.

a+b 0 1 2 3 4 5 0 0 1 2 3 1 1 2 3 4 5 0 2 2 3 4 5 0 1 3 3 4 5 0 1 2 4 3 5 2 4 a·b 0 1 2 3 4 5 0 0 0 0 0 1 0 1 2 3 4 2 0 2 4 0 4 3 0 3 0 3 0 3 4 0 0 4 2 5 0 5 4 2

ParĹdeigma 4 ’Estw (R, +, ·) ènac daktÔlioc, X èna opoiodăpote mh kenì sÔnolo kai R^X to sÔnolo ìlwn twn apeikonÐsewn apì to X sto R. Gia opoiadăpote f, g ∈ R^X orÐzoume dÔo stoiqeÐa (sunartăseic) f + g, f · g ∈ R^X me

f + g(x) = f(x) + g(x) f · g(x) = f(x) · g(x) To (R^X , +, ·) eÐnai daktÔlioc.

ParĹdeigma 5 ’Estw (R, +, ·) ènac daktÔlioc, n ènac jetikìc akèraioc kai èstw I_n = {1, . . . , n}. Me M_n(R) ja sumbolÐzoume to sÔnolo ìlwn twn apeikonÐsewn f : I_n × I_n → R. Ta stoiqeÐa tou M_n(R) ja ta onomĹzoume n × n− pÐnakec me stoiqeÐa apì to daktÔlio R.

Sunăjwc grĹfoume a_{ij} antÐ tou f(i, j) kai antÐ thc sunĹrthshc f grĹfoume (a_{ij} ) ă kai ìlo ton pÐnaka twn stoiqeÐwn. ’Etsi gia parĹdeigma o pÐnakac

0 1 3 0 1 1 5 2 2 1 1 1 3 2 3 4

paristĹnei to parakĹtw stoiqeÐo f tou M_4(Z_5): f(1, 1) = a_{11} = 0, f(1, 2) = 1, f(1, 3) = 3, f(1, 4) = 0, f(2, 1) = 1, . . . .

Gia na kĹnoume to sunolo M_n(R) daktÔlio orÐzoume tic parakĹtw prĹxeic: (f + g)(i, j) = f(i, j) + g(i, j) (1.3) (f · g)(i, j) = n∑ k=1 f(i, k)g(k, j) (1.4) To oudètero stoiqeÐo gia thn prìsjesh eÐnai h sunĹrthsh pou eÐnai Ðsh me 0 gia kĹje (i, j) ∈ I_n × I_n ă me Ĺlla lìgia o pÐnakac pou ìla ta stoiqeÐa tou eÐnai Ðsa me 0. Shmeiÿnoume ìti o M_n(R) den eÐnai aparaÐthta antimetajetikìc daktÔlioc akìma kai an o R eÐnai. An o R èqei monĹda tìte kai o M_n(R) ja èqei. EÐnai o pÐnakac I, me I(i, j) = { 1 an i = j 0 an i ≠ j

GenikĹ o M_n(R) den eÐnai antimetajetikìc daktÔlioc akìma kai an o R eÐnai. ’Ena tètoio parĹdeigma eÐnai oi 2 × 2 pÐnakec sto R.

Ja qrhsimopoioÔme suqnĹ kai ton parakĹtw sumbolismì. An a_1, . . . , a_n ∈ R jètoume_n ∑ i=0 a_i = a_1 + · · · + a_n, n∏ i=0 a_i = a_1 · · · · · a_n Shmeiÿste ìti lìgw thc prosetairistikìthtac twn prĹxewn + den apaiteÐtai h qrăsh parenjèsewn sto deÔtero mèloc twn parapĹnw sqèsewn. Orismìc 18 An n ∈ Z kai a ∈ R jètoume

na = a + · · · + a (n − forèc) an n > 0 0 an n = 0 (−a) + · · · + (−a) (n − forèc) an n < 0 An n > 0 tìte orÐzoume a^n = a · a · a · · · · a, n − forèc Oi basikèc idiìthtec twn daktulÐwn sunoyÐzontai sthn parakĹtw prìtash:

Prìtash 3 ’Estw R ènac daktÔlioc n, m fusikoÐ arijmoÐ kai a, b, c stoiqeÐa tou R. Tìte:

(1) 0a = a0 = 0. (2) a(−b) = (−a)b = −(ab). (3) (−a)(−b) = ab. (4) ( ∑_n i=1 a_i) ( ∑_n i=1 b_j ) = ∑_m i=1 ∑_n j=1 a_ib_j (5) n(ab) = (na)b = a(nb). (6) (a + b)^2 = a^2 + ab + ba + b^2. (7) (n + m)a = na + ma (8) a^{n+m} = a^n · a^m.

(9) An o daktÔlioc èqei monĹda kai parapĹnw apì èna stoiqeÐa tìte ja èqoume ìti 1 ≠ 0.

(10) An o R eÐnai daktÔlioc me monĹda kai to a eÐnai antistrèyimo tìte upĹrqei monadikì b me ab = ba = 1.To b ja onomĹzetai antÐstrofo stoiqeÐo tou a kai ja sumbolÐzetai suqnĹ me a^{−1}.

Apìdeixh:

1. a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 sunepÿc a0 = a0 + a0 kai epeidă to (R, +) eÐnai omĹda ja èqoume a0 = 0. ’Omoia, 0a = 0.

2. Apì to (1) a0 = a(b + (−b)) = ab + a(−b) = 0, sunepÿc a(−b) = −(ab). Parìmoia deÐqnoume ìti (−a)b = −(ab). 3. (−a)(−b) = −(a(−b)) = −(−(ab)) = ab. 4. JewroÔme èna m stajerì kai efarmìzoume epagwgă sto n. Gia n = 1 h sqèsh (4) eÐnai h

(a_1 + · · · + a_m)b_m = a_1b_1 + · · · + a_mb_1

kai isqÔei lìgw thc epimeristikăc idiìthtac tou pollaplasiasmoÔ wc proc thn prìsjesh.

Ac upojèsoume tÿra ìti gnwrÐzoume thn isqÔ thc sqèshc gia dosmèna m, n, dhladă gia opoiadăpote a_1, . . . , a_m, b_1, . . . , b_n ∈ R gnwrÐzoume ìti isqÔei (_m ∑ i=1 a_i ) (_n ∑ j=1 b_j ) = m∑ i=1 n∑ j=1 a_ib_j (*)

Tìte (_m ∑ i=1 a_i ) (_{n+1} ∑ j=1 b_j ) =

= (_m ∑ i=1 a_i ) ((_n ∑ j=1 b_j ) + b_{n+1} ) =

(epimeristikìthta) = (_m ∑ i=1 a_i ) (_n ∑ j=1 b_j ) + (_m ∑ i=1 a_i ) b_{n+1} =

(apì epagwgikă upìjesh (*) ) = m∑ i=1 n∑ j=1 a_ib_j + m∑ i=1 a_ib_{n+1} =

= m∑ i=1 n+1∑ j=1 a_ib_j

5. Apì (4), ab + · · · + ab = (a + · · · + a)b. 6. Apì (4). ’Omoia kai ta (7), (8). 9. An a ≠ 0 tìte 1a = a Ĺra 1 ≠ 0.

10. Ac upojèsoume ìti gia to a upĹrqei èna stoiqeÐo b me ab = ba = 1_R. Tìte an gia kĹpoia x, y sumbaÐnei ax = ay ja èqoume ìti bax = bay Ĺra kai x = y. Autì deÐqnei kai th monadikìthta tou antistrìfou, afoÔ an upărqe kĹpoio b^′ me ab^′ = 1_R, tìte ab = ab^′ kai apì thn prohgoÔmenh paratărhsh ja eÐqame pwc b = b^′. □

Ja mporoÔse kĹpoioc na anarwthjeÐ an h ènnoia tou daktulÐou mporeÐ na genikeuteÐ afairÿntac thn apaÐthsh o daktÔlioc na eÐnai abeliană omĹda wc proc thn prìsjesh allĹ aplĹ mia omĹda. Wstìso, an o daktÔlioc èqei monĹda, h Ðdia h epimeristikìthta twn prĹxewn apaiteÐ thn antimetajetikìthta thc prìsjeshc. PrĹgmati,ac upojèsoume ìti isqÔoun ìla ta axiÿmata tou daktulÐou ektìc apì to {a + b = b + a} kai ac pĹroume dÔo opoiadăpote stoiqeÐa a, b enìc daktulÐou me monĹda. Tìte

(a + b)(1 + 1) = (a + b)1 + (a + b)1 = a + b + a + b

allĹ kai (a + b)(1 + 1) = a(1 + 1) + b(1 + 1) = a + a + b + b

kai exisÿnontac ja èqoume ìti

a + b = b + a

AntÐstoiqh ènnoia me aută thc upo-omĹdac eÐnai aută tou upo-daktulÐou.

Orismìc 19 ’Ena mh kenì uposÔnolo A enìc daktulÐou ja lègetai upodaktÔlioc tou R an eÐnai daktÔlioc me ton periorismì twn prĹxewn se autì.

Sqedìn Ĺmeso apì ton orismì eÐnai to exăc:

Prìtash 4 ’Ena mh kenì uposÔnolo A enìc daktulÐou eÐnai upodaktÔlioc tou R an kai mìno an isqÔoun ta exăc:

1. To A eÐnai kleistì wc proc tic diaforèc dhladă an a, b ∈ A tìte a − b = a + (−b) ∈ A. 2. To A eÐnai kleistì wc proc ta ginìmena, dhladă an a, b ∈ A tìte ab ∈ A.

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti isqÔoun ta (1), (2). Tìte jewrÿ a ∈ A (afoÔ èqw upojèsei ìti to A eÐnai mh kenì sÔnolo). Lìgw tou (1), 0 = a − a ∈ A. EpÐshc an a ∈ A tìte afoÔ 0 ∈ A, 0 − a = −a ∈ A.

Tèloc an a, b ∈ A tìte −b ∈ A kai sunepÿc a + b = a − (−b) ∈ A kai ab ∈ A. ’Ara to (A, +, ·) eÐnai daktÔlioc.

AntÐstrofa, an upojèsoume ìti to (A, +, ·) eÐnai daktÔlioc tìte to (A, +) ja eÐnai omĹda. An e eÐnai to oudètero stoiqeÐo thc omĹdac autăc ja èqoume e+e = e kai sunepÿc e = 0. Autì ìmwc shmaÐnei ìti to −a ja eÐnai to antÐstrofo stoiqeÐo tou a sthn (A, +) kai sunepÿc −a ∈ A. Epeidă apì thn upìjesă mac to (A, +, ·) eÐnai daktÔlioc ja èqoume ìti to A eÐnai kleistì wc proc tic prĹxeic kai sunepÿc an a, b ∈ R ja èqoume ab ∈ R, a + (−b) ∈ R kai deÐxame ìti ikanopoioÔntai oi (1), (2). □

Ac upojèsoume ìti A eÐnai èna sÔnolo apì uposÔnola enìc sunìlou R. H tomă ⋂ A ìlwn twn stoiqeÐwn tou A orÐzetai san to sÔnolo ìlwn twn stoiqeÐwn tou R pou anăkoun se kĹje stoiqeÐo tou A, x ∈ ⋂ A ⇔ ∀A ∈ A, x ∈ A kai sumbolÐzetai me ⋂ A. ParathreÐste ìti an to A perièqei peperasmèno plăjoc stoiqeÐwn pq A = {A_1, . . . , A_n} tìte to ⋂ A = A_1 ∩ · · · ∩ A_n. O sumbolismìc autìc eisĹgetai gia na orÐsoume thn tomă {opoioudăpote plăjouc sunìlwn}. GrĹfoume epÐshc kai ⋂ {A : A ∈ A} antÐ ⋂ A. ’Enac isodÔnamoc trìpoc na blèpoume mia sullogă apì uposÔnola enìc sunìlou R eÐnai san mia oikogèneia (A_i)_{i∈I} apì uposÔnola tou R dhladă san mÐa sunĹrthsh pou se kĹje stoiqeÐo enìc dosmènou sunìlou I antistoiqeÐ èna sÔnolo A_i.

Me autì ton sumbolismì h tomă twn stoiqeÐwn thc oikogèneiac eÐnai to sÔnolo: ⋂ i∈I A_i = {x : gia kĹje i, x ∈ A_i}

EidikĹ an to sÔnolo deiktÿn I eÐnai to sÔnolo twn fusikÿn h oikogèneia sumbolÐzetai kai me (A_i)^∞_{i=1} kai h tomă thc me ⋂_∞ i=1 A_i.

Prìtash 5 1. H tomă enìc opoioudăpote mh kenoÔ sunìlou upodaktulÐwn enìc daktulÐou eÐnai upodaktÔlioc.

2. Gia kĹje uposÔnolo A enìc daktulÐou R upĹrqei ènac elĹqistoc upodaktÔlioc ⟨A⟩ tou R pou perièqei to A. Dhladă o ⟨A⟩ eÐnai upodaktÔlioc tou R, A ⊆ ⟨A⟩ kai an R^′ eÐnai ènac opoiosdăpote upodaktÔlioc tou R me A ⊆ R^′ ja èqoume ìti ⟨A⟩ ⊆ R^′. Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti A eÐnai èna sÔnolo upodaktulÐwn. To ⋂ A eÐnai mh kenì afoÔ perièqei to 0. An a, b ∈ ⋂ A tìte a, b ∈ S gia kĹje S ∈ A kai afoÔ kĹje stoiqeÐo S thc A eÐnai upodaktÔlioc ja èqoume ìti gia kĹje S ∈ A a − b, ab ∈ S Ĺra a − b, ab ∈ ⋂ A kai to ⋂ A ja eÐnai upodaktÔlioc lìgw thc Prìtashc 4.

2. Ac upojèsoume ìti A eÐnai to sÔnolo ìlwn twn upodaktÔliwn tou R pou perièqoun to A. To A eÐnai mh kenì afoÔ R ∈ A. ArkeÐ na pĹroume ⟨A⟩ = ⋂ A kai na efarmìsoume to prÿto mèroc thc Prìtashc. □

San èna parĹdeigma upodaktulÐou tou Z anafèroume ìla ta uposÔnolĹ tou thc morfăc kZ = {kn : n ∈ Z}, gia èna k dosmèno^{11}.

11MerikoÐ suggrafeÐc, ìpwc oi S. Mac Lane kai G. Birkhoff sto polÔ gnwstì sÔggramĹ touc {Algebra}, ston orismì tou daktulÐou apaitoÔn na èqei monĹda. AntÐstoiqa ston orismì tou upo-daktulÐou apaitoÔn epiplèon na perièqei thn monĹda tou daktulÐou. EÐnai fanerì pwc me autìn ton orismì to Z den èqei kanèna gnăsio mh tetrimmèno upo-daktÔlio.

ParĹdeigma 6 Ac jewrăsoume ènan opoiodăpote daktÔlio R kai èna stoiqeÐo tou a. Apì thn Prìtash 5 ja upĹrqei ènac elĹqistoc upodaktÔlioc tou R pou ja perièqei to a, pou ton sumbolÐzoume me ⟨a⟩. O daktÔlioc autìc ja perièqei anagkastikĹ ta a, −a, 0 allĹ kai ìla ta ajroÐsmatĹ touc kai ginìmena touc. ’Etsi eÐnai eÔkolo na doÔme ìti ja perièqei kĹje stoiqeÐo thc morfăc: n_1a^{k1} + . . . n_ma^{km} ìpou m ∈ N \ {0}, n_1, ..., n_m ∈ Z, k_1, ..., k_m ∈ N \ {0}. ’Ara A = = { n_1a^{k1} + . . . n_ma^{km} : m ∈ N \ {0}, n_1, ..., n_m ∈ Z, k_1, ..., k_m ∈ N \ {0} } ⊆ ⊆ ⟨a⟩ ’Omwc to Ĺjroisma, h diaforĹ kai to ginìmeno stoiqeÐwn tou A eÐnai stoiqeÐo tou A^{12}, dhladă to A eÐnai upodaktÔlioc kai afoÔ a ∈ A ja prèpei ⟨a⟩ ⊆ A kai katalăgoume ìti: ⟨a⟩ = A KleÐnoume thn parĹgrafo me ènan orismì:

Orismìc 20 Kèntro enìc daktulÐou R onomĹzoume to sÔnolo C(R) ìlwn twn stoiqeÐwn tou pou antimetatÐjentai me ìla ta upìloipa. Dhladă C(R) = {a ∈ R : Gia kĹje x ∈ R, ax = xa} 1.4 OmomorfismoÐ - MonomorfismoÐ - IsomorfismoÐ

H genikă ènnoia enìc morfismoÔ (ă omomorfismoÔ) metaxÔ dÔo algebrikÿn domÿn X, Y tou idÐou tÔpou (hmiomĹdec, omĹdec, daktÔlioi, akèraiec perioqèc, sÿmata klp ) dÐnetai sa mia sunĹrthsh f : X → Y h opoÐa diathreÐ tic antÐstoiqec prĹxeic. ExeidikeÔontac sthn perÐptwsh twn daktulÐwn èqoume:

Orismìc 21

(a) ’Estw R, R^′ daktÔlioi kai f : R → R^′. Ja onomĹzoume thn apeikìnish f omomorfismì daktulÐwn ă aplĹ omomorfismì an ikanopoieÐ tic parakĹtw dÔo idiìthtec:

(1) Gia opoiadăpote a, b ∈ R, f(a + b) = f(a) + f(b).

12Mia polÔ kală Ĺskhsh eÐnai na apodeÐxete me kĹje leptomèreia ton parapĹnw isqurismì

(2) Gia opoiadăpote a, b ∈ R, f(a · b) = f(a) · f(b). H eÐkìna tou omomorfismoÔ f eÐnai to sÔnolo: Imf = f(R) = {f(x) : x ∈ R} = {y ∈ R^′ : ∃x ∈ R me y = f(x)} O purănac tou omomorfismoÔ f eÐnai to sÔnolo:

Ker f = {x ∈ R : f(x) = 0}

(b) An ènac omomorfismìc daktulÐwn eÐnai 1-1 sunĹrthsh ja ton lème monomorfismì daktulÐwn.

(g) An ènac omomorfismìc f : R → R^′ daktulÐwn eÐnai sunĹrthsh epÐ tou R^′ ja ton lème epi-morfismì daktulÐwn.

(d) Tèloc, an ènac omomorfismìc daktulÐwn eÐnai 1-1 kai epÐ sunĹrthsh ja ton lème isomorfismì daktulÐwn. An gia dÔo daktulÐouc R, S tuqaÐnei na upĹrqei isomorfismìc apì ton R ston S oi daktÔlioi ja lègontai isìmorfoi kai ja grĹfoume R ∼= S.

H epìmenh prìtash eÐnai mÐa aplă kai kală Ĺskhsh stic ènnoiec pou mìlic orÐsame:

Prìtash 6 ’Estw R, S daktÔlioi kai f : R → S ènac omomorfismìc. Tìte: (a) H eikìna f(R) tou f eÐnai upodaktÔlioc tou S kai o purănac Kerf tou f eÐnai upodaktÔlioc tou R.

(b) H f eÐnai monomorfismìc an kai mìno an o purănac thc eÐnai Ðsoc me {0}. (g) An o f eÐnai monomorfismìc tìte o R eÐnai isìmorfoc me ton upodaktÔlio f(R) tou S.

H sqèsh R ∼= S èqei ìlec tic idiìthtec mÐac sqèshc isodunamÐac^{13} PrĹgmati, an pĹroume treic opoiousdăpote daktÔliouc R, S, T tìte ja èqoume ìti: 1. R ∼= R 2. An R ∼= S tìte S ∼= R.

3. An R ∼= S kai S ∼= T tìte R ∼= T .

Gia na doÔme ìti isqÔei to (1) arkeÐ na parathrăsoume ìti h tautotikă apeikìnish apì èna daktÔlio ston eautì tou eÐnai isomorfismìc. Gia to (2) arkeÐ to gegonìc ìti h antÐstrofh apeikìnish isomorfismoÔ apì ton R ston S eÐnai isomorfismìc apì ton S ston R. Tèloc to (3) prokÔptei apì to gegonìc ìti h sÔnjesh isomorfismÿn eÐnai isomorfismìc.

13Den mporoÔme tupikĹ na poÔme ìti h ∼= eÐnai mia sqèsh isodunamÐac giatÐ den mporoÔme na na kajorÐsoume to sÔnolo sto opoÐo orÐzetai. Ja mporoÔsame na poÔme ìti orÐzetai sto {sÔnolo ìlwn twn daktulÐwn} allĹ autì den eÐnai epitreptì sthn sunolojewrÐa, ìpwc aută anaptÔssetai sto axiwmatikì sÔsthma twn Zermelo-Fraenkel pou eÐnai kai to pio diadedomèno. Gia to lìgo autì sunăjwc lème ìti h ∼= eÐnai sqèsh isodunamÐac sthn {klĹsh} ìlwn twn daktulÐwn.

DÔo isìmorfouc daktÔliouc akìma kai an eÐnai diaforetikoÐ san sÔnola ja jewroÔme ìti tautÐzontai metaxÔ touc apì algebrikă Ĺpoyh. PrĹgmati, opoiadăpote algebrikă idiìthta èqei ènac daktÔlioc (peperasmènoc, antimetajetikìc, èqei monĹda, eÐnai akèraia perioqă, eÐnai sÿma klp) thn Ðdia ja èqei kai opoiosdăpote Ĺlloc daktÔlioc isìmorfoc me autìn. Me aută th logikă ja lème ìti:

Orismìc 22

’Enac daktÔlioc R perièqetai isomorfikĹ se èna daktÔlio S an eÐnai isomorfikìc me èna upodaktÔlio tou S - ă isodÔnama - an upĹrqei ènac monomorfismìc f : R → S.

Prìtash 7

KĹje daktÔlioc perièqetai isomorfikĹ se èna daktÔlio me monĹda.

Apìdeixh: ’Estw R ènac daktÔlioc kai èstw S = R × Z. Sto S orÐzoume dÔo prĹxeic (a, m) + (b, n) = (a + b, n + m) (a, m) · (b, n) = (ab + ma + nb, nm) O S gÐnetai me autèc tic prĹxeic daktÔlioc me monĹda 1_S = (0, 1) kai mhdèn to 0_S = (0, 0) ìpwc eÔkola mporoÔme na epalhjeÔsoume. JewroÔme thn apeikìnish f : R → S me f(r) = (r, 0), pou eÔkola deÐqnoume ìti eÐnai omomorfismìc. ’ArkeÐ na deÐxoume ìti eÐnai 1-1 kai gi autì to skopì exetĹzoume ton purăna thc: An f(r) = (0, 0) tìte profanÿc r = 0 kai sunepÿc Kerf = {0}, dhladă h f eÐnai 1-1. □ ParĹdeigma 7 ’Estw R ènac opoiosdăpote daktÔlioc me monĹda 1_R. H apeikìnish f : Z → R, pou orÐzetai apì th sqèsh f(n) = n1_R, eÐnai omomorfismìc.

1.4.1 Askăseic

Askhsh 20 DeÐxte ìti o daktÔlioc twn akeraÐwn den èqei gnăsio upodaktÔlio me monĹda. EpÐshc na deÐxete ìti an S eÐnai ènac upodaktÔlioc tou Z tìte ja upĹrqei èna a ∈ Z me S = (a) = {xa : x ∈ Z.

Askhsh 21 Na deÐxete ìti an ènac gnăsioc upodaktÔlioc S tou Q èqei monĹda tìte aută eÐnai h monĹda tou Q kai ìti o S ja perièqei ton Z.

Askhsh 22 Na breÐte èna gnăsio upodaktÔlio me monĹda tou daktulÐou twn rhtÿn arijmÿn diaforetikì apì to daktÔlio twn akeraÐwn.

Askhsh 23 Na breÐte touc upodaktÔliouc tou Z pou parĹgontai apì ta parakĹtw uposÔnolĹ tou: A = {3}, B = {9}, C = {3, 9}, D = {4, 6}, E = {4, 11}.

Askhsh 24 ’Estw R, S dÔo daktÔlioi kai sto R × S orÐzoume (r, s) + (r^′, s^′) = (r + r^′, s + s^′), (r, s)(r^′, s^′) = (rr^′, ss^′). EpalhjeÔsete ìti to sÔnolo R × S eÐnai daktÔlioc. O daktÔlioc autìc sumbolÐzetai me R⊕S kai lègetai to eujÔ Ĺjroisma twn dÔo daktulÐwn R, S.

Askhsh 25 An R eÐnai ènac daktÔlioc tìte kai n ∈ N, megalÔtero apì 1, sto sÔnolo R^n = R × · · · × R orÐzoume dÔo prĹxeic: (x_1, . . . , x_n) + (y_1, . . . , y_n) = ((x_1 + y_1), . . . , (x_n + y_n)) (x_1, . . . , x_n) · (y_1, . . . , y_n) = ((x_1y_1), . . . , (x_ny_n)). Na exetĹsete an o R^n me autèc tic prĹxeic eÐnai daktÔlioc.

Askhsh 26 (a) ’Estw R ènac daktÔlioc, a ∈ R kai C(a) = {x ∈ R : ax = xa} na deÐxete ìti o C(a) eÐnai upodaktÔlioc tou R. (b) An A ⊆ X kai orÐsoume C(A) = {x : gia kĹje a ∈ A, ax = xa} na deÐxete ìti o C(A) eÐnai upodaktÔlioc tou R kajÿc kai ìti C(A) = ⋂ a∈A C(a). DeÐxte akìma pwc an o R eÐnai daktÔlioc me monĹda tìte o C(R) eÐnai antimetajetikìc daktÔlioc me monĹda.

Askhsh 27 ’Estw (G, +) mÐa abeliană omĹda kai End(G) to sÔnolo ìlwn twn endomorfismÿn thc omĹdac dhladă to sÔnolo ìlwn twn apeikonÐsewn f : X → X me f(x + y) = f(x) + f(y) gia opoiadăpote x, y ∈ G. To End(G) to efodiĹzoume me dÔo prĹxeic f + g, f · g ìpou (f + g)(x) = f(x) + g(x), f · g(x) = f(g(x)). Na deÐxete ìti to End(G) me autèc tic prĹxeic eÐnai daktÔlioc.

Askhsh 28 ’Estw C o daktÔlioc twn migadikÿn arijmÿn. na exètasete poia apì ta parakĹtw uposÔnolĹ tou eÐnai upodaktÔlioi. A = {m + n √ 3, m, n ∈ Z} B = {m + n √ 3, m, n ∈ Q } C = {m + n^3 √ 3, m, n ∈ Z} D = {m + n √ −1, m, n ∈ Z}. Askhsh 29 An o R eÐnai metajetikìc daktÔlioc kai a ∈ R na deÐxete ìti to sÔnolo A = {x ∈ R : ax = 0} eÐnai upodaktÔlioc tou R.

Askhsh 30 ’Estw M_2(R) o daktÔlioc ìlwn twn 2 × 2 pinĹkwn pĹnw se èna

daktÔlio R. Gia èna stoiqeÐo x = ( a b c d ) ∈ M_2(R) orÐzoume det(x) = ad − bc.

Na deÐxete ìti det(xy) = det(x)det(y)

Askhsh 31 ’Estw M_2(Z_p) o daktÔlioc ìlwn twn 2×2 pinĹkwn pĹnw sto Z_p, ìpou

o p eÐnai prÿtoc. Na deÐxete ìti èna stoiqeÐo tou A = ( a b c d ) eÐnai antistrèyimo

an kai mìno an h {orÐzousĹ} tou det(A) = ad − bc eÐnai diaforetikă apì 0.

Askhsh 32 An o R eÐnai metajetikìc daktÔlioc kai a ∈ R na deÐxete ìti to sÔnolo A = {x ∈ R : ax = 0} eÐnai upodaktÔlioc tou R.

Askhsh 33 ’Ena stoiqeÐo a enìc daktulÐou ja lègetai ènac diairèthc tou mhdenìc an a ≠ 0 kai upĹrqei kĹpoio b ∈ R me b ≠ 0 kai ab = 0 ă ba = 0. H Ôparxh diairetÿn tou mhdenìc se èna daktÔlio shmaÐnei ìti den isqÔei o akìloujoc nìmoc { ab = 0 ⇒ a = 0 ă b = 0}.

Na breÐte touc diairètec tou mhdenìc stouc parakĹtw daktulÐouc: Z_6, Z_7, Z_8.

Askhsh 34 An a, b eÐnai dÔo stoiqeÐa enìc daktulÐou pou antimetatÐjentai na deÐxete ìti:

(a + b)^n = a^n + ( n 1 ) a^{n−1}b + · · · + ( n k ) a^{n−k}b^k + · · · + b^n ìpou ( n k ) = n! k!(n − k)! , k < n

Orismìc 23 ’Ena stoiqeÐo a enìc daktulÐou (R, +, ·) ja lègetai (a) tautodÔnamo an a^2 = a (b) mhdenodÔnamo an gia kĹpoio akèraio n > 0, a^n = 0

Askhsh 35 (a) DeÐxte ìti èna mh mhdenikì tautodÔnamo stoiqeÐo enìc daktulÐou den eÐnai mhdenodÔnamo.

(b) DeÐxte ìti kĹje mh mhdenikì mhdenodÔnamo stoiqeÐo eÐnai diairèthc tou mhdenìc.

(g) Na breÐte ta tautodÔnama kai mhdenodÔnama stoiqeÐa sto Z_8. (d) Na deÐxete ìti to mìno mhdenodÔnamo stoiqeÐo mÐac akèraiac perioqăc eÐnai to 0 kai to mìno mh mhdenikì tautodÔnamo h monĹda.

Askhsh 36 Sto sÔnolo twn akeraÐwn Z × Z ìrÐzoume dÔo prĹxeic me (m.n) + (m^′, n^′) = (m + m^′, n + n^′) (m.n) · (m^′, n^′) = (mm^′, nn^′) Na deÐxete ìti to Z × Z me autèc tic prĹxeic eÐnai daktÔlioc me monĹda kai ìti to Z × {0} eÐnai upodaktÔlioc tou me monĹda epÐshc pou ìmwc eÐnai diaforetikă apì autăn tou Z × Z .

Askhsh 37 O orismìc tou upodaktulÐou den apaiteÐ na èqei monĹda an o daktÔlioc èqei. MporeÐ na prokÔyoun diĹforec periptÿseic ìpwc: (a) O daktÔlioc na mhn èqei monĹda allĹ upodaktÔlioc na èqei. (b) O upodaktÔlioc na èqei monĹda diaforetikă apì aută tou daktulÐou. Na deÐxete ìti an sumbaÐnei mÐa apì tic parapĹnw periptÿseic tìte h monĹda tou upodaktulÐou eÐnai diairèthc tou 0. ProspajeÐste na dÿsete paradeÐgmata pou deÐqnoun ìti oi prohgoÔmenec katastĹseic mporeÐ na prokÔyoun (deÐte kai thn prohgoÔmenh Ĺskhsh)..

Askhsh 38 An R eÐnai ènac daktÔlioc me monĹda 1 kai to a eÐnai èna mhdenodÔnamo stoiqeÐo tou tìte to 1+a eÐnai antistrèyimo. (Upìdeixh: An a^n = 0 jewreÐste to 1 − a + a^2 − . . . (−1)^{n−1}a^{n−1}).

Askhsh 39 Na deÐxete ìti to kèntro enìc daktulÐou eÐnai upodaktÔlioc tou.

Askhsh 40 ’Ena stoiqeÐo a mÐac hmiomĹdac (H, ∗) ja lègetai tautodÔnamo an a ∗ a = a. To oudètero stoiqeÐo mÐac hmiomĹdac, an upĹrqei, eÐnai tautodÔnamo. Ac upojèsoume tÿra ìti to H eÐnai peperamèno sÔnolo. Na deÐxete ìti upĹrqei mia toulĹqiston elĹqisth upo-hmiomĹda thc H dhladă èna mh kenì uposÔnolo A tou H kleistì wc proc thn prĹxh ∗ kai tètoio ÿste kanèna gnăsio uposÔnolo tou den eÐnai kleistì wc proc thn prĹxh. Sth sunèqeia na deÐxete ìti to A ja eÐnai anagkastikĹ monosÔnolo kai na sumperĹnete ìti kĹje peperasmènh hmiomĹda prèpei na èqei tautodÔnamo stoiqeÐo.

Askhsh 41 ’Enac daktÔlioc R lègetai daktÔlioc tou Boole an èqei monĹda kai kĹje stoiqeÐo tou eÐnai tautodÔnamo wc proc ton pollaplasiasmì. Na deÐxete ìti ènac tètoioc daktÔlioc eÐnai anagkastikĹ antimetajetikìc.

1.5 H ènnoia thc qarakthristikăc enìc daktulÐou

SuneqÐzoume me mia akìmh qrăsimh ènnoia pou eÐnai h ènnoia thc qarakthristikăc enìc daktulÐou.

Orismìc 24

’Estw R daktÔlioc. An upĹrqei ènac austhrĹ jetikìc akèraioc n me thn idiìthta na = 0 gia ìla ta a ∈ R tìte o mikrìteroc fusikìc n ∈ N \ {0} me thn idiìthta gia opoiodăpote a ∈ R na isqÔei na = 0 lègetai h qarakthristikă tou daktulÐou kai sumbolÐzetai me χ(R).

An den upĹrqei ènac tètoioc fusikìc n ja lème ìti o daktÔlioc èqei qarakthristikă 0 kai ja sumbolÐzoume χ(R) = 0.

ShmeÐwsh 1 Oi daktÔlioi Z, R, C èqoun ìloi qarakthristikă Ðsh me 0^{14}. ’Enac peperasmènoc daktÔlioc den mporeÐ na èqei qarakthristikă Ðsh me 0. ’Enac daktÔlioc ja èqei qarakthristikă Ðsh me 1 an kai mìno an eÐnai tetrimènoc.

14MerikoÐ suggrafeÐc jètoun qarakthristikă Ðsh me ∞ antÐ 0

EÐnai eÔkolo na doÔme ìti isqÔei h parakĹtw prìtash:

Prìtash 8

’Estw R ènac mh tetrimènoc daktÔlioc me monĹda me qarakthristikă diaforetikă apì 0. Tìte h qarakthristikă tou eÐnai o mikrìteroc fusikìc arijmìc n me thn idiìthta n1_R = 0.

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti k eÐnai o mikrìteroc fusikìc arijmìc n me thn idiìthta n1_R = 0. ParathroÔme ìti gia kĹje a ∈ R , n ja èqoume ìti na = (n1_R)a, sunepÿc ka = 0 kai sunepÿc χ(R) ≤ k. AllĹ l = χ(R) < k den mporeÐ na sumbaÐnei giatÐ tìte l1 = 0 kai h prìtash apodeÐqthke. □

1.5.1 Askăseic

Askhsh 42 DeÐxte ìti ènac daktÔlioc me monĹda èqei qarakthristikă Ðsh me 0 an kai mìno an perièqei isomorfikĹ to daktÔlio twn akeraÐwn.

Askhsh 43 Na upologÐsete thn qarakthristikă twn parakĹtw daktulÐwn: (a) Z_{22}, (b)Z_{17}, (g) C .

1.6 DaktÔlioi DiaÐreshc - Akèraiec Perioqèc - Sÿmata

Se aută thn parĹgrafo ja kĹnoume mÐa prÿth taxinìmish kathgoriÿn daktulÐwn (R, +, ·) kurÐwc se sqèsh me tic idiìthtec thc pollaplasiastikăc hmiomĹdac (R, ·).

Ac jewrăsoume èna mh tetrimmèno daktÔlio (R, +, ·) me monĹda kai thn hmiomĹda (R, ·). Mèqri tÿra den èqoume suzhtăsei tÐpota sqetikĹ me aută thn hmi-omĹda. Autì pou blèpoume amèswc eÐnai ìti den mporeÐ potè na eÐnai omĹda afoÔ to 0 den mporeÐ na èqei antÐstrofo.

Orismìc 25 ’Ena stoiqeÐo a enìc daktulÐou R me monĹda 1_R ja lègetai antistrèyimo an upĹrqei èna stoiqeÐo b ∈ R me ab = ba = 1. To stoiqeÐo autì -an upĹrqei - eÐnai monadikì kai sumbolÐzetai me a^{−1}. To sÔnolo ìlwn twn antistrèyimwn stoiqeÐwn tou R ja sumbolÐzetai me R^∗.

Gia parĹdeigma sto Z to mìno antistrèyimo stoiqeÐo eÐnai to 1.

ParĹdeigma 8 ’Estw X èna mh kenì sÔnolo kai R^X o daktÔlioc ìlwn twn sunartăsewn f : X → R me tic sunhjismènec prĹxeic tou ajroÐsmatoc kai ginomènou sunartăsewn. To 0 tou daktulÐou eÐnai h tautotikĹ 0 sunĹrthsh kai h monĹda tou eÐnai h sunĹrthsh pou paÐrnei pantoÔ thn timă 1. Me autèc tic prĹxeic mÐa f ∈ R^X eÐnai antistrèyimh an kai mìno an gia kĹje x ∈ X f(x) ≠ 0.

Orismìc 26

’Enac daktÔlioc me monĹda ston opoÐo kĹje mh mhdenikì stoiqeÐo antistrèfetai wc proc ton pollaplasiasmì ja lègetai daktÔlioc diaÐreshc. An epiplèon o daktÔlioc diaÐreshc eÐnai antimetajetikìc ja ton onomĹzoume èna sÿma.

Orismìc 27

’Ena uposÔnolo enìc daktÔliou diaÐreshc D pou eÐnai daktÔlioc diaÐreshc me ton periorismì twn prĹxewn se autì lègetai upo-daktÔlioc diaÐreshc tou D. ’Ena uposÔnolo enìc sÿmatoc F pou eÐnai sÿma me ton periorismì twn prĹxewn se autì lègetai upo-sÿma tou F .

Ta basikĹ paradeÐgmata swmĹtwn eÐnai oi rhtoÐ, oi pragmatikoÐ, oi migadikoÐ arijmoÐ. UpĹrqoun pollĹ Ĺlla paradeÐgmata swmĹtwn pou ja sunantăsoume parakĹtw. Shmeiÿnoume edÿ ìti oi rhtoÐ arijmoÐ kataskeuĹzontai apì touc akèraiouc me mia tupikă diadikasÐa pou ja perigrĹyoume se epìmenh parĹgrafo.

Stouc klasikoÔc daktulÐouc arijmÿn gnwrÐzoume ìti an to ginìmeno dÔo arijmÿn eÐnai mhdèn tìte ènac apì touc dÔo ja eÐnai. Aută h idiìthta eÐnai polÔ qrăsimh kai thn qrhsimopoioÔme pq gia na lÔnoume exisÿseic. Autì ìmwc den sumbaÐnei genikĹ se daktÔliouc. ’Etsi, den eÐnai dÔskolo na broÔme dÔo mh mhdenikoÔc tetragwnikoÔc pÐnakec pou to ginìmenì touc na eÐnai o mhdenikìc pÐnakac ă dÔo mh mhdenikèc pragmatikèc sunartăseic pou to ginìmenì touc na eÐnai h mhdenikă sunĹrthsh kok...Gia na exetĹsoume tètoiou eÐdouc periptÿseic eisĹgoume ton parakĹtw orismì:

Orismìc 28 ’Estw R daktÔlioc kai a, b ∈ R me a, b ≠ 0. An sumbaÐnei ab = 0 ta a, b ja onomĹzontai diairètec tou mhdenìc. Sugkekrimmèna to a ja lègetai aristerìc diairèthc tou mhdenìc kai to b dexiìc diairèthc tou mhdenìc.

ParĹdeigma 9 ’Ena qarakthristì parĹdeigma daktulÐou (pou mĹlista eÐnai antimetajetikìc me monĹda) pou èqei diairètec tou mhdenìc eÐnai o Z_6 afoÔ 2·3 = 0. EÐnai fanerì ìti kĹje daktÔlioc thc morfăc Z_k me ton k na mhn eÐnai prÿtoc arijmìc ja èqei diairètec tou mhdenìc. PrĹgmati, an o k den eÐnai prÿtoc tìte grĹfetai san k = k_1k_2, me 1 < k_1, k_2 < k. Oi k_1, k_2 ∈ Z_k kai k_1k_2 = 0. AntÐstrofa, an o k eÐnai prÿtoc den mporeÐ na èqei diairètec tou mhdenìc. PrĹgmati an autì sunèbaine ja upărqan dÔo 0 < i, j < k tètoioi ÿste ij = 0 sto Z_k dhladă o k ja diairoÔse Sunepÿc o k ja diairoÔse ton i eÐte ton j. Autì ìmwc eÐnai Ĺtopo afoÔ oi arijmoÐ i, j eÐnai jetikoÐ akèraioi austhrĹ mikrìteroi apì ton k.

Oi antimetajetikoÐ daktÔlioi me monĹda qwrÐc diairètec tou mhdenìc apoteloÔn mÐa shmantikă kathgorÐa daktulÐwn kai ja touc dÿsoume èna xeqwristì ìnoma.

Orismìc 29

’Enac antimetajetikìc daktÔlioc me monĹda qwrÐc diairètec tou mhdenìc ja onomĹzetai mÐa akèraia perioqă.

Prìtash 9

Se mÐa akèraia perioqă isÔei o nìmoc thc diagrafăc gia ta mh mhdenikĹ stoiqeÐa wc proc ton pollaplasiasmì. Me Ĺlla lìgia, an R eÐnai mÐa akèraia perioqă kai a stoiqeÐo thc diaforetikì apì 0 kai b, c ∈ R tìte ja èqoume ab = ac an kai mìno an b = c.

Apìdeixh: H sqèsh ab = ac eÐnai isodÔnamh me th a(b − c) = 0 kai sunepÿc (afoÔ den èqoume diairètec tou 0) ja isqÔei an kai mìno an a ≠ 0 eÐte b − c = 0. H prÿth perÐptwsh apokleÐetai apì upìjesh Ĺra ja isqÔei h deÔterh, dhladă b = c. □ Prìtash 10

H qarakthristikă mÐac akèraiac perioqăc R eÐnai eÐte 0 eÐte prÿtoc arijmìc.

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti h qarakthristikă thc akèraiac perioqăc A thc opoÐac th monĹda sumbolÐzoume ma 1_A eÐnai Ðsh me n > 0. H qarakthristikă mÐac akèraiac perioqăc den mporeÐ na eÐnai Ðsh me 1 giatÐ oi akèraiec perioqèc den eÐnai tetrimmènoi daktÔlioi sunepÿc ja eÐnai kĹpoioc arijmìc n megalÔteroc ă Ðsoc tou 2. Ac upojèsoume loipìn ìti to n den eÐnai prÿtoc opìte ja sumbaÐnei n = n_1n_2 me 1 < n_1, n_2 < n. AllĹ tìte ja eÐqame ìti n1_A = n_11_A · n_21_A sunepÿc ja sunèbaine n_11_A = 0 ă n_21_A = 0 kai apì thn prohgoÔmenh Prìtash 8 ja eÐqame ìti h qarakthristikă ja ătan n_1 ă n_2, Ĺtopo. □

’Ena Ĺmeso pìrisma thc prìtashc autăc eÐnai h

Prìtash 11 KĹje peperasmènh akèraia perioqă èqei qarakthristikă Ðsh me prÿto arijmì.

UpĹrqoun daktÔlioi diaÐreshc pou den eÐnai sÿmata. ’Ena shmantikì parĹdeigma mh antimetajetikoÔ daktÔliou diaÐreshc eÐnai oi {tetrĹdec tou Hamilton} pou ja doÔme amèswc parakĹtw.

ParĹdeigma 10 Oi tetrĹdec (ă tetrĹnia) tou Hamilton. Ac xekinăsoume upenjumÐzontac ton orismì twn migadikÿn arijmÿn. To sÔnolo C migadikÿn arijmÿn tautÐzetai me to sÔnolo R×R ìlwn twn zeugariÿn pragmatikÿn arijmÿn sto apoÐo èqoume orÐsei dÔo prĹxeic:

(a_1, a_2) + (b_1, b_2) = (a_1 + b_1, a_2 + b_2)

(a_1, a_2) · (b_1, b_2) = (a_1b_1 − a_2b_2, a_1b_2 + a_2b_1)

Sunăjwc to zeugĹri (a_1, b_1) to grĹfoume san a_11+a_2i ìpou 1 = (0, 1) kai i = (1, 0) kai o pollaplasiasmìc kajorÐzetai monosămanta apì touc kanìnec:

1 · 1 = 1 1 · i = i · 1 = i i · i = −1

Me autèc tic prĹxeic oi duĹdec pragmatikÿn arijmÿn gÐnontai èna sÿma, pou eÐnai to gnwstì mac sÿma twn migadikÿn arijmÿn.

O William Rowan Hamilton anakĹluye èna trìpo na orÐsei dÔo prĹxeic metaxÔ twn tetrĹdwn pragmatikÿn arijmÿn ÿste na metatrèyei to R^4 se daktÔlio diaÐreshc^{15}. H idèa eÐnai na jewrăsoume mÐa tetrĹda (a_1, a_2, a_3, a_4) sth morfă a_11 + a_2i + a_3j + a_4k, na prosjètoume katĹ ton sunăjh trìpo

(a_11 + a_2i + a_3j + a_4k) + (b_11 + b_2i + b_3j + b_4k)= = (a_1 + b_1)1 + (a_2 + b_2)i + (a_3 + b_3)j + (a_4 + b_4)k

O pollaplasiasmìc (pou eÐnai to perÐploko shmeÐo thc upìjeshc) kajorÐzetai apì touc exăc kanìnec:

1 eÐnai h monĹda i^2 = j^2 = k^2 = −1 ij = k jk = i ki = j ji = −k kj = −i ik = −j

Me autoÔc touc kanìnec kai me lÐgo kìpo mporoÔme na doÔme ìti o pollaplasiasmìc orÐzetai wc exăc (sto exăc ja paraleÐpoume to sÔmbolo 1, ìpwc kai stouc migadikoÔc, gia lìgouc aplìthtac):

(a_1 + a_2i + a_3j + a_4k) + (b_1 + b_2i + b_3j + b_4k) = = c_1 + c_2i + c_3j + c_4k

15H idèa na jewreÐ touc migadikoÔc arijmoÔc san zeugĹria pragmatikÿn arijmÿn ofeÐletai ston Hamilton pou thn anakĹluye gÔrw sto 1830. O Ðdioc anafèrei ìti thn exăghse stouc mikroÔc gioÔc tou oi opoÐoi kĹje prwÐ ton rwtoÔsan {AfoÔ mpampĹ mporeÐc kai pollaplĹsiĹzeic zeugĹria arijmÿn mporeÐc na pollaplasiĹseic kai triĹdec?} kai autìc touc apantoÔse pĹnta to Ðdio {’Oqi. Mìno na touc prosjèsw kai na touc afairèsw mporÿ}. H idèa tou orismoÔ pollaplasiasmoÔ ston R^3 eÐqe gÐnei sqedìn èmmonh idèa ston Hamilton o opoÐoc katĹlabe se èna perÐpatì tou to 1843 ìti autì den ja mporoÔse na gÐnei sto R^3 allĹ sto R^4 kai enjousiasmènoc qĹraxe tic exisÿseic i^2 = j^2 = k^2 = ijk = −1 se mÐa gèfura tou DoublÐnou, ìpou mporeÐ na tic brei kaneÐc mèqri sămera. Argìtera o John Graves, ènac fÐloc kai prÿhn sumfoithtăc tou Hamilton anakĹluye èna trìpo na pollaplasiĹzei oktĹdec, ta kaloÔmena oktìnia. O pollaplasiasmìc touc ìmwc den eÐnai oÔte prosetairistikìc! Shmeiÿnoume ìti oi tetrĹdec kai ta oktìnia apoteloÔn kai sămera antikeÐmeno èreunac.

ìpou

c_1 = a_1b_1 − a_2b_2 − a_3b_3 − a_4b_4 c_2 = a_1b_2 + a_2b_1 + a_3b_4 + a_4b_3 c_3 = a_1b_3 − a_2b_4 + a_3b_1 + a_4b_2 c_4 = a_1b_4 + a_2b_3 − a_3b_2 + a_4b_1

Ac sumbolÐsoume me H to sÔnolo ìlwn twn tetrĹdwn efodiasmèno me tic parapĹnw prĹxeic. To na deÐxoume ìti to H eÐnai daktÔlioc (mh antimetajetikìc) den parousiĹzei idiaÐterec duskolÐec, H mình duskolÐa eÐnai na deÐxoume ìti kĹje mh mhdenikì tou stoiqeÐo èqei antÐstrofo wc proc ton pollaplasiasmì. Ja kĹnoume kĹti anĹlogo me touc migadikoÔc. An z = a_1 + a_2i + a_3j + a_4k orÐzoume th suzugă tetrĹda tou z na eÐnai o arijmìc

z = a_1 − a_2i − a_3j − a_4k

EpÐshc orÐzoume to mètro z na eÐnai o pragmatikìc arijmìc |z| = √ a^2_1 + a^2 + a^2 + a^2_4

kai me kĹpoiouc upologismoÔc mporoÔme na apodeÐxoume touc kanìnec (gia opoiadăpote x, y ∈ H ): x = x (x + y) = x + y xy = yx xx = √ |x| H teleutaÐa exÐswsh deÐqnei ìti kĹje x ∈ H pou den eÐnai Ðso me mhdèn antistèfetai

kai èqei antÐstrofo to x |x| . 1.6.1 Askăseic

Askhsh 44 DeÐxte ìti kĹje upodaktÔlioc me monĹda tou sÿmatoc twn rhtÿn prèpei na perièqei ton daktÔlio twn akeraÐwn.

Askhsh 45 Na breÐte èna gnăsio upodaktÔlio me monĹda tou sÿmatoc twn rhtÿn diaforetikì apì touc akeraÐouc.

Askhsh 46 Na deÐxete ìti kĹje uposÿma twn pragmatikÿn arijmÿn ja perièqei to sÿma twn rhtÿn.

Askhsh 47 Na deÐxete ìti an p eÐnai prÿtoc arijmìc to sÔnolo {a + b √ p : a, b ∈ R} eÐnai uposÿma tou R.

Askhsh 48 Na deÐxete ìti h apeikìnish f; C → C me f(z) = z, ìpou me z sumbolÐzoume ton suzugă migadikì tou z, eÐnai automorfismìc. Qrhsimopoiÿntac to parapĹnw na apodeÐxete thn tautìthta:

(a^2 + b^2)(c^2 + d^2) = (ac − bd)^2 + (ad + bc)^2

Askhsh 49 Na breÐte to kèntro tou daktÔliou diaÐreshc H twn tetrĹdwn tou Hamilton

Askhsh 50 ’Estw M_2(R) o daktÔlioc ìlwn twn 2 × 2 pinĹkwn pĹnw sto R. Na deÐxete ìti to uposÔnolì tou: {( a b −b a ) : a, b ∈ R }

eÐnai sÿma.

Askhsh 51 DeÐxte ìti se mÐa akèraia perioqă (R, +, ·) isqÔei o nìmoc thc diagrafăc ston pollaplasiasmì gia mh mhdenikĹ stoiqeÐa, dhladă an a, b ≠ 0 kai ab = ac tìte b = c Askhsh 52 An z = a_1 + a_2i + a_3j + a_4k ∈ H orÐzoume th suzugă tetrĹda tou z na eÐnai o arijmìc z = a_1 − a_2i − a_3j − a_4k EpÐshc orÐzoume to mètro mÐac tetrĹdac z na eÐnai o pragmatikìc arijmìc |z| = √ a^2_1 + a^2 + a^2 + a^2_4

ApodeÐxte ìti gia opoiadăpote x, y ∈ H isqÔei: x = x (x + y) = x + y xy = yx xx = √ |x| Askhsh 53 ApodeÐxte thn parakĹtw tautìthta tou Lagrange:

(a^2_1 + a^2 + a^2_3 + a^2_4)(b^2_1 + b^2 + b^2_3 + b^2_4) = c^2_1 + c^2 + c^2_3 + c^2_4

ìpou c_1 = a_1b_1 − a_2b_2 − a_3b_3 − a_4b_4 c_2 = a_1b_2 + a_2b_1 + a_3b_4 + a_4b_3 c_3 = a_1b_3 − a_2b_4 + a_3b_1 + a_4b_2 c_4 = a_1b_4 + a_2b_3 − a_3b_2 + a_4b_1

1.7 Peperasmènoi DaktÔlioi - Melèth tou Z_n - Merikèc efarmogèc sth JewrÐa twn Arijmÿn

Ac epistrèyoume sthn perÐptwsh twn peperasmènwn daktulÐwn. To prÿto pou ja deÐxoume eÐnai h parakĹtw prìtash:

Prìtash 12

KĹje peperasmènh akèraia perioqă eÐnai sÿma.

Apìdeixh: Autì pou jèloume na deÐxoume eÐnai ìti an ènac antimetajetikìc daktÔlioc me monĹda R èqei peperasmèno plăjoc stoiqeÐwn kai den èqei diairètec tou mhdenìc tìte kĹje mh mhdenikì stoiqeÐo tou ja antistrèfetai.

Ac upojèsoume ìti èqoume èna tètoio daktÔlio R = {a_0 = 0, a_1 = 1, . . . , a_n} me n + 1 stoiqeÐa kai èstw a ≠ 0 èna opoiodăpote stoiqeÐo tou diaforetikì apì to 0. Gia na deÐxoume ìti to a antistrèfetai prèpei na deÐxoume oti upĹrqei kĹpoio r ≠ 0 me ar = 1 dhladă ìti to 1 eÐnai stoiqeÐo tou sunìlou A = {ar : r ∈ R \ {0}} ParathroÔme to exăc:

An r, r^′ eÐnai dÔo mh mhdenikĹ stoiqeÐa diaforetikĹ metaxÔ touc tìte ar ≠ ar^′ pou shmaÐnei ìti to A èqei akribÿc tìsa stoiqeÐa ìsa kai to R \ {0}. PrĹgmati, an sunèbaine ar = ar^′ tìte a(r − r^′) = 0 kai epeidă eÐmaste se akèraia perioqă prèpei a = 0 ă r − r^′ = 0. ’Eqoume upojèsei ìti a ≠ 0 kai katalăgoume ìti ja prèpei r = r^′.

EpÐshc to 0 ∉ A, gia ton Ðdio lìgo ìpwc kai prin. Sunepÿc ja èqoume ìti A = R \ {0} kai Ĺra 1 ∈ A. □

Apì autì èqoume san pìrisma to parakĹtw:

Prìtash 13

O daktÔlioc Z_n eÐnai sÿma an kai mìno an to n eÐnai prÿtoc arijmìc.

Apìdeixh: An o Z_n eÐnai sÿma tìte den èqei diairètec tou mhdenìc, Ĺra o n ja eÐnai prÿtoc (giatÐ?).

AntÐstrofa, an o n eÐnai prÿtoc den mporeÐ sto Z_n na èqoume diairètec tou mhdenìc giatÐ an gia kĹpoia a, b ∈ Z_n \ {0} Ðsque ab = 0 tìte ja eÐqame n|ab opìte n|a ă n|b, pou eÐnai adÔnato afoÔ 1 ≤ a, b ≤ n − 1. Sunepÿc, apì thn prohgoÔmenh prìtash to Z_n ja eÐnai sÿma. □

Epeidă upĹrqoun Ĺpeiroi prÿtoi upĹrqoun kai Ĺpeira peperasmèna sÿmata. ParathreÐste ìti dÔo peperasmèna sÿmata eÐnai isomorfikĹ an kai mìno an èqoun to Ðdio plăjoc stoiqeÐwn. Argìtera ja exetĹsoume to zăthma an upĹrqoun Ĺlla peperasmèna sÿmata ektìc apì ta Z_p (kai ja deÐxoume ìti upĹrqoun) kai epÐshc an upĹrqoun peperasmèna sÿmata mh antimetajetikĹ. H apĹnthsh se autì to erÿthma eÐnai arnhtikă ìpwc deÐqnei to parakĹtw shmantikì jeÿrhma.

Jeÿrhma 9 (Wedderburn)

KĹje peperasmèno sÿma eÐnai antimetajetikì.

H apìdeixh tou jewrămatoc autoÔ eÐnai sqetikĹ dÔskolh kai ja gÐnei afoÔ dÿsoume kĹpoiec akìmh ènnoiec thc jewrÐac daktulÐwn.

Ac epistrèyoume stouc peperasmènouc daktÔliouc thc morfăc Z_n kai ac exetĹsoume pìte èna stoiqeÐo tou eÐnai h antistrèyimo wc proc ton pollaplasiasmì. H epìmenh prìtash dÐnei mia plărh apĹnthsh se autì to erÿthma kai profanÿc sunepĹgetai thn Prìtash 13.

Prìtash 14

’Ena mh mhdenikì stoiqeÐo a tou Z_n eÐnai antistrèyimo an kai mìno an oi a, n eÐnai sqetikĹ prÿtoi arijmoÐ, dhladă èqoun san mègisto koinì diairèth thn monĹda.

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti oi a, n eÐnai sqetikĹ prÿtoi kai sunepÿc ja upĹrqoun dÔo akèraioi x, y me 1 = ax + yn, dhladă 1 ≡ ax (mod n). An jewrăsoume x_1 ∈ Z_n me x_1 ≡ x (mod n),tìte blèpoume ìti ax_1 ≡ 1 (mod n) pou shmaÐnei ìti o a èqei antÐstrofo sto Z_n ton x_1.

AntÐstrofa, an o a antistrèfetai tìte gia kĹpoio x ∈ Z_n ja èqoume ìti (sto Z_n) ax = 1 ă isodÔnama ax ≡ 1 (mod n) ă isodÔnama ja upĹrqei y ∈ Z me ax + ny = 1. AllĹ tìte oi a, n ja prèpei na eÐnai prÿtoi metaxÔ touc afoÔ o megistoc koinìc diairèthc ja diairoÔse to 1 kai sunepÿc ja sunèpipte me autì. □

Gia kĹje fusikì arijmì ac orÐsoume ϕ(n) na eÐnai to plăjoc twn fusikÿn pou eÐnai mikrìteroi apì n kai prÿtoi wc proc n, dhladă to plăjoc twn stoiqeÐwn tou sunìlou {m ∈ N : 1 ≤ m ≤ n − 1 kai (m, n) = 1}. OrÐzetai ètsi mÐa sunĹrthsh^{16} ϕ : N → N h opoÐa lègetai h sunĹrthsh tou Euler kai paÐzei shmantikì rìlo sth jewrÐa twn arijmÿn. MporoÔme na upologÐsoume thn timă ϕ(n) an gnwrÐzoume thn anĹlush tou n se ginìmeno prÿtwn. Autì prokÔptei apì thn {pollaplasiastikă idiìthta} thc sunĹrthshc pou shmaÐnei ìti an dÔo fusikoÐ m, n eÐnai prÿtoi metaxÔ touc tìte ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n). Epeidă oi ènnoiec autèc paÐzoun shmantikì rìlo dÐnoume ènan epÐshmo orismì gi autèc.

Orismìc 30

MÐa arijmhtikă sunĹrthsh eÐnai mÐa sunĹrthsh f : N → C . Mia arijmhtikă sunĹrthsh f ja lègetai pollaplasiastikă an gia opoiadăpote m, n ∈ N pou eÐnai prÿtoi metaxÔ touc isqÔei f(mn) = f(m)f(n) 16H sunĹrthsh èqei pedÐo orismoÔ touc mh mhdenikoÔc fusikoÔc allĹ mporoÔme sumbatikĹ na jèsoume ϕ(0) = 0.

Orismìc 31

An n eÐnai ènac fusikìc arijmìc megalÔteroc ă Ðsoc tou 1 tìte h sunĹrthsh ϕ tou Euler orÐzetai na eÐnai: ϕ(n) = |{x : 1 ≤ x ≤ n − 1, (x, n) = 1}| Prìtash 15 (1) H sunĹrthsh ϕ(n) eÐnai pollaplasiastikă. (2) An p eÐnai prÿtoc kai u ∈ N, u ≥ 1 tìte

ϕ(p^u) = p^u − p^{u−1} = p^u ( 1 − 1 p )

(3) An n eÐnai ènac fusikìc arijmìc tou opoÐou gnwrÐzoume thn anĹlusă tou se prÿtouc n = p^{u1}_1 . . . p^{uk}_k tìte ϕ(n) = n ( 1 − 1 p_1 ) . . . ( 1 − 1 p_k )

Apìdeixh: (1) Ac upojèsoume ìti oi m, n eÐnai jetikoÐ akèraioi me (m, n) = 1 kai ac jewrăsoume to ìla ta stoiqeÐa tou Z_{mn} thc morfăc^{17} xm + yn, x = 1, . . . , n − 1, y = 1, . . . , m − 1 Oi arijmoÐ autoÐ eÐnai ìloi diaforetikĹ stoiqeÐa tou Z_{mn} kai èqoun profanÿc plăjoc mn. PrĹgmati, xm + yn = x^′m + y^′n me prĹxeic mèsa sto Z_{mn} shmaÐnei ìti xm + yn ≡ x^′m + y^′n (mod mn) kai ja èqoume: An xm + yn ≡ x^′m + y^′n (mod mn) tìte xm ≡ x^′m (mod n) epeidă (m, n) = 1 ja èqoume x ≡ x^′ (mod n). Me ìmoio trìpo ja pĹroume y ≡ y^′ (mod m)

Sunepÿc oi arijmoÐ autoÐ anaparistoÔn ìla ta stoiqeÐa tou Z_{mn} kai arkeÐ na doÔme poioÐ apì autoÔc eÐnai prÿtoi me ton mn.

Ja èqoume:

17Oi prĹxeic mèsa sto Z_{mn}

(xm + yn, mn) = 1 IsodunameÐ me (xm + yn, mn) = 1 kai(xm + yn, mn) = 1 epeidă (m, n) = 1 autì isodunameÐ me (xm, n) = 1 kai(yn, m) = 1 pou isodunameÐ me (x, n) = 1 kai(y, m) = 1

Sunepÿc ìloi oi prÿtoi proc ton mn eÐnai oi xm+yn me (x, n) = 1 kai (y, m) = 1. Epeidă èqoume ϕ(n) arijmoÔc x prÿtouc prìc n diaforetikoÔc (mod n) kai ϕ(m) arijmoÔc y prÿtouc prìc m diaforetikoÔc anĹ dÔo (mod n) katalăgoume ìti ja èqoume akribÿc ϕ(n)ϕ(m) arijmoÔc sto Z_{mn} \ {0} prÿtouc me ton mn. (2) An p eÐnai prÿtoc kai u ≥ 1 akèraioc tìte oi mìnoi arijmoÐ < p^u pou èqoun koinì diairèth me ton p^u eÐnai ta pollaplĹsia tou p, dhladă oi p, 2p, 3p, . . . , (p^{u−1} − 1)p, sunepÿc ϕ(p^u) = (p^u − 1) − ( p^{(u−1)} − 1 ) = p^u ( 1 − 1 p )

(3) An n = p^{u1}_1 . . . p^{uk}_k apì (1) kai (2) ja èqoume ϕ(n) = ϕ (p^{u1}_1 ) . . . ϕ (p^{uk}_k ) = = p^{u1}_1 . . . p^{uk}_k ( 1 − 1 p_1 ) . . . ( 1 − 1 p_k ) = = n ( 1 − 1 p_1 ) . . . ( 1 − 1 p_k )

□ An jewrăsoume ìla ta antistrèyima stoiqeÐa enìc daktulÐou me monĹda autĹ apoteloÔn mÐa omĹda wc proc ton pollaplasiasmì me oudètero stoiqeÐo to 1. An sunepÿc jewrăsoume to sÔnolo H_n = {x ∈ Z_n \ {0} : (x, n) = 1} tìte apì thn Prìtash 14 autì eÐnai akribÿc to sÔnolo twn antistrèyimwn stoiqeÐwn tou Z_n kai sunepÿc eÐnai mia omĹda wc proc ton pollaplasiamì me oudètero stoiqeÐo e = 1.

GnwrÐzoume apì thn JewrÐa omĹdwn ìti gia kĹje peperasmènh omĹda (G, ·) kai opoiodăpote x ∈ G ja isqÔei x^{|G|} = e, ìpou |G| to plăjoc twn stoiqeÐwn thc omĹdac (h tĹxh thc omĹdac). EpÐshc ex orismoÔ |H_n | = ϕ(n). Sunepÿc an pĹroume èna opoiodăpote akèraio a prÿto wc prìc n ja upĹrqei èna monadikì b ∈ H_n me a ≡ b (mod n) gia to opoÐo ja èqoume ìti b^{ϕ(n)} = 1 pou shmaÐnei ìti n|b^{ϕ(n)} − 1. AfoÔ n|a − b ja èqoume ìti kai n|a^{ϕ(n)} − 1. SunduĹzontac ta ìla autĹ katalăgoume Ĺmesa sto parakĹtw:

Jeÿrhma 10 (Euler)

An n ≥ 2, a mh mhdenikoÐ akèraioi prÿtoi metaxÔ touc tìte n|a^{ϕ(n)} − 1 Me Ĺmeso pìrisma to :

Jeÿrhma 11 (Fermat)

An a mh mhdenikìc akèraioc kai p prÿtoc pou den diaireÐ ton a tìte p|a^{p−1} − 1 Askhsh 54

DeÐxte ìti o 21 diaireÐ ton (5 · 17 · 19)^{12k} − 1 gia opoiodăpote k ≥ 1.

Ac pĹroume èna opoiodăpote prÿto p. Apì ìsa èqoume peÐ edÿ to H_p = {1, . . . , p − 1} eÐnai omĹda wc prìc ton pollaplasiasmì sto Z_p. JewreÐste èna a ∈ H_p . Tìte me prĹxeic sto Z_p

a^2 = 1 ⇔ a^2 − 1 = 0 ⇔ ⇔ (a − 1)(a + 1) = 0 ⇔ ⇔ a = 1 ă a = p − 1

Sunepÿc kĹje stoiqeÐo tou Z_p \ {0} diaforetikì apì 1 ă p − 1 èqei antÐstrofo diaforetikì apì ton eautì tou pou shmaÐnei ìti sto Z_p 2 · 3 · (p − 1) = p − 1 = −1 dhladă (p − 1)! ≡ −1 (mod p) dhladă p|(p − 1)! + 1.

AntÐstrofa, ac pĹroume èna opoiodăpote jetikì akèraio ≥ 2 pou na èqei thn idiìthta n|(n − 1)! + 1 kai ac jewrăsoume èna opoiodăpote jetikì diairèth tou diaforetikì apì ton eautì tou. Tìte autìc diaireÐ ton n|(n − 1)! + 1 kai eÐnai kĹpoioc apì touc {1, . . . , n − 1}. AllĹ o kĹje arijmìc x ≠ 1 pou anăkei sto sÔnolo autì afănei upìloipo diaÐreshc me ton (n − 1)! + 1 thn monĹda dhladă den diaireÐ ton (n − 1)! + 1. ’Ara o mìnoc jetikìc diairèthc tou n ektìc apì ton eautì tou eÐnai to 1 ă me Ĺlla lìgia o n eÐnai prÿtoc arijmìc. Katalăxame na apodeÐxoume ètsi to gnwstì:

Jeÿrhma 12 (Wilson)

’Enac akèraioc n ≥ 2 eÐnai prÿtoc an kai mìno an diaireÐ ton (n − 1)! + 1.

1.8 Ideÿdh - DaktÔlioi PhlÐka

Ac xekinăsoume me èna parĹdeigma, pou to èqoume ădh sunantăsei sthn prohgoÔmenh parĹgrafo. Ac jewrăsoume to daktÔlio Z, èna stoiqeÐo tou k kai ton upodaktÔlio A = kZ = {kn : n ∈ Z}

Ston Z orÐzoume mÐa sqèsh isodunamÐac

a ≡ b (mod k) an kai mìno an a − b ∈ A}

O qÿroc phlÐko pou orÐzei aută h sqèsh isodunamÐac gÐnetai antimetajetikìc daktÔlioc me tic prĹxeic thc prìsjeshc kai ginomènou dÔo klĹsewn isodunamÐac. Den eÐnai dÔskolo na diapistÿsoume ìti o daktÔlioc pou paÐrnoume me aută th diadikasÐa eÐnai o Z_k pou orÐsame se prohgoÔmenh parĹgrafo (gia thn akrÐbeia eÐnai isìmorfoc me autìn, allĹ èqoume sumfwnăsei na mh diakrÐnoume metaxÔ touc dÔo tupikĹ diaforetikoÔc allĹ isìmorfouc daktulÐouc).

An prospajăsoume na epekteÐnoume thn kataskeuă aută se opoiodăpote daktÔlio R wc proc kĹpoio upodaktÔliì tou A me akribÿc ton Ðdio trìpo ja sunantăsoume duskolÐa. Gia thn akrÐbeia, ac xekinăsoume me ton Ðdio trìpo orÐzontac th sqèsh ∼ me x ∼ y an kai mìno an x − y ∈ A. EÔkola ja mporèsoume na deÐxoume ìti h sqèsh aută eÐnai sqèsh isodunamÐac. To prìblhma ja prokÔyei ìtan prospajăsoume na orÐsoume tic prĹxeic sto sÔnolo phlÐko autăc thc sqèshc. Sthn perÐptwsh tou Z autì ginìtan giatÐ Ðsquan oi sqèseic

[x] + [y] = [x + y] (1) [x][y] = [xy] (2)

ìpou [x] eÐnai h klĹsh isodunamÐac tou stoiqeÐou x kai [x] + [y], [x][y] sumbolÐzei to sunhjismèno Ĺjroisma kai ginìmeno uposunìlwn se daktÔlio.

H sqèsh (1) den eÐnai dÔskolo na epalhjeuteÐ. Ac prospajăsoume na deÐxoume thn sqèsh (2): Ac pĹroume prÿta èna z ∈ [x][y]. EpijumoÔme na deÐxoume pwc z ∈ [xy]. To z grĹfetai an z = (x + a)(y + b) ìpou a, b ∈ A. ’Ara z = xy + (xb + ay + ab).An ta xb, ay, ab anăkan sto A tìte ja anăke kai to ĹjroismĹ touc xb + ay + ab kai ja eÐqame deÐxei ìti z ∈ [xy]. To ab ∈ A afoÔ to A eÐnai upodaktÔlioc kai ta a, b eÐnai stoiqeÐa tou. Ta x, y ìmwc den eÐnai stoiqeÐa tou A kai sunepÿc den mporoÔme na xèroume ìti ta xb, ay ∈ A. Sthn prohgoÔmenh perÐptwsh tou Z ta eÐqame katafèrei giatÐ to A pou eÐqame dialèxei eÐqe thn epiplèon idiìthta:

Gia opoiodăpote x ∈ Z kai opoiodăpote a ∈ A isqÔei ax, xa ∈ A. Akribÿc aută thn idiìthta twn uposunìlwn A = kZ tou Z pou ekmetaleutăkame gia na orÐsoume to qÿro phlÐko Z_k jèloume na èqei ènac upodaktÔlioc sthn genikă perÐptwsh kai ètsi orÐzoume:

Orismìc 32 AmfÐpleuro Ideÿdec ă aplĹ Ideÿdec enìc daktulÐou R eÐnai èna mh kenì uposÔnolo A tou R tètoio ÿste:

(a) Gia opoiadăpote a, b ∈ A, a − b ∈ A

(b) Gia opoiodăpote r ∈ R kai opoiodăpote a ∈ A, ra ∈ A kai ar ∈ A. An antÐ thc sunjăkhc (b) jewrăsoume thn asjenèsterh: (b’) Gia opoiodăpote r ∈ R kai opoiodăpote a ∈ A, ar ∈ A. ja lème ìti to A eÐnai èna dexiì ideÿdec.

An antÐstoiqa, antÐ thc sunjăkhc (b) jewrăsoume thn asjenèsterh: (bfl) Gia opoiodăpote r ∈ R kai opoiodăpote a ∈ A, ra ∈ A. ja lème ìti to A eÐnai èna aristerì ideÿdec.

FanerĹ èna uposÔnolo tou R eÐnai ideÿdec an kai mìno an eÐnai kai aristerì kai dexiì ideÿdec.

O daktÔlioc R kai to monosÔnolo {0} eÐnai ideÿdh pou lègontai ta mh-gnăsia ideÿdh tou daktulÐou. ’Ola ta upìloipa ideÿdh (an upĹrqoun) lègontai gnăsia.

Mia aplă anadiatÔpwsh twn orismÿn eÐnai h parakĹtw:

’Ena mh kenì uposÔnolo A enìc daktulÐou R eÐnai: UpodaktÔlioc an kai mìno an A − A ⊆ A kai A · A ⊆ A Ideÿdec an kai mìno an A−A ⊆ A, R·A ⊆ A kai A·R ⊆ A.

ParĹdeigma 11 Ta uposÔnola tou Z thc morfăc kZ, eÐnai ta ideÿdh tou Z, ìpwc èqoume ădh anafèrei.

Mia aplă paratărhsh gia ta ideÿdh eÐnai h parakĹtw:

Prìtash 16 ’Estw R daktÔlioc me monĹda kai I èna ideÿdec tou. An 1 ∈ I tìte I = R. EidikĹ kanèna stoiqeÐo enìc gnăsiou ideÿdouc den mporeÐ na eÐnai antistrèyimo.

Apìdeixh: An 1 ∈ I tìte gia kĹje r ∈ R ja eÐqame ìti r = 1r ∈ I kai sunepÿc I = R. Ac upojèsoume ìti to ideÿdec I perieÐqe kĹpoio antistrèyimo stoiqeÐo tou daktulÐou a kai èstw a^{−1} to antÐstrofì tou. Tìte to I ja perieÐqe kai to aa^{−1} = 1 Ĺra ja eÐqame ìti I = R. □

H paratărhsh aută mac deÐqnei ìti ta sÿmata (Q, R, C ,...) den perièqoun mh tetrimmèna ideÿdh.

ParĹdeigma 12 ’Ena Ĺllo parĹdeigma daktulÐou ston opoÐo den mporoÔme na broÔme mh tetrimmèna ideÿdh eÐnai o daktÔlioc M_nR twn n × n pinĹkwn me pragmatikoÔc suntelestèc. PrĹgmati, an I eÐnai èna mh tetrimmèno ideÿdec tou M_nR tìte ja perièqei èna mh mhdenikì pÐnaka A = (a_{ij} ). JewroÔme èna mh mhdenikì stoiqeÐo a_{kl} tou pÐnaka A kai èstw O_{ij} na eÐnai o pÐnakac pou eÐnai pantoÔ 0 ektìc apì to stoiqeÐo sthn ij jèsh pou eÐnai Ðso me 1. Ac sumbolÐsoume epÐshc me 1 ton monadiaÐo n × n pÐnaka. Tìte ja èqoume

O_{ij} = O_{ir}O_{rj} (1) O_{kl} = [ O_{kk}(a^{−1}_{kl} 1) ] A [O_{ll}] ∈ I (2) apì (1) kai (2) ja èqoume: O_{ij} = O_{ik}O_{kl}O_{lj} ∈ I (3)

’Ara, 1 = n∑ i=1 O_{ii} ∈ I Sunepÿc, I = M_n(R).

Ac doÔme tÿra pwc orÐzetai o daktÔlioc-phlÐko wc proc kĹpoio ideÿdec:

Prìtash kai Orismìc 2 ’Estw R daktÔlioc kai A èna ideÿdec tou. H sqèsh ∼ pou orÐzetai ston R me a ∼ b an kai mìno an a − b ∈ A eÐnai mÐa sqèsh isodunamÐac sto R pou èqei tic exăc idiìthtec:

An x ∼ y, x^′ ∼ y^′ tìte x + x^′ ∼ y + y^′ (1) xx^′ ∼ yy^′ (2)

Epiplèon to sÔnolo phlÐko R/ ∼ pou sumbolÐzetai kai me R/A ĹpoteleÐtai apì ìla ta uposÔnola tou R thc morfăc [x] = x + A = {x + a : a ∈ A}, x ∈ R kai eÐnai daktÔlioc wc prìc tic prĹxeic

[x] + [y] = [x + y] (3) [x] · [y] = [x · y] (4)

O daktÔlioc R/A ja lègetai o daktÔlioc phlÐko tou R wc proc to ideÿdec A.

Apìdeixh: An x ∈ R tìte x − x = 0 ∈ A kai sunepÿc x ∼ x. An x ∼ y tìte x − y ∈ A kai Ĺra −(x − y) = y − x ∈ A,dhladă y ∼ x. An x ∼ y kai y ∼ z tìte x − z = (x − y) − (y − z) ∈ A kai sunepÿc x ∼ z. ’Ara h sqèsh ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac.

Ac upojèsoume ìti x ∼ y kai x^′ ∼ y^′. Tìte x−y ∈ A kai x^′ −y^′ ∈ x. Sunepÿc (x − y) + (x^′ − y^′) ∈ A afoÔ to A eÐnai ideÿdec Ĺra (x + x^′) − (y + y^′) ∈ A, pou shmaÐnei ìti x + x^′ ∼ y + y^′.

Gia na deÐxoume ìti xx^′ ∼ yy^′, jewroÔme a, a^′ ∈ A me x = y + a, x^′ = y^′ + a^′ kai ja èqoume ìti xx^′ = yy^′ + (ay^′ + aa^′ + a^′y). AllĹ to ay^′ + aa^′ + a^′y ∈ A epeidă to A eÐnai ideÿdec kai sunepÿc xx^′ ∼ yy^′.

H klĹsh isodunamÐac enìc stoiqeÐou x eÐnai to sÔnolo [x] = {r ∈ R : r − x ∈ A} = x + A Gia na deÐxoume ìti h prĹxeic sto sÔnolo phlÐko R/A pou orÐsame apì tic sqèseic (3), (4) eÐnai prĹgmati kalĹ orismènec pou shmaÐnei ìti prèpei na deÐxoume pwc an [x] = [x^′] kai [y] = [y^′] (ă isodÔnama ìti an x ∼ x^′ kai y ∼ y^′) tìte [x + y] = [x^′ + y^′], [x · y] = [x^′ · y^′]. AllĹ autì akribÿc mac exasfalÐzoun oi sqèseic (1), (2) pou apodeÐxame pio prin. EÐnai eÔkolo na deÐxoume ìti to R/A me tic prĹxeic autèc èqei ìlec tic idiìthtec tou daktulÐou, dhladă eÐnai ènac daktÔlioc pou onomĹzetai o daktÔlioc phlÐko (wc proc to ideÿdec A).

Ac deÐxoume gia parĹdeigma thn epimeristikìthta tou pollaplasiamoÔ: An [x], [y], [z] ∈ R/A tìte [x]([y] + [z]) = = [x][y + z] = [x(y + z)] = = [xy + xz] = [xy] + [xz] = = [x][y] + [x][z]

Tèloc shmeiÿnoume pwc an o R èqei monĹda tìte kai o R/A ja èqei san monĹda to [1] = {a + 1 : a ∈ A}. □

Ac doÔme èna trìpo na {kataskeuĹzoume} ideÿdh se èna opoiodăpote daktÔlio. ’Estw A ⊆ R èna opoiodăpote uposÔnolo enìc daktulÐou R. Sthn prohgoÔmenh parĹgrafo eÐqame deÐxei ìti upĹrqei ènac elĹqistoc upodaktÔlioc pou perièqei to A kai autì proèkuye apì to gegonìc ìti h tomă enìc opoioudăpote sunìlou upodaktulÐwn eÐnai epÐshc upodaktÔlioc. To Ðdio sumbaÐnei kai sta ideÿdh.

Prìtash kai Orismìc 3 (a) An (A_i)_{i∈I} eÐnai mÐa oikogèneia apì ideÿdh enìc daktulÐou R, h tomă touc eÐnai èna ideÿdec.

(b) An A eÐnai èna opoiodăpote mh kenì uposÔnolo enìc daktulÐou R h tomă ìlwn twn idewdÿn pou perièqoun to A eÐnai to elĹqisto ideÿdec pou perièqei to A san uposÔnolì tou kai to opoÐo ja sumbolÐzoume me (A) kai ja onomĹzoume to ideÿdec pou parĹgetai apì to sÔnolo A.

Sthn eidikă perÐptwsh pou to A = {a_1, . . . , a_k} eÐnai èna peperasmèno sÔnolo ja grĹfoume kai (a_1, . . . , a_k) antÐ tou (A).

Apìdeixh: ’Estw A = ⋂ i∈I h tomă thc oikogèneiac twn idewdÿn. An a, b ∈ A tìte gia opoiodăpote i ∈ I ja sumbaÐnei a, b ∈ A_i kai afoÔ to A_i eÐnai ideÿdec ja èqoume ìti a − b ∈ A_i. Autì ìmwc shmaÐnei ìti a − b ∈ A.

Tèloc an a ∈ A kai r ∈ R ja èqoume ìti gia kĹje stoiqeÐo A_i thc oikogèneiac ja sumbaÐnei a ∈ A_i, Ĺra kai ra, ar ∈ A_i, Ĺra ra, ar ∈ A kai to prÿto mèroc thc prìtashc apodeÐqthke. To (b) eÐnai Ĺmesh sunèpeia tou (a). □

ParĹdeigma 13 An R eÐnai daktÔlioc tìte to ideÿdec pou parĹgetai apì èna opoiodăpote stoiqeÐo tou a ∈ R apoteleÐtai apì ìla ta stoiqeÐa thc morfăc na + ra + as + ∑ i=1 kr_ias_i me to n ∈ Z, k ∈ N kai ta r, s, r_1, . . . , r_k, s_1, . . . , s_k stoiqeÐa tou daktulÐou. Autì to epalhjeÔei kaneÐc parathrÿntac ìti h diaforĹ dÔo stoiqeÐwn autăc thc morfăc eÐnai stoiqeÐo autăc thc morfăc, to Ðdio kai to ginìmeno enìc tètoiou stoiqeÐou me opoiodăpote stoiqeÐo tou daktulÐou. Sth eidikă perÐptwsh pou o daktÔlioc èqei monĹda ta prĹgmata aplopoioÔntai kai èqoume thn amèswc parakĹtw prìtash.

Prìtash 17 An eÐnai ènac daktÔlioc me monĹda kai a èna stoiqeÐo tou tìte to ideÿdec pou parĹgei to a eÐnai

(a) = {_k ∑ i=1 r_ias_i : k ∈ N, r_i , s_i ∈ R }

An epiplèon o daktÔlioc eÐnai antimetajetikìc ja èqoume (a) = {ra : r ∈ R} Apìdeixh: Ac sumbolÐsoume me A to sÔnolo {∑_k i=1 r_ias_i : k ∈ N, r_i , s_i ∈ R } . An x, y ∈ A tìte autĹ grĹfontai san x = ∑_k i=1 r_ias_i, y = ∑_k′ i=1 r^′_ias^′_i, opìte ja èqoume ìti x − y = ∑_{k+k}′ i=1 r^{′′}_i as^{′′}_i , ìpou r^{′′}_i = { r_i an 1 ≤ i ≤ k (−r^′_i) an k + 1 ≤ i ≤ k + k^′ , s^{′′}_i = { s_i an 1 ≤ i ≤ k s^′_i an k + 1 ≤ i ≤ k + k^′

sunepÿc x−y ∈ A. Parìmoia, an x ∈ A tìte gia opoiodăpote r ∈ R ja èqoume ìti rx, xr ∈ A (autì prokÔptei eÔkola lìgw thc epimeristikăc idiìthtac) kai sunepÿc to A eÐnai ideÿdec. Epeidă a = 1_Ra1_R kai to a ∈ A. Sunepÿc to A eÐnai ideÿdec pou perièqei to a kai epeidă to (a) eÐnai to elĹqisto ideÿdec me aută thn idiìthta katalăgoume ìti: (a) ⊆ A AntÐstrofa an x = r_1as_1 +· · ·+r_kas_k eÐnai èna opoiodăpote stoiqeÐo tou A epeidă a ∈ (a) kai to (a) eÐnai ideÿdec ja èqoume ìti ta r_1as_1, . . . , r_kas_k ∈ A kai Ĺra x = r_1as_1 + · · · + r_kas_k ∈ A. Sunepÿc kai A ⊆ (a).

An o daktÔlioc eÐnai antimetajetikìc tìte gia to tuqìn stoiqeÐo tou (a),

x = r_1as_1 + · · · + r_kas_k = = r_1s_1a + · · · + r_ks_ka □

ParĹdeigma 14 Ac jewrăsoume ton daktÔlio R^X ìlwn twn sunartăsewn apì èna sÔnolo X se èna daktÔlio R kai èstw x ∈ R. To sÔnolo

I_x = {f ∈ R^X : f(x) = 0}

eÐnai èna ideÿdec tou R^X . An jewrăsoume èna mh kenì uposÔnolo Y tou X kai pĹroume san I_Y = {f ∈ R^X : gia kĹje x ∈ Y, f(x) = 0}

eÐnai èna ideÿdec epÐshc pou ekfrĹzetai kai san mia tomă idewdÿn:

I_Y = ⋂ y∈Y I_y

JumÐzoume ìti o purănac enìc omomorfismoÔ daktulÐwn f : R → R^′ eÐnai upodaktÔlioc tou R. H epìmenh prìtash deÐqnei ìti eÐnai kĹti parapĹnw. EÐnai ideÿdec. Thn apìdeixă thc thn afănoume san Ĺskhsh.

Prìtash 18 ’Estw R, R^′ daktÔlioi kai f : R → R^′ ènac omomorfismìc. O purănac Kerf tou f eÐnai ideÿdec tou R.

Prìtash kai Orismìc 4 An R eÐnai ènac daktÔlioc kai I èna ideÿdec tou tìte h apeikìnish ϕ : R → R/I me ϕ(x) = x + I eÐnai omomorfismìc daktulÐwn kai Kerϕ = I. H apeikìnish aută onomĹzetai h kanonikă apeikìnish apì to R sto R/I.

Apìdeixh: ArkeÐ na deÐxoume pÿc an x, y ∈ R isqÔei ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y) kai ϕ(x−y) = ϕ(x)−ϕ(y). AllĹ apì thn Prìtash 2 ϕ(x·y) = xy+I = (x+I)(y+I) = ϕ(x)ϕ(y) kai ϕ(x − y) = (x − y) + I = (x + I) + (−y + I) = ϕ(x) + ϕ(−y) = ϕ(x) − ϕ(y). Tèloc ϕ(x) = 0 isodunameÐ me x + I = I pou isodunameÐ me x ∈ I (’Askhsh). □

1.9 Ta Jewrămata OmomorfismoÔ

Ta jewrămata omomorfismoÔ se daktulÐouc eÐnai entelÿc anĹloga me ta antÐstoiqa jewrămata pou isqÔoun se omĹdec.

Jeÿrhma 13 (Prÿto Jeÿrhma Omomorfismÿn) ’Estw R, R^′ daktÔlioi kai ènac epimorfismìc daktulÐwn f : R → R^′. Tìte R/Kerf ∼= R^′

Apìdeixh: EÐnai gnwstì pwc an f : R → R^′ eÐnai ènac omorfismìc daktulÐwn tìte o purănac tou K = Kerf eÐnai èna ideÿdec tou R kai sunepÿc orÐzetai o daktÔlioc phlÐko R/K. JewroÔme thn apeikìnish g : R/K → R^′ pou orÐzetai apì thn sqèsh g(x + K) = f(x) Ja deÐxoume prÿta ìti eÐnai kalĹ orismènh kai metĹ ìti eÐnai isomorfismìc. Gia to prÿto parathreÐste pwc an x ∼ x^′ tìte ja èqoume ìti x − x^′ ∈ K pou shmaÐnei ìti f(x − x^′) = f(x) − f(x^′) = 0 dhladă f(x) = f(x^′), pou eÐnai akribÿc autì pou prèpei na deÐxoume.

H g eÐnai omomorfismìc daktulÐwn. PrĹgmati, an x + K, x^′ + K ∈ R/K tìte

g ((x + K) + (x^′ + K)) = = g ((x + x^′) + K)) = = f(x + x^′) = = f(x) + f(x^′) = = g(x + K) + g(x^′ + K) g ((x + K) · (x^′ + K)) = = g ((x · x^′) + K)) = = f(x · x^′) = = f(x) · f(x^′) = = g(x + K) · g(x^′ + K)

Apomènei na deÐxoume ìti h g eÐnai 1-1 kai epÐ. Epeidă h f : R → R^′ eÐnai epÐ gia kĹje y ∈ R^′ upĹrqei x ∈ R me f(x) = y kai profanÿc g(x + K) = y, dhladă h g eÐnai epÐ.

EpÐshc an g(x+K) = g(x^′ +K) ja èqoume ìti f(x) = f(x^′) dhladă f(x−x^′) = 0 ă isodÔnama x − x^′ ∈ Kerf = K, Ĺra x + K = x^′ + K pou shmaÐnei ìti h g eÐnai 1-1. □

Askhsh 55 San parĹdeigma efarmogăc tou parapĹnw jewrămatoc jewroÔme R = R^R , to daktÔlio ìlwn twn sunartăsewn apì to R sto R kai R^′ = R, dialègoume èna opoiodăpote stoiqeÐo a tou R kai orÐzoume F : R^R → R me F (f) = f(a). DeÐxte ìti h F eÐnai epimorfismìc daktulÐwn kai ìti o daktÔlioc phlÐko eÐnai isomorfikìc me to sÔnolo ìlwn twn pragmatikÿn arijmÿn.

Ac jewrăsoume tÿra dÔo daktÔliouc R, R^′ èna epimorfismì f : R → R^′ kai ton purăna K tou f pou eÐnai èna ideÿdec tou R. Ac jewrăsoume èna opoiodăpote ideÿdec I^′ tou R^′ kai ac exetĹsoume thn antÐstrofh eikìna tou, pou eÐnai èna uposÔnolo tou R:

f^{−1}(I^′) = {x ∈ R : f(x) ∈ I^′} = f^{−1}(I^′) (1.5)

Tìte to f^{−1}(I^′) eÐnai èna ideÿdec tou R to opoÐo perièqei san uposÔnolì tou to K, to opoÐo eÐnai kai ideÿdec tou f^{−1}(I^′). H apeikìnish f periorismènh sto f^{−1}(I^′) eÐnai ènac epimorfismìc apì to f^{−1}(I^′) epÐ tou I^′ kai èqei purăna to K, opìte apì to Prÿto Jeÿrhma OmomorfismoÔ ja èqoume ìti

f^{−1}(I^′)/K ∼= I^′

Epiplèon h apeikìnish f^{−1} eÐnai 1-1 kai epÐ tou sunìlou ìlwn twn idewdÿn tou R pou perièqoun to K.

To ìti h f^{−1} eÐnai 1-1 prokÔptei genikĹ apì to gegonìc eÐnai an èqoume mÐa apeikìnish metaxÔ dÔo sunìlwn f : X → Y pou eÐnai epÐ tou Y tìte h antÐstrofh sunolosunĹrthsh f^{−1} : 2^Y → 2^Y eÐnai 1-1.^{18}

Gia na deÐxoume ìti eÐnai epÐ jewroÔme èna eÐnai èna opoiodăpote ideÿdec I tou R me K ⊆ R tìte to f(I) = {f(x) : x ∈ I} eÐnai èna ideÿdec^{19} tou R^′. Apomènei na deÐxoume ìti f^{−1}(f(I)) = I. GenikĹ f^{−1}(f(I)) ⊃ I. Ac deÐxoume ìti kai f^{−1}(f(I)) ⊆ I. An x ∈ f^{−1}(f(I)) tìte f(x) ∈ f(I) dhladă f(x) = f(a) gia kĹpoio a ∈ I opìte f(x − a) = 0 dhladă to x − a ∈ K. AllĹ K ⊆ I kai sunepÿc x ∈ I. Katalăxame ètsi na apodeÐxoume to akìloujo:

Jeÿrhma 14 (Jeÿrhma thc AntistoiqÐac)

’Estw R, R^′ daktÔlioi kai f : R → R^′ ènac epimorfismìc. Tìte h antÐstrofh sunolosunĹrthsh f^{−1} thc f eÐnai mÐa 1-1 kai epÐ apeikìnish metaxÔ twn idewdÿn tou R^′ kai twn idewdÿn tou R pou perièqoun ton purăna K thc f.

Prin diatupÿsoume to epìmeno jeÿrhma parathroÔme ìti to Ĺjroisma idewdÿn eÐnai ideÿdec kai to Ĺjroisma upodaktulÐou me ideÿdec eÐnai upodaktÔlioc (to opoÐo den isqÔei an prosjèsoume dÔo upodaktÔliouc)

Prìtash 19

An A eÐnai upodaktÔlioc enìc daktulÐou R kai I èna ideÿdec tou R tìte to sÔnolo A + I = {a + b : a ∈ A, b ∈ I} eÐnai upodaktÔlioc tou R. An epiplèon to A eÐnai ideÿdec tìte ja eÐnai epÐshc kai to A + I.

Apìdeixh: JewreÐste x, y ∈ A + I. Tìte mporoÔme na grĹyoume x = a + b, y = a^′ + b^′ ìpou a, a^′ ∈ A kai b, b^′ ∈ I. Tìte x − y = (a − a^′) + (b − b^′) ∈ A + I kai xy = (aa^′) + (bb^′ + ab^′ + ba^′) ∈ A + I. □

18jewroÔme A, B opoiadăpote uposÔnola tou R^′ me f^{−1}(A) = f^{−1}(B). Ac deÐxoume ìti A ⊆ B. An a ∈ A epeidă h f eÐnai epÐ mporoÔme na grĹyoume a = f(x) gia kĹpoio x ∈ R. Profanÿc x ∈ f^{−1}(A) = f^{−1}(B) dhladă ja upĹrqei b ∈ B me a = f(x) = b kai Ĺra a ∈ B. ’Omoia deÐqnoume ìti kai B ⊆ A.

19PrĹgmati, an a, b ∈ f(I) tìte a = f(x), b = f(y) gia kĹpoia x, y ∈ I. Epeidă x − y ∈ I ja èqoume ìti a−b = f(x)−f(y) = f(x−y) ∈ f(I). EpÐshc an r^′ ∈ R^′ epeidă o f eÐnai epimorfismìc ja upĹrqei r ∈ R me f(r) = r^′. AllĹ xr^′ ∈ I kai sunepÿc ar^′ = f(x)r^′ = f(xr^′) ∈ f(I).

Jeÿrhma 15 (DeÔtero Jeÿrhma OmomorfismoÔ) ’Estw A na eÐnai ènac upodaktÔlioc enìc daktulÐou R kai I ideÿdec tou R, tìte A/(A ∩ I) ∼= (A + I)/I Apìdeixh: ’Ena tupikì stoiqeÐo tou A/(A ∩ I) eÐnai to X = x + A ∩ I me x ∈ A. JewreÐste thn apeikìnish f : A/(A ∩ I) → (A + I)/I me

f(x + (A ∩ I)) = x + I

H apeikìnish eÐnai kalĹ orismènh afoÔ an x ∈ A tìte kai x ∈ A + I. EÔkola deÐqnoume ìti eÐnai omomorfismìc kai arkeÐ na deÐxoume ìti eÐnai 1-1 kai epÐ.

Gia na deÐxoume ìti eÐnai 1-1 arkeÐ na deÐxoume ìti o purănac thc eÐnai to A∩I. PrĹgmati to mhdèn ston A + I/I eÐnai to I kai an f(x + (A ∩ I)) = I tìte x + I = I kai sunepÿc x ∈ I. AfoÔ x ∈ A ja èqoume ìti x ∈ A ∩ I kai sunepÿc x + A ∩ I = A ∩ I. Gia na deÐxoume ìti eÐnai epÐ, jewroÔme èna x ∈ A + I. Tìte x = a + b me a ∈ A, b ∈ I. AllĹ f(a + A ∩ I) = a + (A + I) = x − b + (A + I) = x + (A + I). □ Tèloc èqoume to akìloujo:

Jeÿrhma 16 (TrÐto Jeÿrhma OmomorfismoÔ) (a) An f : R → R^′ eÐnai ènac epimorfismìc daktulÐwn me Kerf = K kai I èna ideÿdec tou R me K ⊆ I. Tìte to f(I) eÐnai ideÿdec tou R^′ kai R/I ∼= R^′/f(I) (b) An K eÐnai èna ideÿdec se èna daktÔlio R kai I èna ideÿdec tou R me K ⊆ I tìte: R/I ∼= (R/K)/(I/K) Apìdeixh: (a) EpalhjeÔoume prÿta ìti to f(I) eÐnai ideÿdec sto R^′ kai orÐzoume mÐa apeikìnish g : R → R^′/f(I) me g(x) = f(x) + f(I) H apeikìnish aută eÐnai epÐ^{20}. EpÐshc epeidă Kerf ⊆ I ja èqoume^{21} ìti f^{−1} (f(I)) = I pou odhgeÐ sto ìti Kerg = I afoÔ

g(x) = 0_R′_{/f(I)} ⇔ f(x) ∈ f(I) ⇔ x ∈ f^{−1} (f(I)) = I

20EÐte to deÐqnoume apeujeÐac eÐte parathroÔme ìti eÐnai sÔnjesh dÔo epimorfismÿn g = ϕ ∘ f ìpou h ϕ : R → R/f(I) h kanonikă apeikìnish.

21Dec to Jeÿrhma AntistoiqÐac

Efarmìzoume to Prÿto Jeÿrhma OmomorfismoÔ kai èqoume Ĺmesa ìti R/I ∼= R^′/f(I). (b) Ac jewrăsoume ton fusikì omomorfismì ϕ_K : R → R/K me ϕ_K (x) = x + K. Tìte ϕ_K (I) = I/K, Kerϕ_K = K ⊆ I kai efarìzoume to (a). □

1.9.1 Askăseic

Askhsh 56 JewroÔme èna opoiodăpote prÿto p kai to sÔnolo R ìlwn twn rhtÿn a b , a ∈ Z, b ∈ N \ {0}, (a, b) = 1 kai p ̸|b, me Ĺlla lìgia ìlouc touc rhtoÔc pou an grafoÔn sth morfă anĹgwgou klĹsmatoc o p den diaireÐ ton paranomastă. ’Estw I to sÔnolo ìlwn twn^a_b ∈ R (se morfă anĹgwgou klĹsmatoc) me p|a. Na deÐxete ìti to R eÐnai upodaktÔlioc tou daktulÐou twn rhtÿn, to I eÐnai èna ideÿdec tou kai R/I eÐnai isìmorfo me to Z_p.

Askhsh 57 An f : R → R^′ eÐnai ènac epimorfismìc daktulÐwn na deÐxete ìti gia opoiodăpote ideÿdec I^′ tou R^′ ja isqÔei: R/f^{−1}(I^′) ∼= R^′/I^′ Askhsh 58 ’Estw ≡ mia sqèsh isodunamÐac se èna daktÔlio R pou èqei tic parakĹtw idiìthtec:

1. An a ≡ b kai a^′ ≡ b^′ tìte a + b ≡ a^′ + b^′ 2. An a ≡ b kai a^′ ≡ b^′ tìte ab ≡ a^′b^′ DeÐxte ìti upĹrqei èna monadikì ideÿdec I sto daktÔlio pou na orÐzei thn sqèsh aută dhladă a ≡ b ⇔ a − b ∈ I.

Askhsh 59 ’Estw R ènac daktÔlioc kai I èna ideÿdec tou. Na deÐxete ìti: O R/I den èqei diairètec tou 0 an kai mìno an ab ∈ I ⇒ a ∈ I eÐte b ∈ I Askhsh 60 ’Estw R ènac daktÔlioc kai I èna ideÿdec tou. Na deÐxete ìti: O R/I einai antimetajetikìc an kai mìno an Gia kĹje a, b ∈ R, ab − ba ∈ I Askhsh 61 ’Estw R ènac daktÔlioc kai I èna ideÿdec tou. Na deÐxete ìti: O R/I èqei monĹda an kai mìno an

UpĹrqei e ∈ Rtètoio ÿste gia opoiodăpote a ∈ R, ae − a, ea − a ∈ I

Askhsh 62 ’Estw R ènac daktÔlioc kai èstw N to sÔnolo twn mhdenodÔnamwn stoiqeÐwn tou, dhladă

N = {x ∈ R : UpĹrqei akèraioc n ≥ 1 me x^n = 0}

Na deÐxete ìti to N eÐnai ideÿdec tou R kai ìti o daktÔlioc R/N den èqei mhdenodÔnama stoiqeÐa.

1.10 MegistikĹ Ideÿdh-Prÿta ideÿdh

Ac xekinăsoume me èna aplì lămma:

Lămma 1

’Estw R ènac antimetajetikìc daktÔlioc me monĹda. Tìte èna stoiqeÐo tou a eÐnai antistrèyimo an kai mìno an to ideÿdec (a) pou parĹgei to a eÐnai ìloc o daktÔlioc R.

Apìdeixh: Ac jumhjoÔme ìti (a) = {ar : r ∈ R} An to a antistrèfetai tìte ja upĹrqei èna x ∈ R me ax = 1. AllĹ tìte ax = 1 ∈ (a) pou sunepĹgetai ìti (a) = R.

AntÐstrofa, an (a) = R tìte 1 ∈ (a) opìte ja upĹrqei r ∈ R me ar = 1, dhladă to a antistrèfetai. □

Apì autì ja èqoume Ĺmesa ìti:

Prìtash 20

’Enac antimetajetikìc daktÔlioc me monĹda eÐnai sÿma an kai mìno den èqei tetrimmèna ideÿdh.

Orismìc 33

’Ena gnăsio ideÿdec M enìc daktulÐou R ja lègetai megistikì ideÿdec an den upĹrqei gnăsio ideÿdec pou na to perièqei diaforetikì apì autì. Me Ĺlla lìgia to M eÐnai megistikì an M ≠ R kai an to I eÐnai ideÿdec me M ⊆ I tìte I = M ă I = R.

Anafèroume to parakĹtw Jeÿrhma qwrÐc apìdeixh:

Jeÿrhma 17 (Jeÿrhma Krull-Zorn)

KĹje gnăsio ideÿdec enìc daktulÐou me monĹda perièqetai se megistikì ideÿdec.

Ta megistikĹ ideÿdh tou Z eÐnai akribÿc autĹ pou parĹgontai apì touc prÿtouc arijmoÔc, dhladă ta (p) = {kp : k ∈ Z}. Apì ìlouc touc daktÔliouc phlÐko Z_n = Z/(n) autoÐ pou eÐnai sÿmata eÐnai akribÿc autoÐ pou parĹgontai apì ta megistikĹ ideÿdh tou Z. Autì den eÐnai sÔmptwsh.

To epìmeno jeÿrhma eÐnai èna apì ta pio shmantikĹ sth JewrÐa DaktulÐwn. H shmasÐa tou ja faneÐ kurÐwc sth JewrÐa SwmĹtwn.

Jeÿrhma 18

’Estw R ènac antimetajetikìc daktÔlioc me monĹda kai I èna gnăsio ideÿdec tou. Tìte o daktÔlioc R/I eÐnai sÿma an kai mìno an to I eÐnai megistikì ideÿdec.

1.10. MEGISTIK§A IDE§WDH-PR§WTA IDE§WDH 55

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti to I eÐnai megistikì ideÿdec tou R. To R/I eÐnai antimetajetikìc daktÔlioc me monĹda afoÔ kai to R eÐnai kai h monĹda tou eÐnai to 1 + I.

Ac jewrăsoume thn kanonikĹ apeikìnish ϕ : R → R/I, pou eÐnai epimofismìc kai ac jumhjoÔme to Jeÿrhma thc AntistoiqÐac. H ϕ^{−1} eÐnai mia 1-1 kai epÐ apeikìnish apì ta ideÿdh tou R/I sta ideÿdh tou R pou perièqoun to I. AllĹ ta teleutaÐa eÐnai mìno ta I, R pou shmaÐnei ìti to R/I èqei akribÿc dÔo ideÿdh pou anagkastikĹ ja eÐnai ta tetrimmèna. Me Ĺlla lìgia to R/I den èqei mh tetrimmèna ideÿdh kai apì thn Prìtash 33 ja eÐnai sÿma.

O Ðdioc sullogismìc mac deÐqnei kai to antÐstrofo (Ĺskhsh) □ Mia Ĺllh shmantikă kathgorÐa idewdÿn ektìc apì ta megistikĹ ideÿdh eÐnai aută twn prÿtwn idewdÿn.

Orismìc 34

’Ena ideÿdec I enìc daktulÐou R ja lègetai prÿto ideÿdec an ab ∈ I sunepĹgetai ìti a ∈ I eÐte b ∈ I.

H epìmenh prìtash eÐnai Ĺmesh sunèpeia tou orismoÔ.

Prìtash 21

’Enac antimetajetikìc daktÔlioc me monĹda eÐnai akèraia perioqă an kai mìno an to (0) eÐnai prÿto ideÿdec.

’Enac qarakthrismìc twn prÿtwn idewdÿn enìc antimetajetikoÔ daktÔliou me monĹda anĹlogoc me autìn pou mac èdwse to Jeÿrhma 18 dÐnetai apì to akìloujo:

Jeÿrhma 19

’Estw R antimetajetikìc daktÔlioc me monĹda. ’Ena ideÿdec I tou R eÐnai prÿto an kai mìno an to R/I eÐnai akèraia perioqă.

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti to I eÐnai prÿto ideÿdec enìc antimetajetikoÔ daktÔliou me monĹda R. Gia na deÐxoume ìti to R/I eÐnai akèraia perioqă prèpei na deÐxoume ìti an to ginìmeno dÔo stoiqeÐwn tou einai mhdèn èna apì autĹ toulĹqiston ja eÐnai mhdèn. Me Ĺlla lìgia an (a+I)(b+I) = I prèpei a+I = I(isodÔnama a ∈ I)) eÐte b + I = I(isodÔnama b ∈ I).AllĹ an (a + I)(b + I) = ab + I = I tìte ab ∈ I kai afoÔ to I eÐnai prÿto ideÿdec ja èqoume ìti eÐte a ∈ I eÐte b ∈ I. Gia to antÐstrofo aplĹ antistrèfoume ton prohgoÔmeno sullogismì. □

Jeÿrhma 20

KĹje megistikì ideÿdec enìc antimetajetikoÔ daktÔliou me monĹda eÐnai prÿto ideÿdec.

Apìdeixh: ’Amesh sunèpeia twn JewrhmĹtwn 18 kai 19 □

ParĹdeigma 15 An jewrăsoume ton daktÔlio Z × Z me (m, n) + (m^′, n^′) = (m + m^′, n + n^′), (m, n)(m^′, n^′) = (mm^′, nn^′) tìte to Z × {0} eÐnai prÿto allĹ ìqi megistikì ideÿdec.

ParĹdeigma 16 OnomĹzoume daktÔlio tou Gauss to daktÔlio G = {a + bi : a, b ∈ Z, i^2 = −1} pou eÐnai metajetikìc daktÔlioc me monĹda upodaktÔlioc tou daktulÐou twn migadikÿn arijmÿn. Ta stoiqeÐa tou lègontai kai akèraioi tou Gauss. ’Estw n ènac jetikìc akèraioc arijmìc kai ac orÐsoume I_n = {a + bi : n|a kai n|b} Ta I_n eÐnai ideÿdh. To I_3 eÐnai megistikì ideÿdec. PrĹgmati, ac upojèsoume ìti to I_3 ⊆ M me M ideÿdec diaforetikì apì autì. Ac pĹroume èna x + iy ∈ M \ I_3. Tìte 3 ̸|x eÐte 3 ̸|y. AllĹ tìte 3 ̸|x^2 + y^2 (giatÐ?). O arijmìc t = x^2 + y^2 = (x + iy)(x − iy) ∈ M afoÔ x + iy ∈ M. AfoÔ (3, t) = 1 ja upĹrqoun a, b me 3a + bt = 1. Tÿra 3a ∈ M afoÔ 3 ∈ M kai bt ∈ M afoÔ t ∈ M. ’Ara 1 ∈ M kai sunepÿc M = G pou shmaÐnei ìti to I_3 eÐnai megistikì.

ParathreÐste tÿra ìti 5 = (2 + i)(2 − i) kai 5 ∈ I_5, 2 + i ∉ I_5, 2 − i ∉ I_5, dhladă to I_5 den eÐnai prÿto ideÿdec Ĺra oÔte kai megistikì.

1.10.1 Askăseic

Askhsh 63 ApodeÐxte thn antÐstrofh kateÔjunsh tou Jewrămatoc 18.

Askhsh 64 Na deÐxete ìti ta mìna ideÿdh tou Z eÐnai autĹ thc morfăc (n) me n fusikìc arijmìc kai ìti èna ideÿdec tou Z eÐnai megistikì an kai mìno an parĹgetai apì prÿto arijmì.

Askhsh 65 Ac jewrăsoume to daktÔlio tou Gauss, dhladă to daktÔlio G = {a + bi : a, b ∈ Z, i^2 = −1} pou eÐnai metajetikìc daktÔlioc me monĹda upodaktÔlioc tou daktulÐou twn migadikÿn arijmÿn. ’Estw I_3 = {a + bi : 3|a kai 3|b Na apodeÐxete ìti o daktÔlioc G/M_3 eÐnai èna sÿma pou èqei akribÿc 9 stoiqeÐa.

Askhsh 66 Sto G na jewrăsete to M = {z(2 + i) : z ∈ G}. Na apodeÐxete ìti G/M ∼= Z_5 Askhsh 67 ’Estw Z( √ 2) = {a + b √ 2 : a, b ∈ Z} kai M = {a + b √ 2 ∈ Z( √ 2) : 5|a, 5|b} Na apodeÐxete ìti to Z( √ 2)/M eÐnai èna sÿma me 25 stoiqeÐa.

1.11 JewrÐa Diairetìthtac se akèraiec perioqèc

Sthn parĹgrafo aută ja epiqeirăsoume na epekteÐnoume thn jewrÐa diairetìthtac pou anaptÔxame sto Z se mÐa afhrhmènh akèraia perioqă. ’Oloi oi daktÔlioi pou ja jewroÔme se aută thn parĹgrafo ja eÐnai akèraiec perioqèc. Sth {jewrÐa diairetìthtac} shmantikì rìlo paÐzoun ta ideÿdh thc akèraiac perioqăc kai kurÐwc ta ideÿdh pou parĹgontai apì èna peperasmèno plăjoc stoiqeÐwn a_1, a_2, . . . a_n thc akèraiac perioqăc. JumÐzoume ìti ta kÔria ideÿdh mÐac akèraiac perioqăc R eÐnai ta ideÿdh pou parĹgontai apì èna stoiqeÐo, dhladă autĹ thc morfăc (a) = {ar : r ∈ R} EpÐshc jumÐzoume ìti to ideÿdec pou parĹgoun ta a_1, a_2, . . . a_n eÐnai to sÔnolo ìlwn twn stoiqeÐwn thc morfăc r_1a_1 + · · · + r_na_n : r_1, . . . , r_n ∈ R. Ta stoiqeÐa autĹ onomĹzontai kai oi sunduasmoÐ twn a_1, a_2, . . . a_n .

(a_1, a_2, . . . a_n) = {r_1a_1 + · · · + r_na_n : r_1, . . . , r_n ∈ R}

ParathreÐste epÐshc ìti:

(a_1) ∩ · · · ∩ (a_n) ⊆ (a_1, . . . , a_n)

XekinĹme me èna profană orismì:

Orismìc 35 ’Estw a, b dÔo mh mhdenikĹ stoiqeÐa mÐac akèraiac perioqăc R. Ja lème ìti a to diaireÐ to b an upĹrqei c ∈ R tètoio ÿste b = ac. Se aută thn perÐptwsh ja grĹfoume a|b. An a|b ja lème epÐshc ìti to b diaireÐtai apì to a. Ja jewroÔme ìti to 0|a gia kĹje a ∈ R.

MÐa isodÔnamh diatÔpwsh sthn glÿssa twn idewdÿn eÐnai h parakĹtw:

Prìtash 22 To stoiqeÐo a diaireÐ to b an kai mìno an (a) ⊆ (b) a|b ⇔ (b) ⊆ (a) (1.6) Apìdeixh: a|b ⇐⇒ ∃r : b = ar ⇐⇒ b ∈ (a) ⇐⇒ ∀r br ∈ (a) ⇐⇒ (b) ⊆ (a) □ Orismìc 36 DÔo stoiqeÐa a, b mÐac akèraiac perioqăc R ja lègontai omìloga (wc proc thn diairetìthta) an to èna diaireÐ to Ĺllo ă isodÔnama an ta ideÿdh pou parĹgoun sumpÐptoun.

Ja grĹfoume a ∼ b an ta a, b eÐnai omìloga. H sqèsh aută eÐnai fanerĹ sqèsh isodunamÐac se mÐa akèraia perioqă^{22}. Merikèc aplèc parathrăseic sqetikĹ me tic parapĹnw ènnoiec tic sunoyÐzoume se mÐa prìtash:

Prìtash 23 ’Estw R mÐa akèraia perioqă.

1. ’Ena stoiqeÐo thc R eÐnai antistrèyimo an kai mìno an eÐnai omìlogo tou 1. 2. DÔo stoiqeÐa a, b eÐnai omìloga an kai mìno an upĹrqei èna antistrèyimo stoiqeÐo e me a = eb.

AfoÔ ta antistrèyima stoiqeÐa eÐnai akribÿc autĹ pou eÐnai omìloga me th monĹda ja ta lème kai monadiaÐa.

San parĹdeigma anafèroume ìti sto daktÔlio twn akeraÐwn tou Gauss ta monadiaÐa stoiqeÐa eÐnai ta 1, −1, i, −i kai mìno autĹ.

SuneqÐzontac thn anĹptuxh mÐac {genikăc jewrÐac diairetìthtac} eisĹgoume tic ènnoiec tou mègistou koinoÔ diairèth kai tou elĹqistou koinoÔ pollaplasÐou^{23}.

Orismìc 37 ’Estw a_1, a_2, . . . a_n mh mhdenikĹ stoiqeÐa mÐac akèraiac perioqăc R. ’Ena stoiqeÐo d ≠ 0 ja lègetai koinìc diairèthc twn a_1, a_2, . . . a_n an diaireÐ to kĹje èna apì autĹ kai mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, a_2, . . . a_n an (a) To d eÐnai koinìc diairèthc twn a_1, a_2, . . . a_n.

(b) KĹje Ĺlloc koinìc diairèthc d^′ twn a_1, a_2, . . . a_n diaireÐ ton d.

’Ena stoiqeÐo m ≠ 0 ja lègetai koinì pollaplĹsio twn a_1, a_2, . . . a_n an diaireÐtai apì to kĹje èna apì autĹ kai ja lègetai elĹqisto koinì pollaplĹsio twn a_1, a_2, . . . a_n an (a) To d eÐnai koinì pollaplĹsio twn a_1, a_2, . . . a_n.

(b) KĹje Ĺllo koinì pollaplĹsio m^′ twn a_1, a_2, . . . a_n diaireÐtai apì ton m.

ParathreÐste ìti oi orismoÐ eÐnai sqedìn Ðdioi me autoÔc pou eÐqame sto daktÔlio twn akeraÐwn me th diaforĹ ìti ekeÐ o mègistoc koinìc diairèthc jèlame na eÐnai jetikìc arijmìc. Aută h epiplèon sunjăkh kai to gegonìc ìti sto Z ta mìna antistrèyima stoiqeÐa eÐnai ta 1, −1 mac exasfĹlize thn monadikìthta tou mègistou koinoÔ diairèth (kai antÐstoiqa tou elĹqistou koinoÔ pollaplĹsiou). Se mÐa akèraia perioqă den èqoume bèbaia oÔte grammikă diĹtaxh kai pijanìtata pollĹ (ă akìma kai Ĺpeira ) antistrèyima stoiqeÐa opìte den mporoÔme na èqoume monadikìthta autÿn twn ennoiÿn. ’Eqoume ìmwc monadikìthta wc proc th sqèsh isodunamÐac ∼ pou orÐsame lÐgo prin.

22kai genikĹ se èna daktÔlio afoÔ oi orismoÐ autoÐ mporoÔn na epektajoÔn se opoiodăpote daktÔlio

23ParathreÐste ton duðsmì twn dÔo autÿn ennoiÿn ìpou h ènnoia tou elĹqistou koinoÔ pollaplĹsiou prokÔptei an ston orismì tou mègistou koinoÔ diairèth antikatastăsoume to {diaireÐ} me {diaireÐtai}

An a_1, a_2, . . . a_n eÐnai mh mhdenikĹ stoiqeÐa tìte oi mègistoi koinoÐ diairètec touc (an upĹrqoun) ja eÐnai ìloi omìlogoi metaxÔ touc. Me Ĺlla lìgia: An d eÐnai ènac mègistoc koinìc diairèthc twn stoiqeÐwn a_1, a_2, . . . a_n tìte kĹje Ĺlloc mègistoc koinìc diairèthc d^′ ja grĹfetai san d^′ = ed me e monadiaÐo stoiqeÐo, allĹ kai kĹje stoiqeÐo thc morfăc ed me e monadiaÐo ja eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, a_2, . . . a_n.

AnĹlogh paratărhsh isqÔei kai gia to elĹqisto koinì pollaplĹsio.

Mègistoi koinoÐ diairètec den upĹrqoun aparaÐthta se kĹje akèraia perioqă. Gia na proqwrăsoume perissìtero prèpei na perioristoÔme se perioqèc ìpou mporoÔme na exasfalÐsoume thn Ôparxh mègistou koinoÔ diairèth. Ja strafoÔme kurÐwc sth melèth tou mègistou koinoÔ diairèth parĹ se autăn tou elĹqistou koinoÔ pollaplĹsiou gia dÔo lìgouc. H ènnoia tou mègistou koinoÔ diairèth eÐnai polÔ pio shmantikă gia na meletĹme problămata diairetìthtac kai epÐshc an gnwrÐzoume ìti upĹrqei o mègistoc koinìc diairèthc xèroume ìti upĹrqei kai elĹqisto koinì pollaplĹsio. Gia na to deÐxoume autì ja deÐxoume prÿta èna lămma.

Lămma 2 ’Estw a_1, . . . , a_n, r mh mhdenikĹ stoiqeÐa mÐac akèraiac perioqăc. Tìte:

(a) An upĹrqei ènac mègistoc koinìc diairèthc d twn ra_1, . . . , ra_n tìte upĹrqei ènac mègistoc koinìc diairèthc d^′ twn a_1, . . . , a_n me d = rd^′.

(b) An upĹrqei èna elĹqisto koinì pollaplĹsio m twn a_1, . . . , a_n tìte upĹrqei èna elĹqisto koinì pollaplĹsio m^′ twn ra_1, . . . , ra_n me m^′ = rm.

Apìdeixh: (a) Ac upojèsoume ìti upĹrqei ènac mègistoc koinìc diairèthc d twn ra_1, . . . , ra_n. To r eÐnai ènac koinìc diairèthc twn ra_1, . . . , ra_n Ĺra diaireÐ to d pou shmaÐnei ìti upĹrqei d^′ me d = rd^′. Ja deÐxoume ìti o d^′ eÐnai ènac mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_n. FanerĹ eÐnai koinìc diairèthc. Mènei na deÐxoume ìti kĹje Ĺlloc koinìc diairèthc t twn a_1, . . . , a_n ja ton diaireÐ. O rt eÐnai koinìc diairèthc twn ra_1, . . . , ra_n kai sunepÿc rt|d dhladă rt|rd^′. AllĹ tìte t|d^′, kai deÐxame autì pou jèlame.

To (b) to afănoume san Ĺskhsh. □

ShmeÐwsh 2 Apì to prohgoÔmeno Lămma an upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc twn ra_1, . . . , ra_n ja upĹrqei kai mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_n. To antÐstrofo DEN isqÔei pĹntote. EpÐshc an gnwrÐzoume thn Ôparxh elĹqistou koinoÔ pollaplĹsiou gia touc a_1, . . . , a_n xèroume ìti upĹrqei kai gia touc ra_1, . . . , ra_n. Ki edÿ DEN isqÔei pĹntote to antÐstrofo. Autì mac deÐqnei to epìmeno parĹdeigma.

ParĹdeigma 17 Ac jewrăsoume to daktÔlio R = Z( √ −5) = {a + b √ −5 : a, b ∈ Z} pou eÐnai akèraia perioqă san upodaktÔlioc tou sÿmatoc twn migadikÿn^{24} . EÐnai qrăsimo na orÐsoume kai mÐa ektÐmhsh N(x) pou se kĹje stoiqeÐo x tou R ja antistoiqeÐ èna jetikì akèraio N(x) kai h opoÐa na sèbetai ton pollaplasiasmì:

N(xy) = N(x)N(y) (1.7)

Aută orÐzetai apì th sqèsh N(a + b √ −5) = a^2 + 5b^2 (1.8)

Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti me autì ton orismì ikanopoieÐtai h sqèsh 1.7 lìgw thc genikăc tautìthtac^{25} :

(a^2 + mb^2)(c^2 + md^2) = (ac − mbd)^2 + m(ad + bc)^2 (1.9)

An gia kĹpoia stoiqeÐa x, y tou R sunèbaine xy = 1 lìgw thc sqèshc 1.7 ja eÐqame ìti N(x)N(y) = 1 Ĺra ja èprepe N(x) = N(y) = 1. AllĹ h sqèsh a^2 + 5b^2 = 1 stouc akèraiouc shmaÐnei ìti a = ±1, b = 0 kai katalăgoume ìti ta mìna monadiaÐa (=antistrèyima) stoiqeÐa tou R eÐnai ta 1, -1. Genikìtera ja èqoume^{26}: a|b ⇒ N(a)|N(b) Ac jewrăsoume touc arijmoÔc

A = 3, B = 2 + √ −5 EÐnai eÔkolo na doÔme ìti:

UpĹrqoun mègistoi koinoÐ diairètec twn A, B sto Z( √ −5) kai eÐnai oi ±1.

Ac doÔme tÿra an upĹrqoun mègistoi koinoÐ diairètec twn arijmÿn

3A = 9, 3B = 6 + 3 √ −5 Ja èqoume

9 = 3 · 3 = (2 + √ −5)(2 − √ −5) 6 + 3 √ −5 = 3 · (2 + √ −5) Den eÐnai dÔskolo na doÔme^{27} ìti oi mìnoi diairètec tou 9 eÐnai oi ±1, ±3, ±(2 + √ −5), ±(2 − √ −5), ±9 24dhladă oi prĹxeic eÐnai oi sunăjeic prĹxeic migadikÿn arijmÿn 25Gia m = 5 26an a|b tìte gia kĹpoio c ja eÐqame ìti b = ac kai apì thn sqèsh 1.7, N(b) = N(a)N(c) Ĺra N(a)|N(b) 27An o a + b √ −5 diaireÐ ton 9 tìte ja prèpei a^2 + 5b^2|81 dhladă ja prèpei a^2 + 5b^2 = 1 ă a^2 + 5b^2 = 3 ă a^2 + 5b^2 = 9 ă a^2 + 5b^2 = 27 ă a^2 + 5b^2 = 81

kai tou 6 + 3 √ −5 oi ±1, ±3, ±(2 + √ −5), ±(6 + 3 √ −5) kai sunepÿc o koinoÐ diairètec eÐnai oi ±1, ±3, ±(2 + √ −5) KaneÐc ìmwc apì autoÔc den mporeÐ na diaireÐtai apì OLOUS touc upìloipouc koinoÔc diairètec kai katalăgoume ìti

Den upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc twn 3A = 9, 3B = 6 + 3 √ −5 sto Z( √ −5).

Ac jumhjoÔme edÿ ìti an upĹrqei kĹpoioc mègistoc koinìc diairèthc d gia kĹpoia stoiqeÐa a_1, . . . , a_n miac akèraiac perioqăc tìte autìc den men eÐnai monadikìc allĹ kajorÐzei ìlouc touc upìloipouc pou eÐnai akribÿc ìsoi eÐnai omìlogoi me autìn, dhladă thc morfăc ed me e èna monadiaÐo (=antistrèyimo) stoiqeÐo^{28}.

To prohgoÔmeno Lămma mac èlege ìti an gnwrÐzoume thn Ôparxh enìc mègistou koinoÔ diairèth d gia ta ra_1, ra_2, . . . , ra_n thn gnwrÐzoume kai gia ta a_1, a_2, . . . , a_n kai mĹlista o d eÐnai thc morfăc rd^′ me d^′ mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, a_2, . . . , a_n. To antÐstrofo den isqÔei pĹntote, ìpwc to prohgoÔmeno parĹdeigma mac èdeixe.

To epìmeno Lămma mac lèei ìti an gnwrÐzoume thn Ôparxh mègistou koinoÔ diairèth gia opoiadăpote (mh mhdenikĹ) stoiqeÐa mÐac akèraiac perioqăc tìte o kĹje koinìc diairèthc d twn a_1, a_2, . . . , a_n kajorÐzei plărwc touc mègistouc koinoÔc diairètec twn ra_1, ra_2, . . . , ra_n san ìlouc autoÔc pou eÐnai omìlogoi me ton rd. AllĹ kai antÐstrofa an xèroume mègisto koinì diairèth gia touc ra_1, ra_2, . . . , ra_n autìc eÐnai pollaplĹsio tou r kai kajorÐzei ètsi ìlouc touc mègistouc koinoÔc diairètec twn a_1, ra_2, . . . , a_n me th sqèsh^{29} MKΔ(ra_1, . . . , ra_n) = rMKΔ(a_1, . . . , a_n) (1.10) Lămma 3

An R eÐnai mÐa akèraia perioqă me thn idiìthta gia opoiadăpote dÔo mh mhdenikĹ stoiqeÐa thc na upĹrqei ènac mègistoc koinìc diairèthc touc tìte gia opoiadăpote mh mhdenikĹ stoiqeÐa a, b, r ∈ R isqÔei to exăc:

O d eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn a, b an kai mìno an o dr eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn ra, rb.

28KĹtw apì autì to prÐsma mporoÔme na milĹme gia èna mègisto koinì diairèth sa na eÐnai monadikìc.

29PROSOQH ìmwc, h sqèsh aută isqÔei se akèraiec perioqèc pou gnwrÐzoume ìti ìpoia stoiqeÐa kai na pĹroume autĹ èqoun mègisto koinì diairèth.

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti d eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn a, b tìte o rd eÐnai ènac koinìc diairèthc twn ra, rb. Ac upojèsoume ìti o d^′ eÐnai ènac mègistoc koinìc diairèthc twn ra, rb (pou upĹrqei lìgw thc upìjeshc ìti dÔo opoiadăpote mh mhdenikĹ stoiqeÐa èqoun mègisto koinì diairèth). Apì to Lămma 2 ja upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc d_1 twn a, b me d_1 = rd^′. DÔo opoioidăpote mègistoi koinoÐ diairètec twn a, b eÐnai omìlogoi metaxÔ touc dhladă d_1 = ed gia kĹpoio antistrèyimo stoiqeÐo e. AllĹ tìte o dr ja eÐnai omìlogoc me ton d_1r = d^′ kai sunepÿc mègistoc koinìc diairèthc.

Me ton Ðdio sullogismì apodeiknÔetai kai to antÐstrofo. □ Teleiÿnoume aută thn parĹgrafo deÐqnontac ìti se akèraiec perioqèc pou xèroume ìti upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc gia opoiadăpote dÔo mh mhdenikĹ stoiqeÐa touc tìte upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc kai elĹqisto koinì pollaplĹsio gia osodăpote pollĹ mh mhdenikĹ stoiqeÐa.

Prìtash 24 (a) An se mÐa akèraia perioqă upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc dÔo opoiwndăpote mh mhdenikÿn stoiqeÐwn thc tìte ja upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc opoioudăpote(peperasmènou) plăjouc mh mhdenikÿn stoiqeÐwn thc. (b) An se mÐa akèraia perioqă upĹrqei elĹqisto koinì pollaplĹsio dÔo opoiwndăpote mh mhdenikÿn stoiqeÐwn thc tìte ja upĹrqei to elĹqisto koinì pollaplĹsio opoioudăpote(peperasmènou) plăjouc mh mhdenikÿn stoiqeÐwn thc. (g) An se mÐa akèraia perioqă upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc (antÐstoiqa, elĹqisto koinì pollaplĹsio) dÔo opoiwndăpote mh mhdenikÿn stoiqeÐwn thc tìte ja upĹrqei elĹqisto koinì pollaplĹsio ( antÐstoiqa, mègistoc koinìc diairèthc) dÔo (Ĺra apì (a) kai (b), kai opoioudăpote plăjouc ) mh mhdenikÿn stoiqeÐwn thc.

Apìdeixh: (a) ’Estw R mÐa akèraia perioqă sthn opoÐa upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc dÔo opoiwndăpote mh mhdenikÿn stoiqeÐwn thc. Ja deÐxoume me epagwgă sto n ≥ 2 ìti an èqoume a_1, . . . , a_n mh mhdenikĹ stoiqeÐa thc R ja upĹrqei o mègistoc koinìc diairèthc touc. Gia n = 2 autì eÐnai h upìjesă mac. Ac upojèsoume ìti to gnwrÐzoume gia kĹpoio n − 1 ≥ 2 kai ac jewrăsoume a_1, . . . , a_n mh mhdenikĹ stoiqeÐa thc R.

’Estw d_0 na eÐnai ènac mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_{n−1}, o opoÐoc upĹrqei apì thn epagwgikă mac upìjesh, kai d na eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn d_0, a_n. Ja deÐxoume ìti o d eÐnai mègistoc koinìc twn a_1, . . . , a_{n−1}, a_n.

FanerĹ o d eÐnai koinìc diairèthc. Ac upojèsoume ìti d^′ eÐnai ènac koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_{n−1}, a_n tìte ja eÐnai kai koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_{n−1} kai afoÔ o d_0 eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc autÿn twn arijmÿn ja èqoume ìti d^′|d_0. Sunepÿc o d^′ eÐnai ènac koinìc diairèthc twn d_0, a_n kai afoÔ o d eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc twn d_0, a_n ja èqoume ìti d^′|d, pou shmaÐnei ìti o d eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_{n−1}, a_n.

’Omoia deÐqnoume kai to (b).

Gia to (g): Ac upojèsoume èqoume mÐa akèraia perioqă R ìpou upĹrqei o mègistoc koinìc diairèthc dÔo opoiwndăpote mh mhdenikÿn stoiqeÐwn thc. Ac jewrăsoume a, b mh mhdenikĹ stoiqeÐa thc R kai èstw d na eÐnai ènac mègistoc koinìc diairèthc touc, opìte gia kĹpoia a_1, b_1 ∈ R ja èqoume ìti

a = da_1, b = db_1 (1.11)

gia kĹpoia a_1, b_1 ∈ R. Tìte afoÔ to d · 1 eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn da_1, da_2 to Lămma 3 mac exasfalÐzei ìti

(*) To 1 eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, b_1.

IsqurÐzomai ìti:

(**) O m = da_1a_2 eÐnai elĹqisto koinì pollaplĹsio twn a, b.

AfoÔ m = ab_1 = a_1b profanÿc eÐnai koinì pollaplĹsio. ArkeÐ na deÐxw ìti ja diaireÐ opoiodăpote Ĺllo koinì pollaplĹsio m^′ twn a, b. JewroÔme loipìn èna tètoio m^′. Tìte ja upĹrqoun x, y me m^′ = xa = yb kai apì thn 1.11

m^′ = xa = yb ⇒ xda_1 = ydb_1 ⇒ xa_1 = yb_1 (1.12)

Lìgw thc (*) to 1 eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, b_1 kai sunepÿc apì to Lămma 3 to y ja eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn ya_1, yb_1. AllĹ apì thn 1.12 èqoume ìti o a_1 eÐnai koinìc diairèthc twn ya_1, yb_1 kai sunepÿc ja diaireÐ ton y. AllĹ tìte o m ja diaireÐ ton a^′. □

Orismìc 38 Ja onomĹzoume mÐa akèraia perioqă R, mia MKD-perioqă an opoiadăpote dÔo mh mhdenikĹ stoiqeÐa thc R èqoun mègisto koinì diairèth.

1.12 AnĹgwga stoiqeÐa -Prÿta stoiqeÐa- Orismìc thc Perioqăc monosămanthc anĹlushc

KĹje stoiqeÐo a miac akèraiac perioqăc mporeÐ na diaspasteÐ se ginìmeno me èna tetrimèno trìpo: a = 1 · a, ă akìma a = (−1) · (−a) kai genikĹ

a = e · (e^{−1}a), e antistrèyimo stoiqeÐo thc R (1.13)

EmeÐc endiaferìmaste gia stoiqeÐa mÐac akèraiac perioqăc gia ta opoÐa o mìnoc trìpoc na diaspastoÔn se ginìmeno eÐnai o prohgoÔmenoc. Ta stoiqeÐa autĹ ta lème anĹgwga. Sto Z ta anĹgwga stoiqeÐa eÐnai autĹ thc morfăc ±p ìpou p eÐnai prÿtoc arijmìc.

Orismìc 39 ’Ena mh mhdenikì stoiqeÐo p mÐac akèraiac perioqăc ja to onomĹzoume:

1. AnĹgwgo an den eÐnai mhdèn ă antistrèyimo 1 kai an opotedăpote isqÔei p = ab tìte eÐte to a eÐte to b eÐnai antistrèyimo.

2. Prÿto an den eÐnai mhdèn ă antistrèyimo kai opotedăpote p|ab tìte eÐte p|a eÐte p|b. faneÐc.

H ènnoia tou prÿtou eÐnai pio isqură apì autăn tou anĹgwgou me thn ènnoia ìti ta prÿta stoiqeÐa eÐnai anĹgwga. PrĹgmati, an p = ab kai to p eÐnai prÿto tìte eÐte p|a eÐte p|b. Ac upojèsoume ìti p|a dhladă ìti a = pd gia kĹpoio d. Tìte p = (db)p kai afoÔ eÐmaste se akèraia perioqă ja èqoume db = 1 dhladă to b eÐnai antistrèyimo. To antÐstrofo den isqÔei pĹntote^{30}:

ParĹdeigma 18 Sto Z( √ −5) (kai pĹli) deÐxte ìti to 2 + √ −5 eÐnai anĹgwgo allĹ ìqi kai prÿto. (Upìdeixh: To 2 + √ −5|3 · 3 allĹ eÐnai adÔnaton na diaireÐ to 3.)

An wstìso h perioqă mac eÐnai perioqă MKD (dhladă opoiadăpote a, b mh mhdenikĹ stoiqeÐa èqoun èna mègisto koinì diairèth) tìte prÿta kai anĹgwga stoiqeÐa sumpÐptoun.

ParakĹtw ja qarakthrÐsoume ta anĹgwga kai ta prÿta stoiqeÐa mÐac akèraiac perioqăc sth glÿssa twn idewdÿn.

Orismìc 40 ’Ena kÔrio ideÿdec (a) ja lègetai megistikì kÔrio ideÿdec an eÐnai gnăsio ideÿdec kai den upĹrqei Ĺllo gnăsio kÔrio ideÿdec pou na to perièqei gnăsia.

Prìtash 25 ’Estw R mÐa akèraia perioqă kai p èna mh mhdenikì, mh antistrèyimo stoiqeÐo. Tìte:

(1) To p eÐnai anĹgwgo an kai mìno an to ideÿdec (p) eÐnai megistikì kÔrio ideÿdec.

(2) To p eÐnai prÿto an kai mìno an to ideÿdec (p) eÐnai prÿto ideÿdec.

Apìdeixh:

(1): Ac upojèsoume ìti to p eÐnai anĹgwgo kai ìti gia kĹpoio a isqÔei (p) ⊆ (a). Tìte gia kĹpoio r ∈ R ja isqÔei p = ar. Tìte eÐte to a eÐte to r ja eÐnai antistrèyimo. An to a eÐnai antistrèyimo tìte (a) = R. An pĹli to r eÐnai antistrèyimo tìte a = r^{−1}p kai sunepÿc a ∈ (p) opìte (a) ⊆ (p) dhladă (a) = (p). ’Ara ta mìna kÔria ideÿdh pou mporeÐ na perièqoun to (p) eÐnai to R eÐte o eautìc tou, pou shmaÐnei ìti to (p) eÐnai megistikì kÔrio ideÿdec.

30Ston daktÔlio Z bèbaia h ènnoiec autèc sumpÐptoun

AntÐstrofa, ac upojèsoume ìti to (p) eÐnai megistikì kÔrio ideÿdec kai èstw ìti p = ab. Tìte ja èqoume ìti (p) ⊆ (a) kai sunepÿc (a) = (R) opìte to a ja eÐnai antistrèyimo eÐte (a) = (p) opìte ta a, p ja eÐnai omìloga kai to b ja eÐnai anagkastikĹ antistrèyimo. Sunepÿc to p eÐnai anĹgwgo.

(2): Ac upojèsoume ìti to p eÐnai prÿto stoiqeÐo kai èstw ab ∈ (p). Tìte p|ab opìte eÐte p|a opìte a ∈ (p) eÐte p|b opìte b ∈ (p) kai deÐxame ìti to (p) eÐnai prÿto ideÿdec.

To antÐstrofo to afănoume san Ĺskhsh. □

Orismìc 41 MÐa akèraia perioqă R ja onomĹzetai perioqă monosămanthc (ă monadikăc) anĹlushc an isqÔoun oi parakĹtw dÔo sunjăkec:

(1) KĹje stoiqeÐo a ∈ R pou den eÐnai oÔte mhdenikì oÔte antistrèyimo grĹfetai san èna ginìmeno a = p_1 . . . p_n anĹgwgwn stoiqeÐwn tou R.

(2) H anaparĹstash enìc mh antistrèyimou mh mhdenikoÔ stoiqeÐou a tou R èqei monadikă anaparĹstash san ginìmeno anĹgwgwn stoiqeÐwn me thn exăc ènnoia: An a = p_1 · · · p_n = q_1 · · · q_m eÐnai dÔo anaparastĹseic tou a se ginìmeno prÿtwn stoiqeÐwn tìte m = n kai upĹrqei mÐa metĹjesh σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} tètoia ÿste gia kĹje i ∈ {1, . . . , n} o p_i eÐnai omìlogoc me ton q_{σ(i)}, dhladă p_i = eq_{σ(i)} ìpou e antistrèyimo.

Apì ton orismì thc perioqăc monosămanthc anĹlushc kĹje stoiqeÐo a ∈ R miac perioqăc monosămanthc anĹlushc eÐte ja eÐnai to 0 eÐte ja eÐnai antistrèyimo eÐte ja grĹfetai katĹ ousiastikĹ monadikì trìpo sa ginìmeno anĹgwgwn stoiqeÐwn thc perioqăc. An mazèyoume touc prÿtouc pou epanalĹmbontai se mia anaparĹstash enìc mh antistrèyimou mh mhdenikoÔ stoiqeÐou a tìte autì ja grĹfetai sth morfă a = p^{n1}_1 · · · p^{nk}_k (1.14)

ìpou oi p_1, . . . , p_k eÐnai prÿtoi mh omìlogoi anĹ dÔo kai ta n_1, . . . , n_k jetikoÐ akèraioi arijmoÐ.

Se mia perioqă monosămanthc anĹlushc ta anĹgwga stoiqeÐa ja eÐnai kai prÿta. PrĹgmati ac upojèsoume ìti to p ∈ R eÐnai anĹgwgo stoiqeÐo kai ìti diaireÐ to ginìmeno ab me a, b ∈ R. MporoÔme na parastăsoume ta a, b san ginìmena

a = up^{n1}_1 . . . p^{nk}_k (1.15) b = vp^{m1}_1 . . . p^{mk}_k (1.16)

ìpou:

1. Ta p_1, . . . , p_k eÐnai anĹgwga stoiqeÐa kai ta u, v antistrèyima stoiqeÐa.

2. Ta n_1, . . . , n_k, m_1, dots, m_k eÐnai jetikoÐ akèraioi pou mporoÔn na pĹroun kai thn timă mhdèn allĹ an n_i = 0 tìte m_i ≠ 0 kai an m_i = 0 tìte n_i ≠ 0.

Ac upojèsoume ìti to p eÐnai anĹgwgo stoiqeÐo tou R kai ìti p|ab. Lìgw twn prohgoumènwn to ab = uvp^{n1+m1} · · · p^{nk+mk} = uvp^{s1}_1 · · · p^{sk}_k ìpou s_i ≥ 1 gia kĹje i = 1, . . . , k. Lìgw thc monadikìthtac thc anĹlushc se ginìmeno prÿtwn o p prèpei na eÐnai anĹlogoc me kĹpoio p_j apì touc p_1, . . . , p_k pou shmaÐnei ìti eÐte p|a (an n_j ≥ 1) eÐte p|b (an m_j = 1). DeÐxame loipìn ìti

Kaje anĹgwgo stoiqeÐo miac Perioqăc monosămanthc AnĹlushc eÐnai kai prÿ- toc An Jèsoume t_i = min{m_i, n_i} gia kĹje i = 1, . . . , k kai d = p^{t1}_1 · · · p^{tk}_k fanerĹ o t eÐnai koinìc diairèthc twn a, b. An tÿra d^′ eÐnai ènac koinìc diairèthc twn a, b tìte an kĹpoia dÔnamh prÿtou prÿtou p^t emfanÐzetai sthn anĹlush tou d^′ ja prèpei na upĹrqoun i kai antistrèyimo stoiqeÐo e me p = ep_i kai

min{n_i, m_i} ≤ t (1.17)

PrĹgmati to ìti o p eÐnai omìlogoc me kĹpoion apì touc p_1, . . . , p_k prokÔptei apì to monosămanto thc anĹlushc tou a gia parĹdeigma. An den ătan kĹpoioc apì autoÔc afoÔ a = px gia kĹpoio x ∈ R, analÔontac to x ja eÐqame dÔo analÔseic ìpou sthn mÐa emfanÐzetai ènac prÿtoc pou den eÐnai omìlogoc me kanèna prÿto thc Ĺllhc anĹlushc. An pĹli sunèbaine -pq- p = p_i kai t > n_i tìte pĹli ja parabiazìtan to monosămanto thc anĹlushc tou a enÿ an t|m_i ja parabiazìtan to monosămanto thc anĹlushc tou b. Apì thn sqèsh 1.17 pou isqÔei gia kĹje i èqoume profanÿc ìti d^′|d. Katalăxame sunepÿc sto na deÐxoume thn epìmenh:

Prìtash 26 ’Estw R mÐa perioqă monosămanthc anĹlushc. Tìte: (1) H R eÐnai MKD-perioqă.

(2) KĹje anĹgwgo stoiqeÐo thc R eÐnai prÿto.

1.12.1 Askăseic

Askhsh 68 Sto Z( √ −5) deÐxte ìti ta ±(2± √ −5) eÐnai anĹgwga allĹ ìqi prÿta.

Askhsh 69 Sto Z deÐxte ìti ta anĹgwga stoiqeÐa eÐnai akribÿc ta prÿta stoiqeÐa.

Askhsh 70 Na deÐxete ìti se mÐa MKD-perioqă isqÔoun ta parakĹtw: 1. An o d, d^′ eÐnai mègistoi koinoÐ diairètec twn a, b kai a = da_1, b = d^′b_1 tìte oi koinoÐ diairètec twn a_1, b_1 eÐnai ta antistrèyima stoiqeÐa thc R kai mìno autĹ. 2. An a, b, c mh mhdenikĹ stoiqeÐa thc R kai a|bc kai to 1 eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn a, c tìte a|b. DeÐxte me èna parĹdeigma ìti autì den isqÔei genikĹ se akèraiec perioqèc.

Askhsh 71 DeÐxte ìti to Z( √ −5) = {a+b √ −5 : a, b ∈ Z} eÐnai akèraia perioqă pou den eÐnai MKD-akèraia perioqă.

Askhsh 72 DeÐxte ìti se mÐa MKD-perioqă ta prÿta kai ta anĹgwga stoiqeÐa sumpÐptoun.

Askhsh 73 Ac upojèsoume ìti a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n, eÐnai mh mhdenikĹ stoiqeÐa mÐac akèraiac perioqăc kai isqÔei

a_1b_1 = a_2b_2 = · · · = a_nb_n = c

Na deÐxete ta parakĹtw:

(a) An upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc twn ra_1, . . . , ra_n gia kĹje r ≠ 0 tìte ja upĹrqei elĹqisto koinì pollaplĹsio twn b_1, . . . , b_n

(a) An upĹrqei elĹqisto koinì pollaplĹsio twn a_1, . . . , a_n tìte ja upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc twn b_1, . . . , b_n

1.13 JewrÐa diairetìthtac se perioqèc kurÐwn idewdÿn

Gia na proqwrăsoume pio polÔ sthn afhrhmènh jewrÐa diairetìthtac jèloume na èqoume akèraiec perioqèc pou na èqoun idiìthtec anĹlogec me autèc pou sunantĹme stouc akèraiouc. Pio sugkekrimèna ja jèlame na isqÔoun oi parakĹtw dÔo idiìthtec:

1. Gia opoiadăpote mh mhdenikĹ stoiqeÐa a_1, . . . , a_n, opoioudăpote plăjouc n, na upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc touc. 2. KĹje mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_n na eÐnai ènac sunduasmìc autÿn twn stoiqeÐwn ă isodÔnama d ∈ (a_1, . . . , a_n)

Askhsh 74 DeÐxte ìti (1) O d eÐnai koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_n an kai mìno an (a_1)∩· · ·∩(a_n) ⊆ (d) (2) O d eÐnai sunduasmìc twn a_1, . . . , a_n an kai mìno an (d) ⊆ (a_1, . . . , a_n)

ParathreÐste to exăc:

Prìtash 27 ’Estw R mÐa akèraia perioqă, a_1, . . . , a_n mh mhdenikĹ stoiqeÐa thc. An

(a_1) ∩ · · · ∩ (a_n) ⊆ (d) ⊆ (a_1, . . . , a_n)

tìte o d eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_n.

Apìdeixh: H sqèsh (a_1) ∩ · · · ∩ (a_n) ⊆ (d) mac lèei ìti o d eÐnai ènac koinìc diairèthc twn a_1, . . . a_n enÿ h (d) ⊆ (a_1, . . . , a_n), ìti upĹrqoun kĹpoia r_1, . . . , r_n me d = r_1a_1 + · · · + r_na_n. An tÿra o d^′ eÐnai kĹpoioc koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_n tìte profanÿc ja diaireÐ kai ton d = r_1a_1 + · · · + r_na_n. □

Prìtash 28 ’Estw R mÐa akèraia perioqă, a_1, . . . , a_n mh mhdenikĹ stoiqeÐa thc. Tìte ta a_1, . . . , a_n èqoun mègisto koinì diairèth d pou eÐnai sunduasmìc touc dhladă pou na ekfrĹzetai sth morfă d = r_1a_1 + · · · + r_na_n

an kai mìno an to to ideÿdec (a_1, . . . , a_n) eÐnai kÔrio ideÿdec.

Apìdeixh: An ta a_1, . . . , a_n èqoun mègisto koinì diairèth d pou eÐnai sunduasmìc touc tìte fanerĹ (d) ⊆ (a_1, . . . , a_n). Gia na pĹroume kai ton antÐjeto egkleismì, jewrÿ x = s_1a_1 + · · · + s_na_n ∈ (a_1, . . . , a_n). Epeidă o d eÐnai koinìc diairèthc gia kĹje i = 1, . . . , n ja èqw ìti a_i = db_i gia kĹpoia b_i opìte x = (s_1b_1 +· · ·+s_nb_n)d ∈ (d).

Sunepÿc (a_1, . . . a_n) = (d) eÐnai kÔrio ideÿdec.

AntÐstrofa an to (a_1, . . . a_n) eÐnai kÔrio ja èqoume ìti gia kĹpoio r ja isqÔei (a_1, . . . a_n) = (d). Apì thn Prìtash 27 èqoume Ĺmesa ìti o d eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, . . . a_n kai ekfrĹzetai san sunduasmìc touc. □

PernĹme tÿra se mÐa shmantikă kathgorÐa akèraiwn perioqÿn.

Orismìc 42 MÐa akèraia perioqă ja lègetai perioqă kÔriwn idewdÿn an kĹje ideÿdec thc eÐnai kÔrio ideÿdec.

Skopìc mac eÐnai na deÐxoume ìti mÐa perioqă kÔriwn idewdÿn èqei shmantikèc idiìthtec, ìpwc gia parĹdeigma ìti upĹrqei pĹntote o mègistoc koinìc diairèthc dÔo stoiqeÐwn thc (eÐnai dhladă MKD-perioqă) kai ìti kĹjemh mhdenikì stoiqeÐo thc pou den eÐnai antistrèyimo grĹfetai monosămanta san ginìmeno anĹgwgwn stoiqeÐwn (eÐnai dhladă perioqă monosămanthc anĹlushc). EpÐshc den qreiĹzetai na anhsuqoÔme an ta stoiqeÐa thc anĹlushc eÐnai anĹgwga ă prÿta afoÔ, ìpwc ja doÔme, se perioqèc kÔriwn idewdÿn.

H Prìtash 28 mac dÐnei èna Ĺmeso sumpèrasma gia tic perioqèc kÔriwn idewdÿn:

Prìtash 29 An R eÐnai perioqă kÔriwn idewdÿn tìte gia opoiadăpote mh mhdenikĹ stoiqeÐa thc a_1, . . . , a_n upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc touc d^{31} pou ekfrĹzetai pĹntote san sunduasmìc twn a_1, . . . , a_n. Eidikìtera kĹje perioqă kÔriwn idewdÿn eÐnai MKD-perioqă.

XekinĹme me mÐa shmantikă idiìthta twn perioqÿn kÔriwn idewdÿn:

Jeÿrhma 21 ’Estw R mÐa perioqă kÔriwn idewdÿn kai (I_n)_{n=1}+∞ mÐa aÔxousa akoloujÐa idewdÿn thc R dhladă I_1 ⊆ I_2 ⊆ · · · ⊆ I_n ⊆ I_{n+1} ⊆ . . . Tìte upĹrqei èna n_0 tètoio ÿste

An n ≥ n_0 tìte I_n = I_{n0}

Apìdeixh: ’Estw (I_n)^{+∞}_{n=1} mÐa aÔxousa akoloujÐa idewdÿn thc R kai I = ⋃_{+∞} n=1 I_n h ènwsă touc. Tìte to I eÐnai èna ideÿdec kai afoÔ eÐmaste se perioqă kÔriwn idewdÿn ja upĹrqei a ∈ R me I = (a). ’Estw kĹpoio n_0 me a ∈ I_{n0} . Tìte I = (a) ⊆ I_0 ⊆ I, Ĺra I_{n0} = I kai profanÿc ìtan n ≥ n_0 afoÔ I_{n0} ⊆ I_n ja èqoume ìti I_n = I_{n0} = I = (a). □

Prìtash 30 Se mÐa perioqă kÔriwn idewdÿn kĹje megistikì ideÿdec eÐnai prÿto ideÿdec.

Apìdeixh: ’Estw I na eÐnai megistikì ideÿdec kai p ∈ R me I = (p). FanerĹ to p den eÐnai oÔte mhdèn oÔte antistrèyimo, afoÔ ta megistikĹ ideÿdh eÐnai gnăsia. ja deÐxoume ìti to p eÐnai prÿto.

PrĹgmati ac upojèsoume ìti p|ab kai èstw J = (a, p) = {xa + yp : x ∈ R, y ∈ B. To J ⊇ I, kai afoÔ to I eÐnai megistikì eÐte J = I eÐte J = R. Sthn prÿth perÐptwsh ja èqoume ìti a ∈ (p) dhladă p|a.

Sth deÔterh perÐptwsh ja èqoume ìti 1 ∈ (a, p) dhladă gia kĹpoia x, y ∈ R ja sumbaÐnei 1 = ax + py, opìte b = abx + pby kai afoÔ p|ab ja èqoume ìti p|b. □

Apì tic ProtĹseic 30 kai 25 èqoume Ĺmesa:

Prìtash 31 ’Ena ideÿdec mÐac perioqăc kÔriwn idewdÿn eÐnai megistikì an kai mìno an eÐnai prÿto. Eidikìtera, se mÐa perioqă kÔriwn idewdÿn ta anĹgwga kai ta prÿta stoiqeÐa thc sumpÐptoun.

Ac kĹnoume to prÿto băma gia na deÐxoume ìti oi perioqèc prÿtwn idewdÿn eÐnai perioqèc monosămanthc anĹlushc.

31Ĺra kai to elĹqisto koinì pollaplĹsiì touc

Prìtash 32 KĹje mh mhdenikì mh antistrèyimo stoiqeÐo a mÐac perioqăc kÔriwn idewdÿn ekfrĹzetai sa ginìmeno a = pb ìpou p prÿtoc thc perioqăc.

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti autì den mporeÐ na sumbeÐ dhladă upĹrqei mhdenikì mh antistrèyimo stoiqeÐo a mÐac perioqăc kÔriwn idewdÿn den ekfrĹzetai sa ginìmeno a = pb ìpou p prÿtoc thc perioqăc. Tìte autì den eÐnai anĹgwgo (jumìmaste ìti ta anĹgwga stoiqeÐa eÐnai oi prÿtoi) giatÐ tìte ja to grĹfame a = 1 · a. Sunepÿc upĹrqoun a_1, b_1 me to a_1 mh antistrèyimo kai a = a_1b_1, opìte^{32} (a) ⊆ (a_1) Efarmìzontac ton Ðdio sullogismì gia to a_1 ja katalăxoume epagwgikĹ se mÐa Ĺpeirh gnăsia aÔxousa akoloujÐa idewdÿn

(a) ⊂ (a_1) ⊂ (a_2) ⊂ . . .

kai èrqìmaste se antÐfash me to Jeÿrhma 21. □

Prìtash 33 KĹje mh mhdenikì mh antistrèyimo stoiqeÐo a mÐac perioqăc kÔriwn idewdÿn ekfrĹzetai sa ginìmeno prÿtwn.

Apìdeixh: Apì thn prohgoÔmenh Prìtash to a grĹfetai san a = p_1a_1 me p_1 prÿtoc. An to a_1 eÐnai antistrèyimo èqoume teleiÿsei afoÔ to a_1p_1 eÐnai prÿtoc. An ìqi tìte to a_1 = p_2a_2 me to p_2 prÿtoc. SuneqÐzoume thn diadikasÐa aută pou prèpei na termatÐzetai se èna peperasmèno arijmì bhmĹtwn. PrĹgmati, an mporoÔsame na suneqÐzame ep Ĺpeiron ja upărqe mÐa Ĺpeirh akoloujÐa (p_n)_n apì prÿtouc ÿste a = a_1p_1 = a_2p_1p_2 = a_3p_1p_2p_3 = . . . kai ja erqìmaste pĹli se antÐfash me to Jeÿrhma 21 giatÐ tìte ja paÐrname mÐa gnăsia aÔxousa akoloujÐa idewdÿn:

(a) ⊂ (p_1) ⊂ (p_2) ⊂ . . .

An h akoloujÐa aută termatisteÐ se n bămata tìte èqoume ìti to a grĹfetai san a = p_1 · · · p_n me ta p_1, . . . , p_n prÿtouc. □

Jeÿrhma 22 KĹje perioqă kÔriwn idewdÿn eÐnai perioqă monosămanthc anĹlushc.

Apìdeixh: Apì thn prohgoÔmenh prìtsh èqoume ìti kĹje stoiqeÐo a mÐac perioqăc kÔriwn idewdÿn pou den eÐnai oÔte mhdèn oÔte antistrèyimo ja analÔetai se èna ginìmeno prÿtwn:

a = p_1p_2 · · · p_n (1.18)

ArkeÐ na deÐxoume ìti h anĹlush aută eÐnai monosămanth. Me Ĺlla lìgia prèpei na deÐxoume pwc an a = p_1p_2 · · · p_n = q_1q_2 · · · q_m (1.19)

me ta p_1, p_2, . . . , p_n, q_1, q_2 . . . , q_m prÿtouc, tìte 1) m = n kai

32To sÔmbolo ⊂ ennoeÐ gnăsio uposÔnolo

2) UpĹrqei mÐa 1-1 sunĹrthsh σ : {1, . . . n} → {1, . . . n} tètoia ÿste o p_i na eÐnai omìlogoc me ton q_{σ(i)} gia kĹje i ∈ {1, . . . n}

Gia na dieukolunjoÔme sthn parousÐash mac an J ⊆ {1, . . . , n} = {j_1, . . . , j_k} to ginìmeno p_{j1} · · · p_{jk} ìlwn twn p_j me deÐkth j ∈ J ja sumbolÐzetai en suntomÐa ∏ j∈J p_j

AnĹlogo nìhma ja èqei kai h èkfrash ∏ j∈J q_j ìtan J ⊆ {1, . . . , m}. ’Etsi, an jèsoume A_1 = {1, 2, . . . , n}, B_1 = {1, 2, . . . , m} h exÐswsh 2.19 grĹfetai ∏ i∈A_1 p_i = ∏ j∈B_1 q_j (1.20)

Upojètoume ìti n ≤ m.

Epeidă o p_1 eÐnai prÿtoc kai diaireÐ to ginìmeno q_1q_2 · · · q_m ja diaireÐ kĹpoion apì touc q_1, . . . , q_m. Jètoume σ(1) na eÐnai o mikrìteroc i apì touc {1, . . . , m} ÿste p_1|q_i. Ja èqoume loipìn ìti p_1|q_{σ(1)}, dhladă q_{σ(1)} = p_1a_1. AllĹ o q_{σ(1)} eÐnai prÿtoc kai se kĹje anĹlusă touc se ginìmeno dÔo paragìntwn o ènac eÐnai monadiaÐoc. O p_1 den eÐnai monadiaÐoc Ĺra ja eÐnai o a_1 kai ètsi èqoume ìti o q_{σ(1)} eÐnai omìlogoc me ton p_1. An jèsoume

A_2 = {2, 3, . . . , m}, B_2 = B_1 \ {σ(1)}

h exÐswsh 1.20 grĹfetai p_1 ∏ i∈A_2 pi = a1p1 ∏ j∈B_2 qj kai me apaleifă tou p1 ja

èqoume ∏ i∈A_2 p_i = a_1 ∏ j∈B_2 q_j (1.21)

ìpou to a_1 eÐnai monadiaÐo kai profanÿc den mporeÐ na diaireÐtai apì kanènan prÿto. Epeidă to p_2 | |a_1 ∏_{j∈B2} q_j eÐte diaireÐ to a_1 eÐte diaireÐ to ∏_{j∈B2} q_j . AllĹ to a_1 den gÐnetai na to diaireÐ afoÔ oi prÿtoi den eÐnai monadiaÐa kai mìno ta monadiaÐa diairoÔn monadiaÐa sunepÿc

p_2 | | ∏ j∈B_2 q_j

Me ton Ðdio sullogismì ìpwc kai prÐn ja upĹrqei èna j ∈ B_2 me p_2|q_j kai jètoume

σ(2) = min{j ∈ B_2 : p_2|q_j }

Jètoume A_3 = {3, . . . , n}, B_3 = B_2 \ {σ(2)} kai katalăgoume sto ìti p_3 | | ∏ j∈B_3 q_j Se n bămata ja èqoume orÐsei mÐa 1-1 sunĹrthsh σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , m} ìpou o p_i ja eÐnai omìlogoc me ton q_{σ(i)}. ParathroÔme akìma pwc an m ≠ n dhladă an n < m tìte to sÔnolo B_n ≠ ∅ kai ja katalăgame se mÐa sqèsh

1 = e ∏ j∈B_n q_j me e monadiaÐo pou eÐnai adÔnato giatÐ tìte kĹpoioc prÿtoc ja diairoÔse th monĹda. ’Ara m = n kai h prìtasă mac apodeÐqthke plărwc. □

1.14 EukleÐdiec Perioqèc

EukleÐdiec perioqèc ja onomĹzoume ekeÐnec tic akèraiec perioqèc stic opoÐec èqoume èna anĹlogo thc tautìthtac thc diaÐreshc (Jeÿrhma 4) h opoÐa mac epètrepe na grĹyoume èna algìrijmo me ton opoÐo brÐskoume to mègisto koinì diairèth dÔo mh mhdenikÿn akèraiwn. Me ton algìrijmo autì deÐxame ìti o mègistoc koinìc diairèthc dÔo akèraiwn eÐnai ènac akèraioc sunduasmìc touc. To basikì shmeÐo sthn tautìthta thc diaÐreshc eÐnai ìti to upìloipo thc diaÐreshc èqei apìluth timă mikrìterh apì thn apìluth timă tou diairèth. Autì mac epitrèpei me suneqeÐc diairèseic na èqoume mia akoloujÐa apì upìloipa pou to kĹje èna èqei apìluth timă mikrìterh apì tou prohgoÔmenou dhladă oi apìlutec timèc touc fjÐnoun. AllĹ oi apìlutec timèc akèraiwn eÐnai fusikoÐ arijmoÐ kai gnăsia fjÐnousa akoloujÐa fusikÿn den upĹrqei (Arqă thc Kalăc DiĹtaxhc). Katalăgame ètsi ìti kĹpoio upìloipo ja mhdenisteÐ kai se autì to stĹdio brÐskame ton mègisto koinì diairèth. Stic EukleÐdiec perioqèc jèloume na èqoume mÐa anĹlogh ènnoia me aută thc apìluthc timăc, thn opoÐa se genikoÔc daktÔliouc onìmazoume EukleÐdia ektÐmhsh kai o orismìc thc dÐnetai amèswc parakĹtw:

Orismìc 43 ’Estw R mÐa akèraia perioqă. MÐa sunĹrthsh N : R → N ja lègetai EukleÐdia ektÐmhsh an èqei tic parakĹtw idiìthtec: (1) An a ≠ 0 tìte N(a) ≠ 0.

(2) Gia opoiadăpote mh mhdenikĹ a, b ∈ R N(ab) ≥ max{N(a), N(b)}.

ParadeÐgmata

1.14. EUKLE§IDIES PERIOQ§ES 73

1. JewroÔme èna opoiodăpote mh mhdenikì akèraio m kai jewroÔme ton upodaktÔlio tou sÿmatoc twn migadikÿn: Z( √ m) = {a + b √ m : a, b ∈ Z} An m = 1 kai genikĹ an o m eÐnai tèleio tetrĹgwno tìte aplÿc paÐrnoume to Z. An m = −1 paÐrnoume to daktÔlio twn akèraiwn tou Gauss kai an m < 0 kai to |m| eÐnai tèleio tetrĹgwno pĹli ton daktÔlio twn akèraiwn tou Gauss ja èqoume. Ja jewroÔme ìlouc daktÔliouc Z( √ m) ìpou m = ±1 eÐte o |m| den eÐnai tèleio tetrĹgwno. Se autoÔc orÐzoume N(a + b √ m) = |(a + b √ m)(a − b √ m) = |a^2 − mb^2|

EÐnai eÔkolo na deÐxoume ìti: 1. N(a + b √ m) = 0 an kai mìno an a = b = 0. 2. An x, y ∈ Z( √ m) tìte N(xy) = N(x)N(y).

Pou deÐqnei ìti eidikìtera oi sunartăseic N eÐnai EukleÐdiec ektimăseic se ìlouc autoÔc touc daktÔliouc.

2. Ac jewrăsoume mÐa opoiadăpote akèraia perioqă R kai to daktÔlio R[x] ìlwn twn poluwnÔmwn mÐac metablhtăc x me suntelestèc apì to R. Gia kĹje poluÿnumo f(x) ∈ R[x] orÐzoume N(f) na eÐnai o bajmìc tou poluwnÔmou. Tìte eÐnai eÔkolo na doÔme ìti afoÔ gia poluÿnuma f, g mh mhdenikoÔ bajmoÔ isqÔei N(fg) = N(f) + N(g) h N eÐnai mÐa EukleÐdia ektÐmhsh stic akèraiec perioqèc poluwnÔmwn.

DÐnoume tÿra ton orismì thc ènnoiac thc EukleÐdiac Perioqăc:

Orismìc 44 MÐa akèraia perioqă R ja lègetai EukleÐdia perioqă an mporeÐ na oristeÐ mÐa EukleÐdia ektÐmhsh N : R → N tètoia ÿste gia opoiadăpote a, b ∈ R me a ≠ 0 upĹrqoun^{33} k, υ ÿste N(υ) < N(a), b = ka + υ Ja teleiÿsoume deÐqnontac ìti oi EukleÐdiec perioqèc eÐnai perioqèc kÔriwn idewdÿn pou shmaÐnei ìti se EukleÐdiec perioqèc èqoume ìla ta pleonektămata pou isqÔoun stouc sunhjismènouc akèraiouc: Ta anĹgwga stoiqeÐa eÐnai kai prÿta, upĹrqei o mègistoc koinìc diairèthc kai to elĹqisto koinì pollaplĹsio ìpoiwndăpote mh mhdenikÿn stoiqeÐwn touc, o mègistoc koinìc diairèthc twn a_1, . . . , a_n ekfrĹzetai san sunduasmìc twn a_1, . . . , a_n kai tèloc kĹje mh mhdenikì mh antistrèyimo stoiqeÐo ekfrĹzetai katĹ ousiastikĹ monadikì trìpo san ginìmeno anĹgwgwn stoiqeÐwn thc perioqăc.

33ìqi aparaÐthta monadikĹ

Jeÿrhma 23 KĹje EukleÐdia perioqă eÐnai perioqă prÿtwn idewdÿn. Apìdeixh: ’Estw R mÐa eukleÐdia perioqă me sunĹrthsh ektÐmhshc N kai I èna opoiodăpote ideÿdec thc. An I = (0) eÐnai kÔrio kai upojètoume ètsi ìti I ≠ (0). JewroÔme to parakĹtw uposÔnolo tou N: M = {N(x) : x ∈ I, x ≠ 0} To M eÐnai mh kenì uposÔnolo twn fusikÿn, 0 ∉ M kai sunepÿc èqei èna elĹqisto stouqeÐo N(b) me b ≠ 0.

ParathreÐste tÿra ìti an x ∈ I tìte N(x) < N(b) mporeÐ na sumbaÐnei mìno an x = 0.

Ja deÐxoume ìti I = (b) PrĹgmati, èstw x ∈ I. Epeidă h R eÐnai EukleÐdia perioqă ja upĹrqoun k, υ me N(υ) < N(b), x = bk + υ Epeidă x, b ∈ I ja èqoume ìti υ ∈ I kai apì thn prohgoÔmenh paratărhsh ja èqoume ìti υ = 0 Ĺra b|x Ĺra I ⊂ (b) AllĹ b ∈ I Ĺra kai (b) ⊂ I kai h apìdeixh tou jewrămatoc mac oloklărÿjhke. □ Pìrisma 1 KĹje eukleÐdia perioqă eÐnai perioqă monosămanthc anĹlushc.

KefĹlaio 2

Efarmogèc thc Genikăc JewrÐac Eidikèc Akèraiec Perioqèc

2.1 DaktÔlioi PoluwnÔmwn mÐac metablhtăc

’Estw F na eÐnai mÐa akèraia perioqă, n ≥ 0 ènac fusikìc arijmìc kai x èna sÔmbolo pou x ∉ F . Ja onomĹzoume poluÿnumo bajmoÔ n (wc proc th metablhtă x ) me suntelestèc apì to F kĹje parĹstash thc morfăc

f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n (2.1)

ìpou n ≥ 0 a_n ≠ 0. SuqnĹ ja grĹfoume antÐ thc 2.1 èna poluÿnumo f(x) san

f(x) = n∑ i=0 a_ix^i (2.2)

Me R[x] ja sumbolÐzoume to sÔnolo ìlwn twn poluwnÔmwn kĹje bajmoÔ me èna epiplèon stoiqeÐo 0 to opoÐo ja onomĹzoume to mhdenikì poluÿnumo kai to opoÐo ja jewroÔme diaforetikì apì kĹje Ĺllo poluÿnumo. GenikĹ an f(x) = ∑_n i=0 a_ix^i = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n, g(x) = ∑_m j=0 b_ix^i = b_0 + a_1x + · · · + a_mx^m eÐnai dÔo mh mhdenikĹ poluÿnuma ja ta jewroÔme Ðsa an kai mìno an èqoun ton Ðdio bajmì kai touc Ðdiouc omoiìbajmouc suntelestèc, sugkekrimèna:

f(x) = g(x) ⇔ m = n, a_0 = b_0, a_1 = b_1, . . . a_n = b_n

To R[x] gÐnetai akèraia perioqă me tic akìloujec prĹxeic:

1. 0·f(x) = f(x)·0 = 0, 0+f(x) = f(x)+0 = f(x) gia opoiodăpote f(x) ∈ R[x]. 2. An f(x) = ∑_n i=0 a_ix^i = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n, g(x) = ∑_m j=0 b_ix^i = b_0 + a_1x + · · · + a_mx^m eÐnai dÔo mh mhdenikĹ poluÿnuma tìte f(x) · g(x) = m+n∑ k=0 c_kx^k (2.3)

c_k = k∑ i=0 a_ib_{k−i} (2.4)

3. H prìsjesh orÐzetai me to na prosjèsoume touc suntelestèc twn omoiìbajmwn ìrwn. Epeidă ìmwc eÐnai dunatìn, an ta poluÿnuma èqoun ton Ðdio bajmì, na katèbei o bajmìc tou ajroÐsmatoc prèpei na orÐsoume lÐgo prosektikĹ to Ĺjroisma. ’Estw f(x) = ∑_n i=0 a_ix^i = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n, g(x) = ∑_m j=0 b_ix^i = b_0 + a_1x + · · · + a_mx^m eÐnai dÔo mh mhdenikĹ poluÿnuma. ja diakrÐnoume dÔo periptÿseic: (a) Ta poluÿnuma èqoun ton Ðdio bajmì : m = n. Se aută thn perÐptwsh jètoume N = max{0 ≥ i ≥ n : a_i − b_i ≠ 0}

An o N den upĹrqei tìte jètoume f(x) + g(x) = 0 enÿ an upĹrqei tìte

f(x) + g(x) = N∑ i=0 (a_i + b_i)x^i

(b) Ta poluÿnuma èqoun diaforetikì bajmì : m < n. Se aută thn perÐptwsh jètoume

f(x) + g(x) = n∑ i=0 (a_i + b_i)x^i

ìpou jewroÔme b_i = 0 an i > m.

Oi prohgoÔmenoi orismoÐ faÐnontai kĹpwc perÐplokoi kai o lìgoc eÐnai ìti prèpei na anaferìmaste kĹje forĹ stouc bajmoÔc twn poluwnÔmwn. UpĹrqei ìmwc kai ènac pio sÔntomoc orismìc tou daktÔliou R[x]. H idèa eÐnai na tautÐsoume sth skèyh mac èna poluÿnumo

a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n

me thn akoloujÐa (a_0, a_1, . . . , a_n, 0, 0, 0, . . . )

Orismìc 45 ’Estw R ènac daktÔlioc. MÐa telikĹ mhdenikă akoloujÐa stoiqeÐwn tou R eÐnai mÐa akoloujÐa (a_n)^{+∞}_{n=0} pou me a_n ∈ R gia kĹje n kai ìla ta stoiqeÐa thc-ektìc apì peperasmèno plăjoc - eÐnai Ðsa me 0. Me Ĺlla lìgia upĹrqei èna n_0 ∈ N tètoio ÿste gia kĹje n ≥ n_0 isqÔei a_n = 0.

Me 0 ja sumbolÐzoume thn akoloujÐa stoiqeÐwn tou R pou ìla ta mèlh thc eÐnai Ðsa me 0.

An (a_n)^{+∞}_{n=0} eÐnai mÐa telikĹ mhdenikă skoloujÐa diaforetikă apì thn 0 ja onomĹzoume bajmì thc (a_n)^{+∞}_{n=0} to megalÔtero arijmì n me thn idiìthta a_n ≠ 0. Tic telikĹ mhdenikèc akoloujÐec stoiqeÐwn enìc daktulÐou R ja tic onomĹzoume kai poluÿnuma me suntelestèc apì to R. O jajmìc mÐac mh mhdenikăc akoloujÐac ja lègetai o bajmìc tou poluwnÔmou.

To sÔnolo ìlwn twn poluwnÔmwn sto R ja sumbolÐzetai me R[x].

Orismìc 46 To R[x] ja jewreÐtai daktÔlioc me prĹxeic:

(a_n)^{+∞}_{n=0} + (b_n)^{+∞}_{n=0} = (a_n + b_n)^{+∞}_{n=0}

(a_n)^{+∞}_{n=0} · (b_n)^{+∞}_{n=0} = (a_0b_n + a_1b_{n−1} + · · · + a_{n−1}b_1 + a_nb_0)^{+∞}_{n=0} = (_n ∑ k=0 a_kb_{n−k} )_{+∞} n=0 Gia kĹje poluÿnumo f ∈ R[x] ja jètoume N(f) = { 0 an f = 0 (bajmìc tou f) + 1 an f ≠ 0

H parakĹtw prìtash afănetai san Ĺskhsh:

Prìtash 34 An R eÐnai akèraia perioqă kai f, g eÐnai dÔo mh mhdenikĹ poluÿnuma sthn R[x] tìte

N(f) = 0 an kai mìno an f = 0 (2.5) N(f + g) = max{N(f), N(g)} (2.6) N(fg) = N(f) + N(g) − 1 (2.7)

EidikĹ h N eÐnai mÐa EukleÐdia ektÐmhsh.

To basikì apotèlesma autăc thc paragrĹfou eÐnai to akìloujo:

Jeÿrhma 24 ’Estw R na eÐnai èna sÿma. Tìte Gia opoiadăpote poluÿnuma f, g ∈ R me g ≠ 0 upĹrqoun dÔo poluÿnuma k, υ me N(υ) < N(g) kai f = kg + υ Me Ĺlla lìgia to R[x] eÐnai mÐa EukleÐdia Perioqă.

Apìdeixh: An f = 0 ă N(f) < N(g) arkeÐ na jèsoume k = 0 kai υ = f kai teleiÿsame. ’Ara mporoÔme exarqăc na upojètoume pwc f ≠ 0 kai N(f) ≥ N(g). Ja apodeÐxoume to Jeÿrhma me epagwgă sto bajmì N(f) − 1 tou f. An N(f) = 1 tìte N(g) = 1 kai afoÔ f, g ≠ 0 ja èqoume f = a_0 ≠ 0, g = b_0 ≠ 0. Epeidă to R eÐnai sÿma to b_0 antistrèfetai kai arkeÐ na jèsoume k = b^{−1}_0 a_0 opìte υ = 0 kai N(υ) = 0 < 1 = N(g).

Ac upojèsoume ìti gnwrÐzoume to jeÿrhma gia kĹje f, g me N(f) ≤ n + 1 kai N(g) ≤ N(f). Jewrÿ dÔo f, g me N(f) = n + 1 kai N(g) ≤ N(f) ìpou f = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n + a_{n+1}x^n, g = b_0 + · · · + b_mx^m me m ≥ n, a_{n+1}b_m ≠ 0. Jètoume^1 h = a_nb^{−1}_m x^{n−m}, f^′ = f − gh ParathreÐste ìti N(f^′) < N(g). An N(f^′) < N(h) èqoume teleiÿsei lìgw thc paratărhshc pou kĹname sthn arqă thc apìdeixhc. An pĹli N(g) ≤ N(f^′) tìte mporoÔme na qrhsimopoiăsoume thn epagwgikă upìjesh gia ta f^′, h kai na broÔme k^′, υ me N(υ) < N(g) kai f^′ = f − gh = k^′g + υ AllĹ tìte f = (k + h)g + υ = kg + υ

kai to JeÿrhmĹ mac apodeÐqthke plărwc. □

EÐdame sthn prohgoÔmenh parĹgrafo ìti kĹje EukleÐdia Perioqă eÐnai perioqă kÔriwn idewdÿn kai eidikìtera perioqă monosămanthc anĹlushc. Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti an to F eÐnai sÿma ta mìna antistrèyima stoiqeÐa tou F [x] ja eÐnai ta stajerĹ mh mhdenikĹ poluÿnuma dhladă autĹ me bajmì Ðso me 0 (jumhjeÐtai ìti to 0 den èqei bajmì). ’Ara ta anĹgwga poluÿnuma ja èqoun bajmì ≥ 1 kai fanerĹ ta poluÿnuma prÿtou bajmoÔ eÐnai anĹgwga. AutĹ mac dÐnoun Ĺmesa to exăc pìrisma:

Pìrisma 2 An F eÐnai sÿma to F [x] eÐnai perioqă Perioqă KÔriwn Idewdÿn kai sunepÿc Perioqă monosămanthc AnĹlushc.

Eidikìtera kĹje anĹgwgo poluÿnumo eÐnai prÿto kai kĹje mh mhdenikì mh stajerì poluÿnumo f ∈ F [x] analÔetai katĹ monadikì trìpo se ginìmeno anĹgwgwn poluwnÔmwn.

MporoÔme na deÐxoume kai me Ĺmeso trìpo ìti to F [x] eÐnai perioqă kurÐwn idewdÿn. PrĹgmati, ac jewrăsoume èna opoiodăpote ideÿdec I tăc akèraiac perioqăc F [x] ìlwn twn poluwnÔmwn mÐac metablhtăc me suntelestèc apì to sÿma

1EnnoeÐtai ìti h = 0 + 0x + 0x^2 + · · · + 0x^{n−m−1} + b^{−1}_m x^{n−m} kai ìti an n = m tote aplĹ h = b^{−1}_m

F . Upojètoume ìti I ≠ (0) kai èstw èna stoiqeÐo f ∈ I me ton elĹqisto dunatì bajmì dhladă bajmìcf ≤ bajmìcg gia opoiodăpote g ∈ I. Profanÿc (f) ⊂ I ja deÐxoume ìti kai I ⊂ (f) opìte I = (f), dhladă to I eÐnai kÔrio ideÿdec.

’Estw g ∈ I. AfoÔ to f èqei bajmì mikrìtero ă Ðso apì to g, opìte N(f) ≤ N(g), ja upĹrqoun k, υ ∈ F [x] me g = kf + υ me N(υ) < N(f). AllĹ υ = g − kf, g, kf ∈ I Ĺra kai υ ∈ I. Autì sunepĹgetai ìti to υ den mporeÐ na eÐnai poluÿnumo diaforetikì apì to mhdenikì (isodÔnama na èqoume N(υ > 0) , giatÐ tìte ja eÐqe bajmì pou ja ătan mikrìteroc apì apì autìn tou f, to opoÐo apokleÐetai lìgw thc eklogăc tou f. ’Ara υ = 0 kai sunepÿc g ∈ (f). ’Ara I ⊂ (f) kai katalăgoume ìti I = (f)

Apì ìsa èqoume deÐ mèqri tÿra ènac daktÔlioc poluwnÔmwn F [x] eÐnai perioqă monoshmĹnthc anĹlushc ìtan to F eÐnai sÿma, me Ĺlla lìgia kĹje poluÿnumo f(x) ∈ F [x] ja grĹfetai monosămanta san èna ginìmeno f(x) = p_1(x) · · · p_n(x) me p_1(x), . . . , p_n(x) anĹgwga poluÿnuma. AllĹ poiĹ eÐnai ta anĹgwga stoiqeÐa tou F [x]?

Kat’ arqăn parathroÔme ìti ta poluÿnuma mhdenikoÔ bajmoÔ den eÐnai (afoÔ eÐnai ta antistrèyima stoiqeÐa tou F [x]). EpÐshc, ìla ta poluÿnuma prÿtou bajmoÔ eÐnai anĹgwga, giatÐ an èna poluÿnumo prÿtou bajmoÔ analuìtan se ginìmeno perissìterwn apì èna anĹgwgwn poluwnÔmwn tìte autĹ ja eÐqan Ĺjroisma twn bajmÿn touc Ðso me 1, pou den gÐnetai. To an upĹrqoun poluÿnuma bajmoÔ megalÔterou apì èna pou na eÐnai anĹgwga autì exartĹtai apì to sÿma F . An gia parĹdeigma F = Q tìte to x^2 − 2 eÐnai anĹgwgo enÿ to Ðdio poluÿnumo sto R den eÐnai. EpÐshc to x^2 + 1 san stoiqeÐo tou R[x] eÐnai anĹgwgo enÿ an to doÔme san stoiqeÐo tou C [x] den eÐnai. ’Opwc ja doÔme to C [x] èqei thn idiìthta pou epijumoÔme, dhladă ta anĹgwga stoiqeÐa tou na eÐnai ta poluÿnuma prÿtou bajmoÔ kai mìno autĹ.

Apì edÿ kai sto exăc ja jewroÔme pĹntote ìti o daktÔlioc twn poluwnÔmwn F [x] orÐzetai pĹnw se sÿma.

Ac sunoyÐsoume ìla ta apotelèsmata autăc thc paragrĹfou An F eÐnai èna sÿma tìte:

(1) O daktÔlioc twn poluwnÔmwn tou F [x] eÐnai mÐa akèraia perioqă sthn opoÐa ta antistrèyima stoiqeÐa eÐnai ta poluÿnuma mhdenikoÔ bajmoÔ (dhladă ta stajerĹ mh mhdenikĹ poluÿnuma) kai mìno autĹ.

(2) Epiplèon to F [x] eÐnai EukleÐdia Perioqă sunepÿc perioqă kÔriwn idewdÿn kai perioqă monosămanthc anĹlushc Ĺra kĹje poluÿnumo f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n bajmoÔ n analÔetai monadikĹ se èna

f(x) = p_1(x) · p_2(x) . . . p_k(x)

ìpou ta p_1(x), dots, p_k(x) eÐnai anĹgwga poluÿnuma bajmoÔ ≥ 1 kai to Ĺjroisma twn bajmÿn touc ja dÐnei akribÿc n.

To teleutaÐo prokÔptei apì to gegonìc ìti o bajmìc tou ginomènou mh mhdenikÿn poluwnÔmwn eÐnai to Ĺjroisma twn bajmÿn touc. H monadikìthta shmaÐnei ìti se pijanìn diaforetikèc analÔseic se ginìmeno anĹgwgwn poluwnÔmwn oi parĹgontec thc mÐac anĹlushc ja eÐnai omìlogoi me autoÔc thc Ĺllhc. Epeidă xèroume akribÿc ta antistrèyima stoiqeÐa sto F [x] (ta stajerĹ mh mhdenikĹ poluÿnuma) autì shmaÐnei ìti oi parĹgontec miac anĹlushc èrqontai se mÐa 1-1 antistoiqÐa me touc parĹgontec thc Ĺllhc anĹlushc ÿste o kĹje parĹgontac na eÐnai pollaplĹsio tou antÐstoiqoÔ tou me stajerì arijmì. Pq sto R[x]

x^2 − 1 = (x − 1)(x + 1) = 1 2 (2x − 2)(x + 1) = 1 6 (2x − 2)(3x + 3) = . . .

KĹje poluÿnumo eÐnai fanerĹ omìlogo me kĹpoio pou èqei suntelestă tou megistobĹjmiou ìrou tou Ðso me 1. ’Ena tètoio poluÿnumo ja to onomĹzoume {monikì}, an kai o ìroc autìc den faÐnetai tìso petuqhmènoc.

Orismìc 47 ’Ena poluÿnumo f(x) ∈ F [x] thc morfăc

f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_{n−1}x^{n−1} + x^n

ja lègetai monikì poluÿnumo bajmoÔ n.

FanerĹ ja èqoume ìti:

KĹje poluÿnumo f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_{n−1}x^{n−1} + a_nx^n ∈ F [x] bajmoÔ n ja grĹfetai katĹ monadikì trìpo san ginìmeno

f(x) = a_np_1(x) · p_2(x) . . . p_k(x)

ìpou ta p_1(x), dots, p_k(x) eÐnai anĹgwga monikĹ poluÿnuma bajmoÔ ≥ 1 kai to Ĺjroisma twn bajmÿn touc ja dÐnei akribÿc n. Edÿ h monadikìthta ennoeÐtai me isqurìtero trìpo apì prÐn, dhladă an

f(x) = a_np_1(x) · p_2(x) . . . p_k(x) = a_nq_1(x)·;_2 (x) . . . q_l(x)

me ta p_1(x) · p_2(x) . . . p_k(x), q_1(x) · q_2(x) . . . q_l(x) monikĹ poluÿnuma tìte k = l kai upĹrqei mÐa 1-1 antistoiqeÐa σ : {1, . . . , k} → {1, . . . , k} me p_i = q_{σ(i)} gia kĹje i = 1, . . . , k. Mia basikă ènnoia gia th melèth thc diairetìthtac se èna daktÔlio poluwnÔmwn eÐnai h ènnoiac thc rÐzac.

Orismìc 48 ’Estw F èna sÿma kai a ∈ F . H timă enìc poluwnÔmou f(x) = a_0 +a_1x+· · ·+ a_nx^n ∈ F [x] sto a orÐzetai na eÐnai to stoiqeÐo f(a) = a_0 + a_1a + · · · + a_na^n tou F . RÐza enìc poluwnÔmou f(x) onomĹzetai kĹje a ∈ F me thn idiìthta f(a) = 0.

Jeÿrhma 25 ’Ena monikì poluÿnumo prÿtou bajmoÔ x − a diaireÐ èna poluÿnumo f(x) an kai mìno an to a eÐnai rÐza tou f(x).

Apìdeixh: An to x − a diaireÐ to f(x) tìte ja sumbaÐnei f(x) = (x − a)g(x) gia kĹpoio poluÿnumo g(x) kai fanerĹ f(a) = (a − a)g(a) = 0g(a) = 0. AntÐstrofa, an f(a) = 0 tìte ektelÿntac thn diaÐresh tou f(x) me x − a ja èqoume ìti f(x) = g(x)(x − a) + c ìpou c èna stajerì poluÿnumo kai jètwntac x = a sthn prohgoÔmenh exÐswsh ja èqoume ìti c = 0 Ĺra x − a|f(x). □

Pìrisma 3 An èna poluÿnumo f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n bajmoÔ n èqei san rÐzec ton arijmì c tìte grĹfetai monadikĹ sth morfă f(x) = a_n(x − c)^mg(x) ìpou 1 ≤ m ≤ n kai an m < n tìte to g(x) eÐnai monikì poluÿnumo bajmoÔ n − m, me g(c) ≠ 0, diaforetikĹ g(x) = 1.

O arijmìc m ja onomĹzetai h pollaplìthta thc rÐzac c.

Apìdeixh: ParathreÐste ìti f(x) = a_n ( x^n + a_{n−1} a_n + · · · + a_0 a_n )

, to de poluÿnumo h(x) =^{a0}_{an} + · · · +^{an−1}_{an} x^{n−1} + x^n eÐnai monikì kai èqei tic Ðdiec rÐzec me to f(x). Apì to prohgoÔmeno jeÿrhma ja èqoume ìti h(x) = (x−c)g_1(x) ìpou g_1(x) ja eÐnai monikì poluÿnumo^2. An pĹroume to megalÔtero dunatì fusikì m gia ton opoÐo ja èqoume h(x) = (x − c)^mg(x) fanerĹ 1 ≤ m ≤ n kai^3 to g(c) ≠ 0. ’Enac ligìtero sÔntomoc trìpoc na doÔme ta prĹgmata eÐnai o exăc: Apì to prohgoÔmeno Jeÿrhma, afoÔ to c eÐnai rÐza tou h(x) ja èqoume ìti h(x) = (x − c)g_1(x). An to c den eÐnai rÐza tou h_1(x) teleiÿsame. An eÐnai tìte efarmìzontac pĹli to prohgoÔmeno jeÿrhma, ìti g_1(x) = (x − c)g_2(x), Ĺra h(x) = (x−c)^2g_2(x). SuneqÐzoume me ton Ðdio trìpo...H diadikasÐa ja stamatăsei metĹ apì m forèc ìpou bèbaia 1 ≤ m ≤ n. □

2autì faÐnetai exisÿnontac touc megistobĹjmiouc ìrouc.

3An g(c) = 0 dhladă an o c ătan rÐza tou g tìte ja eÐqame apì to prohgoÔmeno Jeÿrhma ìti h(x) = (x − c)^{m+1}g(x), to opoÐo apokleÐetai lìgw thc eklogăc tou m.

Pìrisma 4 An èna poluÿnumo f(x) = a_0 +· · ·+a_nx^n bajmoÔ n èqei san rÐzec touc c_1, c_2, . . . , c_k (ennoeÐtai diaforetikoÔc anĹ dÔo) tìte diaireÐtai apì to (x − c_1)(x − c_2) · · · (x − c_k) kai grĹfetai monadikĹ sth morfă

f(x) = a_n(x − c_1)^{m1} · · · (x − c_k)^{mk} g(x)

ìpou m_1 + · · · + m_k ≤ n kai an m_1 + · · · + m_k < n tìte to g(x) eÐnai anĹgwgo monikì poluÿnumo bajmoÔ m = n − (m_1 + · · · + m_k), diaforetikĹ g(x) = 1.

Apìdeixh: Epagwgă ston arijmì k. H perÐptwsh k = 1 eÐnai to Pìrisma 3. □ Pìrisma 5 An èna poluÿnumo f(x) èqei bajmì Ðso me n tìte to plăjoc twn diaforetikÿn rizÿn tou eÐnai ≤ n.

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti f(x) eÐqe perissìterec apì n rÐzec, dhladă upărqan n + 1 diaforetikèc rÐzec tou f(x) pou sumbolÐzoume me c_1, . . . , c_{n+1}. Apì ta prohgoÔmena ja eÐqame f(x) = (x − c_1) . . . (x − c_{n+1})g(x) gia kĹpoio poluÿnumo g(x). AllĹ autì ja sămaine ìti o bajmìc tou f(x) ja ătan megalÔteroc apì n, Ĺtopo. □

Orismìc 49 ’Ena sÿma F ja onomĹzetai:

(a) AlgebrikĹ kleistì an kĹje poluÿnumo mh mhdenikoÔ bajmoÔ se autì èqei rÐza.

(b) PragmatikĹ kleistì an kĹje poluÿnumo perittoÔ mh mhdenikoÔ bajmoÔ se autì èqei rÐza.

To parakĹtw Jeÿrhma eÐnai apì ta basikìtera thc ’Algebrac kai gi’ autì onomĹzetai kai Jemeliÿdec Jeÿrhma. ApodeÐqthke gia prÿth forĹ apì ton Gauss. UpĹrqoun pollèc diaforetikoÐ mèjodoi gia na to deÐxoume allĹ kammÐa den eÐnai aplă. Ja to deÐxoume se mÐa xeqwristă parĹgrafo.

Jeÿrhma 26 (To Jemeliÿdec Jeÿrhma thc ’Algebrac) To sÿma C twn migadikÿn arijmÿn eÐnai èna algebrikĹ kleistì sÿma.

Pio aplì se apìdeixh eÐnai to parakĹtw Jeÿrhma:

Jeÿrhma 27 To sÿma R twn pragmatikÿn arijmÿn eÐnai èna pragmatikĹ kleistì sÿma.

Apìdeixh: ’Estw f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n poluÿnumo sto R bajmì n ìpou to n ≥ 1 eÐnai perittìc arijmìc. Ac upojèsoume ìti a_n > 0. Tìte lim x→+∞ f(x) = +∞ (2.8) lim x→−∞ f(x) = −∞ (2.9) H sqèsh 2.8 mac deÐqnei ìti ja upĹrqei kĹpoio x_1 > 0 me f(x_1) > 0 kai h sqèsh 2.9 ìti ja upĹrqei kĹpoio x_2 < 0 me f(x_2) < 0 kai apì to jeÿrhma thc endiĹmeshc timăc gia suneqeÐc sunartăseic^4 ja èqoume ìti to f(x) ja èqei mia rÐza.

H perÐptwsh a_n < 0 eÐnai entelÿc anĹlogh. □ Se algebrikĹ kleistĹ sÿmata (ìpwc to C ) ta mh mhdenikĹ poluÿnuma grĹfontai san ginìmena prwtobĹjmiwn poluwnÔmwn. EidikĹ se autĹ ta anĹgwga stoiqeÐa touc eÐnai ta poluÿnuma prÿtou bajmoÔ kai mìno autĹ.

Pìrisma 6

An èna sÿma F eÐnai algebrikĹ kleistì f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n ∈ F bajmoÔ n ≥ 1 ja grĹfetai monadikì trìpo sthn morfă:

f(x) = a_n(x − c_1)^{m1} · · · (x − c_k)^{mk}

ìpou c_1, . . . , c_k ∈ F eÐnai oi rÐzec tou f(x) kai

m_1 + · · · + m_k = n

Eidikìtera autì sumbaÐnei ìtan F = C .

Apìdeixh: Apì to Pìrisma 4 ja èqoume ìti

f(x) = a_n(x − c_1)^{m1} · · · (x − c_k)^{mk} g(x)

ìpou c_1, . . . , c_k eÐnai ìlec oi diaforetikèc rÐzec pou èqei to f(x) kai to g(x) eÐnai anĹgwgo monikì poluÿnumo. AllĹ tìte ja prèpei g(x) = 1 giatÐ apì upìjesh an eÐqe bajmì > 0 ja eÐqe rÐza kai den ja ătan anĹgwgo. □

Tèloc isqÔei èna jeÿrhma anĹlogo me autì tou Jemeliÿdouc Jewrămatoc thc ’Algebrac gia poluÿnuma me pragmatikoÔc sunteletèc.

Jeÿrhma 28 An f(x) = a_0 +· · ·+a_nx^n ∈ R[x] eÐnai poluÿnumo bajmoÔ n, tìte autì ja grĹfetai katĹ monadikì trìpo sthn morfă:

f(x) = a_n(x − c_1)^{m1} · · · (x − c_k)^{mk} ( (x + b_1)^2 + d^2_1 )_{s1} · · · ( (x + b_l)^2 + d^2_l )_{sl} ìpou c_1, . . . , c_k ∈ F eÐnai oi rÐzec tou f(x) kai

m_1 + · · · + m_k + 2s_1 + · · · + 2s_l = n . 4An f : R → R eÐnai mia suneqăc sunĹrthsh kai upĹrqoun a, b ∈ R me f(a)f(b) < 0 tìte ja upĹrqei kai c metaxÔ twn a, b me f(c) = 0. EpÐshc ta poluÿnuma eÐnai suneqeÐc sunartăseic.

AfoÔ kĹje poluÿnumo se opoiodăpote sÿma grĹfetai monadikĹ sthn morfă f(x) = ap_1(x) . . . p_k(x) me a na eÐnai o suntelestăc tou megistobĹjmiou ìrou kai p_1(x) . . . p_k(x) monikĹ kai anĹgwga poluÿnuma fanerĹ to prohgoÔmeno Jeÿrhma eÐnai isodÔnamo me to exăc:

Jeÿrhma 29 Ta anĹgwga monikĹ poluÿnuma tou R[x] eÐnai ta poluÿnuma thc morfăc x − a, (x − a)^2 + b^2, a, b ∈ R, b ≠ 0 (2.10)

kai mìno autĹ.

Apìdeixh: EÐnai safèc ìti kĹje poluÿnumo thc morfăc 2.10 eÐnai anĹgwgo sto R. An jewrăsoume èna monikì anĹgwgo poluÿnumo f(x) me bajmì ≥ 2. An doÔme to f(x) san stoiqeÐo tou C [x] tìte apì to Jemeliÿdec Jeÿthma ja èqei mia toulĹqiston migadikă rÐza ρ. Epeidă to f(x) eÐnai anĹgwgo den mporeÐ na eÐnai to ρ pragmatikìc arijmìc dhladă ja prèpei

ρ = a + bi, b ≠ 0 (2.11)

Epeidă to f(x) èqei pragmatikoÔc suntelestèc ja prèpei gia kĹje c ∈ C

f(a) = a_0 + a_1c + a_2a^2 + · · · + a_nc^n =

= a_0 + a_1c + a_2a^2 + · · · + a_nc^n = = a_0 + a_1 c + a_2 a^2 + · · · + a_n c^n = = a_0 + a_1c + a_2c^2 + · · · + a_nc^n = = f(a) Sunepÿc afoÔ f(ρ) = 0 ja èqoume ìti f(ρ) = 0 kai lìgw thc 2.11 ja èqoume ìti f(x) = (x − a − bi)(x − a + bi)g(x) = ( (x − a)^2 + b^2 ) g(x) Gia kĹpoio poluÿnumo g(x) pou ja prèpei na èqei pragmatikoÔc suntelestèc. AllĹ to f(x) eÐnai anĹgwgo kai monikì, sunepÿc ja prèpei g(x) = 1 kai to Jeÿrhma mac apodeÐqthke. □

An gnwrÐzoume ìti alhjeÔei to Jeÿrhma 28 tìte eÔkola prokÔptei to Jemeliÿdec Jeÿrhma. Sthn pragmatikìthta o Gauss apèdeixe to Jemeliÿdec Jeÿrhma sth morfă tou Jewrămatoc 28.

Apì to Jemeliÿdec Jeÿrhma ja èqoune to asjenèstero fainomenikĹ apotèlesma:

Jeÿrhma 30 KĹje poluÿnumo me pragmatikoÔc suntelestèc èqei mÐa toulĹqiston migadikă rÐza.

FanerĹ to to Jemeliÿdec Jeÿrhma sunepĹgetai to Jeÿrhma 30. Ac upojèsoume ìti isqÔei to Jeÿrhma 30. Ja deÐxoume apì autì pwc prokÔptei to Jemeliÿdec Jeÿrhma. An f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n eÐnai èna poluÿnumo me migadikoÔc suntelestèc kai jewrăsoume to suzugèc poluÿnumo f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n tìte to poluÿnumo F (x) = f(x)f(x) = b_0 + b_1x + · · · + b_{2n−1}x^{2n−1} + b_{2n}x^{2n} ja èqei pragmatikoÔc suntelestèc, afoÔ

b_k = ∑ i,j, i+j=k a_i a_j , k = 0. . . . , 2n

kai sunepÿc me qrăsh twn idiotătwn twn suzugÿn migadikÿn ja pĹroume

b_k = ∑ i,j, i+j=k a_i a_j = b_k

Apì to Jeÿrhma 30 to F (x) ja èqei mÐa rÐza ρ, dhladă F (ρ) = f(ρ)f(ρ) = 0 An f(ρ) = 0 tìte brăkame mia rÐza tou f(x). An pĹli f(ρ) = 0 tìte f(ρ) = a_0 + a_1ρ + · · · + a_nρ^n = 0 Ĺra f(ρ) = f(ρ) = a_0 + a_1ρ + · · · + a_nrho^n = 0 kai pĹli brăkame mia rÐza tou f(x).

2.1.1 H ParĹgwgoc kai o tÔpoc tou Taylor

MÐa polÔ qrăsimh ènnoia eÐnai aută thc paragÿgou enìc poluwnÔmou pou ja eisĹgoume edÿ me kajarĹ algebrikì trìpo.

Orismìc 50 ’Estw R èna sÿma. OnomĹzoume parĹgwgo enìc poluwnÔmou f(x) = (a_i)_{i=0}∞ ∈ R[x] na eÐnai to poluÿnumo f^′(x) = ((i + 1)a_{i+1})^∞_{i=0} = (a_1, 2a_2, 3a_3, . . . )

ParathroÔme ta exăc:

(a) An to poluÿnumo eÐnai to mhdenikì poluÿnumo ă poluÿnumo mhdenikoÔ bajmoÔ tìte h parĹgwgìc tou eÐnai to mhdenikì poluÿnumo.

(b) An to poluÿnumo f(x) èqei bajmì n ≥ 1, f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n, a_n ≠ 0 tìte h parĹgwgìc tou eÐnai poluÿnumo n − 1 bajmoÔ, sugkekrimmèna to f^′(x) = a_1 + 2a_2x + · · · + na_nx^{n−1} Prìtash 35 An R eÐnai sÿma kai f(x), g(x) ∈ R[x], a, b ∈ R tìte (af(x) + bg(x))^′ = af^′(x) + bg^′(x) (2.12) (f(x)g(x))^′ = f^′(x)g(x) + f(x)g^′(x) (2.13) Apìdeixh: An f(x) = (a_i)^∞_{i=0}, g(x) = (b_i)^∞_{i=0} tìte af^′(x) + bg^′(x) = ((i + 1)(aa_{i+1} + bb_{i+1})) = = (af(x) + bg(x))^′ Gia thn apìdeixh thc 2.13 ja qrhsimopoiăsoume epagwgă sto bajmì tou poluwnÔmou f(x). An f(x) = 0 ă f(x) eÐnai polÔwnumo mhdenikoÔ bajmoÔ kai to g(x) opoiodăpote poluÿnumo (dhladă to f(x) = a) tìte h 2.13 prokÔptei apì thn 2.12. Ac upojèsoume ìti gnwrÐzoume thn isqÔ thc 2.13 ìtan to f(x) eÐnai poluÿnumo me bajmì mikrìtero ă Ðso apì n kai to g(x) opoiodăpote poluÿnumo. Ac upojèsoume tÿra ìti to f(x) eÐnai poluÿnumo bajmoÔ n + 1, kai grĹfoume f(x) = h(x) + a_{n+1}x^{n+1} ParathreÐste ìti eÐnai eÔkolo na doÔme ìti gia kĹje n: (ax^n)^′ = anx^{n−1} (2.14) kai epÐshc ìti gia kĹje poluÿnumo g(x) = b_0 + b_1x + · · · + b_mx^m: (xg(x))^′ = (b_0x + b_1x^2 + · · · + b_mx^{m+1})^′ = = b_0 + 2b_1x + 3b_2x^2 + · · · + (m + 1)b_mx^m (2.15) = xg^′(x) + g(x) ìpou to h(x) èqei bajmì mikrìtero ă Ðso apì n. Tìte me qrăsh thc epagwgikăc upìjeshc kai twn 2.12, 2.14, 2.15:

(f(x)g(x))^′ = (g(x)h(x))^′ + (a_{n+1}x^{n+1}g(x))^′ =

= (g(x)h(x))^′ + (a_{n+1}x^nxg(x))^′ = = g^′(x)h(x) + g(x)h^′(x) + (a_{n+1}x^n)^′xg(x) + a_{n+1}(xg(x))^′ = = g^′(x)h(x) + g(x)h^′(x) + na_{n+1}x^{n−1}xg(x) + a_{n+1}x^n(xg(x))^′ = = g^′(x)h(x) + g(x)h^′(x) + na_{n+1}x^ng(x) + a_{n+1}x^{n+1}g(x) + a_{n+1}x^ng^′(x) = = g(x) (h^′(x) + (n + 1)a_{n+1}x^n) + g^′(x)(h(x) + a_{n+1}x^{n+1}) = = g(x)f^′(x) + g^′(x)f(x) kai h sqèsh 2.13 apodeÐqthke. □

Lămma 4 Gia kĹje n ≥ 1

((x + a)^n)^′ = n(x + a)^{n−1} (2.16)

Apìdeixh: Gia n = 1 h sqèsh eÐnai profanăc. EpagwgikĹ, me qrăsh thc 2.13:

((x + a)^{n+1})^′ = ((x + a)^n(x + a))^′ = = ((x + a)^n)^′(x + a) + (x + a)^n(x + a)^′ = = n(x + a)^{n−1}(x + a) + (x + a)^n = = (n + 1)(x + a)^n □ Apì ta prohgoÔmena mporoÔme na pĹroume sqetikĹ eÔkola mia shmantikă tautìthta gnwstă me to ìnoma tÔpoc tou Taylor. PrÐn diatÔpwsoume to jeÿrhma ja eisĹgoume èna sumbolismì. An f(x) eÐnai èna poluÿnumo tìte f^′(x) sumbolÐzei thn parĹgwgì tou, f^(2)(x) thn parĹgwgo tou f^′(x) kai epagwgikĹ f^(i)(x) thn parĹgwgo tou f^{(i−1)}(x) pou lègetai kai parĹgwgoc i−tĹxhc tou f(x) kai eÐnai to poluÿnumo pou prokÔptei an paragwgÐsoume i forèc diadoqikĹ to f(x). fanerĹ an to f(x) eÐnai bajmoÔ n tìte to f^{(i)}(x) eÐnai to mhdenikì poluÿnumo ìtan i ≥ n + 1.

An a ∈ R me f^{(i−1)}(a) sumbolÐzoume thn timă tou f^{(i−1)}(x) gia x = a. EpÐshc se opoiodăpote sÿma me monĹda 1 ìtan grĹfoume n me n fusikìc arijmìc ja ennooÔme to stoiqeÐo 1 + · · · + 1 (n-forèc) tou sÿmatoc kai me^a_n to an^{−1}.

Jeÿrhma 31 (O tÔpoc tou Taylor gia poluÿnuma) ’Estw R opoiodăpote sÿma. Gia kĹje poluÿnumo f(x) ∈ R[x] bajmoÔ n ≥ 1 kai kĹje a ∈ R isqÔei

f(x + a) = f(a) + f^′(a) 1! x + · · · + f^{(i)}(a) i! x^i + · · · + f^{(n)}(a) n! x^n (2.17)

Mia Ĺmesh efarmogă tou tÔpou tou Taylor eÐnai to duwnumikì anĹptugma tou Newton. An pĹroume gia f(x) = x^n, tìte an 1 ≤ i ≤ n me epagwgă deÐqnoume ìti: f^{(i)}(x) = n(n − 1) . . . (n − i + 1)x^{n−i} kai sunepÿc

f^(i)(a) i! = n(n − 1) . . . (n − i + 1) i! a^{n−i} = ( n i ) a^{n−i} kai o tÔpoc tou Taylor gÐnetai

(x + a)^n = n∑ i=0 ( n i ) x^ia^{n−i} dhladă o tÔpoc tou duwnÔmou tou Newton.

H apìdeixh tou tÔpou tou Taylor gÐnetai wc exăc. An f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n tìte ja èqoume:

f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n f^′(x) = a_1 + 2a_2x · · · + na_nx^{n−2} . . . f^{(i)}(x) = i!a_i + · · · + n(n − 1) · · · (n − i + 1)x^{n−i+1} pou dÐnei jètontac x = 0 f(0) = a_0 f^′(0) = a_1 . . . f^{(i)}(0) = i!a_i gia i = 0, . . . , n, ìpou jewroÔme 0! = 1.

Me autì ton trìpo katalăgoume Ĺmesa sthn tautìthta: f(x) = n∑ i=0 a_ix^i = n∑ i=0 f^{(i)}(0) i! x^i (2.18)

An jèsoume g(x) = f(x + a) efarmìzoume to Lămma 4 kai ton tÔpo 2.12 kai èqoume:

g^′(x) = ( n∑ i=0 a_i(x + a)^i)^′ =

= n−1∑ i=0 a_{i+1}(i + 1)(x + a)^i =

= f^′(x + a) kai genikìtera:

g^{(i)}(x) = f^{(i)}(x + a) (2.19) Apì tic exisÿseic 2.18, 2.19 ja èqoume

f(x + a) = g(x) = n∑ i=0 g^{(i)}(0) i! x^i = n∑ i=0 f^{(i)}(a) i! x^i

Mia apì tic efarmogèc thc paragÿgou eÐnai ìti mporoÔme na elègxoume an mÐa rÐza èqei pollaplìthta ≥ 2.

Prìtash 36 ’Estw R èna sÿma. ’Ena a ∈ R eÐnai rÐza pollaplìthtac megalÔterhc ă Ðshc tou 2 gia to poluÿnumo f(x) ∈ R[x] an kai mìno an eÐnai rÐza twn f(x), f^′(x) Apìdeixh: An to a eÐnai rÐza pollaplìthtac megalÔterhc ă Ðshc tou 2 tìte ja èqoume ìti f(x) = (x − a)^2g(x) kai sunepÿc f^′(x) = (x − a) (2g(x) + (x − a)g^′(x)) Ĺra to a eÐnai kai rÐza tou f^′(x). AntÐstrofa, an to a eÐnai koină rÐza twn f(x), f^′(x) tìte ja upĹrqoun poluÿnuma g(x), h(x) me

f(x) = (x − a)g(x) (2.20) f^′(x) = (x − a)h(x) (2.21)

ParagwgÐzontac thn 2.20

f^′(x) = (x − a)g^′(x) + g(x) (2.22) (2.23)

kai sunduĹzontac tic 2.20, 2.21, 2.22,

f(x) = (x − a)g(x) = (x − a) (f^′(x) − (x − a)g^′(x)) = (2.24) = (x − a) ((x − a)h(x) − (x − a)g^′(x)) = (2.25) = (x − a)^2 (h(x) − g^′(x)) (2.26) □ 2.2 To Jemeliÿdec Jeÿrhma thc ’Algebrac

’Opwc uposqejăkame dÔo parĹgrafouc pio prin ja deÐxoume èna basikì Jeÿrhma, ìti to sÿma twn migadikÿn arijmÿn eÐnai algebrikì kleistì sÿma dhladă kĹje mh mhdenikì poluÿnumo sto C [x] èqei rÐza ă isodÔnama analÔetai se ginìmeno poluwnÔmwn prÿtou bajmoÔ ă isodÔnama ta anĹgwga stoiqeÐa tou R[x] eÐnai akribÿc ta poluÿnuma prÿtou bajmoÔ.

Jeÿrhma 32 [To Jemeliÿdec Jeÿrhma thc ’Algebrac] KĹje poluÿnumo mh mhdenikoÔ bajmoÔ me suntelestèc sto C èqei mÐa rÐza sto C .

Ja qreiastoÔme prÿta èna bohjhtikì Jeÿrhma apì thn anĹlush. Sta majămata thc anĹlushc eÐdame ìti an X, Y eÐnai metrikoÐ qÿroi kai f : X → Y mia suneqăc sunĹrthsh tìte gia opoiodăpote K ⊂ X sumpagèc sÔnolo h eikìna tou f(K) eÐnai epÐshc sumpagèc uposÔnolo tou Y . Autì eÐnai to Jeÿrhma Bolzano-Weierstrass.

EmeÐc ja perioristoÔme sthn perÐptwsh pou X = C kai Y = R. Se aută thn perÐptwsh (kai genikĹ an oi qÿroi mac eÐnai oi EukleÐdioi qÿroi R^n opoiadăpote diĹstashc) ta sumpagă uposÔnola eÐnai ta kleistĹ kai fragmèna. Ja èqoume loipìn san Ĺmeso pìrisma tou Jewrămatoc Bolzano-Weierstrass to

Jeÿrhma 33 An f : C → R eÐnai mia suneqăc sunĹrthsh tìte se kĹje kleisto kÔklo C_M = {x ∈ C : |x| ≤ M}, M > 0 ja lambĹnei elĹqisth timă (kai mègisth bèbaia), dhladă ja upĹrqei èna x_0 ∈ C_M me f(x_0) ≤ f(x) gia kĹje x ∈ C_M .

To epìmeno eÐnai sqedìn Ĺmeso:

Prìtash 37 An f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n eÐnai èna poluÿnumo me migadikoÔc suntelestèc tìte autì eÐnai suneqăc sunĹrthsh f : C → C kai h sunĹrthsh g(x) = |f(x)| eÐnai mia suneqăc sunĹrthsh apì to C sto R.

Apìdeixh: jewreÐste èna x_0 ∈ C kai ϵ > 0. ’Estw x ∈ C kai h = x − x_0. Qrhsimopoiÿntac to anĹptugma tou Taylor (mporeÐte na to deÐxete kai Ĺmesa an jèlete) ja upĹrqoun stajeroÐ arijmoÐ^5 c_1, . . . , c_n me

f(x) = f(x_0) + c_1h + · · · + c_nh^n

kai sunepÿc an pĹroume |h| < 1 |f(x) − f(x_0)| ≤ |h|(|c_1| + · · · + |c_n|) An dialèxoume |h| = |x − x_0| < min { 1, ϵ |c_1| + · · · + |c_n| }

ja èqoume Ĺmesa ìti |f(x) − f(x_0)| < ϵ pou deÐqnei th sunèqeia thc f(x) sto shmeÐo x_0. Epeidă epilèxame to x_0 sth tÔqh ja èqoume ìti h f(x) eÐnai suneqăc se kĹje shmeÐo x tou migadikoÔ epipèdou. Epeidă: | |f(x)| − |f(x_0)| | ≤ |f(x) − f(x_0)| ja èqoume Ĺmesa kai thn sunèqeia thc |f(x)| apì to C sto R. □

5Touc opoÐouc mporeÐte na upologÐsete sunartăsei twn suntelestÿn tou poluwnÔmou. Sugkekrimmèna c_i =^{f (i) (x0)}_{i!} .

An to poluÿnumo f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n èqei bajmì n ≥ 1 tìte |f(x)| = |a_0 + · · · + a_nx^n| = = |x|^n| | | | a_0 |x|^n + · · · + a_n | | | ≥ ≥ |x|^n (| ||a_n| − a^{n−1} |x| − · · · − |a_0| |x|^n | | | ) (2.27)

An tÿra mac dÿsoun ènan osodăpote megĹlo jetikì arijmì N kai dialèxoume to x na èqei megĹlo mètro, pq |x| > max { 1, 2n |a_i| |a_n| , N, i = 0, . . . , n − 1 }

tìte |f(x)| > N kai ètsi deÐxame pwc:

Prìtash 38 An f(x) eÐnai èna migadikì poluÿnumo bajmoÔ ≥ 1 (dhladă mh stajerì) , gia opoiodăpote N > 0 mporoÔme na broÔme èna M > 0 tètoio ÿste an |x| > M tìte |f(x)| > N. Ja qreiastoÔme kai mia teleutaÐa prìtash gnwstă san to Lămma tou d’ Alembert.

Prìtash 39 An f(x) eÐnai èna migadikì poluÿnumo bajmoÔ ≥ 1 (dhladă mh stajerì) kai x_0 ∈ C me f(x_0) ≠ 0 tìte mporoÔme na broÔme èna h ∈ C me |f(x_0 + h)| < |f(x_0)|. Apìdeixh: Apì ton tÔpo tou Taylor ja èqoume ìti gia opoiadăpote x_0, h ∈ C , ja upĹrqoun b_1, . . . , b_n ∈ C anexĹrthta apì to h me

f(x_0 + h) = f(x_0) + b_1h + · · · + b_nh^n

kai an f(x_0) ≠ 0 kai to poluÿnumo èqei bajmì ≥ 1 ja èqoume ìti

f(x_0 + h) f(x_0)

= (1 + c_kh^k) + c_kh^k ( c_{k+1} c_k h + · · · + c_n c_k h^{n−k} )

ìpou c_k ≠ 0, kai ta c_k, . . . , c_n eÐnai anexĹrthta tou h.

An dialèxoume to h na èqei arketĹ mikrì mètro gia parĹdeigma^6

|h| < ϵ_1 = min { |c_k| 2n|c_i| , i = k + 1, . . . , n } (2.28)

6An c_i = 0 tìte jewroÔme^{|ck|}_{2n|ci|} = +∞.

tìte | | |c^{k+1} c_k h + · · · + c_n c_k h^{n−k} | | | < 1 2 (2.29)

kai ja èqoume ìti gia ìla autĹ ta h |f(x_0 + h)| |f(x_0)| < |1 + c_kh^k| + 1 2 |c_kh^k| (2.30)

An epiplèon dialèxoume |h| < ϵ_2 = 1 k√ |c_k| (2.31)

tìte |c_kh^k| < 1 (2.32) KĹje migadikìc arijmìc x grĹfetai san

x = |x|(cos θ + i sin θ)

ìpou |x| eÐnai to mètro tou kai θ ènac pragmatikìc arijmìc me 0 ≤ θ < 2π pou sumbolÐzetai me θ = arg(x) Epeidă gia opoiousdăpote migadikoÔc arijmoÔc x, y isqÔei

arg(xy) = arg(x) + arg(y)

ja èqoume arg(c_kh^k) = arg(c_k) + k arg(h) An sunepÿc dialèxoume arg(h) = π − arg(c_k) k (2.33)

tìte arg(c_kh^k) = π pou shmaÐnei ìti o c_kh^k ja eÐnai arnhtikìc pragmatikìc arijmìc kai sunepÿc ja èqoume an epiplèon |c_kh^k| < 1, ìti

|1 + c_kh^k| = 1 − |c_kh^k| (2.34)

SunduĹzontac ìla ta prohgoÔmena ja èqoume ìti an h eÐnai migadikìc arijmìc pou na ikanopoieÐ tic sqèseic 2.28, 2.31, 2.34 tìte ja èqoume apì thn exÐswsh 2.30 kai tic 2.32, 2.34: |f(x_0 + h)| |f(x_0)| < |1+c_kh^k|+ 1 2 |c_kh^k| = 1−|c_kh^k|+ 1 2 |c_kh^k| = 1− 1 2 |c_kh^k| < 1 (2.35) kai h prìtasă mac apodeÐqthke. Gia thn akrÐbeia deÐxame ìti an f(x_0) ≠ 0 tìte gia kĹje ϵ > 0 upĹrqei migadikìc h me |h| < ϵ kai |f(x_0 + h)| < f(x_0). □

Tÿra eÐmaste se jèsh na dÿsoume mia apìdeixh tou Jemeliÿdouc jewrămatoc. Ac jewrăsoume èna opoiodăpote mh stajerì poluÿnumo f(x). Apì thn Prìtash 38 upĹrqei èna M > 0 ÿste |f(x)| > |f(0)| ìtan |x| > M. Apì to Jeÿrhma tou Weierstrass upĹrqei èna x_0 ∈ C_M = {x : |x| ≤ M} me |f(x_0)| ≤ |f(x)| ìtan x ∈ C_M . Eidikìtera |f(x_0)| ≤ |f(0)|. AllĹ kai ìtan x ∉ C_M dhladă ìtan |x| > M ja èqoume ìti |f(x)| > |f(0)| ≤ |f(x_0)| kai sunepÿc

Gia kĹje x ∈ C , |f(x_0)| ≤ |f(x)| (2.36)

AllĹ tìte f(x_0) = 0 diaforetikĹ h 2.36 ja erqìtan se antÐfash me to Lămma tou d’ Alembert (Prìtash 39).

2.3 To sÿma twn phlÐkwn miac akèraiac perioqăc

Se aută thn parĹgrafo ja kataskeuĹsoume xekinÿntac apì mÐa opoiadăpote akèraia perioqă R èna sÿma Q(R) pou eÐnai to {mikrìtero} sÿma pou perièqei (isomorfikĹ) mèsa tou thn R. To sÿma autì ja to onomĹzoume to sÿma twn phlÐkwn (klasmĹtwn) thc akèraiac perioqăc giatÐ h kataskeuă tou eÐnai entelÿc anĹlogh me aută aută tou sÿmatoc twn rhtÿn arijmÿn pou eÐnai to sÔnolo twn klasmĹtwn (phlÐkwn) twn akèraiwn arijmÿn, dhladă to sÔnolo twn^a_b me a, b ∈ Z.

Jeÿrhma 34 ’Estw R mÐa akèraia perioqă. Tìte upĹrqei èna sÿma F = Q(R) me tic exăc idiìthtec:

(1) UpĹrqei ènac monomorfismìc j : R → F ÿste gia kĹje x ∈ F na upĹrqoun a, b ∈ R me b ≠ 0 kai x = ja jb (2) Gia kĹje sÿma F^′ pou epekteÐnei to R dhladă upĹrqei ènac monomorfismìc f : R → F^′ ja ja upĹrqei monadikìc monomorfismìc g : F → F^′ me f = g ∘ j dhladă to F^′ ja eÐnai mia epèktash tou F .

H apìdeixh tou Jewrămatoc autoÔ eÐnai h Ðdia h kataskeuă tou F = Q(R). Gia na faneÐ h analogÐa me thn kataskeuă twn rhtÿn ja qrhsimopoioÔme to sumbolismì a b antÐ tou (a, b) gia èna diatetagmèno zeugĹri stoiqeÐwn a, b enìc sunìlou.

JewroÔme tÿra to sÔnolo F = R × R \ {0} = {a b : a, b ∈ R, b ≠ 0 }

sto opoÐo orÐzoume mia sqèsh isodunamÐac a b ∼ a^′ b^′ ⇔ ab^′ = a^′b OrÐzoume:

F = Q(R) = F/_∼ Ja sumbolÐzoume me [ a b ]

th klĹsh isodunamÐac tou stoiqeÐou a b ∈ F. Sto F orÐzoume tic prĹxeic: [a b ] + [ c d ] = [ ad + bc bd ] (2.37) [a b ] [ c d ] = [ac bd ] (2.38)

EpÐshc ja orÐsoume j : R → F apì thn j(a) = [a 1 ] (2.39)

Apomènei na elègxoume ta parakĹtw:

Oi prĹxeic eÐnai kalĹ orismènec sto F . To F eÐnai sÿma me autèc tic prĹxeic. H

apeikìnish j : R → F eÐnai monomorfismìc. IkanopoioÔntai oi epiplèon sunjăkec (1), (2) tou Jewrămatoc.

Gia na deÐxoume ìti oi prĹxeic eÐnai kalĹ orismènec arkeÐ na deÐxoume pwc an a b ∼ a^′ b^′ , c d ∼ c^′ d^′ tìte ad + bc bd ∼ a^′d^′ + b^′c^′ b^′d^′ , ac bd ∼ a^′c^′ b^′d^′ to opoÐo eÐnai jèma stoiqeiwdÿn prĹxewn kai to afănoume ston anagnÿsth.

EpÐshc eÐnai Ĺmeso ìti to F eÐnai sÿma me tic prohgoÔmenec prĹxeic. AfoÔ epalhjeÔsoume ìti eÐnai antimetajetikìc daktÔlioc me mhdèn kai monĹda ta

0_F = [ 0 1 ] , 1_F = [ 1 1 ] blèpoume amèswc pwc an x = [a b ] ≠ 0

tìte a ≠ 0 kai x^{−1} = [ b a ]

afoÔ xx^{−1} = [ ab ab ] = [ 1 1 ]

dhladă kĹje mh mhdenikì stoiqeÐo antistrèfetai.

EpÐshc afoÔ orÐsame thn j : R → F me j(a) = [_a 1 ] eÐnai profanèc ìti h j eÐnai 1-1 kai ìti

j(a + b) = [ a + b 1 ] = [ a1 + b1 1 · 1 ] = [a 1 ] + [ b 1 ] = = j(a) + j(b)

j(ab) = [ ab 1 ] = [ ab 1 · 1 ] = [a 1 ] [ b 1 ] = = j(a)j(b) Dhladă h j eÐnai monomorfismìc. EpÐshc an x = [a b ] ∈ F tìte

x = [a 1 ] [1 b ] = [a 1 ] ([ b 1 ])_{−1} = = j(a)(j(b))^{−1} = j(a)/j(b) Ac upojèsoume tÿra ìti h akèraia perioqă R perièqetai isomorfikĹ mèsa se èna Ĺllo sÿma F^′ dhladă upĹrqei ènac monomorfismìc f : R → F^′ KĹje stoiqeÐo x ∈ F grĹfetai san x = j(a)(j(b))^{−1}, a, b ∈ R, b ≠ 0 kai orÐzoume g : F → F^′ me g(x) = j(f(a))(j(f(b)))^{−1} Tìte h g eÐnai monomorfismìc kai f = g ∘ j

Me ìla autĹ to JeÿrhmĹ mac apodeÐqthke. Ac shmeiÿsoume ìti mporoÔme na blèpoume to sÿma twn phlÐkwn miac akèraiac perioqăc akribÿc me ton Ðdio trìpo pou blèpoume kai to sÔnolo twn rhtÿn arijmÿn san phlÐka akèraiwn me ton paranomastă ìqi 0. Dhladă, an R mia akèraia perioqă mporoÔme na blèpoume to sÿma twn phlÐkwn thc Q(R) san to sÔnolo Q(R) = {a b : a, b ∈ R, b ≠ 0 }

me tic sunhjismènec prĹxeic twn klasmĹtwn Jewrÿntac ìmwc ìti a b = c d opotedăpote ac − bd = 0 2.4 DaktÔlioi poluwnÔmwn se perioqèc monosămanthc anĹlushc.

An mÐa akèraia perioqă eÐnai sÿma, tìte o antÐstoiqoc daktÔlioc twn poluÿnÔmwn thc R[x] eÐnai EukleÐdia Perioqă kai sunepÿc perioqă monosămanthc anĹlushc. An ìmwc to R den eÐnai sÿma den mporoÔme na deÐxoume thn Ôparxh enìc algorÐjmou diaÐreshc gia ta poluÿnuma sto R[x].

Parflola autĹ eÐnai dunatìn na èqoume monosămanth anĹlush enìc poluwnÔmou se ginìmeno anĹgwgwn poluwnÔmwn akìma kai an o daktÔlioc den eÐnai sÿma; An gia parĹdeigma jewrăsoume ta poluÿnuma me akèraiouc suntelestèc kai mìno upĹrqei monosămanth anèlush;

Sthn parĹgrafo aută ja deÐxoume ìti an to R eÐnai perioqă monosămanthc anĹlushc tìte to Ðdio ja sumbaÐnei kai gia to R[x]. Autì eÐnai èna shmantikì apotèlesma ìqi mìno giatÐ mac exasfalÐzei to monosămanto thc anĹlushc sto Z[x]. Ac xekinăsoume apì èna sÿma kai ac jewrăsoume ta poluÿnuma dÔo metablhtÿn x, y me suntelestèc apì to sÿma R. AutĹ apoteloÔn mÐa akèraia perioqă pou sumbolÐzetai me R[x, y] kai mporoÔme na thn tautÐsoume (isomorfikĹ) me thn perioqă R[x][y] (dec kai epìmenh parĹgrafo gia mia austhră parousÐash). An gia parĹdeigma R = R tìte th èkfrash

1 + 2x + √ 2x^2y + x^5y^{13}

eÐnai èna poluÿnumo dÔo metablhtÿn bajmoÔ 18=5+13. ’Opwc ja doÔme parakĹtw to R[x, y] den eÐnai perioqă kÔriwn idewdÿn kai sunepÿc den mporeÐ na eÐnai EukleÐdia perioqă, me Ĺlla lìgia den mporoÔme na broÔme kanenìc eÐdouc algìrijmo thc diaÐreshc. Epeidă ìmwc to R[x] eÐnai EukleÐdia perioqă Ĺra kai perioqă

2.4. DAKT§ULIOI POLUWN§UMWN SE PERIOQ§ES MONOS§HMANTHS AN§ALUSHS.97

monosămanthc anĹlushc tìte sumperaÐnoume apì to Jeÿrhma pou ja deÐxoume se aută thn parĹgrafo ìti to R[x, y] eÐnai perioqă monosămanthc anĹlushc, kai sunepÿc kĹje poluÿnumo dÔo metablhtÿn ja analÔetai me ousiastikĹ monadikì trìpo se ginìmeno anĹgwgwn poluwnÔmwn (dÔo metablhtÿn) kai ètsi ja upĹrqei kai mèdistoc koinìc diairèthc dÔo ă perissìterwn poluwnÔmwn. Profanÿc to apìtelesma autì epakteÐnetai (epagwgikĹ) kai gia touc daktÔliouc poluwnÔmwn n metablhtÿn gia opoiodăpote plăjoc n metablhtÿn.

Se aută thn parĹgrafo ja meletăsoume to daktÔlio twn poluwnÔmwn miac perioqăc monosămanthc anĹlushc R. JumÐzoume ìti se mia tètoia perioqă ta anĹgwga kai ta prÿta stoiqeÐa sumpÐptoun kai ìti upĹrqei mègistoc koinìc diairèthc gia opoiodăpote peperasmèno plăjoc mh mhdenikÿn stoiqeÐwn thc.

Orismìc 51 ’Estw R mia perioqă monosămanthc anĹlushc kai f(x) = a_0 +a_1x+ · · ·+a_nx^n ∈ R[x]. To f(x) ja onomĹzetai prwtarqikì poluÿnumo an èqei bajmì n ≥ 1 kai h monĹda eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn suntelestÿn tou. Me Ĺlla lìgia an f(x) = cg(x) me c ∈ R tìte ja prèpei to c na eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo thc akèraiac perioqăc.

’Ena basikì Jeÿrhma eÐnai to akìloujo:

Jeÿrhma 35 (To Lămma tou Gauss)

To ginìmeno dÔo prwtarqikÿn poluwnÔmwn eÐnai prwtarqikì poluÿnumo.

Ja deÐxoume to Jeÿrhma me dÔo trìpouc. O prÿtoc eÐnai Ĺmesoc allĹ kĹpwc pio perÐplokoc:

Prÿth Apìdeixh tou Jewrămatoc 35: Ac upojèsoume ìti f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n, g(x) = b_0 + · · · + b_mx^m eÐnai dÔo prwtarqikĹ poluÿnuma. Ja jewroÔme ta f(x) = (a_i)^∞_{i=0}, g(x) = (b_i)^∞_{i=0}, san dÔo telikĹ mhdenikèc akoloujÐec. An a_i = 0 kai p ∈ R ja jewroÔme ìti p|a_i. Autì pou prÿta prèpei na parathrăsei kaneÐc eÐnai ìti an p eÐnai anĹgwgo (=prÿto) stoiqeÐo tou R tìte anagkastikĹ gia kĹpoio i, p ̸|a_i opìte a_i ≠ 0. H Ðdia paratărhsh isqÔei kai gia thn telikĹ mhdenikă akoloujÐa (b_i)^{+∞}_{i=0} .

f(x)g(x) = (c_i)^{+∞}_{i=0} me c_0 = a_0b_0 (0) c_1 = a_0b_1 + a_1b_0 (1) c_2 = a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0 (2) . . . c_i = ∑ j+k=i a_j b_k (i) . . . An to f(x)g(x) den ătan prwtarqikì ja upărqe ènac prÿtoc p ∈ R o opoÐoc ja diairoÔse ta c_0, c_1, . . . c_i . . . . Epeidă p|a_0b_0 = c_0 tìte eÐte p|a_0 eÐte p|b_0. 1^h perÐptwsh: p|a_0. Se aută thn perÐptwsh ja upĹrqei èna i = 1, . . . , n me p ̸|a_i afoÔ to f(x) eÐnai prwtarqikì kai èstw i ≥ 1 na eÐnai tètoio ÿste p|a_0, . . . p|a_{i−1}, p ̸|a_i. AfoÔ p|c_i = a_0b_i + · · ·+ a_{i−1}b_1 + a_ib_0 ja èqoume ìti p|a_ib_0 opìte anagkastikĹ p|b_0. Ac upojèsoume tÿra ìti èqoume deÐxei pwc p|b_0, . . . , p|b_{j−1}. Epeidă p|c_{i+j} = (a_0b_{i+j} + · · · + a_{i−1}b_{j+1}) + a_ib_j + (a_{i+1}b_{j−1} + · · · + a_{i+j} b_0) kai apì upìjesh to p diaireÐ ta entìc parenjèsewn ajroÐsmata ja èqoume ìti p|a_ib_j opìte anagkastikĹ p|b_j . AllĹ autì shmaÐnei ìti to p|b_j gia kĹje j = 0, 1, . . . pou shmaÐnei ìti to g(x) den eÐnai prwtarqikì. ’Atopo.

2^h perÐptwsh: p ̸|a_0. Se aută thn perÐptwsh p|b_0 kai akribÿc ìpwc sthn prohgoÔmenh perÐptwsh deÐqnoume ìti p|a_i gia kĹje i = 0, 1, . . . pou epÐshc eÐnai Ĺtopo afoÔ to f(x) eÐnai prwtarqikì. □

H deÔterh apìdeixh pou ja kĹnoume eÐnai ligìtero stoiqeiÿdhc allĹ pio aplă. An R eÐnai mia akèraia perioqă kai I èna ideÿdec tou R tìte to R I eÐnai epÐshc akèraia perioqă. O daktÔlioc R/_I [x] apoteleÐtai apì ta stoiqeÐa thc morfăc (a_i+I)^∞_{i=0} me a_i = 0 ìtan i ≥ i_0 gia kĹpoio i_0. Ac xekinăsoume me ènan fusiologikì orismì :

Orismìc 52 ’Estw R mia perioqă monosămanthc anĹlushc kai I ⊂ R èna ideÿdec: H apeikìnish ν : R[x] → R/I[x] pou orÐzetai apì thn sqèsh

ν_I (a_0 + · · · + a_nx^n) = (a_0 + I) + · · · + (a_n + I)x^n

ja onomĹzetai fusikìc epÐmorfismìc tou R[x] epÐ tou R/I[x]

EÐnai Ĺmeso ìti h ν eÐnai prĹgmati epimorfismìc daktulÐwn.

2.4. DAKT§ULIOI POLUWN§UMWN SE PERIOQ§ES MONOS§HMANTHS AN§ALUSHS.99

Prìtash 40 ’Estw R perioqă monosămanthc anĹlushc kai f(x) = a_0 +· · ·+a_nx^n poluÿnumo sthn R bajmoÔ ≥ 1. To f(x) eÐnai prwtarqikì an kai mìno an gia kĹje prÿto p isqÔei ν_{(p)}(f) ≠ 0

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti to f(x) = a_0 +· · ·+a_nx^n eÐnai prwtarqikì. An gia kĹpoio p prÿto sunèbaine ν_{(p)}(f) ≠ 0 tìte gia kĹje i ja eÐqame pwc a_i + (p) = (p) dhladă pwc a_i ∈ (p) ă isodÔnama p|a_i, to opoÐo eÐnai adÔnato an to f(x) eÐnai prwtarqikì poluÿnumo.

AntÐstrofa, an to f(x) den eÐnai prwtarqikì ja upărqe kĹopoioc prÿtoc p o opoÐoc ja diairoÔse kĹje suntelestă tou a_i pou ja sămaine pwc a_i + (p) = (p), ă isodÔnama ν_{(p)}(f) = 0 □

DeÔterh Apìdeixh tou Jewrămatoc 35: Ac upojèsoume ìti to ginìmeno dÔo poluwnÔmwn f(x), g(x) bajmoÔ ≥ 1 den eÐnai prwtarqikì. Apì thn prohgoÔmenh prìtash ja upĹrqei kĹpoioc prÿtoc p ∈ R me thn idiìthta

ν_{(p)}(f(x)g(x)) = ν_{(p)}(f(x))ν_{(p)}(g(x)) = 0

AllĹ to R/_{(p)}[x] eÐnai akèraia perioqă kai sunepÿc ja èqoume pwc ν_{(p)}(f(x)) = 0 eÐte ν_{(p)}(g(x)) = 0.

Se kĹje perÐptwsh, pĹli apì twn prohgoÔmenh Prìtash eÐte to f(x) den ja eÐnai prwtarqikì eÐte to g(x) den ja eÐnai prwtarqikì, kai odhgoÔmaste se Ĺtopo. □

Ac upojèsoume ìti èqoume dÔo akèraiec perioqèc R, R^′ me thn R na perièqetai isomorfikĹ mèsa sthn R^′, dhladă upĹrqei kĹpoioc monomorfismìc j : R → R^′. Tìte kai to R[x] ja perièqetai fusiologikĹ mèsa sto R^′[x] kai ja blèpoume kĹje poluÿnumo f(x) = a_0 +· · ·+a_nx^n ∈ R[x] kai san poluÿnumo tou R^′[x] tautÐzontĹc to me to jf(x) = j(a_0) + · · · + j(a_n)x^n ∈ R^′[x]. An to jf(x) eÐnai anĹgwgo sthn R^′ tìte anagkastikĹ kai to f(x) ja eÐnai anĹgwgo sthn R allĹ anagkastikĹ den ja isqÔei to antÐstrofo^7. To parakĹtw shmantikì Jeÿrhma (pou ousiastikĹ ofeÐletai epÐshc ston Gauss) mac lèei ìti èna anĹgwgo poluÿnumo se mia perioqă monosămanthc anĹlushc paramènei anĹgwgo an to doÔme mèsa sto sÿma twn phlÐkwn tou.

Ac deÐxoume prÿta èna aplì allĹ idiaÐtera qrăsimo lămma pou prokÔptei apì to Lămma tou Gauss:

Lămma 5 An R eÐnai mia perioqă monosămanthc anĹlushc kai F to sÿma twn phlÐkwn thc R tìte gia kĹje f(x) ∈ F [x] upĹrqoun a, b ∈ R kai èna prwtarqikì poluÿnumo g(x) ∈ R[x] me f(x) = ab^{−1}g(x) 7An èna poluÿnumo eÐnai anĹgwgo se mia perioqă R eÐnai pijanìn na mhn eÐnai an to doÔme se mia {megalÔterh} perioqă enÿ sÐgoura ja eÐnai anĹgwgo se mia {mikrìterh}. Gia parĹdeigma to f(x) = x^2 − 2 eÐnai anĹgwgo san stoiqeÐo tou Q[x] allĹ ìqi san stoiqeÐo tou R[x].

Epiplèon, An èna poluÿnumo f(x) = cg(x) = c_1g_1(x) ìpou c, c_1 ∈ F kai ta g(x), g_1(x) prwtarqikĹ poluÿnuma tou R[x] ja upĹrqei antistrèyimo stoiqeÐo u ∈ D me c_1 = uc kai g(x) = ug_1(x).

Apìdeixh: Ac xekinăsoume me èna parĹdeigma. Ac upojèsoume ìti R = Z opìte F = Q kai ac pĹroume f(x) = 3 5 + 3x + 3 7 x^2

an pĹroume san b = 35 to elĹqisto koinì pollaplĹsio twn paranomastÿn tìte

f(x) = b^{−1}bf(x) = 35^{−1}(21 + 105x + 15x^2)

An a = 3 eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc twn 21, 105, 15 tote

f(x) = 3 · 35^{−1}(7 + 35x + 5x^2)

ìpou to 7 + 35x + 5x^2 eÐnai anĹgwgo. H apìdeixh sth genikă perÐptwsh eÐnai entelÿc anĹlogh. ’Ena stoiqeÐo f(x) ∈ F [x] ja grĹfetai sth morfă^8: f(x) = a_0 b_0 + · · · + a_n b_n x^n me a_0, . . . , a_n, b_0, . . . , b_n ∈ R me ìla ta b_i diaforetikĹ apì 0. An b = b_0 · · · b_n tìte bf(x) ∈ R[x] kai jewrÿntac to mègisto koinì diairèth a twn suntestÿn tou bf(x) ja èqoume ìti bf(x) = ag(x) me g(x) prwtarqikì poluÿnumo tou R[x]. TelikĹ f(x) = ab^{−1}g(x). Ac upojèsoume tÿra ìti gia kĹpoio f(x) ∈ R[x] èqoume ìti

f(x) = cg(x) = c_1g_1(x)

me c, c_1 ∈ F kai g(x), g_1(x) prwtarqikĹ poluÿnuma tou R[x]. Ta c, c_1 san stoiqeÐa tou sÿmatoc twn phlÐkwn mporoÔn na graftoÔn san c = a b , c_1 = a_1 b me a, a_1, binR kai ètsi ag(x) = a_1g_1(c) Epeidă to g(x) eÐnai prwtarqikì to a eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn suntelestÿn tou ag(x). ’Omwc kai to g_1(x) eÐnai prwtarqikì kai o mègistoc koinìc diairèthc twn suntelestÿn tou a_1g_1(x) pou eÐnai Ðdioc me me ton mègisto koinì diairèth twn suntelestÿn tou ag(x) ja eÐnai a_1. ’Ara ta a, a_1 ja eÐnai kai ta

8Gia lìgouc aplìthtac, to tupikì stoiqeÐo tou F pou eÐnai j(a)/j(b), a, b ∈ R, b ≠ 0 to grĹfoume a b me a, b ∈ R kai b ≠ 0.

2.4. DAKT§ULIOI POLUWN§UMWN SE PERIOQ§ES MONOS§HMANTHS AN§ALUSHS.101

dÔo mègistoi koinoÐ diairètec twn suntelestÿn tou ag(x) kai sunepÿc omìlogoi, dhlad••h ja upĹrqei èna antistrèyimo u ∈ R me a = ua_1. An tÿra to f(x) suntelestèc sto R kai an d eÐnai ènac mègistoc koinìc diairèthc twn suntelestÿn tou tìte f(x) = dg_1(x) me g_1(x) prwtarqikì poluÿnumo sto R[x] kai ètsi an f(x) = cg(x) me c ∈ F kai g_1(x) prwtarqikì poluÿnumo sto R[x] ja èqoume ìti gia èna antistrèyimo stoiqeÐo u ∈ R, d = uc Ĺra c ∈ R. □

Jeÿrhma 36

’Estw R mia perioqă monosămanthc anĹlushc kai F na eÐnai to sÿma twn phlÐkwn thc R. ’Ena poluÿnumo f(x) ∈ R[x] pou eÐnai anĹgwgo sto R eÐnai kai anĹgwgo mèsa sto F [x].

Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti to poluÿnumo f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n ∈ R[x] eÐnai anĹgwgo sto R allĹ den eÐnai anĹgwgo mèsa sto F [x], dhladă upĹrqoun g(x), h(x) ∈ F [x] me f(x) = g(x)h(x). Apì to prohgoÔmeno lămma ja èqoume ìti g(x) = ab^{−1}g_1(x), h(x) = cd^{−1}h_1(x) gia kĹpoia a, b, c, d ∈ R kai g_1(x), h_1(x) anĹgwga poluÿnuma tou R[x] kai ja èqoume ìti

(bd)f(x) = (ac)g_1(x)h_1(x)

Ta g_1(x), h_1(x) eÐnai prwtarqikĹ poluÿnuma tou R[x] kai apì to Lămma tou Gauss kai to ginìmenì touc ja eÐnai prwtarqikì. An diairèsoume me to mègisto koinì diairèth twn bd, ac ja katalăxoume se mia sqèsh uf(x) = vG(x) me ta u, v ∈ R prÿta metaxÔ touc kai to G(x) prwtarqikì poluÿnumo sto R. Isqurizìmaste ìti to u eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo tou R.

PrĹgmati, se diaforetikă perÐptwsh ja upărqe ènac prÿtoc p me p|u kai afoÔ p ̸|v ja èprepe o p na diaireÐ ìlouc touc suntelestèc tou G(x) prĹgma adÔnato afoÔ to G(x) eÐnai prwtarqikì. Sunepÿc ja èqoume ìti

f(x) = v^{−1}uh_1(x)g_1(x)

me v, u^{−1} ∈ R kai h_1(x), g_1(x) ìqi stajerĹ poluÿnuma tou R[x] pou antifĹskei sthn arqikă upìjesh ìti to f(x) eÐnai anĹgwgo sto R. □

Prin suneqÐsoume thn poreÐa mac na deÐxoume ìti to R[x] eÐnai perioqă monosămanthc anĹlushc ìtan eÐnai kai to R ac doÔme prÿta poia eÐnai ta anĹgwga stoiqeÐa tou R[x] ta opoÐa ja katatĹxoume se dÔo kathgorÐec sthn epìmenh prìtash:

Prìtash 41 An R eÐnai mia perioqă monosămanthc anĹlushc tìte ta anĹgwga poluÿnume sto R[x] eÐnai eÐte (1) Oi prÿtoi tou R.

(2) Ta prwtarqikĹ poluÿnuma tou R[x] pou eÐnai anĹgwga san stoiqeÐa tou F [x] ìpou F eÐnai to sÿma twn phlÐkwn tou R.

Apìdeixh: ’Estw f(x) èna anĹgwgo poluÿnumo sto R[x]. DiakrÐnoume dÔo periptÿseic: EÐte to f(x) eÐnai mhdenikoÔ bajmoÔ dhladă Ðso me mia stajerĹ c opìte ja antistrèfetai an kai mìno an to c eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo tou R kai deÐxame thn perÐptwsh (1) eÐte ja èqei bajmì ≥ 1. Se aută thn perÐptwsh to grĹfoume san f(x) = dg(x) ìpou to g(x) eÐnai prwtarqikì kai to d eÐnai ènac mègistoc koinìc diairèthc twn suntelestÿn tou f(x). FanerĹ to d ja eÐnai antistrèyimo diaforetikĹ apì thn perÐptwsh (1) den ja ătan anĹgwgo kai ètsi mporoÔme na pĹroume d = 1 dhladă to f(x) eÐnai prwtarqikì. EpÐshc eÐnai kai anĹgwgo sto F [x] lìgw tou Jewrămatoc 36. □

Me ìsa èqoume apodeÐxei se aută thn parĹgrafo èqoume arketĹ gia na apodeÐxoume to kÔrio apìtelesma autăc thc paragrĹfou:

Jeÿrhma 37

An R eÐnai mia perioqă monosămanthc anĹlushc tìte kai to R[x], h perioqă ìlwn twn poluwnÔmwn thc, ja eÐnai epÐshc. EidikĹ to Z[x] eÐnai perioqă monosămanthc anĹlushc.

Apìdeixh:^9

’Estw R na eÐnai mia perioqă monosămanthc anĹlushc kai F na eÐnai to sÿma twn phlÐkwn thc. Kat’ arqăn ac deÐxoume ìti kĹje poluÿnumo f(x) ∈ R[x] èqei mia anĹlush san ginìmeno anĹgwgwn poluwnÔmwn. An doÔme to f(x) stoiqeÐo tou F [x] tìte autì ja èqei mia kai monadikă anĹlush

f(x) = g_1(x) · · · g_k(x)

se ginìmeno anĹgwgwn poluwnÔmwn me suntelestèc apì F , afoÔ to F eÐnai sÿma kai èqoume tautìthta thc diaÐreshc.

’Opwc kai sto Lămma 5 kĹje èna apì ta poluÿnuma autĹ ja grĹfetai

g_i(x) = ab^{−1}f_i(x)

ìpou a, b ∈ R kai f_i(x) prwtarqikì poluÿnumo sto R[x] kai profanÿc anĹgwgo sto F [x] kai sunepÿc kai sto R[x] Katalăgoume ètsi ìti

f(x) = cf_1(x) · · · f_k(x) (2.40)

me ta f_1(x), . . . , f_k(x) prwtarqikĹ poluÿnuma tou R[x], anĹgwga kai sto R[x] kai sto F [x], kai c ∈ F . An deÐxoume pwc c ∈ R ja èqoume deÐxei kai thn dunatìthta thc anĹlushc se ginìmeno anĹgwgwn poluwnÔmwn sto R[x] grĹfontac to c = p_1 · · · p_m opìte h

f(x) = p_1 · · · p_mf_1(x) · · · f_k(x) (2.41)

9An kĹpoioc duskoleÔtai stic teqnikèc leptomèreiec thc apìdeixhc mporeÐ na fantĹzetai ìti to R eÐnai h akèraia perioqă Z kai to sÿma twn phlÐkwn thc to Q.

2.4. DAKT§ULIOI POLUWN§UMWN SE PERIOQ§ES MONOS§HMANTHS AN§ALUSHS.103

ja eÐnai h zhtoÔmenh anĹlush. AllĹ autì eÐnai Ĺmeso pìrisma tou Lămmatoc tou Gauss, eidikìtera tou Lămatoc 5. Ac upojèsoume tÿra ìti kĹpoio poluÿnumo f(x) ∈ R[x] to analÔame me dÔo diaforetikoÔc trìpouc se ginìmeno anĹgwgwn stoiqeÐwn:

f(x) = p_1 · · · p_mf_1(x) · · · f_k(x) = q_1 · · · q_ng_1(x) · · · g_l(x) (2.42)

ìpou -katĹ ta prohgoÔmena-ta p_i, q_j eÐnai prÿtoi tou R kai ta f_i(x), g_j(x) eÐnai prwtarqikĹ poluÿnuma anĹgwga sto F [x]. Apì to Lămma 5 ja èqoume ìti gia kĹpoio antistrèyimo stoiqeÐo u ∈ R ja èqoume

p_1 · · · p_k = uq_1 · · · q_l

kai afoÔ to R eÐnai perioqă monosămanthc anĹlushc ja èqoume ìti k = l kai upĹrqei σ_1 : {1, . . . , k} ÿste to p_i na eÐnai omìlogo me to q_{σ1(i)} = p_i gia kĹje i = 1, . . . , k. An doÔme thn sqèsh 2.42 san anĹlush tou f(x) sto sÿma F tìte apì to monosămanto thc anĹlushc sto F [x] ja pĹroume ìti ìti m = n kai upĹrqei σ_2 : {1, . . . , n} ÿste to f_j (x) na eÐnai omìlogo me to g_{σ2(j)(x)} = f_j gia kĹje j = 1, . . . , n. To jeÿrhmĹ mac apodeÐqthke plărwc. □

Ja kleÐsoume thn parĹgrafo autăn diatupÿnontac èna kritărio, gnwsto kai san Kritărio tou Eisenstein,gia to pìte èna poluÿnumo se mia perioqă monosămanthc anĹlushc eÐnai anĹgwgo kai parousiĹzontac merikèc efarmogèc tou.

Jeÿrhma 38 [To kritărio tou Eisenstein]

’Estw R na eÐnai mia perioqă monosămanthc anĹlushc kai F to sÿma twn phlÐkwn thc. Ac upojèsoume akìma ìti mac dÐnetai èna mh stajerì poluÿnumo

f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n, a_n ≠ 0

sto R[x] kai ìti mporoÔme na broÔme èna prÿto p ∈ R me tic exăc idiìthtec: (1) O p diaireÐ touc a_0, . . . , a_{n−1}. (2) O p den diaireÐ ton a_n. (3) O p^2 den diaireÐ ton a_0. Tìte to f(x) eÐnai anĹgwgo sto F [x].

Apìdeixh: MporoÔme na upojèsoume ìti to f(x) eÐnai prwtarqikì. An den eÐnai grĹfoume to f(x) = dg(x) me g(x) anĹgwgo kai oi sunjăkec ja ikanopoioÔntai gia to g(x), ìpwc eÔkola blèpoume. An loipìn deÐxoume ìti to g(x) eÐnai anĹgwgo sto F [x] tìte to èqoume deÐxei kai gia to f(x).

Ja deÐxoume prÿta ìti -me thn upìjesh ìti eÐnai prwtarqikì- to f(x) eÐnai anĹgwgo sto R opìte apì to Jeÿrhma 36 ja eÐnai kai anĹgwgo san stoiqeÐo tou

F [x]. An den ătan anĹgwgo ja eÐqame ìti f(x) = g(x)h(x) me ta g(x), h(x) mh stajerĹ poluÿnuma. Ac upojèsoume ìti

f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n g(x) = b_0 + · · · + b_kx^k h(x) = c_0 + · · · + c_lx^l

ìpou k, l ≥ 1 kai k+l = n. Epeidă a_0 ≠ 0 (h sunjăkh (2} ja èqoume b_0 ≠ 0, c_0 ≠ 0. Epeidă p|a_0 = b_0c_0 ja diaireÐ eÐte ton b_0 eÐte ton c_0 allĹ ìqi kai touc dÔo giatÐ ja parabiazìtan h sunjăkh (3).

Ac upojèsoume loipìn ìti diaireÐ ton c_0 kai den diaireÐ ton b_0. Ja deÐxoume epagwgikĹ ìti diaireÐ kai kĹje c_i, i = 0, . . . , l. PrĹgmati, ac upojèsoume ìti diaireÐ touc c_0, . . . , c_{i−1}. Tìte a_i = (c_0b_i + c_1b_{i−1} + · · · + c_{i−1}b_1) + c_ib_0. AfoÔ i ≤ l < n ja èqoume apì tic upojèseic mac ìti p|a_i kai afoÔ p|c_0, . . . , p|c_{i−1} ja èqoume ìti p|c_ib_0. ’Omwc o p den diaireÐ ton b_0 kai sunepÿc ja diaireÐ ton c_i kai telikĹ ja diaireÐ ton c_l. ’Omwc a_n = c_lb_k kai ja èqoume ìti o p ja diaireÐ ton a_n pou antifĹskei sthn sunjăkh (2). □

Prìtash 42 An ènac rhtìc a b me (a, b) = 1 eÐnai rÐza tou prwtarqikoÔ poluwnÔmou f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n ∈ Z[x] me akèraiouc suntelestèc tìte a|a_0, b|a_n

Apìdeixh: An o a b me (a, b) = 1 eÐnai rÐza tou prwtarqikoÔ poluwnÔmou f(x) = a_0 + · · · + a_nx^n ∈ Z[x] tìte pollaplasiĹzontac me b^n ja èqoume:

a_0b^n + a_1ab^{n−1} + · · · + a_{n−1}ba^{n−1} + a_na^n = 0

Pou dÐnei Ĺmesa ìti b|a^na_n. AfoÔ oi a, b eÐnai prÿtoi metaxÔ touc ja prèpei b|a_n. ’Omoia a|b^na_0 kai pĹli ja prèpei a|a_0. □

Apì to Kritărio tou Eisenstein ja pĹroume eÔkola ta epìmena:

Prìtash 43 An a eÐnai fusikìc arijmìc gia ton opoÐo upĹrqei ènac prÿtoc p me p|a kai p^2 ̸|a tìte gia kĹje n ≥ 1 to poluÿnumo x^n − a ja eÐnai anĹgwgo stouc rhtoÔc. EidikĹ o^n √ a ja eÐnai Ĺrrhtoc arijmìc gia n ≥ 2.

Prìtash 44 ’Estw p prÿtoc fusikìc arijmìc. To poluÿnumo f(x) = 1 + x + x^2 + · · · + x^{p−1} eÐnai anĹgwgo.

Upìdeixh: GrĹfoume f(x) = x^p − 1 x − 1 . Me to Kritărio tou Eisenstein deÐqnoume ìti to f(x + 1) = p + (_p 1 ) x + (_p 2 ) x^2 + · · · + x^{p−2} eÐnai anĹgwgo, opìte anagkastkĹ ja eÐnai kai to f(x).

2.5 DaktÔlioi PoluwnÔmwn pollÿn metablhtÿn

Ac upojèsoume ìti R eÐnai ènac daktÔlioc. Autìc orÐzei ènan Ĺllo daktÔlio R[x] pou eÐnai ìlec oi telikĹ mhdenikèc akoloujÐec stoiqeÐwn tou tic tautÐzoume me ìla ta poluÿnuma miac metablhtăc x. An pĹroume ìlec tic telikĹ mhdenikèc akoloujÐec tou R[x] tìte kataskeuĹzetai ènac nèoc daktÔlioc R[x, y] pou mporoÔme na ton tautÐsoume me ta poluÿnuma dÔo metablhtÿn x, y pĹnw ston R. ’Iswc autì na mh faÐnetai me thn prÿth matiĹ.

Ac jewrăsoume loipìn mia opoiadăpote peperasmènh akoloujÐa f_0, f_1, . . . , f_n apì stoiqeÐa tou R[x]. Tìte aută mporoÔme na thn tautÐsoume me to poluÿnumo F (x, y) = f_0 + f_1y + f_2y^2 + · · · + f_ny^n Gia na èqoume mÐa safèsterh eikìna ac upojèsoume ìti f_0 = a_0x^{k0} f_1 = a_1x^{k1} f_2 = a_2x^{k2} . . . . . . f_n = a_nx^{kn} Tìte F (x, y) = a_0x^{k0} + a_1x^{k1} y + a_2x^{k2} + · · · + a_nx^{kn} y^n Den eÐnai dÔskolo na doÔme pwc ta stoiqeÐa tou R[x, y] mporoÔme genikĹ na ta jèsoume sth morfă:

F (x, y) = a_0 + a_1x^{k1} y^{m1} + a_2x^{k2} y^{m2} + · · · + a_nx^{kn} y^{mn} ’Enac Ĺlloc trìpoc na doÔme ta poluÿnuma dÔo metablhtÿn eÐnai san telikĹ mhdenikèc diplèc akoloujÐec (a_{ij})_{(i,j)∈N×N} Ac prospajăsoume ènan austhrì orismì:

Orismìc 53 Diplă akoloujÐa me stoiqeÐa apì èna daktÔlio R eÐnai mÐa apeikìnish a : N × N → R, pou ja sumbolÐzetai kai me (a_{ij})_{(i,j)∈N×N} MÐa diplă akoloujÐa (a_{ij} )_{(i,j)∈N×N} ja lègetai telikĹ mhdenikă an upĹrqoun dÔo i_0, j_0 ∈ N me a_{ij} = 0 gia opoiadăpote i ≥ i_0, j ≥ j_0.

O bajmìc mÐac telikĹ mhdenikăc akoloujÐac diaforetikăc apì thn mhdenikă (dhladă aută pou eÐnai tautotikĹ Ðsh me 0) orÐzetai san max{i + j : a_{ij} ≠ 0}

H telikĹ mhdenikă akoloujÐa (a_{ij})_{(i,j)∈N×N} ja tautÐzetai me to poluÿnumo F (x, y) = i=n,j=m ∑ i=0,j=0 a_{ij} x^iy^j pou èqei bajmì n + m.

Gia parĹdeigma ta 1 + x + x^2 + x^3 + x^4 1 + y + x^2 + y^3 + x^4 y^2x^2 1 + xy + x^2y^2 + x^3y + x^4 1 + x + x^2y^2 + x^3 + x^4 + y^4 1 + ( √ 2 + 5i)x + x^2 + x^3 + x^4 + y + y^2 + y^3 + y^4 1 + x + x^2 + x^3 + x^4 + y + y^2 + y^3 + y^4 + xy + ixy^2 + x^2y + √ −10x^2y^2 + xy^3 + x^3y

EÐnai ìla poluÿnuma sto C [x, y].

Tÿra eÐmaste se jèsh na orÐsoume austhrĹ tic prĹxeic sto R[x, y] san prĹxeic se diplèc akoloujÐec^{10}: (a_{ij} )_{(i,j)∈N×N} + (b_{ij} )_{(i,j)∈N×N} = (a_{ij} + b_{ij} )_{(i,j)∈N×N}

(a_{ij} )_{(i,j)∈N×N} · (b_{ij} )_{(i,j)∈N×N} = (c_{ij})_{(i,j)∈N×N} ìpou c_{ij} = k=i,l=j∑

k=0,l=0 a_{kl}b_{i−k,j−l} Ac orÐsoume ìpwc sthn perÐptwsh poluwnÔmwn mÐac metablhtăc mÐa ektÐmhsh gia ta poluÿnuma dÔo metablhtÿn N : R[x, y] → N akribÿc ìpwc kai sta poluÿnuma mÐac metablhtăc: N(f) = { 0 an f = 0 (bajmìc tou f) + 1 an f ≠ 0

10Gia ton anagnÿsth pou pijanìn na anhsuqăsei apì ton sqetikĹ polÔploko trìpo pou orÐzetai o pollaplasiasmìc anafèroume ìti mporeÐ na ton agnoăsei kai na pollaplasiĹzei poluÿnuma pollÿn metablhtÿn san algebrikèc ekfrĹseic me ton trìpo pou xèrei

Kai edÿ ja èqoume gia f ∈ R[x, y] me R na eÐnai èna sÿma:

N(f) = 0 an kai mìno an f = 0 N(f + g) = max{N(f), N(g)} N(fg) = N(f) + N(g) − 1 Ĺra èqoume mÐa EukleÐdia ektÐmhsh kai ètsi mporoÔme na anarwthjoÔme an mporoÔme na èqoume kai ’Algìrijmo thc DiaÐreshc dhladă an eÐmaste se EukleÐdia Perioqă.

H apĹnthsh eÐnai OQI.

Prìtash 45 ’Estw R èna mh tetrimmèno sÿma^{11} tìte to uposÔnolo I = {f(x, y) ∈ R[x, y] : f(0, 0) = 0} eÐnai èna gnăsio ideÿdec me dÔo gennătorec kai den eÐnai kÔrio ideÿdec. Sunepÿc to R[x, y] den eÐnai Perioqă KÔriwn Idewdÿn kai sunepÿc oÔte EukleÐdia Perioqă.

Apìdeixh: To I = {f(x, y) ∈ R[x, y] : f(0, 0) = 0} einai to sÔnolo twn poluwnÔmwn me dÔo suntelestèc pou o stajerìc touc ìroc eÐnai Ðso me 0. EÐnai Ĺmeso ìti autì eÐnai èna ideÿdec kai mĹlista I = (x, y) To I den mporeÐ na parĹgetai apì èna mìno stoiqeÐo f ∈ R[x, y]. PrĹgmati ac upojèsoume ìti I = (f) = {gf : g ∈ R[x, y]} AfoÔ x, y ∈ I ja èqoume x = g_1f, y = g_2f gia kĹpoia poluÿnuma g_1, g_2 ∈ R[x, y]. ’AllĹ ta x, y eÐnai prÿtou bajmoÔ kai h mình perÐptwsh gia na sumbaÐnoun ta prohgoÔmena eÐnai f = ax = by gia kĹpoia a, b ∈ R mh mhdenikĹ stoiqeÐa tou sÿmatoc prĹgma profanÿc adÔnaton. □

Ac upojèsoume ìti èqoume mia perioqă monosămanthc anĹlushc R tìte apì to Jeÿrhma 37 to R[x] ja eÐnai perioqă monosămanthc anĹlushc allĹ tìte kai to R[x, y] = R[x][y] ja eÐnai epÐshc, opìte to Ðdio ja sumbaÐnei kai gia to R[x, y, z] to daktÔlio twn poluwnÔmwn triÿn metablhtÿn. ApodeÐxame loipìn ìti:

11na èqei toulĹqiston 2 stoiqeÐa

Jeÿrhma 39 An R eÐnai mia perioqă monosămanthc anĹlushc tìte gia kĹje n h perioqă R[x_1, . . . , x_n] twn poluwnÔmwn n metablhtÿn ja eÐnai perioqă monosămanthc anĹlushc.

To R[x, y] apì ta prohgoÔmena den eÐnai perioqă kurÐwn idewdÿn, akìma kai an to R eÐnai sÿma, wstìso ja eÐnai apì to prohgoÔmeno Jeÿrhma perioqă monosămanthc anĹlushc. ’Eqoume loipìn,

UpĹrqoun Perioqèc monosămanthc AnĹlushc pou den eÐnai Perioqèc KÔriwn idewdÿn