Perieqìmena

1 Protasiakìc Logismìc 3 1.1 Eisagwgă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.2 H anĹgkh miac tupikăc glÿssac. . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.3 H glÿssa tou ProtasiakoÔ logismoÔ . . . . . . . . . . . . . . 7 1.4 H anĹlush enìc tÔpou-Dèntra- UpotÔpoi. . . . . . . . . . . . 9 1.5 To Lămma monadikăc anĹgnwshc . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.6 Timèc alhjeÐac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.7 TautologÐec . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.8 IsodÔnamoi tÔpoi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.9 H mèjodoc twn analutikÿn pinĹkwn . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.10 EpĹrkeia sundèsmwn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 1.11 Sumbatìthta. To jeÿrhma thc sumpĹgeiac. . . . . . . . . . . . 24 1.12 Logikì sumpèrasma kai apìdeixh . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 1.13 Sunèpeia kai Plhrìthta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 1.14 AxiwmatikopoÐhsh tou ProtasiakoÔ LogismoÔ . . . . . . . . . 37

2 PrwtobĹjmiec Glÿssec 41 2.1 Ti eÐnai mia prwtobĹjmia glÿssa. . . . . . . . . . . . . . . . . 41 2.2 H sÔntaxh se mia prwtobĹjmia glÿssa . . . . . . . . . . . . . 44 2.2.1 Oi ìroi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 2.2.2 TÔpoi-ProtĹseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.2.3 To Lămma thc monadikăc anĹgnwshc . . . . . . . . . . . 46 2.2.4 Oi glÿssec thc arijmhtikăc kai thc jewrÐac sunìlwn . 46 2.2.5 EleÔjerec kai desmeumènec metablhtèc-KleistoÐ tÔpoi . 48 2.3 H ermhneÐa miac glÿssac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.3.1 Emploutismìc miac glÿssac . . . . . . . . . . . . . . . 51 2.3.2 ErmhneÐa twn protĹsewn miac glÿssac . . . . . . . . . 51 2.3.3 KajolikĹ isqÔousec protĹseic ă Jèseic . . . . . . . . . 54

2.3.4 Merikèc shmantikèc logikèc isodunamÐec . . . . . . . . . 55 2.4 JewrÐec-Montèla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 2.4.1 H arijmhtikă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2.4.2 H jewrÐa Sunìlwn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 2.5 Apìdeixh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 2.5.1 Sunèpeia-Plhrìthta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 2.6 To Jeÿrhma thc Plhrìthtac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

KefĹlaio 1

Protasiakìc Logismìc

1.1 Eisagwgă

Me ton ìro Logikă eÐnai ennooÔme ton klĹdo thc filosofÐac pou asqoleÐtai me thn melèth twn sullogismÿn pou kĹnoun oi Ĺnjrwpoi, prospajÿntac na diatupÿsei kanìnec pìte ènac sullogismìc eÐnai ègkuroc kai pìte ìqi. ’Enac sullogismìc apoteleÐtai apì èna peperasmèno sÔnolo protĹsewn thc glÿssac (tÐc upojèseic) kai mÐa telikă prìtash, to sumpèrasma. To basikì sqăma ègkurou sullogismoÔ pou apomonÿjhke apì touc arqaÐouc qrìnouc eÐnai to parakĹtw:

An alhjeÔei tì A tìte alhjeÔei to B

To A alhjeÔei ’Ara alhjeÔei to B

ParĹdeigma tètoiou sullogismoÔ eÐnai to gnwstì:

An o SwkrĹthc eÐnai Ĺnjrwpoc tìte eÐnai jnhtìc.

O SwkrĹthc eÐnai Ĺnjrwpoc. ’Ara: O SwkrĹthc eÐnai jnhtìc.

Edÿ genniètai kai to exăc prìblhma: Poièc protĹseic eÐnai alhjeÐc kai poièc ìqi. Bèbaia ènac sullogismìc mporeÐ na eÐnai orjìc akìma kai an oi upojèseic tou eÐnai entelÿc lanjasmènec ă parĹlogec. ’Omwc ènac tètoioc sullogismìc (an kai qrăsimoc se polloÔc anjrÿpouc) ja èqei pijanìn kai lanjasmèno sumpèrasma. Se autèc edÿ tic shmeiÿseic ja asqolhjoÔme me tètoia, zhtămata, dhladă tÐ eÐnai alăjeia, ti eÐnai yèmma kai tÐ eÐnai ènac ègkuroc sullogismìc (apìdeixh), ìqi ìmwc mèsa se ìlh th glÿssa ă se kĹje klĹdo thc anjrÿpinhc drasthriìthtac, allĹ mìno mèsa sta MajhmatikĹ.

EÐnai fanerì ìti h Logikă apaiteÐ perissìterh prosoqă kai akrÐbeia apì Ĺllouc filosofikoÔc klĹdouc.Gi autì kai arketĹ nwrÐc èginan apìpeirec gia th majhmatikopoÐhsă thc. H prÿth apìpeira eÐnai mia polÔ genikă prossèggish. Se aută den ja exetĹsoume arqikĹ ti eÐnai mÐa prìtash. Ja perioristoÔme na parathrăsoume ìti ìti an dojoÔn kĹpoiec protĹseic tìte autèc mporoÔme na tic qrhsimopoiăsoume (enÿsoume me kĹpoio trìpo) ÿste na ftiĹxoume nèec poiì perÐplokec protĹseic. Autì gÐnetai mèsa apì touc sundèsmouc thc glÿssac. ’Enac sÔndesmoc eÐnai èna glwssikì ergaleÐo pou sundèei protĹseic. ’Enac sÔndesmoc mporeÐ na sundèsei èna sugkekrimmèno arijmì protĹsewn kĹje forĹ (sunăjwc dÔo). Autìc arijmìc lègetai kai to bĹroc tou sundèsmou. Oi basikoÐ sÔndesmoi pou mac endiafèroun eÐnai oi parakĹtw:

• H sÔzeuxh: ...{kai}... pou ja sumbolÐzetai me to ∧

• H diĹzeuxh: ...{ă}... pou ja sumbolÐzetai me to ∨

• H sunepagwgă : {An ... tìte....} pou ja sumbolÐzetai me to ⇒

• H isodunamÐa: {... eÐnai isodÔnamh me thn ...} pou ja sumbolÐzetai me to ⇔.

Epiplèon ja jewroÔme èna epiplèon sÔmbolo

• H Ĺrnhsh: ’Oqi... ¬, mèsw tou opoÐou ja paÐrnoume thn Ĺrnhsh miac prìtashc.

’Etsi, an me P, Q sumbolÐsoume tic protĹseic {KĹnei krÔo}, {FobĹmai to krÔo} stouc sumbolismoÔc ¬P , P ∧ Q,P ∨ Q,P ⇒ Q, P ⇔ Q antistoiqoÔn oi protĹseic:

{Den kĹnei krÔo.} {KĹnei krÔo kai fobĹmai to krÔo.} {KĹnei krÔo ă fobĹmai to krÔo.} { An kĹnei krÔo tìte fobĹmai to krÔo.} {KĹnei krÔo isodunameÐ me to fobĹmai to krÔo}

KĹpoiec protĹseic faÐnontai na alhjeÔoun apì th suntaktikă domă touc kai mìno. Gia parĹdeigma oi ProtĹseic: ’Ena rìdo eÐnai èna rìdo. EÐte ja brèxei eÐte den ja brèxei. An eÐmai èxupnoc tìte eÐmai èxupnoc. EÐmai autì pou eÐmai.

Autèc oi protĹseic onomĹzontai tautologÐec.

Ek prÿthc ìyewc den faÐnetai na parousiĹzoun idiaÐtero endiafèron. Wstìso fĹnhke wstìso h melèth mac gia tÐ eÐnai alăjeia kai ti eÐnai apìdeixh ja prèpei na xekinăsei apì autèc.

H prosèggish aută onomĹzetai Protasikìc logismìc kai ja asqolhjoÔme me autìn lÐgo parakĹtw.

1.2 H anĹgkh miac tupikăc glÿssac.

H idèa thc qrăshc miac eidikăc glÿssac, polÔ pio perioristikăc apì thn koină glÿssa (ta ellhnikĹ) xekinĹ apì tic arqèc tou aÐwna kai sqetÐzetai me ta parĹdoxa thc jewrÐac sunìlwn kai idiaÐtera me to parĹdoxo tou Russel.

O Georg Cantor, idrutăc thc jewrÐac twn sunìlwn, xekÐnhse thn jemelÐwsh thc jewrÐac tou pĹnw se mia genikă paradoqă, pou ek prÿthc ìyewc eÐnai arketĹ profanăc, gia na amfisbhthjeÐ.

Jeÿrhse, ìti mia opoiadăpote idiìthta I prosdiorÐzei kata monadikì trìpo kai èna sÔnolo: To sÔnolo ìlwn twn antikeimènwn pou èqoun thn idiìthta I. O B. Russel paratărhse ìmwc pwc mia tètoia polÔ genikă paradoqă mporeÐ na odhgăsei se logikĹ parĹdoxa. O sullogismìc tou eÐnai idiaÐtera aplìc.

{ Ac jewrăsoume thn idiìthta kĹti na eÐnai sÔnolo kai na mhn eÐnai stoiqeÐo tou eautoÔ tou.SumbolikĹ:

I(x) : To x eÐnai sÔnolo kai x ∉ x

Aută h idiìthta ja prosdiorÐsei to sÔnolo A, ìpou to x ∈ A an kai mìno an to x eÐnai sÔnolo kai x ∉ x. DÔo prĹgmata mporeÐ na sumbaÐnoun. EÐte A ∈ A, allĹ tìte ja prèpei A ∉ A kai autì apokleÐetai.

EÐte A ∉ A. Se aută thn perÐptwsh dÔp prĹgmata mporeÐ na sumbaÐnoun:

• EÐte to A den eÐnai sÔnolo - allĹ autì antibaÐnei thn upìjesă mac ìti eÐnai sÔnolo.

• EÐte to A eÐnai sÔnolo. AllĹ sthn teleutaÐa perÐptwsh ja èprepe na èqei thn idiìthta A ∈ A afoÔ autăn thn èqei kĹje sÔnolo pou den eÐnai sto A kai autì antibaÐnei thn upìjesă mac A ∉ A.

’Eginan pollèc protĹseic gia na kalufjeÐ to kenì sthn jewrÐa tou Cantor. Aută pou epikrateÐ sămera eÐnai h Ĺpoyh tou Zermelo na aporÐyoume thn arqă ìti kĹje idiìthta kajorÐzei kai sÔnolo kai na thn antikatastăsoume me Ĺllec arqèc pou ja prosdiìrizan pio sugkekrimmèna poièc idiìthtec prosdiorÐzoun sÔnola kai poiec ìqi. Me tic arqèc pou èjese o Zermelo h sugkekrimmènh I den prosdiorÐzei sÔnolo. Aută ătan h arqă thc axiwmatikăc jewrÐac twn sunìlwn.

KĹti Ĺllo pou fĹnhke apì aută thn suzăthsh ătan ìti ja èprepe h ènnoia {idiìthta} na prosdioristeÐ mèsa sta MajhmatikĹ. Gia na gÐnei autì ja èprepe na qrhsimopoihjeÐ mia pio periorismènh glÿssa apì thn koină (pou lìgw amfishmeiÿn odhgeÐtai se pollĹ parĹdoxa) katĹllhlh ìmwc an ìqi gia ìla ta MajhmatikĹ gia èna klĹdo touc toulĹqiston. ’Etsi ja orÐsoume {glÿssec} me lÐgec ènnoiec katĹllhlec ìmwc gia mia majhmatikă jewrÐa.

Gia parĹdeigma, ìtan jèloume na milĹme gia sÔnola mac arkeÐ na èqoume mìno mia sqèsh sth glÿssa mac, aută pou mac lèei pìte kĹti anăkei se èna sÔnolo (pou ekfrĹzetai me to sÔmbolo ∈) kai merikĹ logikĹ sÔmbola pou ìpwc ja faneÐ parakĹtw mporoÔme na periorÐsoume se trÐa: thn Ĺrnhsh, thn sunepagwgă, kai to sÔmbolo thc Ôparxhc (∃). GenikĹ:

Orismìc 1 Mia glÿssa apoteleÐtai

1. ’Ena sÔnolo M (sunăjwc peperasmèno ă Ĺpeiro arijmăsimo) tou opoÐou ta stoiqeÐa lègontai metablhtèc.

2. Apì kĹpoia logikĹ sÔmbola pou sundèoun protĹseic, sunăjwc eÐnai ta ∨ (kai), ∧ (ă).

3. To logikì sÔmbolo ¬, thc Ĺrnhshc.

=⇒ (sunepagwgă), ⇐⇒ (isodunamÐa).EpÐshc sunăjwc èqoume kai èna sÔmbolo gia thn isìthta (=). MporoÔme bèbaia na èqoume kai Ĺlla, ìpwc kìmmata, teleÐec, kenì qÿro klp...

4. PosodeÐktec. AutoÐ eÐnai kurÐwc to ∃ (upĹrqei) kai to ∀, to {gia kĹje...}.

5. SÔmbola stÐxhc ă diaqwrismoÔ. Sunăjwc arkoÔmaste stic dÔo parenjèseic (thn aristeră { ) }, thn dexiĹ { ) } ).

6. KĹpoia eidkĹ sÔmbola sunartăsewn.AutĹ exartÿntai apì th jewrÐa pou jèloume na asqolhjoÔme. Gia parĹdeigma sth arijmhtikă qreiazìmaste ta sÔmbola twn prĹxewn +, ·, Sth jewrÐa sunìlwn den qreiazìmaste kanèna.

7. KĹpoia eidikĹ sÔmbola gia na ekfrĹzoume sqèseic. Kai autĹ exartÿntai apì th jewrÐa pou jèloume na asqolhjoÔme. Gia parĹdeigma h jewrÐa sunìlwn qrhsimopoieÐ th sqèsh tou {anăkein se èna sÔnolo}, h arijmhtikă th sqèsh { ènac arijmìc na eÐnai mikrìteroc apì ènan Ĺllo}, klp...

8. KĹpoia eidikĹ sÔmbola stajerÿn (p.q to 0 sthn arijmhtikă, to kenì sÔnolo ∅, sth jewrÐa sunìlwn.)

Ta apolÔtwc aparaÐthta sÔmbola eÐnai oi metablhtèc, oi logikoÐ sÔndesmoi, oi parenjèseic.

Mia èkfrash thc glÿssac ja eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa apì stoiqeÐa thc glÿssac.

Gia parĹdeigma: ⇒))))P Qx ⇒)()(∨ ∧ ∨ ∧ xyz ,ìpou x, y, z, P, Q ∈ M . Sthn epìmenh parĹgrafo ja exetĹsoume thn aploÔsterh dunată glÿssa.

1.3 H glÿssa tou ProtasiakoÔ logismoÔ

H pio aplă glÿssa eÐnai aută pou den perièqei eidikĹ sÔmbola parĹ mìno ta aparaÐthta logikĹ sÔmbola. Thn glÿssa aută thn onomĹzoume glÿssa tou ProtasiakoÔ LogismoÔ.

Aută apoteleÐtai apì

1. ’Ena sÔnolo M, pou ta stoiqeÐa tou ja ta qrhsimopoioÔme gia sÔmbola {protĹsewn}.

2. SÔmbola sundèsmwn: ∨, ∧, ⇒, ⇔

3. To sÔmbolo thc Ĺrnhshc ¬

4. SÔmbola diaqwrismoÔ ekfrĹsewn thc glÿssac: Parenjèseic (, ), agkÔlec [, ].

Apì ìlec tic tuqaÐec ekfrĹseic thc glÿssac ja diakrÐnoume autèc pou eÐnai suntaktikĹ orjèc, kai ja tic onomĹzoume tÔpouc thc glÿssac.

Oi tÔpoi (pou antistoiqoÔn stic {swstèc} protĹseic thc fusikăc glÿssac, pou mporoÔn na prokÔyoun an xèroume kĹpoiec stoiqeiÿdeic prwtarqikèc protĹseic) apoteloÔn èna uposÔnolo twn ekfrĹsewn thc glÿssac. H kataskeuă touc (pou apoteleÐ kai ton orismì touc) prokÔptei mèsa apì mia seirĹ kanìnec, pou touc onomĹzoume suntaktikoÔc kanìnec. Tètoiou eÐdouc orismoÐ onomĹzontai anadromikoÐ orismoÐ.

Orismìc 2 1. Ta stoiqeÐa tou M (oi metablhtèc) eÐnai tÔpoi.

2. An Φ, Ψ eÐnai tÔpoi tìte h èkfrash (Φ) ⋆ (Ψ) eÐnai epÐshc tÔpoc, ìpou to ⋆ eÐnei èna opoiodăpote apì ta sÔmbola ∨, ∧, ⇒, ⇔.

3. An Φ eÐnai tÔpoc tìte h èkfrash ¬(Φ) eÐnai tÔpoc.

San parĹdeigma efarmogăc tou prohgoÔmenou OrismoÔ ja dÿsoume mia diadikasÐa paragwgăc enìc tÔpou:

’Enac enallaktikìc orismìc tou tÔpou eÐnai o exăc:

Mia diadikasÐa paragwgăc enìc tÔpou Φ eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa E_1, . . . , E_n apì ekfrĹseic thc glÿssac ÿste

• E_n = Φ • Gia kĹje i ≤ n, eÐte

– to E_i eÐnai metablhtă, eÐte – upĹrqei j < i me E_i = (¬E_j ), eÐte – upĹrqoun j, k < i me E_i = (E_j ) ⋆ (E_k), me ⋆ ∈ {∨, ∧, =⇒, ⇐⇒}.

ParĹdeigma

1. ’Estw X, Y, Z metablhtèc. Ta X, Y, Z eÐnai tÔpoi apì Orismì 2. 2. Oi ekfrĹseic ¬(X), (X) ∨ (Y ) eÐnai tÔpoi apì Orismì 2 kai to 1. 3. Oi ekfrĹseic (¬(X)) ⇒ ((X) ∨ (Y )) kai (Z) ⇔ ((X) ∨ (Y )) eÐnai tÔpoi 2 kai to 2.

4. H èkfrash ((¬(X)) ⇒ ((X) ∨ (Y ))) ∧ ((Z) ⇔ ((X) ∨ (Y ))) eÐnai tÔpoc apì Orismì 2 kai ta 2, 3.

Gia na dieukolunjoÔme sth melèth twn protĹsewn eÐnai qrăsimo qwrÐsoume tic protĹseic anĹloga me thn periplokìthtĹ touc. Gia to skopì autì ja orÐsoume thn tĹxh (periplokìthtac) enìc tÔpou.

Orismìc 3 1. Oi metablhtèc eqoun tĹxh Ðsh me 0.

2. An oi tÔpoi Φ, Ψ èqoun tĹxeic τ(Φ), τ(Ψ) kai ⋆ ∈ {∨, ∧, ⇒, ⇔} tìte h tĹxh tou (Φ) ⋆ (Ψ) dÐnetai apì ton tÔpo

τ ((Φ) ⋆ (Ψ)) = max {τ(Φ), τ(Ψ)} + 1

3. An o tÔpoc Φ èqei tĹxh τ(Φ) tìte h tĹxh tou ¬((Φ)) dÐnetai apì ton tÔpo τ ( ¬(Φ) ) = τ(Φ) + 1

1.4 H anĹlush enìc tÔpou-Dèntra- UpotÔpoi.

EÐnai diaisjhtikĹ profanèc ìti kĹje tÔpoc ja eÐnai sÔnjesh aploÔsterwn kai autoÐ mia sÔnjesh akìma aploÔsterwn, mèqric ìtou h anĹlusă mac na mh mporeÐ na proqwrăsei Ĺllo giatÐ ja sunantăsoume mìno metablhtèc (touc aploÔstatouc tÔpouc).

Sqăma 1

(¬ (X)) =⇒ (((¬ (Y )) ∨ (Z)) ∧ ((X) =⇒ (Y )))

¬ (X) ((¬ (Y )) ∨ (Z)) ∧ ((X) =⇒ (Y ))

X (¬ (Y )) ∨ (Z) (X) =⇒ (Y )

¬ (Y ) Z X Y

Y

Oi tÔpoi autoÐ pou emfanÐzontai se mia tètoia diadikasÐa anĹlushc ja lègontai oi upotÔpoi tou tÔpou. Ja dÿsoume parakĹtw mia austhră morfă stic ènnoiec: anĹlush kai upotÔpoc enìc tÔpou.

H ènnoia thc anĹlushc sqetÐzetai me thn ènnoia tou dèntrou, h opoÐa eÐnai mia genÐkeush twn fusikÿn arijmÿn. H analogia faÐnetai an sugkrÐnoume ton parakĹtw orismì me ta axiÿmata tou Peano gia to sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn. (EkeÐ upĹrqei èna arqikì stoiqeÐo to 0 kai gia kĹje stoiqeÐo x upĹrqei èna monadikì stoiqeÐo E(x), o Ĺmesa epìmenoc tou x).

Orismìc 4 ’Ena dèntro eÐnai èna sÔnolo D sto opoÐo isqÔoun ta exăc:

1. UpĹrqei èna monadikì stoiqeÐo ϱ to opoÐo lègetai h arqă ă h rÐza tou D. 2. Gia kĹje stoiqeÐo x tou dèntrou upĹrqei èna peperasmèno sÔnolo E(x) pou lègetai to sÔnolo twn Ĺmesa epìmenwn tou x. To sÔnolo autì mporeÐ kai na eÐnai kenì.

3. An x, y ∈ D kai x ≠ y tìte ta E(x), E(y) eÐnai xèna metĹxÔ touc sÔnola (den èqoun koinì stoiqeÐo).

4. Den upĹrqei x ∈ D ÿste 0 ∈ E(x).

5. An A eÐnai èna uposÔnolo tou D tètoio ÿste 0 ∈ A kai gia kĹje x ∈ A isqÔei E(x) ⊂ A tìte A = D

Se kĹje stoiqeÐo enìc dèntrou mporoÔme na antistoiqÐsoume èna fusikì arijmì , thn tĹxh tou stoiqeÐou sthn ierarqÐa tou dèntrou, wc exăc.

1. τ(ϱ) = 0

2. An τ(x) = n kai y ∈ E(x) tìte τ(y) = n + 1

KĹje stoiqeÐo tou dèntrou èqei kĹpoia tĹxh. PrĹgmati, an sumbolÐsoume me A to sÔnolo ìlwn twn stoiqeÐwn tou dèntrou pou èqoun kĹpoia tĹxh. Tìte ex orismoÔ ϱ ∈ A kai an x ∈ A ja èqoume epÐshc ìti kĹje y ∈ E(x) ja èqei tĹxh ( thn tĹxh tou x + 1). ’Ara, E(x) ⊂ A kai apì thn idiìthta 5 tou orismoÔ 4 ja èqoume ìti A = D.

Shmeiÿnoume ìti èna dèntro eÐnai (ìpwc to orÐsame) èna to polÔ arijmăsimo sÔnolo.

PrĹgmati, ac sumbolÐsoume gia kĹje fusikì arijmì n me D(n) = {x ∈ D : τ(x) = n}. To sÔnolo D(n) ja to lème kai to n−epÐpedo tou dèntrou D. Epeidă gia kĹje n

D(n + 1) = ⋃ {E(x) : x ∈ D(n)} epagwgikĹ deÐqnoume ìti kĹje D(n) eÐnaipeperasmèno sÔnolo, Ĺra to D eÐnai to polÔ arijmăsimo sÔnolo san arijmăsimh ènwsh peperasmènwn sunìlwn.

Shmeiÿste ìti to D den eÐnai anagkastikĹ Ĺpeiro giatì epitrèpoume sto sÔnolo twn amèswn epìmenwn enìc stoiqeÐou tou dèntrou na eÐnai kenì, Ĺra mporeÐ apì kĹpoio n kai pèra ta epÐpeda D(n) na eÐnai kenĹ.

H ènnoia tou Ĺmesa epìmenou upotÔpou enìc tÔpou dÐnetai epagwgikĹ apì touc parakĹtw kanìnec:

Orismìc 5 1. Oi metablhtèc den èqoun Ĺmesa epìmenouc upotÔpouc.

2. O ¬(Φ) èqei Ĺmesa epìmeno upìtupo ton Φ kai kanèna Ĺllo.

3. Oi (Φ) ∨ (Ψ), (Φ) ∧ (Ψ), (Φ) =⇒ (Ψ) (Φ) ⇐⇒ (Ψ) èqoun san Ĺmesouc epìmenouc touc Φ, Ψ kai mìno autoÔc.

Tÿra mporoÔme na orÐsoume ti eÐnai to dèntro enìc tÔpou.

Orismìc 6 An Φ eÐnai ènac tÔpoc to dèntro ă h anĹlush tou Φ eÐnai to dèntro D(Φ) pou orÐzetai wc exăc:

1. O Φ eÐnai h rÐza tou dèntrou.

2. An Ψ ∈ D(Φ) tìte oi Ĺmesa epìmenoi tou Ψ eÐnai oi Ĺmesoi upotÔpoi tou Ψ. ParathreÐste ìti sto dèntro enìc tÔpou kĹje stoiqeÐo èqei to polÔ dÔo epìmenouc. EpÐshc ìti to dèntro enìc tÔpou eÐnai peperasmèno dèntro.

Orismìc 7 Ta stoiqeÐa tou dèntrou enìc tÔpou Φ lègontai upotÔpoi tou Φ.

Askăseic

1. Na deÐxete ìti kĹje tÔpoc èqei tĹxh kai ìti h tĹxh aută eÐnai fusikìc arijmìc.

2. Na deÐxete ìti se kĹje tÔpo emfanÐzetai Ĺrtioc arijmìc parenjèsewn.

3. Na sqediĹsete to dèntro tou tÔpou

((¬(X)) ⇒ ((X) ∨ (Y ))) ∧ ((Z) ⇔ ((X) ∨ (Y ))) kai na breÐte thn tĹxh tou.

4. An tÔpoc Φ ston opoÐo emfanÐzontai oi metablhtèc X_1, . . . , X_k kai Φ_1, . . . , Φ_k tÔpoi. Na deÐxete pwc an antikatastăsete tautìqrona tic metablhtèc X_1, . . . , X_k me touc tÔpouc Φ_1, . . . , Φ_k antÐstoiqa tìte prokÔptei tÔpoc.

1.5 To Lămma monadikăc anĹgnwshc

An prosèxoume ton orismì tou tÔpou ja parathrăsoume ìti se kĹje băma gÐnetai qrăsh parenjèsewn. Autì den eÐnai Ĺskopo. H aitÐa thc qrăshc twn parenjèsewn gÐnetai ÿste na mhn prokaloÔntai asĹfeiec ston trìpo me ton opoÐo èqei paraqjeÐ ènac tÔpoc. O {monadikìc trìpoc anĹgnwshc} enìc tÔpou eÐnai to perieqìmeno tou parakĹtw lămmatoc.

Lămma 1 (To Lămma thc monadikăc anĹgnwshc.) Gia opoiodăpote tÔpo Φ isqÔei èna kai mìno apì ta parakĹtw:

1. O Φ eÐnai metablhtă.

2. UpĹrqei monadikìc tÔpoi Ψ ÿste Φ = ¬(Ψ)

3. UpĹrqoun monadikoÐ tÔpoi Φ_1, Φ_2 kai monadikì ⋆ ∈ {∨, ∧, =⇒, ⇐⇒} ÿste Φ = (Φ_1) ⋆ (Φ_2).

ParathreÐste ìti kĹje tÔpoc grĹfetai se mia apì tic parapĹnw morfèc eÐnai Ĺmesh sunèpeia tou orismoÔ twn tÔpwn. Autì pou den eÐnai profanèc eÐnai h monadikìthta thc grafăc. Gia thn apìdeixh tou Lămmatoc parathroÔme ta exăc. KĹje tÔpoc eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa apì sÔmbola thc glÿssac a_1, a_2, . . . , a_n kĹpoia apì ta opoÐa eÐnai parenjèseic. Ton arijmì n ja ton onomĹsoume to măkoc tou tÔpou (kai genikìtera miac èkfrashc). Ac jewrăsoume ta exăc dÔo xèna uposÔnola P, Q tou {1, 2, . . . , n}. To P apoteleÐtai apì ekeÐna ta i ∈ {1, 2, . . . , n} pou to a_i eÐnai aristeră parènjesh enÿ to Q apoteleÐtai apì ekeÐna ta i ∈ {1, 2, . . . , n} pou to a_i eÐnai dexiĹ parènjesh. Me epagwgă pĹnw sthn tĹxh twn tÔpwn eÐnai eÔkolo na diapistÿsoume ìti isqÔei to parakĹtw:

Lămma 2 Se kĹje tÔpo ta sÔnola P, Q twn aristerÿn kai dexiÿn parenjèswn tou tÔpou èqoun ton Ðdio arijmì stoiqeÐwn kai epiplèon upĹrqei mia 1-1 apeikìnish f : P −→ Q me tic parakĹtw idiìthtec

• i < f(i) gia kĹje i ∈ P .

• Gia kĹje i, j ∈ P , i ≤ j ≤ f(i) an kai mìno an i ≤ f(j) ≤ f(i).

Ja onomĹzoume mia tètoia apeikìnish ènan isomorfismì parenjèsewn.

Apìdeixh.

PrĹgmati, an èqei oristeÐ ènac toulĹqiston isomorfismìc parenjèsewn gia kĹje tÔpo me tĹxh ≤ n kai o Φ èqei tĹxh n + 1 tìte eÐte Φ = ¬(Ψ) eÐte Φ = (Φ_1) ⋆ (Φ_2), me thn tĹxh twn Ψ, Φ_1, Φ_2 na eÐnai ≤ n. Ac upojèsoume ìti eÐmaste sthn perÐptwsh Φ = (Φ_1) ⋆ (Φ_2) kai ìti ta măkh twn Φ_1, Φ_2 eÐnai n_1, n_2, antÐstoiqa. Epilègw monomorfismoÔc parenjèsewn f_1 : P_1 −→ Q_1, f_2 : P_2 −→ Q_2 gia touc Φ_1, Φ_2, antÐstoiqa qrhsimopoiÿntac thn epagwgikă mou upìjesh. Ta antÐstoiqa sÔnola aristerÿn kai dexiÿn parenjèsewn gia thn Φ eÐnai P = {1} ∪ (1 + P_1) ∪ ((n_1 + 4) + P_2) ∪ {n_1 + n_2 + 5 + P_2}, Q = (1 + Q_1) ∪ {n_1 + 2} ∪ ((n_1 + 4) + Q_2) ∪ {n_1 + n_2 + 5}.

Edÿ qrhsimopoioÔme ton sumbolismì k + P = {x + k : x ∈ P }. H f : P −→ Q ja dÐnetai apì tic sqèseic f(1) = n_1 + 2, f(i) = f_1(i − 1), ìtan i ∈ 1 + P_1, f(n_1 + 4) = n_1 + n_2 + 5, kai f(i) = f_2(i − (n_1 + 4), ìtan i ∈ (n_1 +4)+P_2. MporoÔme na elègxoume ìti h f eÐnai prĹgmati isomorfismìc parenjèsewn. To lămma monadikăc anĹgnwshc ja èqei apodeiqjeÐ mìlic apodeiqjeÐ to epìmeno sunduastikì lămma:

Lămma 3 An P, Q eÐnai xèna uposÔnola tou {1, . . . , n} ÿste na upĹrqei isomorfismìc parenjèsewn f : P −→ Q, autìc eÐnai monadikìc.

Apìdeixh. Oi kanìnec pou orÐzoun ton isomorfismì parenjèsewn mac lène ìti se kĹje aristeră parènjesh pou emfanÐzetai sth jèsh i antistoiqeÐ mia monadikă dexiĹ parènjesh se metagenèsterh jèsh f(i), afoÔ f(i) > i. EpÐshc h sunjăkh { Gia kĹje i, j ∈ P , i ≤ j ≤ f(i) an kai mìno an i ≤ f(j) ≤ f(i)} mac lèei ìti an metaxÔ thc aristerăc parènjeshc sthn jèsh i kai thc antÐstoiqhc dexiĹc parènjeshc sth jèsh f(i) emfanÐzetai mia aristeră parènjesh, sth jèsh j, ac poÔme, tìte h antÐstoiqh dexiĹ thc parènjesh ja eÐnai se jèsh f(j) metaxÔ twn i, f(i). Ac orÐsoume thn exăc sunĹrthsh σ : {1, . . . , n} −→ {1, −1, 0} me

σ (i) =

1 an i ∈ P −1 an i ∈ P 0 an i ∉ P ∪ Q tìte oi sunjăkec mac dÐnoun gia kĹje i ∈ P, k < i, f(i)∑

j=1 σ (i) = 0, f(i)−k∑

j=1 σ (i) > 0 (1.1)

H prÿth sqèsh prokÔptei apì thn paratărhsh pou kĹname ìti ste kĹje diĹsthma [i, f(i)] an j ∈ [i, f(i)] ⋂ P , tìte f(j) ∈ [i, f(i)]. H deÔterh anisìthta apodeiknÔetai wc exăc. Ac upojèsoume ìti gia kĹpoia i, k isqÔei ∑_{f(i)−k} j=1 σ (i) ≤ 0. Tìte, ta stoiqeÐa tou Q sto diĹsthma [i + 1, f(i) − k] eÐnai perissìtera apì autĹ tou P sto Ðdio diĹsthma. ’Ara ja upĹrqei èna toulĹqiston f(j_0) sto diĹsthma autì pou to j_0 den ja anăkei. AllĹ tìte j_0 < i dhladă j_0 ∉ [i, f(i)] kai f(j_0) ∈ [i, f(i)], Ĺtopo. Oi sqèseic 1.1 prosdiorÐzoun monosămanta thn f. PrĹgmati, prèpei na pĹroume san f(i) to mikrìtero k > i pou ikanopoieÐ thn ∑_k j=i σ(j) = 0.

H parakĹtw èkfrash den eÐnai tÔpoc. H apìdeixh autoÔ tou gegonìtoc

faÐnetai Ĺmesa apì to ìti den èqoume potè Ĺjroisma Ðso me 0.

( X ⇔ ( Y ) ∨ Y ) ) 1 0 0 1 0 − 1 0 0 − 1 − 1

’Askhsh: ProsdiorÐste an upĹrqei isomorfismìc parenjèsewn gia thn èkfrash (P ((P ))P Q)Y Y (Y )(fff(gggoooo)k((kl(kk))) . 1.6 Timèc alhjeÐac

KĹje prìtash eÐnai eÐte alhjăc eÐte yeudăc.

MporoÔme na doÔme tic metablhtèc san stoiqeiÿdeic protĹseic (dhladă san protĹseic pou den mporoÔme na analÔsoume Ĺllo). KĹje sÔnjeth prìtash Φ (tÔpoc) an den eÐnai metablhtă ja perièqei kĹpoiec metablhtèc X, Y, P, Q, . . . kai kĹpoiouc sÔndesmouc. An dwsoume èna qarakthrismì se kĹje metablhtă, na eÐnai eÐte alhjăc eÐte yeudăc, ja jèlame na pĹroume ènan (monadikì) qarakthrismì (alhjăc ă yeudăc) kai o pio sÔnjetoc tÔpoc Φ. Gia to skopì autì gia kĹje sÔmbolo ⋆ ∈ {∨, ∧, ⇒, ⇔} eÐsĹgoume mia sunĹrthsh dÔo metablhtÿn ⋆ : {0, 1}^2 → {0, 1} kajÿc kai mÐa sunĹrthsh ¬ : {0, 1} → {0, 1} me touc parakĹtw pÐnakec:

PÐnakac 1 x y ∨(x, y) ∧(x, y) =⇒ (x, y) ⇐⇒ (x, y) 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1

PÐnakac 2

x ¬(x) 1 0 0 1 Orismìc 8 Mia ektÐmhsh enìc sunìlou metablhtÿn A ⊂ M eÐnai mia sunĹrthsh v : A → {0, 1}, dhladă ènac monosămantoc qarakthrismìc kĹje metablhtăc x ∈ A san {alhjăc}, ă {yeudăc} ( h x eÐnai alhjăc an v(x) = 1 kai yeudăc an v(x) = 0 ).

Orismìc 9 ’Estw mia ektÐmhsh v : M → {0, 1}, ìpou M eÐnai to sÔnolo ìlwn twn metablhtÿn. Tìte se kĹje tÔpo Φ orÐzetai mia ektÐmhsh v(Φ) ∈ {0, 1} wc exăc:

1. An v(Φ) = x kai v(Ψ) = y tìte v( (Φ) ⋆ (Ψ) ) = ϕ_⋆(x, y), ìpou wc sunăjwc, ⋆ ∈ {∨, ∧, ⇒, ⇔} 2. An v(Φ) = x tìte v( ¬(Φ) ) = ϕ_¬(x).

EpÐshc eÐnai fanerì ìti den qreiĹzetai na ektimhjoÔn ìlec oi metablhtèc thc glÿssac gia na ektimhjeÐ ènac tÔpoc. ArkeÐ na ektimăsoume tic metablhtèc pou emfanÐzontai ston tÔpo autì.

O Orismìc 9 mac lèei ìti gia opoiousdăpote tÔpouc Φ kai Ψ kai opoiadăpote ektÐmhsh v ja èqoume

PÐnakac 3

v(Φ) v(Ψ) v(Φ ∨ Ψ) v(Φ ∧ Ψ) v(Φ ⇒ Ψ) v(Φ ⇔ Ψ) 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 PÐnakac 4

v(Φ) v(¬Φ) 1 0 0 1

Oi pÐnakec autoÐ orÐsthkan se antistoiqÐa me ton trìpo pou qrhsimopoioÔme touc sundèsmouc sthn fusikă glÿssa. MporoÔme na touc jewrăsoume kai san orismoÔc twn antÐstoiqwn sundèsmwn. Ac exetĹsoume gia parĹdeigma ton pÐnaka:

v(Φ) v(Ψ) v ((Φ) ∨ (Ψ))

1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0

Autìc ermhneÔei ton trìpo me ton opoÐo skeptìmaste ìtan eisĹgoume ton sÔndesmo {ă}, thc diĹzeuxhc. Autìc sunduazìmenoc me ton orismì 9 mac lèei pwc an dÔo opoiecdăpote protĹseic P kai R tic sundèsoume me diĹzeuxh kai pĹroume thn P ∨ R (ac xeqĹsoume lÐgo tic parenjèseic, pou edÿ toulĹqiston den èqoun nìhma), tìte aută ja eÐnai alhjăc an mÐa toulĹqiston apì tic dÔo eÐnai alhjăc. ’Etsi ìtan lèw ìti h prìtash {eÐmai yhlìc ă èxupnoc} eÐnai alhjăc autì shmaÐnei ìti mÐa toulĹqiston apì tic protĹseic {eÐmai yhlìc}, {eÐmai èxupnoc}, alhjeÔei qwrÐc ìmwc na apokleÐw ìti mporeÐ na alhjeuìun kai oi dÔo tautìqrona.

Edÿ upĹrqei mia diaforopoÐhsh me ton trìpo pou qrhsimopoioÔme to {ă} sthn kajhmerină glÿssa, ìpou pollèc forèc jèloume na apokleÐsoume kai tic dÔo protĹseic na alhjeÔoun tautìqrona. Gia to skopì autì mporoÔme na orÐsoume èna nèo sÔmbolo sundèsmou, ∨, ton sÔndesmo thc {apokleistikăc diĹzeuxhc} eisĹgontac ton parakĹtw pÐnaka (GenikĹ ènac opoiodăpote parìmoioc pÐnakac mporeÐ na jewrhjeÐ san orismìc enìc sundèsmou ă san thn ermhneÐa kĹpoiou sundèsmou sta plaÐsia thc dÐtimhc logikăc).

v(Φ) v(Ψ) v ((Φ)∨(Ψ)) 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0

’Enac Ĺlloc pÐnakac pou èqei endiafèron na ereunhjeÐ eÐnai o pÐnakac thc sunepagwgăc.

v(Φ) v(Ψ) v ((Φ) ⇒ (Ψ)) 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1

Edÿ to mìno pou den epitrèpetai eÐnai apì alhjă prìtash na prokÔyei yeudăc. ProtĹseic thc morfăc P ⇒ Q, ìpou h P eÐnai yeudăc prìtash jewroÔntai alhjeÐc. Me autì ton pÐnaka h frĹsh {an 1+1=4 tìte 1+1=2} jewreÐtai alhjăc prìtash, an h {1+1=4} jewrhjeÐ yeudăc ìso kai an autì faÐnetai parĹdoxo.

EpÐshc èqoun protajeÐ sustămata logikăc ìpou mÐa prìtash mporeÐ na ektimhjeÐ me treÐc timèc 1, 0,^1_2 (ă kai me perissìterec) ìpou gia parĹdeigma h timă^1_2 antistoiqeÐ sthn ektÐmhsh ìti h prìtash eÐnai {pijană}. Oi logikèc autoÔ tou tÔpou onomĹzontai trÐtimec (ă pleiìtimec) logikèc.

San Ĺmesh sunèpeia tou Lămmatoc monadikăc anĹgnwshc èqoume ìti

Prìtash 1 Se kĹje ektÐmhsh v twn metablhtÿn enìc tÔpou Φ h ektÐmhsh v(Φ) eÐnai monadikĹ orismènh. Me Ĺlla lìgia, an X_1, . . . , X_n eÐnai mia dosmènh arÐjmhsh twn (diaforetikÿn) metablhtÿn pou emfanÐzontai se èna tÔpo Φ tìte orÐzetai monadikĹ mÐa sunĹrthsh ~Φ : {0, 1}^n −→ {0, 1} me ~Φ(x_1, . . . , x_n) = v(Φ), ìpou v(X_1) = x_1, . . . , v(X_n) = x_n.

1.7 TautologÐec

Erqìmaste tÿra se mia idiaÐtera shmantikă ènnoia.

Orismìc 10 ’Enac tÔpoc Φ ja lègetai mia tautologÐa an gia kĹje ektÐmhsh twn metablhtÿn tou h ektÐmhsh toÔ Φ eÐnai Ðsh me 1.

’Enac tÔpoc Φ ja lègetai mia antÐfash an gia kĹje ektÐmhsh twn metablhtÿn tou h ektÐmhsh toÔ Φ eÐnai Ðsh me 0.

MporoÔme na jewrăsoume tic tautologÐec san tic protĹseic pou jewroÔme ek twn protèrwn alhjeÐc, qwrÐc na apaitoÔntai prìsjetec proupojèseic (axiÿmata) gia na tic sthrÐxoume. AntÐstoiqa oi antifĹseic antistoiqoÔn stic ek twn protèrwn yeudeÐc protĹseic.

Apì ton orismì thc Ĺrnhshc prokÔptei ìti:

• O tÔpoc Φ eÐnai tautologÐa an kai mìno an o ¬(Φ) eÐnai antÐfash.

• O tÔpoc Φ eÐnai antÐfash an kai mìno an o ¬(Φ) eÐnai tautologÐa.

Ac exetĹsoume orismènec tautologÐec. Stouc parakĹtw tÔpouc mporoÔme na antikatastăsoume tic metablhtèc X, Y, Z, . . . me opoiousdăpote tÔpouc kai tìte ja prokÔyei epÐshc tautologÐa.Autìn ton isqurismì ton afănoume san Ĺskhsh. Sunepÿc kĹje tautologÐa pou grĹfoume antistoiqeÐ se apeirec akìma pou prokÔptoun apì antikatastaseic twn metablhtÿn. Apì aută thn Ĺpoyh kĹje èkfrash thn lème èna {sqăma tautologÐac}.

DÐpla se kĹje tautologÐa parajètoume mia ermhneÐa thc pou deÐqnei thn antistoiqÐa thc me touc kanìnec thc koinăc logikăc.

Autì bèbaia den eÐnai dunatìn na gÐnei se polÔ sÔnjetec tautologÐec.

1. (X) ∨ (¬X). AntistoiqeÐ ston kanìna thc trÐtou apokleÐsewc, dhladă ìti kĹti isqÔei ă kĹti den isqÔei.

2. X =⇒ X, kĹje prìtash sunepĹgetai ton eautì thc.

3. X ⇐⇒ X, kĹje prìtash isodunameÐ me ton eautì thc.

4. ¬(¬X) ⇐⇒ X, h diplă Ĺrnhsh miac prìtashc isodunameÐ logikĹ me thn Ðdia thn prìtash. 5. ¬(X ∨ Y ) ⇐⇒ (¬X) ∧ (¬Y ), ¬(X ∧ Y ) ⇐⇒ (¬X) ∨ (¬Y ),Oi kanìnec tou De Morgan. 6. X ∧ Y =⇒ X 7. (X =⇒ Y ) ⇐⇒ ((¬Y ) =⇒ (¬X))

MporoÔme eÔkola na apodeixoume ìti ta prohgoÔmena sqămata odhgoÔn se tautologÐec katartÐzontac katĹllhlouc pÐnaxec alăjeiac. Ja dÿsoume èna tètoio parĹdeigma deÐqnontac ìti o tÔpoc (X =⇒ Y ) ⇐⇒ ((¬Y ) =⇒ (¬X)) eÐnai tautologÐa. X Y ¬X ¬Y X ⇒ Y ¬ (Y ) ⇒ ¬ (X) (X ⇒ Y ) ⇔ (¬ (Y ) ⇒ ¬ (X)) 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1

1.8 IsodÔnamoi tÔpoi

’Ena eidikì endiafèron twn tautologiÿn eÐnai ìti antistoiqoÔn kai se apodeiktikèc diadikasÐec sta majhmatikĹ. Gia parĹdeigma h tautologÐa:

((X) =⇒ (Y )) ⇐⇒ ((¬(Y )) =⇒ (¬(Y )))

efarmìzetai sthn perÐptwsh pou pou jèloume na deÐxoume ìti mia apeikìnish f : A −→ B eÐnai èna 1-1. Apì ton orismì ja prèpei na deÐxoume pwc an x, y ∈ A kaix ≠ y tìte f(x) ≠ f(y). Pollèc forèc ìmwc eÐnai pio aplì na deÐxoume pwc an f(x) = f(y) tìte x = y, pou eÐnai isodÔnamoc orismìc gia thn 1-1 sunĹrthsh.

Orismìc 11 DÔo tÔpoi Φ, Ψ ja lègontai isodÔnamoi an o tÔpoc Φ ⇔ Ψ eÐnai tautologÐa. Se aută thn perÐptwsh ja grĹfoume Φ ∼= Ψ.

Prìtash 2 IsqÔei Φ ∼= Ψ an kai mìno an gia kĹje ektÐmhsh v sumbaÐnei v(Φ) = v(Ψ).

Apìdeixh. ’Estw ìti Φ ∼= Ψ, dhladă ìti gia kĹje ektÐmhsh v sumbaÐnei v(Φ ⇔ Ψ) = 1. Apì ton PÐnaka 4 autì sumbaÐnei mìno ìtan v(Φ) = 1 kai v(Ψ) = 1 ă v(Φ) = 0 kai v(Ψ) = 0. ’Omoia deÐqnoume to antÐstrofo.

’Askhsh DeÐxte ìti h sqèsh ∼= eÐnai sqèsh isodunamÐac sto sÔnolo ìlwn twn tÔpwn.

1.9 H mèjodoc twn analutikÿn pinĹkwn

H mèjodoc kataskeuăc pinĹkwn alhjeÐac eÐnai stqnĹ arketĹ epÐponh gia na deÐxoume pwc ènac tÔpoc eÐnai tautologÐa ă ìqi. ParakĹtw parousiĹzetai mia mèjodoc gia na deÐqnoume tautologÐec, ligìtero epÐponh, pou lègetai mèjodoc twn analutikÿn pinĹkwn giatÐ sthrÐzetai se mia anĹlush tou tÔpou pou exetĹzoume an eÐnai tautologÐa.

Gia to skopì autì eisĹgoume èna nèo sumbolismì. An Φ eÐnai ènac tÔpoc tìte h èkfrash Φ ≡ 0 ja shmaÐnei ìti h Φ mporeÐ na pĹrei thn ektÐmhsh 0. ’Omoia,h èkfrash Φ ≡ 1 ja shmaÐnei ìti h Φ mporeÐ na pĹrei thn ektÐmhsh 1.

(Mia kală Ĺskhsh eÐnai na jewrăsete ìti emploutÐsame th glÿssa mac me trÐa nèa sÔmbola, ≡, 0, 1 kai na ekfrĹsete touc suntaktikoÔc kanìnec orismoÔ tÔpwn autăc thc glÿssac.)

Ac parathrăsoume ta exăc:

• An o tÔpoc (Φ) ∨ (Ψ) paÐrnei thn ektÐmhsh 1 tìte èqoume dÔo enallaktikèc periptÿseic: EÐte o Φ paÐrnei thn timă 1, eÐte o Ψ paÐrnei thn timă 1. • An o tÔpoc (Φ) ∨ (Ψ) paÐrnei thn ektÐmhsh 0 tìte anagkastikĹ oi Φ, Ψ paÐrnoun kai oi dÔo thn ektÐmhsh 0 (edÿ den èqoume enallaktikèc katastĹseic, ìpwc sthn prohgoÔmenh perÐptwsh).

Ac sunoyÐsoume ìlec tic dunatèc periptÿseic:

(Φ) ∨ (Ψ) = 0 (Φ) ∨ (Ψ) = 1

Φ = 0 Φ = 1 Ψ = 1

Ψ = 0

------------------------------

(Φ) ∧ (Ψ) = 1 (Φ) ∧ (Ψ) = 0

Φ = 1 Φ = 0 Ψ = 0 Ψ = 1 ------------------------------

(Φ) =⇒ (Ψ) = 0 (Φ) =⇒ (Ψ) = 1

Φ = 1 Φ = 0 Ψ = 1 Ψ = 0 ------------------------------

(Φ) ⇐⇒ (Ψ) = 0 (Φ) ⇐⇒ (Ψ) = 1 Φ = 0 Φ = 1 Φ = 0 Φ = 1 Ψ = 1 Ψ = 0 Ψ = 0 Ψ = 1 ----------------------------- ¬Φ = 0 ¬Φ = 1

Φ = 1 Φ = 0 -------------------------- Ac upojèsoume tÿra ìti jèloume na apodeÐxoume ìti o tÔpoc (Q =⇒ (U =⇒ Z)) =⇒ ((Q =⇒ U) =⇒ (Q =⇒ Z)) eÐnai tautologÐa. Upojètoume ìti o tÔpoc mac mporeÐ na pĹrei thn ektÐmhsh 0. Me aută thn upìjesh efarmìzoume touc prohgoÔmenouc kanìnec. An touc efarmìsoume OLOUS gia kĹje tÔpo, tìte ja sqhmatisteÐ èna dèntro se klĹdi tou opoÐou mia metablhtă ja paÐrnei kai thn timă 0 kai thn timă 1 katalăgontac kĹje forĹ se Ĺtopo. DÐnoume san parĹdeigma mia tètoia anĹlush gia ton prohgoÔmeno tÔpo (pou den eÐnai kai h monadikă). An sunhjăsei kaneÐc autì ton trìpo exètashc tautologiÿn eÐnai polÔ pio sÔntomoc kai komyìc apì to na katastrÿnei pÐnakec alhjeÐac. Gia mia leptomerèsterh anĹptuxh thc mejìdou autăc parapèmpoume sto biblÐo tou Raymond M. Smullyan FIRST ORDER LOGIC, Dover 1995.

(X =⇒ (Y =⇒ Z)) =⇒ ((X =⇒ Y ) =⇒ (X =⇒ Z)) = 0 (X =⇒ (Y =⇒ Z)) = 1 ((X =⇒ Y ) =⇒ (X =⇒ Z)) = 0 (X =⇒ Y ) = 1 (X =⇒ Z) = 0

X = 1 Z = 0 X = 0 (Y =⇒ Z) = 1 Y = 0 Z = 1 X = 0 Y = 1

1.10 EpĹrkeia sundèsmwn

Sthn parĹgrafo ?? eÐdame pwc an an arijmăsoume tic metablhtèc X_1, . . . X_n pou emfanÐzontai se èna tÔpo Φ tìte orÐzetai mia apeikìnish ~Φ n metablhtÿn apì to {0, 1}^n sto {0, 1}. wc exăc: An (x_1, . . . , x_n) ∈ {0, 1}^n tìte

~Φ((x_1, . . . , x_n)) = v(Φ)

, ìpou h ektÐmhsh v orÐzetai apì tic sqèseic:

v(X_1) = x_1, . . . v(X_n) = x_n

H sunĹrthsh aută exartĹtai apì th seirĹ arÐjmhshc twn metablhtÿn tou tÔpou. ProkÔptei to exăc erÿthma.

An dojeÐ mia opoiadăpote sunĹrthsh f : {0, 1}^n → {0, 1}, n metablhtÿn, upĹrqei ènac toulĹqistoc tÔpoc Φ, n metablhtÿn, me me thn idiìthta F_Φ = f ?

H apĹnthsh se autì to erÿthma eÐnai jetikă. MĹlista ja deÐxoume ìti mporoÔme na pĹroume ton zhtoÔmeno tÔpo se mia sugkekrimmènh morfă pou ja perièqei mìno metablhtèc kai ta sÔmbola ∨, ¬, mìno. To parakĹtw Lămma èqei aplă apìdeixh kai thn afănoume ston anagnÿsth.

Lămma 4 ’Estw Φ_1, . . . , Φ_n opoioidăpote tÔpoi kai mia opoiadăpote ektÐmhsh v. Tìte

1. v(Φ_1 ∨ · · · ∨ Φ_n) = 1an kai mìno an upĹrqei i = 1, . . . , nme v(Φ_i) = 1 2. v(Φ_1 ∧ · · · ∧ Φ_n) = 1an kai mìno an gia kĹje i = 1, . . . , n, v(Φ_i) = 1 Jeÿrhma 1 Gia kĹje sunĹrthsh f : {0, 1}^n → {0, 1}, n metablhtÿn, upĹrqei ènac toulĹqistoc tÔpoc Φ, n metablhtÿn, me me thn idiìthta F_Φ = f. Apìdeixh. Ac jewrăsoume n metablhtèc thc glÿssac tou protasiakoÔ logismoÔ: X_1, . . . , |_n.

DiakrÐnoume dÔo periptÿseic:

I. Gia kĹje (x_1, . . . , x_n) ∈ {0, 1}^n isqÔei f(x_1, . . . , x_n) = 0. Se aută thn perÐptwsh arkeÐ na jewrăsoume ton tÔpo

Φ = (X_1 ∧ ¬X_1) ∨ (X_2 ∧ ¬X_2) ∨ · · · ∨ (X_n ∧ ¬X_n) Apì to prohgoÔmeno lămma èqoume to zhtoÔmeno. II. UpĹrqei (x_1, . . . , x_n) ∈ {0, 1}^n ÿste f(x_1, . . . , x_n) = 0. Se aută thn perÐptwsh jewroÔme mia arÐjmhsh a_1, a_2, . . . , a_k ìlwn twn diatetagmènwn n−adwn me thn idiìthta f(a_i) = 1. Gia kĹje i = 1, . . . , k an a_i = (x^i_1, x^i_2, . . . , x^i_n) jètoume Φ_i = Ψ^i_1 ∧ Ψ^i_2 ∧ · · · ∧ Ψ^i_n ìpou Ψ^i_j = X_j an x^k_j = 1 kai Ψ^i_j = ¬X_j an x^k_j = 0.

Tèloc ärÐzoume: Φ = Φ_1 ∨ · · · ∨ Φ_k Ac jewrăsoume èna opoiodăpote stoiqeÐo a = (x_1, . . . , x_n) ∈ {0, 1}^n to opoÐo to jewroÔme san thn ektÐmhsh v twn metablhtÿn me v(X_i) = x_i.

Ex orismoÔ, f(a) = 1 an kai mìno an upĹrqei i = 1, ..., k me a = a_i pou eÐnai isodÔnamo me v(Φ_i) = 1. AllĹ autì apì to prohgoÔmeno lămma eÐnai isodÔnamo me to ìti v(Φ) = 1 kai h apìdeixă mac oloklhrÿjhke.

EÔkola elègqoume ìti isqÔoun oi tautologÐec

1. (X ∨ Y ) ⇐⇒ ¬(¬X ∧ ¬Y ) 2. (X ∧ Y ) ⇐⇒ ¬(¬X ∨ ¬Y ) Apì autì prokÔptei Ĺmesa to exăc pìrisma tou Jewrămatoc 1.

Pìrisma 1 KĹje tÔpoc eÐnai isodÔnamoc me tÔpo pou perièqei mìno touc sundèsmouc ∨, ¬.

’Askhsh: Na deÐxete ìti sumpèrasma tou PorÐsmatoc 1 isqÔei an jewrăsoume to zeugĹri {∧, ¬} ă to {=⇒, ¬} ă to {⇐⇒, ¬} antÐ tou {∨, ¬}. Wstìso, autì den mporeÐ na gÐnei me to zeugĹri {∨, ∧}.

’Askhsh: Na breÐte ènan isodÔnamo tÔpo me ton (X =⇒ ¬Y ) ⇐⇒ (X =⇒ Z) pou na perièqei mìno touc sundèsmouc ∨, ¬.

1.11 Sumbatìthta. To jeÿrhma thc sumpĹgeiac.

Orismìc 12 ’Ena sÔnolo Σ apì protĹseic ja lègetai ikanopoiăsimo ă sumbatì an upĹrqei mia ektÐmhsh v ÿste v(Φ) = 1 gia kĹje Φ ∈ Σ. DiaforetikĹ ja lègetai asÔmbato.

ParĹdeigma-’Askhsh (J.F. Pabion Logique Mathematique.) ’Enac ekkentrikìc ftiĹqnei ènan ìmilo kai jètei touc parakĹtw kanìnec gia ta mèlh:

• KĹje mèloc pou den eÐnai anarqikìc ja prèpei na eÐnai majhmatikìc. • KĹje mèloc èqei xanjĹ maliĹ ă den eÐnai majhmatikìc. • Ta pantremèna mèlh den èrqontai Kuriakèc.

• ’Ena mèloc èrqetai Kuriakă an kai mìno an eÐnai anarqikìc. • KĹje mèloc pou eÐnai xanjìc eÐnai anarqikìc kai pantremènoc. • KĹje anarqikìc prèpei na eÐnai xanjìc.

To prìblhma eÐnai an autìc o ìmiloc mporeÐ na èqei èna toulĹqiston mèloc. Ac jewrăsoume tÿra tic protĹseic:

• A : {O Q eÐnai anarqikìc} • B : {O Q eÐnai majhmatikìc} • C : {O Q eÐnai xanjìc} • D : {O Q èrqetai thn Kuriakă} • E : {O Q eÐnai pantremènoc}.

jewrÿ to parakĹtw sÔnolo Σ protĹsewn (pou eÐnai to sÔnolo twn kanìnwn tou omÐlou kai èqoume aplopoiăsei touc tÔpouc paraleÐpontac kĹpoiec parenjèseic ). Σ = {¬A =⇒ B, C ∨ (¬B), E =⇒ ¬(D), D ⇐⇒ A, C =⇒ (A ∧ E), A =⇒ C} . DeÐxte ìti to Σ den eÐnai sumbatì. Sunepÿc kai o ìmiloc den ja èqei potè kĹpoio mèloc.

KĹnoume tic parakĹtw aplèc parathrăseic sqetikĹ me thn thc sumbatìthtac enìc sunìlou tÔpwn. O anagnÿsthc mporeÐ na tic apodeÐxei eÔkola.

• An to Σ eÐnai sumbatì kai Φ ∈ Σ tìte (¬Φ) ∉ Σ. Dhladă den eÐnai dunatìn ènac tÔpoc kai h Ĺrnhsă tou na perièqontai tautìqrona se èna sumbatì sÔnolo tÔpwn. Genikìtera, • ’Ena sumbatì sÔnolo tÔpwn den perièqei antifĹseic. • ’Ena sÔnolo apì tautologÐec eÐnai sumbatì.

• An èna sÔnolo tÔpwn eÐnai sumbatì tìte kai kĹje uposÔnolì tou eÐnai epÐshc.

An èna sÔnolo tÔpwn eÐnai sumbatì tìte (ìpwc parathrăsame prohgoumènwc) kai kĹje peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai sumbatì. ’Omwc alhjeÔei kai to antÐstrofo. Autì eÐnai to perieqìmeno tou parakĹtw shmantikÔ jewrămatoc: Jeÿrhma 2 (To Jeÿrhma thc sumpĹgeiac) ’Ena sÔnolo tÔpwn eÐnai sumbatì an kai mìno an kĹje peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai sumbatì.

Ja apodeÐxoume to jeÿrhma me thn upìjesh ìti to sÔnolo twn metablhtÿn mac eÐnai arÐjmhsimo kai èqei dojeÐ mia sugkekrimmènh arÐjmhsh tou sunìlou twn metablhtÿn: M = {x_1, x_2, . . . , } Sth genikă perÐptwsh pou den upojètoume tÐpota gia to M prèpei na katafÔgoume se axiÿmata thc jewrÐac sunìlwn, sugkekrimèna sto Lămma tou Zorn pou eÐnai mia isodÔnamh morfă tou axiÿmatoc epilogăc.Autì den ja mac apasqolăsei akìma. Mia arÐjmhsh twn metablhtÿn epĹgei kai mia arÐjmhsh sto sÔnolo ìlwn twn ekfrĹsewn thc glÿssac kai sunepÿc sto sÔnolo twn tÔpwn thc. Gia na to doÔme autì ja jewrăsoume thn parakĹtw antistoiqÐa φ apì to sÔmbolo twn sumbìlwn thc glÿssac mac sto N.

• (−→ 1 ă φ( ( ) = 1

• ) −→ 2 ă φ( ) ) = 2

• ¬ −→ 3 ă φ( ¬ ) = 3 • ∨ −→ 4 • ∧ −→ 5 • =⇒ −→ 6 • ⇐⇒ −→ 7 • H metablhtă x_n −→ n + 7

Sth sunèqeia jewrÿ thn akoloujÐa twn prÿtwn arijmÿn p_1, p_2, p_3, . . . , (p_1 = 2, p_2 = 3, p_3 = 5, p_4 = 7, p_6 = 11 klp). KĹje tÔpoc Φ eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa sumbìlwn σ_1 . . . σ_k. OrÐzw

f(Φ) = p^{φ(σ1)}_1 p^{φ(σ2)}_2 . . . p^{φ(σk )}_k

H apeikìnish f eÐnai mÐa 1-1 apeikìnish apì to sÔnolo twn tÔpwn thc glÿssac sto sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn. Autì prokÔptei eÔkola apì to jemeliÿdec jeÿrhma thc arijmhtikăc, ìti kĹje arijmìc èqei monadikă anĹlush se ginìmeno prÿtwn paragìntwn. ’Ara to sÔnolo twn tÔpwn mporeÐ na tautisteÐ me uposÔnolo twn fusikÿn arijmÿn kai ètsi arijmeÐtai. (Na breÐte to f(Φ) an Φ eÐnai o tÔpoc (x_3) =⇒ ((¬(x_2)) =⇒ (x_2)).

Gia eukolÐa ja qrhsimopoiăsoume thn exăc orologÐa:

Orismìc 13 ’Ena sÔnolo Σ apì tÔpouc ja onomĹzetai peperasmèna sumbatì an kĹje peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai sumbatì.

Me autèc tic arqikèc parathrăseic xekinĹme thn apìdeixh tou jewrămatoc thc sumpĹgeiac. ’Opwc eÐpame autì pou prèpei na deÐxoume eÐnai ìti èna peperasmèna sumbatì sÔnolo eÐnai kai sumbatì. Ac jewrăsoume ìti dÐnetai èna peperasmèna sumbatì sunolo tÔpwn Σ. JewroÔme kai mia arÐjmhsh ìlwn twn tÔpwn thc glÿssac san

Φ_1, Φ_2, Φ_3, . . . , Φ_n . . .

KataskeuĹzoume mia akoloujÐa (Σ_n)^{+∞}_{n=0} apì sÔnola tÔpwn me ton parakĹtw trìpo:

• Σ_0 = Σ • Σ_{n+1} = Σ_n ⋃ {Φ_{n+1}}

an to sÔnolo Σ_n ⋃ {Φ_{n+1}} eÐnai peperasmèna sumbatì. DiaforetikĹ jètoume Σ_{n+1} = Σ_n ⋃ {¬(Φ_{n+1})}

• Tèloc jètoume

Σ_∞ = ∞⋃ n=0 Σ_n

Lămma 5 KĹje sÔnolo Σ_n eÐnai peperasmèna sumbatì. EpÐshc to Σ_∞ eÐnai peperasmèna sumbatì.

Ja deÐxoume to prohgoÔmeno lămma me epagwgă sto n.

Gia n = 0 to Σ_0 eÐnai peperasmèna sumbatì apì upìjesh. An gnwrÐzw ìti to Σ_n eÐnai peperasmèna sumbatì ja deÐxw ìti isqÔei to Ðdio kai gia to Σ_{n+1}.

H mình perÐptwsh pou prèpei na exetĹsw eÐnai an autì sumbaÐnai ìtan to Σ_{n+1} = Σ_n ⋃ {¬(Φ_{n+1})}. Autì shmaÐnei ìti to Σ_n ⋃ {Φ_{n+1}} den eÐnai peperasmèna sumbatì.

Jewrÿ èna opoiodăpote peperasmèno uposÔnolo tÔpwn tou Σ_n, {Ψ_1, ..., Ψ_k} kai arkeÐ na deÐxw ìti to {Ψ_1, ..., Ψ_k, ¬Φ} eÐnai sumbatì, dhladă ìti upĹrqei mia ektÐmhsh v me v(Ψ_1) = v(Ψ_k) = v(¬Φ) = 1.

Epeidă to Σ_n ⋃ {Φ_{n+1}} den eÐnai peperasmèna sumbatì, ja upĹrqoun kĹpoioi tÔpoi tou Σ_n, T_1, ..., T_m, ÿste gia opoiadăpote ektÐmhsh v me v(T_1) = ... = v(T_m) = 1 ja sumbaÐnei v(Φ) = 0.

Epeidă to Σ_n eÐnai peperamèna sumbatì ja upĹrqei mia ektÐmhsh v twn metablhtÿn ÿste na kajistĹ alhjeÐc ìlouc touc tÔpouc {T_1, T_2, ..., T_m, Ψ_1, ..., Ψ_k}, dhladă v(T_1) = ... = v(T_m) = v(Ψ_1) = ... = v(Ψ_k) = 1

AllĹ tìte v(Φ) = 0 kai sunepÿc v(¬Φ) = 1. To prÿto mèroc tou lămmatoc apodeÐqthke.

Mènei mìno na deÐxoume ìti to Σ_∞ = ⋃_∞ n=0 Σ_n eÐnai peperasmèna sumbatì. Autì sumbaÐnei giatÐ Σ_1 ⊂ Σ_2 ⊂ Σ_3 ⊂ ... Ac pĹroume èna opoiodăpote peperasmèno uposÔnolo tÔpwn tou Σ_∞, {Ψ_1, ..., Ψ_k} tìte apì thn prohgoÔmenh paratărhsh autì ja perièqetai anagkastikĹ se kĹpoio Σ_n, Ĺra ja eÐnai sumbatì. To Lămma apodeÐqthke plărwc.

GurÐzoume sthn apìdeixh tou jewrămatoc. Apì ton trìpo pou kataskeuĹsthke to Σ_∞ ja perièqei kĹje tÔpo thc glÿssac ă thn Ĺrnhsă tou. Autì amèswc sunepĹgetai to

Lămma 6 To Σ_∞ den perièqetai gnăsia se peperasmèna sumbatì sÔnolo.

PrĹgmati, an kĹpoio sÔnolo tÔpwn S perieÐqe gnăsia to Σ_∞ tìte an Φ eÐnai kĹpoioc tÔpoc tou tou S pou den eÐnai sto Σ_∞ tìte sto Σ_∞ (Ĺra kai sto S) ja anăkei o ¬Φ. ’Ara to S ja perieÐqe èna tÔpo kai thn Ĺrnhsă tou kai ètsi den ja ătan sumbatì.

Lămma 7 1. An (Φ ∧ Ψ) ∈ Σ_∞ tìte Φ ∈ Σ_∞ kai Ψ ∈ Σ_∞

2. An (Φ ∨ Ψ) ∈ Σ_∞ tìte Φ ∈ Σ_∞ ă Ψ ∈ Σ_∞

3. An (Φ =⇒ Ψ) ∈ Σ_∞ tìte ¬Φ ∈ Σ_∞ ă Ψ ∈ Σ_∞

4. An (Φ ⇐⇒ Ψ) ∈ Σ_∞ tìte eÐte Φ ∈ Σ_∞ kai Ψ ∈ Σ_∞ eÐte ¬Φ ∈ Σ_∞ kai ¬Ψ ∈ Σ_∞ Autì prokÔptei apì to gegonìc ìti to Σ_∞ perièqei kĹje tÔpo ă thn Ĺrnhsă tou. Ac doÔme gia parĹdeigma to (1). An (Φ ∧ Ψ) ∈ Σ_∞ kai den sunèbaine Φ ∈ Σ_∞ tìte ja èprepe ¬Φ ∈ Σ_∞. EÐnai eÔkolo na doÔme ìti to {(Φ∧Ψ), ¬Φ} eÐnai asÔmbato kai autì antifĹskei sto ìti to Σ_∞ eÐnai peperasmèna sumbatì. Ta Ĺlla apodeiknuìntai parìmoia.

Tÿra sqedìn teleiÿsame. OrÐzw thn exăc ektÐmhsh.

• v(x_n) = 1 an x_n ∈ Σ_∞

• v(x_n) = 0 an ¬x_n ∈ Σ_∞

Epeidă gia kĹje metablhtă x_n sumbaÐnei eÐte x_n ∈ Σ_∞ eÐte ¬x_n ∈ Σ_∞ kai autĹ ta dÔo den sumbaÐnoun tautìqrona, èqw ektimăsei me autì ton trìpo ìlec tic metablhtèc mou. Ja deÐxoume ìti sumbaÐnei v(Φ) = 1 gia kĹje Φ ∈ Σ_∞ Ĺra kai gia kĹje Φ ∈ Σ. Ja qrhsimopoiăsoume gia to skopì autì epagwgă sthn tĹxh τ tou Φ (phgaÐnete sth selÐda....).

An τ(Φ) = 0 o Φ eÐnai metablhtă kai autì isqÔei. Ac upojèsw ìti autì to gnwrÐzw gia kĹje tÔpo tou Σ_∞ me tĹxh τ(Φ) ≤ n. Ac upojèsw ìti ΦΣ_∞ kai τ(Φ) = n+1. Tìte eÐte Φ = ¬(Ψ) eÐte (Φ) = (Φ)_1 ⋆(Φ)_2 me ⋆ ∈ {∨, ∧, ⇒, ⇔}. Ac pĹroume gia parĹdeigma ìti (Φ) = (Φ)_1 ∧ (Φ)_2. Epeidă Φ_1 ∧ Φ_2 ∈ Σ_∞ tìte apì Lămma 7 Φ ∈ Σ_∞ kai Ψ ∈ Σ_∞ kai epeidă èqoun tĹxh ≤ n ja prèpei kai v(Φ_1) = v(Φ_2) = 1. AllĹ tìte kai v(Φ_1 ∧ Φ_2) = 1. ’Omoia deÐqnoume kai ìlec tic upìloipec periptÿseic.

1.12 Logikì sumpèrasma kai apìdeixh

Orismìc 14 ’Estw Σ èna sÔnolo apì tÔpouc. ’Enac tÔpoc Φ ja lègetai logikă sunèpeia twn tÔpwn tou sunìlou Σ an opotedăpote alhjeÔoun ìloi oi tÔpoi tou Σ alhjeÔei kai o Φ, dhladă gia kĹje ektÐmhsh v gia thn opoÐa sumbaÐnei v(Ψ) = 1 ja èqoume ìti v(Φ) = 1. Ja sumbolÐzoume me

Σ |= Φ

to gegonìc ìti o Φ eÐnai logikă sunèpeia twn tÔpwn tou Σ.

Afănoume thn apìdeixh thc epìmenhc prìtashc ston anagnÿsth. H apìdeixă twn epimèrouc jewrhmĹtwn thc prìtashc eÐnai aplă kai bohjĹ sthn kalÔterh katanìhsh thc ènnoiac thc logikăc sunèpeiac.

Prìtash 3 1. Φ |= Φ, dhladă kĹje prìtash (tÔpoc) eÐnai logikă sunèpeia tou eautoÔ thc.

2. An o Φ eÐnai tautologÐa tìte eÐnai sunèpeia opoioudăpote sunìlou protĹsewn. Eidikìtera eÐnai logikă sunèpeia tou kenoÔ sunìlou, kai sunepÿc ja jewroÔme

|= Φ an kai mono an o Φ eÐnai tautologÐa

3. An ènac tÔpoc eÐnai logikă sunèpeia enìc sunìlou tÔpwn tìte eÐnai logikă sunèpeia kai kĹje upersunìlou tou:

An Σ |= Φ kai Σ^′ ⊃ Σ tìte Σ^′ |= Φ

4. An èna sÔnolo tÔpwn den eÐnai sumbatì tìte kĹje tÔpoc eÐnai logikă sunèpeiĹ tou. EidikĹ kĹje tÔpoc eÐnai logikă sunèpeia miĹc antÐfashc.

5. An Σ |= Φ kai to Σ eÐnai sumbatì tìte kai to Σ ∪ {Φ} eÐnai sumbatì. 6. An Σ ∪ {Ψ} |= Φ tìte Σ |= Ψ =⇒ Φ

EidikĹ, An Ψ |= Φ tìte |= Ψ =⇒ Φ

7. Φ ∧ Ψ |= Φ, Φ ∧ Ψ |= Ψ. 8. {Φ, Ψ} |= Φ ∧ Ψ, {Φ, Ψ} |= Φ ∨ Ψ. 9. {Φ, Φ =⇒ Ψ} |= Ψ

PernĹme tÿra sthn ènnoia thc apìdeixhc. DiaisjhtikĹ, mÐa apìdeixh eÐnai mÐa diadoqă protĹsewn pou h kĹje mÐa touc eÐte eÐnai upìjesh (axÐwma), eÐte èqei deiqjeÐ me mia apìdeixh, eÐte prokÔptei apì kĹpoiec prohgoÔmenec me thn efarmogă enìc apodeiktikoÔ kanìna. ’Enac apodeiktikìc kanìnac eÐnai kanìnac pou mac lèei pìte mia prìtash eÐnai mia sunèpeia kĹpoiwn Ĺllwn. ja dÿsoume èna parĹdeigma enìc tètou kanìna, o opoÐoc ja eÐnai proc to parìn o monadikìc kanìnac pou ja paradeqìmaste. Autìc lègetai {modus ponens} kai èqei wc exăc:

Φ, Φ =⇒ Ψ ------- Ψ

O kanìnac autìc mac lèei ìti se mia apodeiktikă diadikasÐa o tÔpoc Ψ prokÔptei (apodeiknÔetai) an gnwrÐzoume ìti oi tÔpoi Φ, Φ =⇒ Ψ eÐnai ădh apodedeigmènoi.

Orismìc 15 Ja lème ìti ènac tÔpoc apodeiknÔetai (ă eÐnai sunèpeia) enìc sunìlou tÔpwn Σ an upĹrqei mia akoloujÐa tÔpwn

Φ_1, . . . , Φ_n

gia thn opoÐa sumbaÐnoun ta exăc:

Gia kĹje tÔpo Φ_i thc akoloujÐac eÐte

• Φ ∈ Σ, eÐte

• UpĹrqoun k, j < i me Φ_j = Φ_k =⇒ Φ_i. Me Ĺlla lìgia o Φ_i prokÔptei apì dÔo prohgoÔmenouc tÔpouc thc akoloujÐac (touc Φ_k, Φ_j me efarmogă tou kanìna {modus ponens}.

• Φ_n = Φ

Mia tètoia akoloujÐa ja onomĹzetai mia apìdeixh tou Φ apì to sÔnolo twn tÔpwn Σ.

Ja qrhsimopoioÔme ton sumbolismì

Σ ⊢ Φ

an o tÔpoc Φ apodeiknÔetai apì touc tÔpouc tou Σ.

Oi ènnoiec thc logikăc sunèpeiac kai thc apìdeixhc faÐnetai na sundèontai metaxÔ touc. UpĹrqei ìmwc mia sobară diaforĹ.

O orismìc thc logikăc sunèpeiac sundèetai Ĺmesa me thn ènnoia thc ektÐmhshc twn metablhtÿn kai touc pÐnakec alăjeiac. Gia parĹdeigma gia na deÐxoume to {Φ, Φ ∨ Ψ} |= Ψ kĹnoume ton parakĹtw sullogismì: ’Estw v mia opoiadăpote ektÐmhsh pou mac dÐnei v(Φ) = 1, v(Φ ∨ Ψ) = 1 Apì ton pÐnaka alhjeÐac gia to sÔndesmo ∨:

Φ Ψ Φ ∨ Ψ 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 èqoume ìti anagkastikĹ kai v(Ψ) = 1. EÐnai safèc ìmwc ìti to {Φ, Φ ∨ Ψ} ⊢ Ψ den mporoÔme na to deÐxoume apì ton orismì kai mìno afoÔ o orismìc mac apìdeixhc eÐnai entelÿc anexĹrthtoc apì pÐnakec alăjeiac, ektimăseic klp... Parìla autĹ mporoÔme na deÐxoume to exăc:

Prìtash 4 An Σ ⊢ Φ tìte Σ |= Φ.

Apìdeixh. Autì eÐnai mia sunèpeia tou gegonìtoc ìti o modus ponens diathreÐ thn alăjeia me Ĺlla lìgia epeidă: {Φ, Φ ⇐⇒ Ψ} |= Ψ Autì to deÐqnoume me pÐnaka alhjeÐac ìpwc prohgoumènwc. An sunepÿc Σ ⊢ Φ tìte ja upĹrqei mia apìdeixh Φ_1, ..., Φ_n = Φ tou Φ sto Σ. An v eÐnai mia ektÐmhsh gia thn opoÐa gia kĹje tÔpo T sto Σ isqÔei v(T ) = 1 tìte apì ton orismì thc apìdeixhc kai thn prohgoÔmenh parĹthrhsh deÐqnoume epagwgikĹ ìti gia kĹje tÔpo Φ_i pou emfanÐzetai sthn apìdeixh ja èqoume ìti v(P hi_1) = 1, Ĺra kai telikĹ v(Φ_n) = v(Φ) = 1

ParakĹtw ja deÐxoume pwc an sto sÔnolo twn upojèsewn mac sumperilĹboume ìlec tic tautologÐec tìta ja isqÔei kai to antÐstrofo, dhladă Σ |= Φ tìte Σ ⊢ Φ. Ac sumbolÐsoume me T to sÔnolo ìlwn twn tautologiÿn. Tìte ja deÐxoume to exăc:

Jeÿrhma 3 An Σ ⊃ T tìte Σ |= Φ an kai mìno an Σ ⊢ Φ.

Apì edÿ kai pèra ja upojètoume pĹnta ìti to Σ perièqei ìlec tic tautologÐec ă pou eÐnai to Ðdio se kĹje băma miac apìdeixhc mporoÔme na qrhsimopoioÔme tautologÐec. To epìmeno Lămma eÐnai idiaÐtera basikì:

Lămma 8 (To Lămma paragwgăc) Σ ∪ {Φ} ⊢ Ψ an kai mìno an Σ ⊢ (Φ =⇒ Ψ). Eidikìtera, Φ ⊢ Ψ an kai mìno an ⊢ (Φ =⇒ Ψ).

Apìdeixh. Ac upojèsoume ìti Σ ⊢ (Φ =⇒ Ψ) kai èstw

Φ_1, . . . , Φ_n = (Φ =⇒ Ψ)

mia apìdeixh thc (Φ =⇒ Ψ). Tìte h

Φ_1, . . . , Φ_n = (Φ =⇒ Ψ), Φ, Ψ eÐnai mia apìdeixh thc Ψ, apì to Σ ∪ {Φ}, ìpou o teleutaÐoc tÔpoc (o Ψ) prokÔptei apì touc dÔo prohgoÔmenouc me efarmogă tou modus ponens.

AntÐstrofa. ’Estw Σ ∪ {Φ} ⊢ Ψ kai èstw

Φ_1, . . . , Φ_n = Ψ

mia apìdeixh thc Ψ. Ja deÐxw me epagwgă sto i ìti Σ ⊢ (Φ =⇒ Φ_i) isqÔei gia kĹje i ≤ n. kai h prìtash ja apodeiqteÐ ìtan i = n. An i = 1 tìte h Φ_1 eÐnai eÐte stoiqeÐo tou Σ eÐte tautologÐa eÐte Φ_1 = Φ. Stic dÔo prÿtec periptÿseic h parakĹtw eÐnai mia apìdeixh thc Φ =⇒ Φ_i mìno apì to Σ:

1. Φ_1 (stoiqeÐo tou Σ ă tautologÐa)

2. Φ_1 =⇒ (Φ =⇒ Φ_1) (tautologÐa)

3. Φ =⇒ Φ_1 (apì (1) kai (2) kai modus ponens.

Ath trÐth perÐptwsh prèpei na deÐxoume ìti Σ ⊢ Φ =⇒ Φ, allĹ h Φ =⇒ Φ eÐnai tautologÐa kai autì sumbaÐnei apì thn upìjesh ìti to Σ perièqei ìlec tic tautologÐec.

’Estw ìti Σ ⊢ (Φ =⇒ Φ_k) gia kĹje k ≤ i < n. Ja deÐxoume ìti ìti Σ ⊢ (Φ =⇒ Φ_{i+1}).

An o Φ_{i+1} eÐnai eÐte stoiqeÐo tou Σ eÐte tautologÐa eÐte Φ_1 = Φ autì to deÐqnw ìpwc sthn perÐptwsh i = 1. Mènei h perÐptwsh pou o Φ_{i+1} prokÔptei apì tic Φ_j kai Φ_k = Φ_j =⇒ Φ_{i+1} gia kĹpoia j, k < i + 1. Apì thn epagwgikă mac upìjesh Σ ⊢ (Φ =⇒ Φ_j ) kai Σ ⊢ (Φ =⇒ (Φ_j =⇒ Φ_{i+1})).

H parakĹtw eÐnai mia apìdeixh thc Φ =⇒ Φ_{i+1} mìno apì to Σ:

1. (Φ =⇒ Φ_j ) (Upìjesh)

2. (Φ =⇒ (Φ_j =⇒ Φ_{i+1})).(Upìjesh)

3. (Φ =⇒ (Φ_j =⇒ Φ_{i+1})) =⇒ ((Φ =⇒ Φ_j ) =⇒ (Φ =⇒ Φ_{i+1})) (TautologÐa).

4. (Φ =⇒ Φ_j ) =⇒ (Φ =⇒ Φ_{i+1}) ( (2) kai (3) me MR).

5. Φ =⇒ Φ_{i+1} ( (1) kai (4) me MR).

1.13 Sunèpeia kai Plhrìthta

Ja jewroÔme èna sÔnolo tÔpwn sunepèc an apì autì den mporeÐ na prokÔyei antÐfash. H klassikă antÐfash eÐnai h Φ ∧ (¬Φ). ’Etsi dÐnoume ton parakĹtw orismì:

Orismìc 16 ’Ena sÔnolo tÔpwn Σ ja lègetai asunepèc an upĹrqei ènac tÔpoc Φ ÿste Σ ⊢ Φ ∧ (¬Φ). To Σ ja lègetai sunepèc an den eÐnai asunepèc.

Prìtash 5 ’Ena asunepèc sÔnolo tÔpwn mporeÐ na apodeÐxei opoiondăte tÔpo.

Apìdeixh. ArkeÐ na deÐxw ìti ènac tÔpoc thc morfăc Φ ∧ (¬Φ) mporeÐ na apodeÐxei opoiodăte Ĺllo tÔpo Ψ. H parakĹtw eÐnai mia tètoia apìdeixh:

1. Φ ∧ (¬Φ) (Upìjesh)

2. (Φ ∧ (¬Φ)) =⇒ Ψ (TautologÐa).

3. Ψ apì (1),(2) kai MR.

Prìtash 6 ’Ena sÔnolo tÔpwn eÐnai sunepèc an kai mìno an upĹrqei ènac tÔpoc pou den mporeÐ na apodeÐqteÐ apì autì. Sugkekrimmèna an to Σ den mporeÐ na spodeÐxei ton Φ tìte to Σ ∪ {¬Φ} eÐnai sunepèc.

Apìdeixh. An to Σ eÐnai sunepèc tìte den ja mporeÐ na apodeÐxei ton tÔpo Φ ∧ (¬Φ). AntÐstrofa an upĹrqei kĹpoioc tÔpoc Φ pou den mporeÐ na ton apodeÐxei eÐnai sunepèc giatÐ apì thn prohgoÔmenh prìtash ta asunepă sÔnola tÔpwn apodeiknÔoun ta pĹnta.

Prìtash 7 ’Ena sunepèc sÔnolo Σ den eÐnai se jèsh na apodeÐxei èna tÔpo Φ kai ton ¬Φ.

Apìdeixh. PrĹgmati an autì ginìtan ja eÐqame thn parakĹtw apìdeixh tou Φ∧¬Φ. An èna sÔnolo mporeÐ na apodeÐxei èna tÔpo tìte kai kĹje upersÔnolì tou mporeÐ na ton apodeÐxei (giatÐ?). ’Ara to Σ ∪ {Φ} mporeÐ na apodeÐxei ton ¬Φ. Apì to Lămma paragwgăc ja èqoume ìti to Σ mporeÐ na apodeÐxei to Φ =⇒ ¬Φ. ’Etsi ja eÐqame thn parakĹtw apìdeixh tou Φ ∧ ¬Φ.

1. Φ (Upìjesh)

2. ¬Φ (Upìjesh)

3. Φ =⇒ ¬Φ.(Lămma paragwgăc)

4. (Φ =⇒ ¬Φ) =⇒ (Φ ∧ ¬Φ) (TautologÐa)

5. (Φ ∧ ¬Φ) {3), (4) kai MR)

(’Askhsh: DeÐxte ìti an Σ ⊢ Φ kai to Φ eÐnai antÐfash tìte to Σ den eÐnai sunepèc.)

Den eÐnai aparaÐthto ìmwc èna sÔnolo protĹsewn an den mporeÐ na apodeÐxei mia prìtash na mporeÐ na apodeÐxei thn Ĺrnhsă thc.

Orismìc 17 Mia prìtash Φ lègetai anexĹrthth apì èna sÔnolo protĹsewn an Σ ⊬ Φ kai Σ ⊬ ¬Φ

H akìloujh prìtash eÐnai profanăc:

Prìtash 8 O Φ eÐnai anexĹrthtoc tÔpoc apì to Σ an kai mìno ta sÔnola Σ ∪ {Φ} kai Σ ∪ {¬Φ} eÐnai kai ta dÔo sunepă sÔnola tÔpwn.

Orismìc 18 ’Ena sÔnolo tÔpwn Σ ja lègetai plărec an den upĹrqei anexĹrthth prìtash apì autì. Me Ĺlla lìgia gia kĹje tÔpo Φ eÐte Σ ⊢ Φ eÐte Σ ⊢ ¬Φ Lămma 9 An to Σ eÐnai èna sunepèc sÔnolo apì tÔpouc tìte upĹrqei èna upersÔnolo tou Σ_∞ pou eÐnai sunepèc kai plărec. Dhladă, kĹje sunepèc sÔnolo epekteÐnetai se plărec.

Apìdeixh. H apìdeixh tou Lămmatoc moiĹzei polÔ me autăn tou Lămatoc 6 pou qrhsimopoiăsame sthn apìdeixh tou jewrămatoc thc sumpĹgeiac, to opoÐo èdeiqne ìti kĹje peperasmèna sumbatì sÔnolo epekteÐnetai se peperasmèna sumbatì pou eÐnai mègisto, upì thn ènnoia ìti den perièqetai gnăsia se kanèna Ĺllo peperasmèna sumbatì sÔnolo. Gia na petÔqoume èna tètoio sÔnolo kĹname mia arÐjmhsh ìlwn twn tÔpwn san Φ_1, Φ_2, ..., Φ_n, ... kai diadoqikĹ prosjètame ton Φ_n ă thn Ĺrnhsă tou, anĹloga an autì pou proèkupte ătan sumbatì ă ìqi. KatĹ ton Ðdio trìpo orÐzoume mia akoloujÐa sunìlwn (Σ_n)^{+∞}_{n=0} wc exăc:

• Σ_0 = Σ

• Σ_{n+1} = Σ_n ∪ {Φ_n} an to Σ_n ∪ {Φ_n} eÐnai sunepèc diaforetikĹ orÐzoume Σ_{n+1} = Σ_n ∪ {¬Φ_n}.

To kĹje sÔnolo Σ_n eÐnai sunepèc. Autì to deÐqnoume me epagwgă. Gia n = 0 autì isqÔei apì thn upìjesă mac. An autì isqÔei gia kĹpoio n tìte an Σ_{n+1} = Σ_n ∪ {Φ_n} tìte to Σ_{n+1} eÐnai sunepèc giatÐ ètsi to jewrăsame. An Σ_{n+1} = Σ_n ∪ {¬Φ_n}, tìte to Σ_n ∪ {Φ_n} den eÐnai sunepèc. ’Ara Σ_n ∪ {Φ_n} ⊢ ¬Φ_n giatÐ eÐdame ìti èna asunepèc sÔnolo mporeÐ na apodeÐxei kĹje tÔpo. Apì to Lămma paragwgăc ja eÐqame tìte ìti Σ ⊢ (Φ_n =⇒ ¬Φ_n). AllĹ o tÔpoc (Φ_n =⇒ ¬Φ_n) eÐnai antÐfash pou shmaÐnei ìti to Σ_n den eÐnai sunepèc. ’Atopo.

Epeidă Σ_1 ⊂ Σ_2 ⊂ Σ_3 ⊂ ... ja èqoume ìti to Σ_∞ = ⋃_{+∞} n=0 Σ_n eÐnai sunepèc, kai eÐnai bèbaia plărec giatÐ perièqei opoiondăpote tÔpo ă thn Ĺrnhsă tou.

Erqìmaste tÿra se èna idiaÐtero shmantikì jeÿrhma pou apodeÐqthke apì ton Bernays to 1926. H genikeÔsă tou stic genikìterec glÿssec eÐnai to perÐfhmo Jeÿrhma Plhrìthtac tou Godel (apodeÐqthke to 1930) to opoÐo ja doÔme sto epìmeno kefĹlaio. Sthn periorismènh tou morfă onomĹzetai Jeÿrhma Plhrìthtac gia ton protasiakì logismì.

Jeÿrhma 4 (Jeÿrhma Plhrìthtac ProtasiakoÔ LogismoÔ) KĹje sunepèc sÔnolo eÐnai sumbatì.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai tautìshmh me aută tou jewrămatoc sumpĹgeiac. ’Estw Σ èna sunepèc sÔnolo tÔpwn. Jewrÿ to plărec kai sunepèc upersÔnolì tou Σ_∞ pou orÐsame sto prohgoÔmeno Lămma. Apì ton orismì tou gia kĹje metablhtă X_n eÐte h X_n eÐte h ¬X_n ja anăkei sto Σ_∞. Ja orÐsw mia ektÐmhsh twn metablhtÿn X_1, X_2, ... v wc exă:

• v(X_n) = 1 an X_n ∈ Σ_∞

• v(X_n) = 1 an X_n ∉ Σ_∞

Ja deÐxoume ìti gia kĹje tÔpo Φ ∈ Σ_∞ isqÔei v(Φ) = 1, opìte to Σ_∞ Ĺra kai Σ eÐnai sumbatĹ. Gia tic metablhtèc autì sumbaÐnei ex orismoÔ. Ac upojèsoume ìti autì sumbaÐnei gia kĹje tÔpo Φ sto Σ_∞ tĹxhc τ(Φ) = n kai èstw Φ sto Σ_∞ tĹxhc τ(Φ) = n+1. Tìte eÐte Φ = ¬(Ψ) eÐte (Φ) = (Φ)_1 ⋆(Φ)_2 me ⋆ ∈ {∨, ∧, ⇒, ⇔}. Ac pĹroume gia parĹdeigma ìti Φ = ¬(Ψ). Tìte prèpei v(Ψ) = 0 opìte v(Φ) = 1. PrĹgmati an autì den sunèbaine tìte lìgw thc megistikìthtac tou Σ_∞ kai thc epagwgikăc upìjesăc mac Ψ ∈ Σ_∞ opìte to

Σ_∞ ja perièqei tÔpo kai thn Ĺrnhsă tou pou den mporeÐ na sumbaÐnei giatÐ eÐnai sunepèc. ’Omoia, ac upojèsoume ìti (Φ) = (Φ)_1 ∧ (Φ)_2. Tìte ja prèpei (Φ)_1 (Φ)_2 ∈ Σ_∞, opìte kai se aută thn perÐptwsh v(Φ) = 1. PrĹgmati an gia parĹdeigma (Φ)_1 ∉ Σ_∞ tìte ¬(Φ)_1 ∈ Σ_∞ kai tìte apì to lămma paragwgăc to Σ_∞ ja apodeÐknue ton ¬(Φ)_1 =⇒ (Φ) = (Φ)_1 ∧ (Φ)_2 pou eÐnai antÐfash. ’Atopo. Mia kală Ĺskhsh eÐnai na teleiÿsete thn apìdeixh tou jewrămatoc elègqontac kai tic upìloipec periptÿseic.

San Pìrisma apodeÐxte to Jeÿrhma 3 pou afăsame anapìdeikto sthn prohgoÔmenh parĹgrafo.

1.14 AxiwmatikopoÐhsh tou ProtasiakoÔ LogismoÔ

Sthn prohgoÔmenh parĹgrafo gia na apodeÐxoume to jeÿrhma thc plhrìthtac upojèsame ìti sta bămata miac apìdeixhc mporoÔme na qrhsimopoioÔme opoiadăpote tautologÐa. Autì mac èkane na exartìmaste apì touc pÐnakec alhjeÐac kai pĹli. Wstìso upĹrqoun trÐa sqămata tÔpwn, oi opoÐoi eÐnai sqămata tautologiÿn, mèsa apì touc opoÐouc mporoÔme na apodeÐxoume ìlec tic tautologÐec. AutĹ eÐnai ta parakĹtw:

(T1) X ⇒ (Y ⇒ X)

(T2) (X ⇒ (Y ⇒ Z)) ⇒ ((X ⇒ Y ) ⇒ (X ⇒ Z)) (T3) (¬X ⇒ ¬Y ) ⇒ ((¬X ⇒ Y ) ⇒ X) UpenjumÐzoume ìti me ton ìro sqăma tÔpou eÐnai mÐa èkfrash apì thn opoÐa paÐrnoume Ĺpeirouc tÔpouc antikajistÿntac tic metablhtèc me opoiousdăpote tÔpouc.

MporoÔme na deÐxoume ìti ta trÐa autĹ sqămata tautologiÿn mporoÔn na apodeÐxoun to jeÿrhma thc plhrìthtac. San Ĺmesh sunèpeia èqoume ìti mporoÔn na apodeÐxoun kĹje tautologÐa. Ac sumbolÐsoume me Σ_0 to (Ĺpeiro) sÔnolo ìlwn twn tautologiÿn pou eÐnai sth morfă (T1), (T2) ă (T3). ’Eqoume loipìn ìti isqÔei to:

Jeÿrhma 5 Gia kĹje tautologÐa P isqÔei Σ_0 ⊢ P

Ja skiagrafăsoume thn apìdeixh tou Jewrămatoc pou eÐnai arketĹ teqnikă.

ArqikĹ ja deÐxoume to parakĹtw:

Lămma 10 Gia opoiousdăpote tÔpouc P, Q, R

1. Σ_0 ⊢ P → P 2. Σ_0 ∪ {P → Q, Q → R} ⊢ P → R 3. Σ_0 ∪ {P → (Q → R), Q} ⊢ P → R 4. Σ_0 ⊢ ¬¬P → P Apìdeixh. Gia to (1) èqoume thn parkĹtw apìdeixh. San Ĺskhsh na dikaiologăsete touc sullogismoÔc ìpou upĹrqoun kenĹ (sta (2), (3), (4) ) 1. P → ((P → P ) → P ) → (P → (P → P )) → (P → P ))) (AxÐwma dhl TÔpoc tou Σ_0) 2. P → ((P → P ) → P ) (AxÐwma) 3. P → ((P → P ) → P ) M.R. 1,2 4. P → (P → P ) (AxÐwma) 5. P → P (M.R. 1,2) Gia to (2) 1. P → Q 2. Q → R 3. (Q → R) → (P → (Q → R)) 4. P → (Q → R) 5. (P → (Q → R)) → ((P → Q) → (P → R)) 6. (P → Q) → (P → R) 7. P → R (3) 1. P → (Q → R)

2. Q 3. (P → (Q → R)) → ((P → Q) → (P → R)) 4. (P → Q) → (P → R) 5. Q → (P → Q) 6. P → Q 7. P → R (4) 1. ¬¬P → (¬P → ¬¬P ) 2. (¬P → ¬¬P ) → ((¬P → ¬P ) → P ) 3. ¬P → ¬P 4. ¬¬P → ((¬P → ¬P ) → P ) 5. ¬¬P → P

Sth sunèqeia me th boăjeia tou prohgoÔmenou Lămmatoc mporoÔme na deÐxoume to Lămma paragwgăc sthn parakĹtw morfă:

Lămma 11 (To Lămma paragwgăc) ’Estw Σ èna sÔnolo tÔpwn. Tìte Σ_0∪ Σ ∪ {Φ} ⊢ Ψ an kai mìno an Σ_0 ∪ Σ ⊢ (Φ =⇒ Ψ). Apìdeixh. EÐnai akribÿc panomoiìtuph me aută tou Lămmatoc 8.

MetĹ deÐqnoume ìti isqÔoun ìlèc oi protĹseic tic prohgoÔmenhc paragrĹfou me thn upìjesh ìti ta axÐwmata mou eÐnai ta stoiqeÐa tou Σ_0 kai mìno kai ìqi ìlec oi tautologÐec. Gia lèptomèreiec parapèmpoume sto biblÐo {StoiqeÐa Majhmatikăc Logikăc} tou A. TzoubĹra.

40

KefĹlaio 2

PrwtobĹjmiec Glÿssec

2.1 Ti eÐnai mia prwtobĹjmia glÿssa.

Mia prwtobĹjmia glÿssa eÐnai èna sÔnolo apì sÔmbola pou ta èqoume epilèxei katĹllhla ÿste na mporoÔn na ekfrĹsoun ìlec thc protĹseic miac majhmatikăc jewrÐac (JewrÐa Sunìlwn, JewrÐa arijmÿn, GewmetrÐa...).

Sta majhmatikĹ eisĹgoume kai analÔoume ènnoiec. Sunăjwc den eÐmaste se jèsh na orÐsoume mia ènnoia allĹ eÐmaste se jèsh na thn qeiristoÔme mèsa sth glÿssa. OusiastikĹ mia ènnoia prosdiorÐzetai apì ton trìpo pou thn qeirizìmaste se sqèsh me Ĺllec. Autì to plègma allhlosusqetismÿn apoteleÐ to nìhma thc glÿssac mac.

Gia parĹdeigma an poume ìti {Păra èna kleidÐ kai Ĺnoixa thn pìrta} autì mac faÐnetai na èqei nìhma giatÐ mporÿ na susqetÐsw to kleidÐ me thn pìrta. An kĹpoioc mac pei {păra mia mÔga kai ètsi Ĺnoixa thn pìrta} tìte ja anarwthjoÔme ti eÐnai aută h {mÔga} pou anafèrei h prìtash kai ja skeftoÔme ìti eÐnai Ðswc mia orologÐa pou qrhsimopoieÐ autìc pou mac eÐpe thn frĹsh kai ja tou zhtăsoume exhgăseic. An den mac dÿsei den ja eÐmaste se jèsh na apodÿsoume kĹpoio nìhma se autì pou mac eÐpe.

Se mia majhmatikă jewrÐa sunăjwc asqoloÔmaste me èna eÐdoc antikeimènwn. Sth jewrÐa sunìlwn me sÔnola, sthn anĹlush me pragmatikoÔc arijmoÔc, sth jewrÐa twn arijmÿn me fusikoÔc arijmoÔc, sth gewmetrÐa me shmeÐa klp.

Glÿssec pou me autèc exetĹzoume arqikĹ mÐa kai monadikă ènnoia (an kai sth sunèqeia mporoÔme na eisĹgoume kai Ĺllec ènnoiec, allĹ mìno mèsw thc arqikăc ènnoiac) ja lègontai PrwtobĹjmiec glÿssec. H Ellhnikă glÿssa ja ătan mia prwtobĹjmia glÿssa an ìlec oi ènnoiec thc glÿssac mporoÔsan na oristoÔn apì mia {basikă ènnoia} allĹ autì den mporeÐ na gÐnei.

Ta stoiqeÐa miac glÿssac mporoÔn na diairejoÔn qondrikĹ sta exăc:

• Se {teqnikĹ stoiqeÐa} ta opoÐa eÐnai sÔmbola pou mac bohjoÔn aplĹ kai mìno ston kalÔtero sqhmatismì thc prìtashc ìpwc kìmmata, teleÐec kai Ĺlla sămeÐa thc stoÐxhc.

• Se {logikĹ stoiqeÐa} thc glÿssac pou mac epitrèpoun na ftiĹqnoume sunjetìterec protĹseic, ìpwc eÐnai oi sÔndesmoi {kai}, {eÐte}, {an...tìte} kai ènac trìpoc na pernĹme sthn Ĺrnhsh miac prìtashc pou èqoume ădh ftiĹxei. Le autì to Jèma asqolhjăkame polÔ kai sto prohgoÔmeno KefĹlaio.

• Se eidikĹ sÔmbola thc glÿssac pou eÐnai eidikĹ onìmata antikeimènwn pou anafèrontai sthn ènnoia mac. Gia parĹdeigma an h glÿssa mac asqoleÐtai me fusikoÔc arijmoÔc ta {èna}, {eptĹ} ă ta 1, 7 eÐnai onìmata. An eÐmaste sthn anĹlush tìte ta {p}, {rÐza 2} klp paÐzoun ton rìlo eidikÿn onomĹtwn.

• Se eidikĹ sÔmbola pou anafèrontai se prĹxeic (sÔmbolo gia thn prìsjesh, ton pollaplasiasmì klp)

• Se eidikĹ sÔmbola pou anafèrontai se sqèseic {(x eÐnai megalÔtero apì toy}, {Oi x, y, z paÐzoun sthn Ðdia omĹda, }, {o x diaireÐ ton y}...)

• Ta sÔmbola x, y, z... pou qrhsimopoiăsame gia na prosdiorÐsoume tic prohgoÔmenec sqèseic eÐnai polÔ qrăsima kai ta onomĹzoume metablhtèc.

• PosodeÐktec pou me autoÔc jèloume na ekfrĹsoume prouĹseic thc morfăc {ìloi oi Ĺnjrwpoi mporoÔn na katalĹboun autì pou lèw}, {lÐgoi Ĺnjrwpoi mporoÔn na to katalĹboun}, {upĹrqei kĹpoioc pou mporeÐ na to katalĹbei autì}...Sta majhmatikĹ duo apì touc posodeÐktec mac endiafèroun kurÐwc to {upĹrqei } kai to {KĹje}.

Me autèc tic idèec mporoÔme na orÐsoume san to ti ennooÔme me ton ìro {prwtobĹjmia glÿssa} to exăc:

Orismìc 19 Mia prwtobĹjmia glÿssa apoteleÐtai apì tic parakĹtw kathgorÐec sumbìlwn:

1. DÔo parenjèseic thn dexiĹ kai thn aristeră: (, ). Autèc ja paÐxoun ton rìlo kurÐwc twn shmeÐwn thc stÐxhc sth glÿssa mac.

2. ’Ena arijmăsimo sÔnolo M pou ta stoiqeÐa tou ja lègontai metablhtèc (mporoÔme na upojèsoume ìti to sÔnolo twn mrtablhtÿn eÐnai polÔ megĹlo).

3. LogikĹ sÔmbola ă sÔndesmoi ¬, ∨, ∧, →, ←→

4. DÔo posodeÐktec ∀, ∃

5. ’Ena sÔmbolo gia thn isìthta =

6. ’Ena (pijanìn kai kenì) sÔnolo apì eÐdikĹ sÔmbola pou ta lème onìmata ă stajerèc .

7. ’Ena peperasmèno (pijanĹ kai kenì) sÔnolo apì sÔmbola pou lègontai sÔmbola sunartăsewn. Se kĹje tètoio sÔmbolo f antistoiqeÐ ènac fusikìc arijmìc n = n(f) pou lègetai to bĹroc tou sumbìlou kai mac deÐqnei pwc to sÔmbolo autì ja ermhneuteÐ san mia sunĹrthsh n metablhtÿn se èna sÔnolo.

8. ’Ena peperasmèno (pijanĹ kai kenì) sÔnolo apì sÔmbola pou lègontai sÔmbola sqèsewn . Se kĹje tètoio sÔmbolo R antistoiqeÐ ènac fusikìc arijmìc n = n(R) pou lègetai to bĹroc tou sumbìlou kai mac deÐqnei pwc to sÔmbolo autì ja ermhneuteÐ san mia n- melăc sqèsh se èna sÔnolo.

ShmeÐwsh 1 Ja mporoÔsame na eÐmaste pio oikonomikoÐ sthn qrăsh twn sumbìlwn. Gia parĹdeigma se pollĹ biblÐa logikăc den apiteÐtai mia glÿssa na èqei sÔmbola stajerÿn kai sÔmbola sunartăsewn. AplĹ mia sqèsh bĹrouc 0 paÐzei to rìlo thc stajerĹc. Epishc kĹje sunĹrthsh f n−metablhtÿn mporeÐ na jewrhjeÐ san mia n + 1−melăc sqèsh (anatrèxte sta {Jemèlia twn Majhmatikÿn}.)

2.2 H sÔntaxh se mia prwtobĹjmia glÿssa

2.2.1 Oi ìroi

’Oro ja onomĹsoume kĹje kĹje ekfrash thc glÿssac pou {kataskeuĹzoume} qrhsimopoioÿntac ta sÔmbola twn sunartăsewn pou (pijanìn na) diajètei h glÿssa mac. Me ton parakĹtw orismì ja orÐsoume poiec ekfrĹseic me sÔmbola sunartăsewn jewroÔntai suntaktikĹ orjèc.

Gia parĹdeigma sthn arijmhtikă èqoume sÔmbola sunartăsewn to + gia thn prìsjesh kai to · gia ton pollaplasiasmì (h prìsjesh kai o pollaplasiasmìc eÐnai sunartăseic dÔo metablhtÿn. ja blèpoume san parĹdeigma thn prìsjesh san mia sunĹrthsh pou se kĹje zeugĹri arijmÿn (a,b) antistoiqeÐ ton a+b). ’O ìroc

(x + 2y) (5 + z) (1 + x + y) + 7 (x + (2y + z))

èqei nìhma sthn arijmhtikă, enÿ h parakĹtw èkfrash -toulĹqiston qwrÐc epiprìsjetec exhgăseic- den èqei.

(x) x + (x + +7 (2) + + (+xx + x))

O orismìc pou ja dÿsoume eÐnai -wc sunăjwc- ènac anadromikìc orismìc. EpÐshc apaiteÐ thn qrăsh pollÿn parenjèsewn, perissìterwn apì autèc pou sunăjwc apaitoÔntai sthn prĹxh. Pollèc forèc ja paraleÐpoume kĹpoiec apì autèc an den prokaleÐtai sÔgqish. H qrăsh twn parenjèsewn apaiteÐtai na threÐtai sqolastikĹ ìtan jèloume na èqoume {monadikă anĹgnwsh tou ìrou} kĹti pou ja diatupwjeÐ parakĹtw me to antÐstoiqo tou ProtasiakoÔ LogismoÔ Lămma Monadikăc AnĹgnwshc se prwtobĹjmiec glÿssec.

Orismìc 20 1. KĹje metablhtă eÐnai ìroc.

2. KĹje stajerĹ eÐnai ìroc.

3. An t_1, . . . , t_n eÐnai ìroi kai f sÔmbolo sunĹrthshc bĹrouc n tìte h èkfrash f(t_1, . . . , t_n) eÐnai ìroc.

Orismìc 21 ’Enac ìroc ja lègetai kleistìc an den perièqei metablhtèc. DiaforetikĹ ja lègetai anoiktìc.

Bèbaia, eÐnai pijanìn h glÿssa mac na mhn èqei stajerèc ÿste na eÐnai dunatìn na grafteÐ èstw kai ènac kleistìc ìroc. Wstìso o orismìc autìc eÐnai qrăsimoc giatÐ ìpwc ja doÔme mporoÔme na auxăsoume tic stajerèc miac glÿssac prosjètontac ìsec jèloume (emploutismìc thc glÿssac). DiaisjhtikĹ oi kleistoÐ ìroi mporoÔn na jewrhjoÔn kai autoÐ san stajerèc. An h glÿssa mac èqei mÐa toulĹqiston stajerĹ c (kai autì sumbaÐnei sthn prĹxh) kai èna toulĹqiston sÔmbolo sunĹrthshc ac poÔme bĹrouc n = 2 tìte mporoÔme na grĹyoume Ĺpeirouc diaforetikoÔc kleistoÔc ìrouc: f(c, c), f(c, f(c, c)) , f(c, f(f(c, c), c)), f (c, f (f (c, c) , f (c, f (s, c)))) . . . EpÐshc ìpwc oi kleistoÐ ìroi antistoiqoÔn se stajerèc oi anoiktoÐ ìroi antistoiqoÔn se nèa sÔmbola sunartăsewn. EidikĹ an o ìroc èqei k metablhtèc (thc glÿssac) tìte antistoiqeÐ orÐzei èna sÔmbolo sunĹrthshc bĹrouc k. 2.2.2 TÔpoi-ProtĹseic

PernĹme se ènan shmantikì orismì:

Orismìc 22 1. An t_1, t_2 eÐnai ìroi tìte h èkfrash t_1 = t_2 eÐnai tÔpoc.

2. An t_1, . . . , t_n eÐnai ìroi kai R sÔmbolo n− meloÔc sqèshc tìte h èkfrash R(t_1, . . . , t_n) eÐnai tÔpoc.

3. An P eÐnai tÔpoc kai x metablhtă tìte oi ekfrĹseic ∀x(P ), ∃x(P ) eÐnai tÔpoi.

4. An P, Q eÐnai tÔpoi tìte oi ekfrĹseic

¬ (P ) , (P ) ∨ (Q) , (P ) ∧ (Q) , (P ) → (Q) , (P ) ↔ (Q) eÐnai tÔpoi.

O parakĹtw pÐnakac dÐnai mia antistoiqÐa thc tupikăc grafăc miac glÿssac katĹllhlhc gia thn arijmhtikă kai thc sunhjismènhc grafăc sthn arijmhtikă. O anagnÿsthc prèpei na xèrei na metafrĹzei apì thn mia grafă sthn Ĺllh me euqèreia.

TUPIKH GRAFH SUNHJHS GRAFH + (x, y) x + y + (x, + (1, y)) x + (1 + y) + (x, y) = + (x, + (1, y)) x + y = x + (1 + y) ≤ (+ (x, y) , + (x, + (1, y))) x + y ≤ x + (1 + y) < (1, 2) 1 < 2 + (+ (1, 1) , + (1, + (1, 1))) (1 + 1) + (1 + (1 + 1)) < (+ (· (2, x) , 3) , 0) 2x + 3 < 0

2.2.3 To Lămma thc monadikăc anĹgnwshc

’Opwc kai sthn perÐptwsh tou protasiakoÔ logismoÔ jèloume na xèroume ìti oi me touc suntaktikoÔc kanìnec pou dÿsame ènac protasiakìc tÔpoc se mia prwtobĹjmia glÿssa anagignÿsketai me monadikì trìpo. Sugkekrimmèna èqoume to Prìtash 9 (Lămma monadikăc anĹgnwshc) KĹje èkfrash se mia prwtobĹjmia glÿssa ja eÐnai eÐte ìroc eÐte tÔpoc eÐte tÐpota apì ta dÔo. KĹje mÐa apì autèc tic enallaktikèc anagnÿseic eÐnaimonadikă. Eidikìtera, an P eÐnai ènac tÔpoc tìte ja grĹfetai kata monadikì trìpo se mia apì tic morfèc tou OrismoÔ 22.

H apìdeixh eÐnai panomoiìtuph me aută tou antÐstoiqou Lămmatoc Monadikăc AnĹgnwshc pou eÐdame ston Protasiakì logismì kai thn afănoume ston anagnÿsth. AplĹ, edÿ ja prèpei na diakrÐnoume merikèc periptÿseic parapĹnw.

2.2.4 Oi glÿssec thc arijmhtikăc kai thc jewrÐac sunìlwn

PrÐn proqwrăsoume parakĹtw ja perigrĹyoume dÔo sugkekrimmènec glÿssec thn G(Ar) (glÿssa thc arijmhtikăc) kai thn G(Sun), thn glÿssa thc jewrÐac twn sunìlwn. O lìgoc pou kĹnoume aută thn perigrafă eÐnai ìti ektìc apì th shmantikă jèsh pou èqoun oi glÿssec autèc sthn Logikă ja mac qrhsimeÔsoun san phgă pollÿn paradeigmĹtwn.

H glÿssa thc Arijmhtikăc

H glÿssa thc arijmhtikăc eÐnai mia arketĹ ploÔsia glÿssa. ’Eqei mÐa stajerĹ pou sumbolÐzetai me 0, tèssera sÔmbola sunartăsewn ε, +, ·, E to prÿto bĹrouc èna (kai eÐnai to sÔmbolo pou ja ermhneuteÔtai san h prĹxh tou epìmenou), ta +, · èqoun bĹroc dÔo kai eÐnai ta sÔmbola thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ kai èna akìma sÔmbolo E pou ja antistoiqeÐ sthn ekjetikă sunĹrthsh. EpÐshc ja èqei kai èna sÔmbolo 2-meloÔc sqèshc ≤.

Epeidă eÐnai dÔskolo na throÔme sqolastikĹ touc kanìnec sÔntaxhc thc glÿssac ja parajèsoume èna pÐnaka me sumbĹseic pou kĹnoume sth grafă thc glÿssac autăc.

Ja grĹfoume AntÐ gia x + y + (x, y) xy · (x, y) x ≠ y ¬ (x = y) x + y + xy + (+ (x, y) , · (x, y)) x^y E (x, y) x + y + x^y + (+ (x, y) , E (x, y)) x ≤ y ≤ (x, y) x < y (≤ (x, y)) ∧ ¬ (x = y) x ≥ y ≤ (y, x) x > y (≤ (y, x)) ∧ ¬ (x = y) ’Omoia ja grĹfoume 1 ε (0) 2 ε (ε (0)) 3 ε (ε (ε (0))) 4 ε (ε (ε (ε (0)))) 5 ................. H glÿssa thc JewrÐac sunìlwn

Aută eÐnai mia entelÿc aplă glÿssa. Den èqei oÔte sÔmbola gia stajerèc oÔte sÔmbola sunartăsewn. ’Ena kai mìno sÔmbolo 2-meloÔc sqèshc èqei t0 ∈. ParĹ to gegonìc ìti eÐnai mia polÔ ftwqă glÿssa ja thn qrhsimopoiăsoume gia na jemeliÿsoume thn JewrÐa twn sunìlwn mè thn opoÐa ja jemeliÿsoume ìla ta MajhmatikĹ. Apì thn Ĺllh h polÔ ploÔsia glÿssa thc Arijmhtikăc ja qrhsimopoihjeÐ gia na jemeliÿsoume thn jewrÐa twn fusikÿn arijmÿn kai mìno, mia jewrÐa pou apoteleÐ èna mikrì mèroc twn majhmatikÿn. Par’ ìla autĹ h arijmhtikă prèpei na jewrhjeÐ san to jemèlio ìlwn twn klĹdwn twn majhmatikÿn kai thn spoudaiìthtĹ thc ja doÔme parakĹtw. Gia th jewrÐa twn sunìlwn.

ja kĹnoume tic exăc sumbĹseic sth grafă twn tÔpwn thc glÿssac autăc. Ja grĹfoume... AntÐ gia... x ∈ y ∈ (x, y) x /∈ y ¬ (∈ (x, y)) x ⊂ y ∀z ((z ∈ x) → (z ∈ y)) 2.2.5 EleÔjerec kai desmeumènec metablhtèc-KleistoÐ tÔpoi

Orismìc 23 ’Estw s_1, ..., s_n ènac tÔpoc, ìpou s_1, ..., s_n sÔmbola thc glÿssac. Ac upojèsoume ìti sth jèsh k to sÔmbolo s_k eÐnai ènac posodeÐkthc ∀ ă ∃. Tìte to sÔmbolo s_{k+1} apì ton orismì twn tÔpwn ja eÐnai mia metablhtă kai amèswc metĹ ja emfanÐzetai h èkfrash (P ) ìpou P ènac tÔpoc. ’Olec oi jèseic ston P ja apoteloÔn to pedÐo ă èktash tou posodeÐkth.

Gia parĹdeigma ston epìmeno tÔpo

(∀x (x + 2 > y)) ∨ (∀x (∃y¬ (x + 2 = 1)))

H èktash thc prÿthc emfĹnishc tou posodeÐkth ∀ eÐnai x + 2 > y enÿ thc deÔterhc emfĹnisăc tou (∃y¬ (x + 2 = 1)).

Orismìc 24 ’Estw P ènac tÔpoc kai ac upojèsoume ìti sthn jèsh k emfanÐzetai mia metablhtă x. Ja lème ìti h metablhtă x sth jèsh k eÐnai desmeumènh an h jèsh aută brÐsketai mèsa sto pedÐo enìc posodeÐkth. DiaforetikĹ h metablhtă aută ja lègetai eleÔjerh sth jèsh aută.

Ston parakĹtw tÔpo h metablhtă y sthn prÿth emfĹnisă thc eÐnai eleÔjerh enÿ sthn deÔterh desmeumènh.

(∀x (x + 2 > y)) ∨ (∀x (∃y¬ (x + 2 = 1 + y)))

Orismìc 25 Mia prìtash se mia glÿssa G eÐnai ènac tÔpoc thc G qwrÐc eleÔjerec metablhtèc. Mia prìtash ja lègetai kai ènac kleistìc tÔpoc.

Gia parĹdeigma oi parakĹtw tÔpoi sth glÿssa thc arijmhtikăc eÐnai protĹseic. Na {ermhneÔsete} touc tÔpouc autoÔc sthn Arijmhtikă kai na dÿsete mia timă alhjeÐac se autoÔc (1 an eÐnai alhjeÐc, 0 an eÐnai yeudeÐc). ∀x (∃y (x = 2y) ∨ ∃y (x = 2y + 1)) (1) ∀x∀y ((x ≠ y) → (ε (x) ≠ ε (y))) (2) ∀x (0 ≠ ε (x)) (3) ∀x∀y∀z (((x ≤ y) ∧ (y ≤ z)) → (x ≤ z)) (4) ∀x∀y∀z (((x ≤ y) ∧ (y < z)) → (x < z)) (5) 2.3 H ermhneÐa miac glÿssac

Orismìc 26 Mia ermhneÐa miac glÿssac G apoteleÐtai apì ta exăc majhmatikĹ antikeÐmena:

1. ’Ena sÔnolo M pou lègetai to pedÐo thc ermhneÐac. 2. Gia kĹje stajerĹ c thc glÿssac èqoume orÐsei èna stoiqeÐo c tou sunìlou M. Ja lème ìti {èqoume ermhneÔsei} to sÔmbolo c me to stoiqeÐo c tou sunìlou M.

3. Gia kĹje sÔmbolo sunĹrthshc f thc glÿssac bĹrouc n èqoume orÐsei mia sunĹrthsh f : M^n → M . Ja lème ìti {èqoume ermhneÔsei} to sÔmbolo f me sunĹrthsh f.

4. Gia kĹje sÔmbolo sqèshc R thc glÿssac bĹrouc n èqoume orÐsei mia n−melă sqèsh R ⊂ M^n . Ja lème ìti {èqoume ermhneÔsei} to sÔmbolo R me th sqèsh R.

’Askhsh

Na dÿsete apì dÔo diaforetikèc ermhneÐec gia th glÿssa thc Arijmhtikăc kai th Glÿssa thc jewrÐac twn sunìlwn.

OusiastikĹ mia ermhneÐa miac glÿssac eÐnai ènac kìsmoc (èna sÔnolo) sto opoÐo ìla ta sÔmbola thc glÿssac apoktoÔn nìhma: oi stajerèc san sugkekrimmèna stoiqeÐa tou sunìlou, ta sÔmbola sunartăsewn san sugkekrimmènec sunartăseic klp... Autì pou kaneÐc prèpei na katanoăsei eÐnai ìti arqikĹ blèpei kaneÐc th glÿssa san mia diadoqă shmeÐwn (sumbìlwn) ta opoÐa apoktoÔn nìhma mìno an ermhneutoÔn. An jèlei kaneÐc na èqei mia analogÐa me thn fusikă glÿssa oi lèxeic {ermhneÔontai} mèsa ston peribĹllonta kìsmo pou zoÔme, an kai aută h analogÐa den eÐnai akribăc: H ermhneÐa thc ènnoiac {kalìc} mporeÐ na poikÐlei apì Ĺtomo se Ĺtomo kai na mhn eÐnai stajeră sthn poreÐa tou qrìnou, akìma kai an thn periorÐsoume se èna mikrì sÔnolo (touc gnwstoÔc mac ă touc fÐlouc mac). Gia tic majhmatikèc ènnoiec jewroÔme ìti den upìkeintai se tètoiouc periorismoÔc. H ermhneÐa twn basikÿn sumbìlwn thc glÿssac den arkeÐ. Ja prèpei na ermhneÔsoume sth sunèqeia kai tic protĹseic thc glÿssac. ’Opwc èqoume orÐsei tic protĹseic upĹrqoun kĹpoia problămata: Ac pĹroume gia parĹdeigma th glÿssa thc jewrÐac sunìlwn. Aută èqei mìno èna sÔmbolo dimeloÔc sqèshc ∈. Mia ermhneÐa thc ja apoteleÐtai sunepÿc apì èna sÔnolo M kai èna uposÔnolo E tou M × M. Stajerèc den upĹrqoun. Ac doÔme pwc ja ermhneÔame ton protasiakì tÔpo ∃x∀y¬(y ∈ x). Epeidă to ∃ antistoiqeÐ sto {upĹrqei} kai to ∀ sto {gia kĹje} h prìtash aută jèloume na ermhneÔetai san {UpĹrqei kĹpoio stoiqeÐo x tou sunìlou M me thn idiìthta gia kĹje y ∈ M na sumbaÐnei (x, y) ∉ E } prìtash pou profanÿc eÐnai alhjăc ă yeudăc, anĹloga me to pÿc èqei oristeÐ h dimelăc sqèsh E sto M. O protasiakìc tÔpoc autìc ermhneÔetai kalĹ san mia prìtash giatÐ den èqei {eleÔjerec metablhtèc} ,dhladă kĹje metablhtă pou emfanÐzetai ston tÔpo (pq h x) desmeÔetai apì èna sÔmbolo posodeÐkth.

Ac pĹroume tÿra ton protasiakì tÔpo ∀y¬(y ∈ x) autìc den mporeÐ na èqei nìhma ( na tou apodojeÐ dhladă o qarakthrismìc alhjăc ă yeudăc) parektìc kai an antikatastăsoume to x me èna sugkekrimmèno stoiqeÐo tou M. To Ðdio sumbaÐnei kai gia ton (y ∈ x). Autìc èqei nìhma mìno an antikatastăsoume ta x, y me sugkekrimmèna stoiqeÐa a, b tou M opìte gÐnetai (a ∈ b) kai ermhneÔetai: (a, b) ∈ E. AllĹ bèbaia h èkfrash (a ∈ b) den eÐnai èkfrash thc glÿssac afoÔ ta a, b den eÐnai sÔmbola thc glÿssac. Gia na eÐmaste nìmimoi ja prèpei ek twn ustèrwn na emploutÐsoume th glÿssa mac prosjètontac san epiplèon sÔmbola ìla ta stoiqeÐa tou pedÐou M thc ermhneÐac mac. Autì mac odhgeÐ ston parakĹtw orismì.

2.3.1 Emploutismìc miac glÿssac

Orismìc 27 Mia glÿssa Γ^′ ja lègetai pio ploÔsia apì mia glÿssa Γ an kĹje sÔmbolo thc Γ eÐnai sÔmbolo kai thc Γ^′.

Sunăjwc ja emploutÐzoume mia glÿssa wc exăc:

Ja jewroÔme prÿta mia ermhneÐa thc glÿssac me sÿma M prosjètontac san epiplèon stajerèc ta stoiqeÐa tou pedÐou M miac ermhneÐac thc glÿssac, ta opoÐa den èqoun ădh ermhneuteÐ. AutĹ sthn sunèqeia ja ermhneÔontai san o eautì touc.

Gia parĹdeigma an pĹroume san ermhneÐa thc glÿssac thc arijmhtikăc to sÔnolo N twn fusikÿn ìpou to 0 ermhneueÔetai me to 0 twn fusikÿn arijmÿn kĹje Ĺlloc fusikìc arijmìc ja prostejeÐ san sÔmbolo thc glÿssac to opoÐo ja ermhneÔetai san o eautìc tou.

2.3.2 ErmhneÐa twn protĹsewn miac glÿssac

Ac upojèsoume ìti èqoume mia ermhneÐa E miac glÿssac G se èna sÔnolo M. Ja perigrĹyoume ti shmaÐnei ermhneÔoume tic protĹseic thc glÿssac mèsa sthn ermhneÐa aută.

Ja xekinăsoume me thn ermhneÐa twn ìrwn thc glÿssac. Gia na gÐnei katanohtìc o trìpoc pou ja ermhneÔoume xekinĹme me èna parĹdeigma: JewroÔme th glÿssa thc arijmhtikăc kai san ermhneÐa thc to sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn ìpou to 0 ermhneÔtai me to 0 tou N , to + san prìsjesh klp, dhladă thn tupikă ermhneÐa thc glÿssac thc arijmhtikăc. Ac pĹroume ton parakĹtw ìro: t ≡ (x + y) + (xz) O ìroc autìc èqei treÐc metablhtèc x, y, z . MporoÔme na ton ermhneÔsoume san mia sunĹrthsh triÿn metablhtÿn

f : N^3 → N me f(x, y, z) = (x + y) + (xz) Me aută thn ermhneÐa oi ìroi (x + y) + (xz), (x + z) + (xy), (z + y) + (zx) ja ermhneutoÔn akribÿc me ton Ðdio trìpo. PrĹgmati mia tètoia ermhneÐa mporeÐ na perigrafteÐ genikĹ me austhrì trìpo (dec parakĹtw), wstìso eÐnai arketĹ perÐplokh. ’Enac enallaktikìc trìpoc eÐnai na emploutÐsoume tic stajerèc thc glÿssac, ìpwc eÐpame sthn prohgoÔmenh parĹgrafo, prosjètontac ta stoiqeÐa tou sÿmatoc thc ermhneÐac ektìc apì autĹ pou èqoun ădh ermhneuteÐ (dhladă prosjètontac to N \ {0} ) kai na ermhneÔoume kĹje antikatĹstash twn metablhtÿn me stajerèc, san to apotèlesma thc antÐstoiqhc prĹxhc . Sthn sugkekrimmènh perÐptwsh to (2 + 5) + (2 · 7y) ermhneÔtai san to 21.

Sto exăc Ja jewroÔme ìti ergazìmaste sth emploutismènh glÿssa ìpou èqoume prosjèsei san epiplèon stajerèc ta stoiqeÐa tou pedÐou M thc ermhneÐac thc glÿssac, ta opoÐa den èqoun ădh ermhneuteÐ. AutĹ ja ermhneÔontai san o eautì touc.

Me thn prohgoÔmenh prosarmogă thc glÿssac ja ermhneÔoume mìno touc kleistoÔc ìrouc, dhladă touc ìrouc qwrÐc metablhtèc.

Orismìc 28 • An c eÐnai mia stajerĹ thc glÿssac tìte h ermhneÐa thc eÐnai to antÐstoiqo stoiqeÐo c tou sunìlou M.

• An t_1, ..., t_n eÐnai kleistoÐ ìroi pou èqoun ermhneuteÐ me antÐstoiqa stoiqeÐa t_1, ..., t_n tou sunìlou M kai f sÔmbolo sunĹrthshc bĹrouc n tìte o ìroc f(t_1, ..., t_n) ermhneÔetai san h timă thc sunĹrthshc f(t_1, ..., t_n)

Sth sunèqeia ja ermhneÔoume tic protĹseic thc glÿssac, dhladă touc protasiakoÔc tÔpouc qwrÐc eleÔjerec metablhtèc:

Se kĹje prìtash thc glÿssac mac P ja antistoiqÐsoume mia timă alhjeÐac v(P ) pou ja eÐnai eÐte 0 eÐte 1. An v(P ) = 1 ja lème ìti h prìtash P alhjeÔei sthn ermhneÐa thc glÿssac enÿ an v(P ) = 0 ja lème ìti h prìtash P den alhjeÔei sthn ermhneÐa thc glÿssac. FanerĹ h timă v(P ) ja exartĹtai kĹje forĹ apì thn ermhneÐa pou kĹnoume sthn glÿssa mac. O orismìc thc sunĹrthshc v ja gÐnei wc exăc:

Orismìc 29 Ac upojèsoume ìti èqoume mia ermhneÐa E miac glÿssac G se èna sÔnolo M kai èstw P mia prìtash thc glÿssac.

1. An h P eÐnai thc morfăc t = s me t, s kleistoÐ ìroi thc glÿssac tìte jètoume v(P ) = 1 an t = s, ìpou t, s eÐnai oi antÐstoiqec ermhneÐec twn t, s (pou ja eÐnai stoiqeÐa tou sunìlou M). DiaforetikĹ jètoume v(P ) = 0.

2. An h P eÐnai thc morfăc R(t_1, ..., t_n) me t_1, ..., t_n kleistoÐ ìroi thc glÿssac kai R sÔmbolo sqèshc thc glÿssac bĹrouc n tìte jètoume v(P ) = 1 an (t_1, ..., t_n) ∈ R, ìpou t_1, ..., t_n eÐnai oi ermhneÐec twn ìrwn t_1, ..., t_n (pou ja eÐnai stoiqeÐa tou sunìlou M) kai R h ermhneÐa tou R (pou ja eÐnai mÐa n−melăc sqèsh sto M). DiaforetikĹ jètoume v(P ) = 0.

3. An h P eÐnai thc morfăc ¬A ja jètoume v(P ) = 1 an kai mìno an v(A) = 1

4. An h P eÐnai thc morfăc A ∨ B ja jètoume v(P ) = 1 an kai mìno an v(A) = 1 ă v(B) = 1.

5. An h P eÐnai thc morfăc A ∧ B ja jètoume v(P ) = 1 an kai mìno an v(A) = 1 kai v(B) = 1.

6. An h P eÐnai thc morfăc A → B ja jètoume v(P ) = 1 an kai mìno an v(A) = 0 eÐte v(A) = 1 kai v(B) = 1.

7. An h P eÐnai thc morfăc A ↔ B ja jètoume v(P ) = 1 an kai mìno an v(A) = v(B). 8. An h P eÐnai thc morfăc ∀xA(x) ja jètoume v(P ) = 1 an kai mìno an v(A(c)) = 1 gia kĹje c ∈ M.

9. An h P eÐnai thc morfăc ∃xA(x) ja jètoume v(P ) = 1 an kai mìno an v(A(c)) = 1 gia èna toulĹqiston c ∈ M.

An gia mia prìtash P se mia ermhneÐa E isqÔei v(P ) = 1 Ja grĹfoume E |= P . Ac jewrăsoume mÐa glÿssa G pou èqei èna sÔmbolo sqèshc R bĹrouc 2 (ìpwc h glÿssa thc jewrÐac sunìlwn) kai sthn opoÐa grĹfoume genikĹ xRy antÐ R(x, y). Ac pĹroume tic protĹseic P ≡ ∀x(xRx) kai Q ≡ ∀x∃y(xRy) An E = (M, R eÐnai mia ermhneÐa thc glÿssac sthn opoÐa h P (E |= P ) alhjeÔei tìte upoqrewtikĹ kai h Q ja alhjeÔei (dhladă ja èqoume ìti E |= Q.) PrĹgmati an E |= P tìte gia kĹje c ∈ M ja èqoume ìti (c, c) ∈ R. Gia na alhjeÔei h ∀x∃y(xRy) ja prèpei gia kĹje c ∈ M na alhjeÔei h ∃y(cRy). Aută ìmwc alhjeÔei an upĹrqei èna toulĹqiston c^′ me thn (cRc^′) na alhjeÔei, dhladă (c, c^′) ∈ R.Lìgw thc P arkeÐ na pĹroume c^′ = c. Se aută thn perÐptwsh lème ìti h Q eÐnai logikă sunèpeia thc P .

Orismìc 30 Mia prìtash Q miac glÿssac G ja lègetai logikă sunèpeia miac prìtashc P thc G an se kĹje ermhneÐa E me E |= P ja èqoume ìti E |= Q. Se aută thn perÐptwsh ja grĹfoume P |= Q.

Orismìc 31 Mia prìtash Q miac glÿssac G ja lègetai logikĹ isodÔnamh me mia prìtash P thc G P |= Q kai Q |= P , me Ĺlla lìgia se opoiadăpote ermhneÐa E thc G eÐte ja eÐnai kai oi dÔo alhjeÐc eÐte ja eÐnai kai oi dÔo yeudeÐc. Se aută thn perÐptwsh ja grĹfoume P ⊢⊣ Q

PrÐn na dÿsoume paradeÐgmata logikĹ isodÔnamwn protĹsewn ac doÔme mia akìma kathgorÐa protĹsewn, autèc pou isqÔoun pĹntote, anexĹrthta thc ermhneÐac pou ja dÿsoume sth glÿssa mac.

2.3.3 KajolikĹ isqÔousec protĹseic ă Jèseic

Orismìc 32 Mia prìtash P miac glÿssac G ja lègetai kajolikĹ isqÔousa ă mÐa jèsh an se opoiadăpote ermhneÐa E thc G E |= P . Se aută thn perÐptwsh ja grĹfoume |= P .

Oi jèseic paÐzoun to rìlo twn tautologiÿn tou protasiakoÔ logismoÔ.

PrĹgmati, ac orÐsoume

Orismìc 33 Mia prìtash P miac glÿssac G ja lègetai tautologÐa an mporeÐ na grafteÐ sth morfă miac tautologÐac tou protasiakoÔ logismoÔ.

Mia kai o orismìc autìc eÐnai asafăc ac dÿsoume èna parĹdeigma:

JewreÐste thn prìtash P

(∀x∃y (x + y = 0)) → ((∀x (x = 0)) → (∀x∃y (x + y = 0)))

Aută eÐnai mia tautologÐa. PrĹgmati an jèsoume san X thn prìtash ∀x∃y (x + y = 0) kai san Y thn prìtash ∀x (x = 0), tìte h P grĹfetai sthn morfă X → (Y → X) pou eÐnai mia tautologÐa.

Den eÐnai dÔskolo na deÐxoume tÿra ìti

Prìtash 10 KĹje tautologÐa eÐnai mia jèsh, dhladă alhjeÔei se kĹje ermhneÐa thc glÿssac.

To antÐstrofo den isqÔei. H prìtash (∀x(xRx)) → (∀x∃y(xRy)) eÐnai kajolikĹ isqÔousa allĹ ìqi mÐa tautologÐa.

’Askhsh: Na deÐxete ìti an P |= Q tìte |= P → Q. H parakĹtw prìtash eÐnai sqedìn anadiatÔpwsh twn orismÿn:

Prìtash 11 DÔo protĹseic P, Q eÐnai logikĹ isodÔnamec an kai mìno an |= P ↔ Q 2.3.4 Merikèc shmantikèc logikèc isodunamÐec

Ja grĹyoume kĹpoiec apì tic shmantikìterec logikèc isodunamÐec. EÐnai kurÐwc nìmoi qrăshc twn posodeiktÿn kai den eÐnai dÔskolo gia ton anagnÿsth na touc apodeÐxei kai na touc katalĹbei mia kai touc qrhsimopoioÔme siwphrĹ sunèqeia se majhmatikoÔc sullogismoÔc, qwrÐc aitiolìghsh.

H exăc suntomografÐa ja mac dieukolÔnei polÔ: ’Otan grĹfoume P_{>x<} ja ennoÔme ìti h metablhtă x den emfanÐzetai sthn prìtash (ă ton protasiakì tÔpo genikìtera) P .

Oi nìmoi DuðsmoÔ ă Nìmoi tou De Morgan ∀xP ⊢⊣ ¬ (∃x (¬P )) ∃xP ⊢⊣ ¬ (∀x (¬P )) Oi nìmoi tou de Morgan eÐnai h genÐkeush twn antÐstoiqwn nìmwn tou protasiakoÔ logismoÔ. To sÔmbolo tou ∀ (gia kĹje) mporeÐ na jewrhjeÐ sa genÐkeush thc sÔzeuxhc ∧. PrĹgmati, an ermhneÔsoume th glÿssa se èna peperasmèno sÔnolo M = {c_1, ..., c_n} tìte h prìtash ∀xP (x) alhjeÔei an kai mìno an alhjeÔei h prìtash P (c_1) ∧ ... ∧ P (c_n). ’Omoia to sÔmbolo tou ∃ (upĹrqei) mporeÐ na jewrhjeÐ sa genÐkeush thc diĹzeuxhc ∨.

Oi nìmoi epimeristikìthtac posodeiktÿn ∃x (P ∨ Q) ⊢⊣ ∃xP ∨ ∃xQ ∀x (P ∧ Q) ⊢⊣ ∀xP ∧ ∀xQ ∃x (P → Q) ⊢⊣ ∀xP → ∃xQ Oi dÔo prÿtoi nìmoi mporoÔn eÔkola na apodeiqtoÔn. Ac pĹroume gia parĹdeigma mia ermhneÐa E sto sÔnolo M ìpou E |= ∃x (P ∨ Q), dhladă upĹrqei c ∈ M me E |= (P (c) ∨ Q(c)). Autì shmaÐnei ìti gia kĹpoio c ∈ M alhjeÔei mÐa toulĹqiston apì tic P (c), Q(c) pou eÐnai isodÔnamo me to E |= ∃xP ∨∃xQ. O trÐtoc mporeÐ na exaqjeÐ apì touc prohgoÔmenouc kai touc tÔpouc tou de Morgan me thn paratărhsh: P → Q ⊢⊣ ¬P ∨ Q sunepÿc ∃x (P → Q) ⊢⊣ ∃x (¬P ∨ Q) ⊢⊣ ∃x¬P ∨ ∃xQ ⊢⊣ ¬ (∀xP ) ∨ ∃xQ ⊢⊣ (∀xP ) → ∃xQ

Oi nìmoi epimeristikìthtac posodeiktÿn upì sunjăkh ∀x (P ∨ Q_{>x<}) ⊢⊣ ∀xP ∨ Q_{>x<} ∃x (P ∧ Q_{>x<}) ⊢⊣ ∃xP ∧ Q_{>x<} ∀x (P → Q_{>x<}) ⊢⊣ ∃xP → Q_{>x<} ∀x (P_{>x<} → Q) ⊢⊣ P_{>x<} ∨ ∀xQ GenikĹ oi ekfrĹseic ∀x (P ∨ Q), ∀xP ∨ ∀xQ den eÐnai logikĹ isodÔnamec.

Gia parĹdeigma h ∀x (x = 0 ∨ x > 0) eÐnai alhjăc sto montèlo thc arijmhtikăc enÿ h ∀xx = 0 ∨ ∀xx > 0 fanerĹ eÐnai. An wstìsw ston Q den emfanÐzetai h metablhtă x ja isqÔei h epimeristikìthta.

Apaloifă perittÿn posodeiktÿn

∀xP_{>x<} ⊢⊣ P_{>x<} ∃xP_{>x<} ⊢⊣ P_{>x<}

JewreÐste thn prìtash: ∀x (¬ (x = 0) → ∃y (x = ε (y))) An prosjèsete èna posodeÐkth akìma kai èqete thn ∃x∀x (¬ (x = 0) → ∃y (x = ε (y))) ă ∀x∀x (¬ (x = 0) → ∃y (x = ε (y))) h se opoiadăpote ermhneÐa den ephreĹzetai h timă alhjeÐac thc, dhladă to nìhmĹ thc paramènei analloÐwto kai o epiplèon posodeÐkthc eÐnai Ĺqrhstoc.

Nìmoi antikatĹstashc

∀xP_{>y<}(x) ⊢⊣ ∀xP_{>y<}(y) ∃xP_{>y<}(x) ⊢⊣ ∃xP_{>y<}(y) An se èna tÔpo P (x) me thn x eleÔjerh kai pou den perièqei thn metablhtă y allĹxoume thn metablhtă x se y ja pĹroume èna tÔpo P(y) me thn y eleujerh kai epiplèon oi ∀xP (x), ∀yP (y) eÐnai logikĹ isodÔnamec protĹseic.

Me èna parĹdeigma na deÐxete giatÐ jèloume h y na mhn emfanÐzetai ston P (x). Orismìc 34 ’Enac protasiakìc tÔpoc lègetai se kanonikă morfă an eÐnai sth morfă Π_1x_1...Π_kx_kP ìpou Π_1, ..., Π_k posodeÐktec kai ston tÔpo P den emfanÐzontai posodeÐktec.

Qrhsimopoiÿntac touc prohgoÔmenouc nìmouc mporoÔme na deÐxoume epagwgikĹ ìti isqÔei to parakĹtw:

Jeÿrhma 6 Gia kĹje prìtash P upĹrqei prìtash Q se kanonikă morfă logikĹ isodÔnamh me thn P .

San parĹdeigma ja fèroume se kanonikă morfă thn ∀x∃y (x + y = 1) → ∀x∃y (x + y = 2) Autì ja gÐnei me ta parakĹtw bămata ta opoia ja prèpei na aitiologeÐsete me touc parapĹnw kanìnec. Gia lìgouc eukolÐac kai genikìthtac jètoume san P (x, y) thn èkfrash (x + y = 1) kai an Q(x, y) thn èkfrash (x + y = 2). 1. ∀x∃yP (x, y) → ∀x∃yQ (x, y) 2. ∀x∃yP (x, y) → ∀z∃wQ (z, w) 3. ¬∀x∃yP (x, y) ∨ ∀z∃wQ (z, w) 4. ∃x∀y¬P (x, y) ∨ ∀z∃wQ (z, w) 5. ∃x (∀y¬P (x, y) ∨ ∀z∃wQ (z, w)) 6. ∃x∀y (¬P (x, y) ∨ ∀z∃wQ (z, w)) 7. ∃x∀y∀z (¬P (x, y) ∨ ∃wQ (z, w)) 8. ∃x∀y∀z∃w (¬P (x, y) ∨ Q (z, w)) 2.4 JewrÐec-Montèla

Sunăjwc sta majhmatikĹ èqoume orismoÔc thc morfăc: {onomĹzoume omĹda èna sÔnolo G sto opoÐo èqei oristeÐ mia prĹxh ∗ ÿste na ikanopoioÔntai ta parakĹtw axiÿmata:......................} Orismìc 35 Mia majhmatikă jewrÐa apoteleÐtai apì mÐa glÿssa G kai èna (pijanìn Ĺpeiro) sÔnolo protĹsewn S thc glÿssac oi opoÐec onomĹzontai ta axiÿmata thc jewrÐac. Ja sumbolÐzoume mia jewrÐa me (G,S). Orismìc 36 ’Ena montèlo miac jewrÐac (G,S) eÐnai mia ermhneÐa E thc glÿssac G ìpou alhjeÔoun ìla ta stoiqeÐa tou S.

ParĹdeigma: ’Ena aplì parĹdeigma eÐnai h jewrÐa twn omĹdwn, thc opoÐac h glÿssa èqei èna sÔmbolo stajerĹc 0 (pou antistoiqeÐ sto oudètero stoiqeÐo) kai èna sÔmbolo dimeloÔc prĹxhc +. Ta axiÿmata thc jewrÐac eÐnai oi protĹseic:

∀x∀y∀z ((x + y) + z = x + (y + z)) ∀x ( (x + 0 = x) ∧ (0 + x = x) ) ∀x∃y (x + y = 0) An epiplèon sumperilĹboume san axÐwma thn ∀x∀y(x + y = y + x) ja èqoume thn jewrÐa twn abelianÿn omĹdwn.

KĹje montèlo thc jewrÐac omĹdwn onomĹzetai omĹda kai kĹje montèlo thc jewrÐac twn abelianÿn omĹdwn lègetai abeliană omĹda. ParadeÐgmata mh abelianÿn omĹdwn eÐnai eÐnai oi omĹda twn 1-1 kai epÐ sunartăsewn apì èna sÔnolo ston eautì tou me ermhneÐa thc prĹxhc + thn sÔnjesh sunartăsewn kai 0 thn tautotikă apeikìnish. ParadeÐgmata abelianÿn omĹdwn eÐnai ta peperasmèna sÿmata Z_p me prĹxh thn prìsjesh kai 0 to mhdèn kajÿc kai to sÔnolo Z twn akeraÐwn me thn prĹxh thc prìsjeshc kai san 0 to mhdèn sto Z. Bèbaia an ta axiÿmata pou èqoume jèsei kĹpou antifĹskoun metaxÔ touc h jewrÐa mac den ja èqei montèlo.

EpÐshc eÐnai dunatìn na mhn mporoÔme na apofasÐsoume an h jewrÐa mac èqei montèlo. Aută thn perÐptwsh ja suzhtăsoume afoÔ dÿsoume merikĹ paradeÐgmata apì majhmatikèc jewrÐec:

2.4.1 H arijmhtikă

Th glÿssa thc arijmhtikăc thn perigrĹyame sthn parĹgrafo 2.2.4. EkeÐ dÿsame kai kĹpoiec sumbĹseic grafăc tic opoÐec ja thrăsoume kai dÿ. Gia na èqoume jewrÐa gia thn arijmhtikă ja prèpei na dÿsoume ta axiÿmata thc jewrÐac autăc. AutĹ eÐnai mia metagrafă twn axiwmĹtwn tou Peano se prwtobĹjmia glÿssa:

1. ∀x (¬ (0 = ε (x))) 2. ∀x ( ¬ (x = 0) → ∃y (x = ε (y)) ) 3. ∀x∀y ( ε (x) = ε (y) → x = y ) 4. ∀x (x + 0 = x) 5. ∀x∀y ( x + ε (y) = ε (x + y) ) 6. ∀x (x0 = 0) 7. ∀x∀y ( x · ε (y) = xy + x ) 8. ∀x (x^0 = 1) 9. ∀x∀y ( x^{y+1} = x · x^y)

Sqìlia: Ta trÐa prÿta axiÿmata mac perigrĹfoun tic idiìthtec thc sunĹrthshc tou epìmenou akèraiou. To prÿto mac lèei ìti xekinĹme apì to mhdèn, dhladă ìti to 0 den eÐnai epìmenoc kĹpoiou arijmoÔ. To deÔtero ìti kĹje arijmìc diaforetikìc apì to 0 eÐnai epìmenoc kĹpoiou. To trÐto ìti h sunĹrthsh tou epìmenou eÐnai 1-1, dhladă diaforetikoÐ arijmoÐ èqoun diaforetikoÔc epìmenouc. Ta upìloipa mporoÔn na jewrhjoÔn san oi orismoÐ twn prĹxewn thc prìsjeshc, tou pollaplasiasmoÔ kai thc Ôywshc se mÐa dÔnamh. AutĹ eÐnai ta entelÿc stoiqeiÿdh axiÿmata thc arijmhtikăc kai h jewrÐa pou èqei san axiÿmata ta 1-9 ja lègetai h Stoiqeiÿdhc Arijmhtikă. Mac leÐpei to axÐwma thc majhmatikăc epagwgăc gia na sumplhrwjoÔn ta axiÿmata. Autì den mporeÐ na diatupwjeÐ san èna monadikì axÐwma allĹ eÐnai mia apeirÐa axiwmĹtwn, èna gia kĹje tÔpo thc glÿssac.

Gia kĹje tÔpo P = P (x, y_1, ...y_n) thc glÿssac jewroÔme to parakĹtw axÐwma: 10(P ). ∀y_1...∀y_n [P (0, y_1, ..., y_n) ∧ (P (x, y_1, ..., y_n) → P (ε (x) , y_1, ..., y_n))] → ∀y_1...∀y_n∀xP (x, y_1, ..., y_n) To axÐwma-sqăma autì mac lèei ìti an mÐa idiìthta isqÔei gia to 0 kai an isqÔei gia kĹpoio x isqÔei kai gia ton epìmenì tou ε(x) tìte isqÔei gia kĹje x kai eÐnai h metaforĹ thc arqăc thc epagwgăc se mÐa prwtobĹjmia glÿssa.

UpĹrqei montèlo gia thn jewrÐa thc arijmhtikăc?

H profanăc apĹnthsh eÐnai NAI, eÐnai to sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn N pou gnwrÐzoume me tic sunăjeic prĹxeic tou. EmeÐc ja deqtoÔme ìti to N eÐnai prĹgmati èna tètoio montèlo.

MporoÔme na apodeÐxoume thn Ôparxh enìc tètoiou montèlou?

Aută eÐnai mia dÔskolh erÿthsh afoÔ ja prèpei na exetĹsoume ti shmaÐnei {apodeiknÔw}, ìqi sthn tupikă glÿssa allĹ sth fusikă glÿssa. An pĹntwc perioristoÔme sthn tupikă glÿssa kai sthn tupikă ènnoia thc apìdeixhc to jeÿrhma thc mh-plhrìthtac tou Godel mac leei ìti mia tètoia apìdeixh den eÐnai efiktă, me mìna ta mèsa ta axiÿmata mac.

Tèloc pĹntwn, an deqtoÔme ìti èna tètoio montèlo upĹrqei eÐnai toulĹqiston monadikì (wc proc touc isomorfismoÔc)?

Kai dw h apĹnthsh eÐnai apogohteutikă: OQI, kai ja doÔme parakĹtw to giatÐ.

2.4.2 H jewrÐa Sunìlwn

Th glÿssa thc jewrÐac sunìlwn epÐshc thn perigrĹyame sthn parĹgrafo 2.2.4. To na perigrĹyoume ta axiÿmata thc eÐnai mia ìqi kai tìso eÔkolh eÔkolh upìjesh afoÔ aută eÐnai mia jewrÐa sthn mèsw thc opoÐac jemeliÿnontai ìloi sqedìn oi majhmatikoÐ klĹdoi. Ta parakĹtw axiÿmata protĹjhkan apì ton Zermelo kai beltiÿjhkan apì ton Fraenkel kai gi autì onomĹzetai jewrÐa Zermelo-Fraenkel ă sunoptikĹ Z-F. Edÿ ja prèpei na tonÐsoume to exăc: De shmaÐnei ìti h jewrÐa twn sunìlwn eÐnai h Z-F ă ìti h Z-F perigrĹfei plărwc thn ènnoia tou sunìlou. MporeÐ kĹpoioc na kĹnei jewrÐa sunìlwn (ìpwc kai jewrÐa arijmÿn) qwrÐc na anafèretai tupikĹ se axiÿmata (arkeÐ na mh pèftei se antifĹseic) xekinÿntac apì mia {Platwnikă arqă}: Ta sÔnola upĹrqoun (ìpwc kai oi fusikoÐ arijmoÐ) kai poiec arqèc ta perigrĹfoun akribÿc den eÐnai xekajarismèno. H jewrÐa Z-F dÐnei aplÿc kĹpoiec basikèc arqèc kai kateujÔnseic. To ìti h Z-F den mporeÐ na xekajarÐsei akribÿc thn ènnoia tou sunìlou faÐnetai apì to gegonìc ìti upĹrqoun pĹra pollèc protĹseic thc glÿssac (ìpwc h upìjesh tou suneqoÔc) pou eÐnai anexĹrthtec apì ta upìloipa axiÿmata. Ja kĹnoume mia grăgorh periăghsh sth Z-F. 1. ∀x∀y∀z (x ∈ z ↔ y ∈ z) → x = y To axÐwma autì lègetai AXIWMA THS EKTASHS kai mac lèei ìti èna sÔnolo perigrĹfetai apì ta stoiqeÐa tou kai mìno.

Orismìc 37 Me x ⊂ y ja sumbolÐzoume ton protasiakì tÔpo ∀z(z ∈ x → z ∈ y) Se aută thn perÐptwsh ja lème ìti to x eÐnai uposÔnolo tou y. 2. ∃x∀y¬ (y ∈ x) To axÐwma autì (AXIWMA TOU KENOU SUNOLOU) mac leei ìti upĹrqei èna sÔnolo to opoÐo mĹlista den èqei stoiqeÐa. To sÔnolo autì eÐnai monadikì, ìpwc prokÔptei apì to prohgoÔmeno axÐwma thc èktashc kai sumbolÐzetai me ∅.

3. ∀x∀y∃z∀w (w ∈ z ↔ (w = x ∨ w = y)) Autì eÐnai to AXIWMA TOU (MH DIATETAGMENOU) ZEUGOUS.

Mac lèi ìti an dojoÔn dÔo sÔnola x, y tìte upĹrqei (akribÿc) èna sÔnolo z pou èqei san stoiqeÐa ta x, y kai mìno autĹ. To sÔnolo autì ja to sumbolÐzoume me {x, y} EpÐshc ja qrhsimopoioÔme ton sumbolismì ⟨x, y⟩ = {{x} , {y, x}} gia ta diatetagmèna zeÔgh.

Apì autì to axÐwma ădh mporoÔme na kataskeuĹsoume Ĺpeira diaforetikĹ metaxÔ touc sÔnola: ∅, {∅} , {∅, {∅}} , {{∅}} , {∅, {∅} , {∅, {∅}}} . . .

4. ∀x∃y∀z ((z ∈ y) ↔ ∃w (z ∈ w ∧ w ∈ z)) Autì eÐnai to AXIWMA THS ENWSHS : An dojeÐ èna sÔnolo x tìte upĹrqei èna sÔnolo y (monadikì epì to axÐwma thc èktashc) tou opoÐou ta stoiqeÐa eÐnai akribÿc ta stoiqeÐa twn melÿn tou x (skefteÐtai ìti to x apoteleÐtai apì sÔnola). Autì to sÔnolo to sumbolÐzoume me ∪x An gia parĹdeigma to x = A, B tìte to ∪x eÐnai to A ∪ B. GenikĹ A ∪ B = ∪A, B Orismìc 38 MÐa sqèsh eÐnai èna sÔnolo f apì zeugĹria. Ja sumbolÐzoume me REL(R) to gegonìc ìti to sÔnolo R eÐnai sqèsh. To sÔnolo ìlwn twn x me thn idiìthta na upĹrqei y me ⟨x, y⟩ ∈ R lègetai to pedÐo orismoÔ thc sqèshc f kai sumbolÐzetai me DOM(R). To sÔnolo ìlwn twn y me thn idiìthta na upĹrqei x me ⟨x, y⟩ ∈ R lègetai to sÔnolo timÿn thc sqèshc R kai sumbolÐzetai me RANGE(R).

Orismìc 39 MÐa sunĹrthsh eÐnai èna sÔnolo f apì zeugĹria me thn idiìthta an ⟨x, y⟩, ⟨x, z⟩ eÐnai stoiqeÐa tou f tìte y = z. Ja sumbolÐzoume me F UNC(f) to gegonìc ìti to sÔnolo f eÐnai sunĹrthsh. To sÔnolo ìlwn twn x me thn idiìthta na upĹrqei y me ⟨x, y⟩ ∈ f lègetai to pedÐo orismoÔ thc sunĹrthshc f kai sumbolÐzetai me DOM(f). To sÔnolo ìlwn twn y me thn idiìthta na upĹrqei x me ⟨x, y⟩ ∈ f lègetai to sÔnolo timÿn thc sunĹrthshc f kai sumbolÐzetai me RANGE(f). Ja grĹfoume f : X → Y an ta f, X, Y eÐnai sÔnola kai to f eÐnai sunĹrthsh me pedÐo torismoÔ to X kai pedÐo timÿn uposÔnolo tou Y .

’Askhsh: Na grĹyete tupikĹ tic protĹseic: F UNC(f), DOM(f), RANGE(f) kai f : X → Y .

Me ta axiÿmata pou èqoume mèqri tÿra mporoÔme na jemeliÿsoume mia stoiqeiÿdh arijmhtikă. Ac orÐsoume genikĹ S(x) = x ∪ {x} kai na fantazìmste to S(x) san to {epìmeno} sÔnolo tou sunìlou x. Tìte mporoÔme na orÐsoume touc fusikoÔc arijmoÔc epagwgikĹ:

1. 0 = ∅ 2. ε(n) = S(n) kai ètsi

1. 0 = ∅ 2. 1 = {∅} GrĹfontac touc prÿtouc pènte arijmoÔc:

1. 0 = ∅ 2. 1 = {∅} 3. 2 = {∅, {∅}} 4. 3 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}

5. 4 = {∅, {∅} , {∅, {∅}} , {∅, {∅}, {∅, {∅}}}} 6. ................................................ Tÿra, an ìloi autoÔ oi arijmoÐ apoteloÔn sÔnolo eÐnai to parakĹtw axÐwma pou onomĹzetai to AXIWMA TOU APEIROU. 5. ∃x (∅ ∈ x ∧ ∀y (y ∈ x → (y ∪ {y}) ∈ x)) To epìmeno axÐwma eÐnai èna apì ta pio qarakthristikĹ thc jewrÐac twn sunìlwn. EÐnai h metagrafă tou {axiÿmatoc} tou Cantor ìti kĹje idiìthta kajorÐzei sÔnolo, allĹ me trìpo ÿste na apofeÔgetai to parĹdoxo tou Russel pou ja suzhtăsoume amèswc:

An P (x) eÐnai ènac tÔpoc me mÐa eleÔjerh metablhtă x ja sumbolÐzoume y = {x : P (x)} ↔ (∀x (x ∈ y) ↔ P (x)) O Cantor jewroÔse ìti kĹje tÔpoc orÐzei èna sÔnolo, me Ĺlla lìgia ìti to parakĹtw eÐnai èna axÐwma gia opoiodăpote tÔpo: ∃y(y = {x : P (x)}) An ìmwc deqtoÔme autì san axÐwma tìte h jewrÐa mac sÐgoura den ja pragmatopoieÐtai dhladă den ja èqei montèlo. PrĹgmati an gia P pĹroume: P (x) ≡ ¬ (x ∈ x) kai pĹroume èna montèlo thc jewrÐac mac, dhladă èna zeugĹri (M, R) ìpou to M eÐnai sÔnolo (prosèxte edÿ thn diplă qrăsh thc ènnoiac sÔnolo) kai R ⊂ M × M kai to x ∈ y ermhneÔetai (x, y) ∈ M tìte ja èprepe na upĹrqei èna stoiqeÐo y tou M me thn idiìthta (x, y) ∈ R ↔ (x, y) /∈ R AllĹ tìte to (y, y) den mporeÐ na anăkei sto R oÔte kai sto sumplărwmĹ tou, Ĺtopo.

Ja lème ìti ènac tÔpoc P (x, y) me dÔo toulĹqiston eleÔjerec metablhtèc x, y orÐzei sunĹrthsh an ikanopoièÐtai to exăc ∀x∃y (P (x, y)) ∧ ∀x∀y∀y^′ (P (x, y) ∧ P (x, y^′) → y = y^′)

Me Ĺlla lìgia o tÔpoc P (x, y) orÐzei sunĹrthsh an gia kĹje sÔnolo x upĹrqei monadikì sÔnolo y ÿsta na ikanopoieÐtai to P (x, y). Ja grĹfoume y = P (x). To AXIWMA THS ANTIKATASTASHS mac leei ìti an ènac tÔpoc P (x, y) orÐzei sunĹrthsh y = P (x) tìte gia kĹje sÔnolo x to {P (t) : t ∈ x} eÐnai sÔnolo, dhladă an pĹroume san pedÐo orismoÔ thc sunĹrthshc èna sÔnolo tìte to {sÔnolo} timÿn thc eÐnai prĹgmati sÔnolo. ParakĹtw ta t_1, ..., t_k eÐnai oi upìloipec metablhtèc pou emfanÐzontai stin tÔpo P . Ac grĹyoume to axÐwma: [ (∀t_1...∀t_k∀x∃yP (x, y, t_1, ..., t_k)) ∧ (∀t_1...∀t_k∀x∀y∀y^′ (P (x, y, t_1, ..., t_k) ∧ P (x, y^′, t_1, ..., t_k)) → y = y^′) ] → → [∀t_1...∀t_k∀A∃B (b ∈ B ↔ ∃a (a ∈ A ∧ P (a, b, t_1, ..., t_k)))] Se pollĹ biblÐa jewrÐac sunìlwn to axÐwma autì antikajÐstatai apì to asjenèstero axÐwma:

∀t_1...∀t_k∀x∃y∀z (z ∈ y ↔ (z ∈ x) ∧ P (z, t_1, ..., t_k)) to opoÐo lèei ìti an dojeÐ mia idiìthta P kai èna sÔnolo x tìte ta stoiqeÐa tou x pou èqoun thn idiìthta P apoteloÔn sÔnolo.

To epìmeno axÐwma eÐnai to axÐwma tou dunamosunìlou. Mac lèei ìti ta uposÔnola enìc sunìlou apoteloÔn sÔnolo.

∀x∃y∀z (z ∈ y ↔ z ⊂ x) To sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn enìc sunìlou sumbolÐzetai me ℘(x) = {y : y ⊂ x} Mia shmantikă paratărhsh eÐnai ìti an epagwgikĹ orÐsoume gia èna sÔnolo X : ℘^0 (X) = X, ℘^{n+1} (X) = ℘ (℘^n (X)) tìte gia ta parakĹtw sÔnola den apaiteÐtai to axÐwma tou dunamosunìlou gia na pistopoiăsoume ìti upĹrqoun, arkoÔn ìla ta upìloipa axiÿmata.

1. ℘^1 (∅) = ℘ (∅)

2. ℘^2 (∅) = ℘ (℘ (∅))

3. ℘^3 (∅) = ℘ (℘ (℘ (∅)))

4. ℘^4 (∅) = ℘ (℘ (℘ (℘ (∅))))

5. .............................................................

KĹje sÔnolo apì ta prohgoÔmena eÐnai èna peperasmèno sÔnolo. An ìmwc pĹroume èna Ĺpeiro sÔnolo, gia parĹdeigme to sÔnolo N ìlwn twn fusikÿn arijmÿn (ìpwc touc orÐsame mèsa apì ta axiÿmata) tìte ta prohgoÔmena axiÿmata den mac exasfalÐzoun aparaÐthta ìti to dunamosÔnolo tou N upĹrqei. (Aută h paratărhsh mporeÐ na jewrhjeÐ san h bĹsh thc jewrÐac twn kataskeuĹsimwn sunìlwn tou Godel).

Teleiÿnoume thn periăghsh sta axiÿmata thc Z-F me dÔo teleutaÐa axiÿmata. To prÿto eÐnai to polusuzhthmèno AXIWMA THS EPILOGHS. MporoÔme na diatupÿsoume wc exăc. Gia kĹje sÔnolo x upĹrqei mia sunĹrthsh f h opoÐa {dialègei} apì kĹje stoiqeÐo y tou x -pou den eÐnai to kenì sÔnolo- èna stoiqeÐo z tou y. Gia thn diatÔpwsă tou qrhsimopoioÔme tic suntomografÐec pou èqoume parapĹnw orÐsei:

∀x (x ≠ ∅ → ∃f (F UNC (f) ∧ x = DOM (f) ∧ ∀y (y ∈ x) → (f (y) ∈ y)))

To teleutaÐo axÐwma eÐnai shmantikì apì Ĺpoyh jemelÐwshc an kai den qrhsimopoieÐtai potè sqedìn se majhmatikoÔc sullogismoÔc. OusiastikĹ mac leei ìti ta sÔnola mporoÔn na kataskeuastoÔn xekinÿntac apì to kenì sÔnolo. Gi autì kai onomĹzetai AXIWMA KANONIKOTHTAS. Diatupÿnetai se mia teqnikă morfă pou eÐnai ìmwc eÔkolo na qrhsimopoihjeÐ ètsi:

∀x ( x ≠ ∅ → ∃y ( (y ∈ x) ∧ (y ∩ x = ∅) ) ) 2.5 Apìdeixh

Se aută thn parĹgrafo ja jemeliÿsoume touc basikoÔc kanìnec me touc opoÐouc xekinÿntac apì kĹpoiec protĹseic miac glÿssac pou ja tic jewroÔme dedomènec (Upojèseic ă axiÿmata) bgĹzoume kĹpoiec nèec protĹseic san sumperĹsmata. Aută h diadikasÐa eÐnai mia entelÿc mhqanikă diadikasÐa mèsa sth glÿssa kai den èqei ek prÿthc ìyewc sqèsh me tic diĹforec ermhneÐec pou dÐnoume sth glÿssa. Gia na èqoume mia ènnoia apìdeixhc ja prèpei na èqoume kai kĹpoiouc kanìnec apìdeixhc. Me ton ìro kanìnac apìdeixhc (ă apodeiktikìc kanìnac) ja ennooÔme èna kanìna pou ìtan dÐnontai kĹpoiec protĹseic P_1, ..., P_k apì autèc ja sumperaÐnoume mia nèa prìtash P .

Ja deqjoÔme èna basikì kanìna:

Kanìnac epagwgăc (Modus Ponens) P, P → Q P Ac dÿsoume èna genikì orismì:

Orismìc 40 ’Estw P mÐa prìtash kai Σ èna sÔnolo apì protĹseic miac glÿssac. Ja lème ìti h P eÐnai sunèpeia tou Σ ă ìti to Σ mporeÐ na apodeÐxei thn prìtash P an upĹrqei mÐa akoloujÐa protĹsewn P_1, ..., P_n tètoia ÿste

1. H P_n eÐnai h P .

2. Gia kĹje i eÐte

2.1 h P_i eÐnai stoiqeÐo tou Σ_0 2.2 eÐte prokÔptei apì dÔo prohgoÔmenec protĹseic me ton kanìna thc epagwgăc (Modus Ponens, dhladă upĹrqoun dÔo prohgoÔmenec protĹseic P_j kai P_k me j, k < i ÿste h P_k na eÐnai h prìtash P_j → P_i

H akoloujÐa twn protĹsewn P_1, ..., P_n ja onomĹzetai mia apìdeixh thc P apì to Σ. Ja grĹfoume Σ ⊢ P H parakĹtw prìtash eÐnai mia aplă, allĹ shmantikă paratărhsh. To nìhmĹ thc eÐnai ìti protĹseic pou èqoume ădh apodeÐxei den qreiĹzetai na tic xanapodeiknÔoume mèsa se mia apìdeixh, allĹ mporoÔme na tic qrhsimopoioÔme mèsa se autăn.

Prìtash 12 An Σ ⊢ P_1,...., Sigma ⊢ P_n kai {P_1, ..., P_n} ⊢ P tìte Sigma ⊢ P . O orismìc thc apìdeixhc pou dÿsame prohgoumènwc eÐnai polÔ genikìc kai apì mìnoc tou den eÐnai arketìc gia na parĹgei apodeÐxeic sta majhmatikĹ. Qreiazìmaste kai kĹpoiec genikèc arqèc (tÔpouc protĹsewn) pou ja onomĹsoume LogikĹ axiÿmata kai ja ta qrhsimopoioÔme qwrÐc aitiolìghsh sthn poreÐa miac apìdeixhc.

Autèc oi arqèc ja prèpei na eÐnai kajolikĹ isqÔousec me thn ènnoia me opoiondăpote trìpo kai an ermhneÔsoume th glÿssa mac na isqÔoun. Tètoiou eÐdouc protĹseic exetĹsame sthn parĹgrafo 2.3.3 kai tic onomĹsame jèseic. ( Ac jumhjoÔme ìti an pĹroume mia opoiadăpote ermhneÐa mÐa glÿssac G kĹje prìtash P ja ermhneÔetai katĹ monadikì trìpo san alhjăc eÐte yeudăc. GrĹfoume E |= P an h P ermhneÔetai san alhjăc sthn E.) Ja mporoÔsame na poÔme ìti ta basikĹ axiÿmata twn sullogismÿn eÐnai oi jèseic. UpĹrqei ìmwc èna prìblhma: Oi jèseic qwrÐzontai se eÐdh: Se autèc pou mporoÔn na graftoÔn sth morfă miac tautologÐac tou ProtasiakoÔ LogismoÔ kai tic upìloipec. MporoÔme na elèxoume mia prìtash eÐnai sthn morfă miac tautologÐac me èna sugkekrimmèno algìrijmo (grĹfoume thn prìtash stan protasiakì trìpo kai metĹ elègqoume pq me analutikì pÐnaka ă me pÐnakec alhjeÐac). ’Omwc eÐdame ìti upĹrqoun jèseic pou den se morfă tautologÐac tou protasiakoÔ logismoÔ. Apì autèc ja epilèxoume kĹpoiec sugkekrimmènec san logikĹ axiÿmata elpÐzontac ìti ìlec oi upìloipec ja mporoÔn na exaqjoÔn apì autèc me th boăjeia tou apodeiktikoÔ kanìna. Ja doÔme parakĹtw ìti autì mporeÐ na gÐnei.

Orismìc 41 ’Ena Logikì axÐwma eÐnai mia prìtash pou anăkei se mia apì tic parakĹtw kathgorÐec:

1 EÐnai tautologÐa.

2 t = t ìpou t eÐnai kleistìc ìroc.

3 (t = t^′) → (t^′ = t) ìpou t, t^′ eÐnai kleistoÐ ìroi.

4 ((t = t^′) ∧ (t^′ = t^{′′})) → (t = t^{′′}) ìpou t, t^′, t^{′′} eÐnai kleistoÐ ìroi.

5 (t = t^′) → (P → P^′) ìpou P eÐnai mia prìtash, t, t^′ eÐnai kleistoÐ ìroi kai P^′ eÐnai h prìtash pou prokÔptei an se emfĹnish tou t sthn P thn antikajistoÔme me t^′.

6 (P ↔ P^′) ìpou P^′ eÐnai h prìtash pou prokÔptei an se emfĹnish thc x sthn P thn antikajistoÔme me mia Ĺllh metablhtă x^′. 7 ¬∀xP ↔ ∃x (¬P )

8 ∃x (P ∨ Q) ↔ ∃xP ∨ ∃xQ

9 ∀x (P ∧ Q) ↔ ∀xP ∧ ∀xQ

10 ∀xP (x) → P (t) ìpou an P (x) eÐnai prìtasiakìc tÔpoc me mình eleÔjerh metablhtă x kai t kleistìc ìroc, P (t) eÐnai h prìtash pou prokÔptei an antikastăsoume kĹje eleÔjerh emfĹnish thc x ston P me t. Me A ja sumbolÐzoume to sÔnolo ìlwn twn logikÿn axiwmĹtwn

Ta parapĹnw eÐdh protĹsewn (ta logikĹ axiÿmata) apoteloÔn èna mikrì mèroc apì to sÔnolo twn jèsewn kai perigrĹfoun kĹpoiec basikèc arqèc thc qrăseic twn logikÿn sumbìlwn: Ta 2,3,4 dÐnoun touc kanìnec qrăshc tou sumbìlou thc isìthtac, to 5 eÐnai mia profanăc arqă antikatĹstashc twn metablhtÿn kai ta 5,6,7,8,9 eÐnai kanìnec qrăshc twn posodeiktÿn.

Orismìc 42 Mia prìtash ja lègetai ègkurh an A ⊢ P ’Ola ta logikĹ axiÿmata eÐnai jèseic. Epeidă o apodeiktikìc kanìnac mac diathreÐ thn alăjeia ja èqoume ìti kai kĹje ègkurh prìtash eÐnai jèsh:

Prìtash 13 KĹje ègkurh prìtash eÐnai jèsh

Apìdeixh. ArqikĹ epalhjeÔoume ìti kĹje stoiqeÐo tou A eÐnai jèsh.

’Estw E mia ermhneÐa thc glÿssac kai P_1, ..., P_n mia apìdeixh thc P_n apì to A. Ja deÐxoume ìti h P_n alhjeÔei sthn E. Ja deÐxw me epagwgă ìti autì sumbaÐnai gia kĹje i ≤ n. An i = 1 ă i = 2 h P_i eÐnai stoiqeÐo tou A Ĺra jèsh, dhladă alhjeÔei sthn E. An i ≥ 2 kai kĹje P_j me j ≤ i eÐnai jèsh tìte to P_{i+1} eÐte ja eÐnai stoiqeÐo tou A, Ĺra jèsh, eÐte ja prokÔptei apì dÔo prohgoÔmenec protĹseic mèsw tou kanìna MR. AllĹ oi protĹseic autèc ja eÐnai alhjeÔoun (apì upìjesh) sthn E kai sunepÿc autì prèpei na sumbaÐnei gia thn P_{i+1}.

Apì dw kai sto exăc ja upojètoume ìti se kĹje apìdeixh mporÿ na qrhsimopoiÿ stoiqeÐa apì to A me Ĺlla lìgia ja tropopoiăsw ton orismì thc apìdeixhc wc exăc:

Orismìc 43 Mia prìtash P ja lègetai logikă sunèpeia enìc sunìlou protĹsewn Σ an Σ ∪ A ⊢ P . Ja grĹfw genikĹ Σ ⊢ P antÐ Σ ∪ A ⊢ P kai ⊢ P antÐ A ⊢ P

Ja perigrĹyoume merikèc basikèc idiìthtec thc ènnoiac thc apìdeixhc mèsa apì tic parakĹtw protĹseic. Epeidă o mìnoc kanìnac apodeiktikìc kanìnac pou qrhsimopoioÔme oi perissìterec apodeÐxeic eÐnai epanĹlhyh antistoÐqwn tou protasiakoÔ logismoÔ.

Prìtash 14 An Σ ⊢ P tìte upĹrqei èna peperasmèno upìsunolo F = {P_1...P_k} tou Σ (pou mporeÐ na eÐnai kai kenì) me F ⊢ P

Apìdeixh. Epeidă mÐa apìdeixh eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa protĹsewn se mia apìdeixh thc P ja qrhsimopoihjeÐ mìno èna peperasmèno uposÔnolo F tou Σ.

Prìtash 15 1. Σ ⊢ P ∧ Q an kai mìno an Σ ⊢ P kai Σ ⊢ Q.

2. {P_1, ..., P_n} ⊢ P an kai mìno an {P_1 ∧ ... ∧ P_n} ⊢ P .

Apìdeixh. (1): An Σ ⊢ P ,Σ ⊢ Q, tìte èqoume thn parakĹtw apìdeixh thc P ∧ Q: 1. P (upìjesh) 2. Q (upìjesh) 3. P → (Q → (P ∧ Q)) (tautologÐa) 4. Q → (P ∧ Q))(MR, apì 1,3) 5. P ∧ Q(MR, apì 2,4)

AntÐstrofa: An Σ ⊢ P ∧ Q tìte èqoume thn parakĹtw apìdeixh thc P : 1. P ∧ Q (upìjesh) 2. (P ∧ Q) → P (tautologÐa) 3. P (MR, apì 1,2).

To (2) prokÔptei eÔkola apì to (1).

AnĹloga me thn Prìtash 15 deÐqnoume thn

Prìtash 16 Σ ⊢ P ↔ Q an kai mìno an Σ ⊢ P → Q kai Sigma ⊢ Q → P

Sthn akìloujh prìtash h apìdeixh eÐnai akribÿc h Ðdia me to Lămma paragwgăc ston protasiakì logismì:

Prìtash 17 (Lămma Paragwgăc) Σ ∪ {P } ⊢ Q an kai mìno an Σ ⊢ P → Q. ’Oloi oi kanìnec twn posodeiktÿn pou èqoume anafèrei prohgoumènwc eÐnai ègkurec protĹseic, me Ĺlla lìgia mporoÔn na apodeiqtoÔn apì ta logikĹ axiÿmata:

Prìtash 18 KĹje prìtash thc parakĹtw morfăc eÐnai ègkurh: Oi nìmoi DuðsmoÔ ă Nìmoi tou De Morgan 1. ∀xP ↔ ¬ (∃x (¬P )) 2. ∃xP ↔ ¬ (∀x (¬P )) Oi nìmoi epimeristikìthtac posodeiktÿn 3. ∃x (P ∨ Q) ↔ ∃xP ∨ ∃xQ 4. ∀x (P ∧ Q) ↔ ∀xP ∧ ∀xQ 5. ∃x (P → Q) ↔ ∀xP → ∃xQ Oi nìmoi epimeristikìthtac posodeiktÿn upì sunjăkh 6. ∀x (P ∨ Q_{>x<}) ↔ ∀xP ∨ Q_{>x<} 7. ∃x (P ∧ Q_{>x<}) ↔ ∃xP ∧ Q_{>x<} 8. ∀x (P → Q_{>x<}) ↔ ∃xP → Q_{>x<} 9. ∀x (P_{>x<} → Q) ↔ P_{>x<} ∨ ∀xQ Oi nìmoi apaloifăc perittÿn posodeiktÿn 10. ∀xP_{>x<} ↔ P_{>x<} 11. ∃xP_{>x<} ↔ P_{>x<} Oi nìmoi antikatĹstashc 12. ∀xP_{>y<}(x) ↔ ∀yP_{>y<}(y) 13. ∃xP_{>y<}(x) ↔ ∃yP_{>y<}(y)

2.5.1 Sunèpeia-Plhrìthta

Orismìc 44 ’Ena sÔnolo apì protĹseic Σ miac glÿssac ja lègetai asunepèc an upĹrqei mÐa prìtash P thc glÿssac ÿste Σ ⊢ P kai Σ ⊢ ¬P . An to Σ den eÐnai asunepèc tìte ja lègetai sunepèc.

Prìtash 19 ’Ena sÔnolo apì protĹseic Σ eÐnai sunepèc an kai mìno an upĹrqei mÐa prìtash P thc glÿssac thn opoÐa to Σ den mporeÐ na apodeÐxei. IsodÔnama, èna sÔnolo apì protĹseic Σ eÐnai a-sunepèc an kai mìno an gia kĹje prìtash P , Σ ⊢ P Apìdeixh. An to Σ eÐnai asunepèc tìte ja upĹrqei mia prìtash Q ÿste Σ ⊢ Q kai Σ ⊢ ¬Q. ’Estw mia opoiadăpote prìtash P thc glÿssac. Tìte h parakĹtw eÐnai mia apìdeixh thc P apì to Σ.

1. Q 2. ¬Q 3. Q → (¬Q → P ) (tautologÐa) 4. ¬Q → P (apì 1,3) 5. P (apì 2,4) To antÐstrofo eÐnai profanèc.

Orismìc 45 ’Ena sÔnolo apì protĹseic Σ miac glÿssac ja lègetai plărec an gia kĹje mÐa prìtash P thc glÿssac eÐte Σ ⊢ P eÐte Σ ⊢ ¬P . Orismìc 46 MÐa prìtash P ja lègetai anexĹrthth apì èna sÔnolo protĹsewn Σ an oi protĹseic P, ¬P den eÐnai sunèpeiec tou Σ, dhladă den mporoÔn na apodeiqjoÔn apì to Σ , Apì thn Prìtash 19 ja èqoume ìti Prìtash 20 1. KĹje asunepèc sÔnolo protĹsewn eÐnai plărec. 2. ’Ena sunepèc sÔnolo protĹsewn Σ eÐnai plărec an kai mìno an gia kĹje prìtash P to Σ mporeÐ na apodeÐxei mÐa kai mìno mÐa apì tic P, ¬P .

2.6 To Jeÿrhma thc Plhrìthtac

Ja xekinăsoume apì mia aplă paratărhsh:

Prìtash 21 An èna sÔnolo protĹsewn Σ èqei montèlo M tìte kĹje sunèpeia tou Σ alhjeÔei sto M.

Apìdeixh. Epeidă o MR diathreÐ thn alăjeia epagwgikĹ deÐqnoume ìti an P_1, ..., P_n eÐnai apìdeixh thc P tìte kĹje P_i ja alhjeÔei sto M.

Prìtash 22 An èna sÔnolo protĹsewn èqei montèlo M tìte eÐnai sunepèc.

Autì prokÔptei apì to gegonìc ìti an ătan to Σ asunepèc sÔnolo ja mporoÔse na apodeÐxei mÐa prìtash P kai thn Ĺrnhsă thc ¬P . AllĹ tìte sto montèlo M ja eÐqame na lhjeÔei kai h P kai h Ĺrnhsă thc ¬P , pou den gÐnetai se kammÐa ermhneÐa miac glÿssac. To antÐstrofo thc Prìtashc 22 apoteleÐ to perieqìmeno tou Jewrămatoc thc Plhrìthac tou Godel kai eÐnai mÐa apì thc basikèc protĹseic thc majhmatikăc logikăc.

Jeÿrhma 7 An Σ eÐnai èna sÔnolo apì protĹseic pou eÐnai sunepèc tìte upĹrqei èna montèlo M gia to Σ. Epiplèon o plhjĹrijmoc tou M (tou pedÐou tou M) den xepernĹ autìn tou Σ, an to Σ eÐnai Ĺpeiro sÔnolo kai eÐnai arijmăsimoc an to Σ eÐnai peperasmèno sÔnolo.