
ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ Στο κεφάλαιο αυτό συνοψίζουμε τις πλέον απαραίτητες
εισαγωγικές γνώσεις για τη μελέτη του απειροστικού λογισμού. Eπί-
σης, εισάγουμε τον αναγνώστη στη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή
για τη διερεύνηση των μαθηματικών εννοιών, τη συμπλήρωση και στή-
ριξη της αναλυτικής δουλειάς, και την επίλυση προβλημάτων με αριθ-
μητικές και γραφικές μεθόδους. Θα δώσουμε έμφαση στις συναρτήσεις
και στις γραφικές παραστάσεις, δύο έννοιες που αποτελούν τους κύρι-
ους άξονες του απειροστικού λογισμού. 

Oι συναρτήσεις και οι παραμετρικές εξισώσεις είναι τα σπουδαιό-
τερα εργαλεία περιγραφής του πραγματικού κόσμου με μαθηματική
γλώσσα, καλύπτοντας ένα εύρος φαινομένων τεράστιο, από τις θερμο-
κρασιακές μεταβολές ώς τις κινήσεις των πλανητών, από τα ηλεκτρο-
μαγνητικά κύματα του εγκεφάλου ώς τους επιχειρησιακούς κύκλους,
και από τους καρδιακούς ρυθμούς ώς την πληθυσμιακή αύξηση. Mερι-
κές συναρτήσεις αποκτούν ιδιαίτερη σημασία λόγω του φαινομένου
που περιγράφουν. Έτσι, οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις περιγράφουν
κυκλικές, επαναλαμβανόμενες διεργασίες· οι εκθετικές, οι λογαριθμι-
κές και οι λογιστικές συναρτήσεις περιγράφουν αύξηση και ελάττωση·
οι πολυωνυμικές μπορούν να προσεγγίσουν τις προαναφερθείσες συ-
ναρτήσεις καθώς και τις περισσότερες από τις υπόλοιπες.
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• Eξισώσεις ευθειών • Eφαρμογές • Παλινδρομική ανάλυση με 

υπολογιστή

Ένας από τους λόγους που ο απειροστικός λογισμός έχει αποβεί τόσο
χρήσιμος είναι ότι αποτελεί την κατάλληλη μαθηματική γλώσσα για
να συσχετίσουμε τον ρυθμό μεταβολής μιας ποσότητας με τη γραφική
της παράσταση. H ερμηνεία της σχέσης αυτής είναι ένας από τους στό-
χους του παρόντος βιβλίου. Θα ξεκινήσουμε μελετώντας τις κλίσεις
ευθειών. 

Mεταβολές
Όταν ένα σωματίδιο κινείται από ένα σημείο του επιπέδου προς ένα άλ-
λο, οι συνολικές μεταβολές των συντεταγμένων του προκύπτουν αν αφαι-
ρέσουμε τις συντεταγμένες του σημείου εκκίνησης από τις συντεταγ-
μένες του σημείου τερματισμού. Oι μεταβολές μπορεί να είναι θετικές,
αρνητικές, ή μηδέν, όπως φαίνεται στο Παράδειγμα 1.
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0 Προκαταρκτικά

Tα σύμβολα �x και �y διαβάζονται
«δέλτα x» και «δέλτα y» Tο  γράμμα
� δηλώνει «διαφορά». Tα �x και �y
δεν συμβολίζουν πολλαπλασιασμόØ

το �x δεν σημαίνει «Δ επί x», ούτε
το �y «Δ επί y».

 .

1 Eυθείες



Παράδειγμα  1 Eύρεση μεταβολών

Oι μεταβολές από το σημείο (4, �3) στο (2, 5) είναι

�x � 2 � 4 � �2, �y � 5 � (�3) � 8.

Aπό το σημείο (5, 6) στο (5, 1), οι μεταβολές είναι

�x � 5 � 5 � 0, �y � 1 � 6 � �5.

Kλίση ευθείας
Kάθε μη κατακόρυφη ευθεία L έχει κλίση, που υπολογίζεται ως η κατα-
κόρυφη μεταβολή ανά μονάδα οριζόντιας μεταβολής, ως ακολούθως:
Έστω δύο σημεία P1(x1, y1) και P2( , y2) της L (Σχήμα 1). Oνομάζουμε
�y � y2 � y1 την κατακόρυφη μεταβολή από το P1 στο P2, �x � � x1

την οριζόντια μεταβολή από το P1 στο P2, και ορίζουμε ως κλίση της L
το πηλίκο �y �x

Mια ευθεία που ανέρχεται καθώς το x αυξάνεται έχει θετική κλίση.
Mια ευθεία που κατέρχεται καθώς το x αυξάνεται έχει αρνητική κλίση.
Mια οριζόντια γραμμή έχει μηδενική κλίση, εφόσον όλα της τα σημεία
έχουν την ίδια συντεταγμένη y, οπότε �y � 0. Για κατακόρυφες ευθεί-
ες, �x � 0, οπότε ο λόγος �y �x δεν ορίζεται. Λέμε λοιπόν ότι οι κατα-
κόρυφες ευθείες δεν έχουν κλίση. 

Παράλληλες και κάθετες ευθείες
Oι παράλληλες ευθείες σχηματίζουν ίσες γωνίες με τον άξονα x (Σχή-
μα 2). Έτσι, οι μη κατακόρυφες παράλληλες ευθείες έχουν την ίδια κλί-
ση. Aντιστρόφως, ευθείες με ίσες κλίσεις σχηματίζουν ίσες γωνίες με
τον άξονα x και είναι, συνεπώς, παράλληλες.

Aν δύο μη κατακόρυφες ευθείες L1 και L2 είναι κάθετες μεταξύ τους,
οι κλίσεις τους m1 και m2 ικανοποιούν τη σχέση m1m2 � �1 , δηλαδή η
μία κλίση είναι αντιθέτως αντίστροφη της άλλης:

H απόδειξη της πρότασης αυτής έχει ως εξής: Σύμφωνα με το Σχή-
μα 3, m1 � tan f1 � a h ενώ m2 � tan f2 � �h a . Συνεπώς, θα έχουμε
m1m2 � (a h)(�h a) � �1.

Παράδειγμα  2 Προσδιορισμός της καθέτου από την κλίση

Aν L είναι μια ευθεία με κλίση 3 4, τότε κάθε άλλη ευθεία με κλίση
�4 3 θα είναι κάθετη στην L . / 
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Oρισμός Mεταβολές
Όταν ένα σώμα μεταβαίνει από το σημείο (x1, y1) στο σημείο
(x2, y2) , τότε οι μεταβολές των συντεταγμένων του είναι  

�x � � x1 και �y � y2 � y1.x 2

x

y

O

P1(x1, y1)
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P2(x2, y2)

Q(x2, y1)
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ΣΧΗΜΑ 1 H κλίση της ευθείας L είναι 

m =
κατακόρυφη μεταβολή

= Δy /Δx.
οριζόντια μεταβολή

Oρισμός Κλίση ευθείας
Έστω P1(x1 y1) και P2(x2 y2) δύο σημεία μιας μη κατακόρυφης ευ-
θείας, L H κλίση της L είναι .

 , ,

Συνηθίζεται να συμβολίζουμε την κλί-
ση με το γράμμα m .
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ΣΧΗΜΑ 2 Aν L1 || L2, τότε �1 � �2 και
άρα m1 � m2 Aντίστροφα, αν 
m1 � m2, τότε �1 � �2 και L1 ||L2 .

 .

�y
—— =

y2 – y11
�x      x2 – x1 

m = = 
κατακόρυφη μεταβολή

οριζόντια μεταβολή



Eξισώσεις ευθειών
H κατακόρυφος που διέρχεται από το σημείο (a b) έχει ως εξίσωση
την x � a, αφού η συντεταγμένη x οποιουδήποτε σημείου της ευθείας
έχει τιμή a . Ομοίως, η οριζόντια ευθεία που διέρχεται από το σημείο
(a , b) έχει ως εξίσωση την y � b .

Παράδειγμα 3 Eύρεση εξισώσεων για κατακόρυφες και 
οριζόντιες ευθείες

H κατακόρυφη και η οριζόντια ευθεία που διέρχονται από το σημείο
(2, 3) έχουν ως εξισώσεις τις x � 2 και y � 3, αντίστοιχα (Σχήμα 4).

Mπορούμε να γράψουμε την εξίσωση τυχούσας μη κατακόρυφης
ευθείας αν γνωρίζουμε την κλίση της m και τις συντεταγμένες ενός ση-
μείου της P1(x1, y1). Kι αυτό διότι, αν P(x , y) είναι οποιοδήποτε άλλο ση-
μείο της ευθείας, θα ισχύει

,

οπότε

y � y1 � m(x � x1) δηλαδή y � m(x � x1) � y1

Παράδειγμα 4 Xρησιμοποιώντας την εξίσωση σημείου-
κλίσεως

Γράψτε μια εξίσωση για την ευθεία που διέρχεται από το σημείο (2,
3) με κλίση �3 2.

Λύση Aντικαθιστούμε x1 � 2, y1 � 3, και m � �3 2 στην εξίσωση
σημείου-κλίσεως, απ’ όπου παίρνουμε

δηλαδή

Παράδειγμα 5 Xρησιμοποιώντας την εξίσωση σημείου-
κλίσεως

Γράψτε μια εξίσωση για την ευθεία που διέρχεται από τα σημεία
(�2, �1) και (3, 4) .

Λύση H κλίση της ευθείας είναι

m � .

Aπομένει να εισαγάγουμε την κλίση m και τις συντεταγμένες οποι-
ουδήποτε από τα δύο σημεία στην εξίσωση σημείου-κλίσεως. Aν
επιλέξουμε το σημείο (x1, y1) � (�2 , �1) , παίρνουμε

y � 1 � (x � (�2)) � (�1)

y � x � 2 � (�1)

y � x � 1 .

4 � (�1)
3 � (�2)

 � 5
5

 � 1

y � �3
2

 x � 6 . y � �3
2

 (x � 2) � 3

 / 

 / 

 .

y � y 1

x � x 1
 � m

 ,
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ΣΧΗΜΑ 3 Tο τρίγωνο �ADC είναι
όμοιο με το �CDB . Συνεπώς, η άνω
γωνία στο �CDB ισούται με �1

όπου tan �1 � a h . / 
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ΣΧΗΜΑ 4 Oι εξισώσεις της κατακό-
ρυφης και της οριζόντιας ευθείας
που διέρχονται από το σημείο (2, 3)
είναι x � 2 και y � 3, αντίστοιχα.
(Παράδειγμα 3)

Oρισμός Εξίσωση σημείου-κλίσεως
H εξίσωση

y � m(x � x1) � y1

περιγράφει την ευθεία που διέρχεται από το σημείο (x1, y1) με
κλίση m Για λόγους συντομίας θα καλούμε την εξίσωση αυτή
εξίσωση σημείου-κλίσεως.

 .



H συντεταγμένη y του σημείου τομής μιας μη κατακόρυφης ευθεί-
ας με τον άξονα y είναι η τεταγμένη της ευθείας. Oμοίως, η συντεταγ-
μένη x του σημείου τομής μιας μη οριζόντιας ευθείας με τον άξονα x εί-
ναι η τετμημένη της ευθείας. Mια ευθεία με κλίση m και τεταγμένη b
διέρχεται από το (0, b) (Σχήμα 5), οπότε

y � m(x � 0) � b , ή, απλούστερα, y � mx � b .

Παράδειγμα  6 Eξισώσεις ευθειών

Nα γραφεί μια εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο
(�1 , 2) και είναι (α) παράλληληØ (β) κάθετη στην ευθεία L : y � 3x � 4.

Λύση H ευθεία L y � 3x � 4, έχει κλίση 3.

(α) H ευθεία y � 3(x � 1) � 2, ή y � 3x � 5, διέρχεται από το σημείο
(�1, 2) και είναι παράλληλη στην L, αφού έχει κλίση 3.

(β) H ευθεία y � (�1 3)(x � 1) � 2, ή y � (�1 3)x � 5 3, διέρχεται
από το σημείο (�1, 2) και είναι κάθετη στην L αφού έχει κλίση
�1 3.

Aν τα A και B δεν είναι ταυτοχρόνως μηδέν, τότε η γραφική παρά-
σταση της εξίσωσης Ax � By � C είναι μια ευθεία. Kάθε ευθεία μπορεί
να παρασταθεί από μια εξίσωση τέτοιας μορφής, ακόμη και όταν δεν
έχει κλίση.

Η γενική γραμμική μορφή προσφέρεται για τον γρήγορο χαρακτη-
ρισμό μιας γραμμής ως ευθείας. Ωστόσο, όταν σχεδιάζουμε μια ευθεία
με τη βοήθεια υπολογιστικού προγράμματος, είναι ευκολότερο να ει-
σάγουμε στον υπολογιστή την κλίση και την τεταγμένη της ευθείας,
και να χρησιμοποιούμε την εξίσεωση κλίσεως-τεταγμένης.

Παράδειγμα  7 Aνάλυση και γραφική παράσταση μιας γενικής
γραμμικής εξισώσεως

Aφού βρείτε την κλίση και την τεταγμένη της ευθείας 8x � 5y � 20,
σχεδιάστε τη γραφική της παράσταση.

Λύση Λύνουμε την εξίσωση ως προς y για να τη θέσουμε στη μορ-
φή κλίσεως-τεταγμένης.

 5y � �8x � 20

 8x � 5y � 20

 / 

 /  /  / 

 ,
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ΣΧΗΜΑ 5 Mια ευθεία κλίσεως m και
τεταγμένης b .

x

y

y = mx + b

���� m
(x, y)

(0, b)

0

b

Oρισμός Eξίσωση κλίσεως-τεταγμένης 
H εξίσωση

y � mx � b

περιγράφει την ευθεία που έχει κλίση m και τεταγμένη b . Για
λόγους συντομίας θα καλούμε την εξίσωση αυτή εξίσωση κλίσε-
ως-τεταγμένης.

Oρισμός Γενική γραμμική εξίσωση
H εξίσωση

Ax � By � C (A και B όχι ταυτοχρόνως μηδέν)

είναι μια γενική γραμμική εξίσωση των x και y .



H τελευταία σχέση μάς δείχνει την κλίση (m � �8 5) και την τε-
ταγμένη (b � 4) της ευθείας, και μπορεί τώρα να εισαχθεί άμεσα σε
υπολογιστή για σχεδίαση (Σχήμα 6).

Eφαρμογές
Πολλές μεταβλητές ουσιώδους φυσικής σημασίας συνδέονται μέσω
γραμμικών εξισώσεων. Στο παράδειγμα που ακολουθεί, εκμεταλλευό-
μαστε τη γραμμική σχέση μεταξύ των θερμοκρασιών Fahrenheit και
Kελσίου για να κάνουμε μετατροπές από τη μία κλίμακα στην άλλη. 

Παράδειγμα 8 Mετατροπή θερμοκρασίας

Bρείτε μια σχέση που να συνδέει τις κλίμακες θερμοκρασίας Fahren-
heit και Kελσίου. Kατόπιν βρείτε τις ισοδύναμες θερμοκρασίες των
90�F (σε °C), και των �5�C (σε �F).

Λύση Eπειδή η σχέση που συνδέει τις δύο κλίμακες είναι γραμμι-
κή, θα έχει τη μορφή F � mC � b Tο σημείο πήξεως του νερού εί-
ναι F � 32� ή C � 0� ενώ το σημείο βρασμού (ή σημείο ζέσεως) εί-
ναι F � 212� ή C � 100�. Έτσι,

32 � m � 0 � b και 212 � m � 100 � b

οπότε b � 32 και m � (212 � 32) 100 � 9 5. Συνεπώς,

ή .

Mε τις σχέσεις αυτές μπορούμε να βρίσκουμε ισοδύναμες θερμοκρα-
σίες. Έτσι, οι 90�F ισοδυναμούν σε θερμοκρασία της κλίμακας Kελ-
σίου ίση με

.

Oμοίως, η ισοδύναμη θερμοκρασία (στην κλίμακα Fahrenheit) των
�5�C είναι

Παλινδρομική ανάλυση με υπολογιστή
Eίναι μάλλον δύσκολο να διακρίνουμε τη σχέση που διαμορφώνεται
μεταξύ δύο ποσοτήτων διαβάζοντας τις αντίστοιχες στήλες αριθμητι-
κών δεδομένων. Γι’ αυτό προτιμούμε συχνά να απεικονίζουμε σε διά-
γραμμα τα δεδομένα (κάνοντας το λεγόμενο διάγραμμα διασποράς), ώ-
στε να δούμε αν τα αντίστοιχα σημεία εκδηλώνουν κάποια δυναμική ή
διαμορφώνουν κάποια χαρακτηριστική συμπεριφορά. Aν ναι, κι αν επί-
σης μπορούμε να βρούμε την εξίσωση y � f (x) μίας καμπύλης που προ-
σεγγίζει τη συμπεριφορά του διαγράμματος, τότε έχουμε έναν τύπο ο
οποίος 

1. συνοψίζει τα δεδομένα μέσω μιας απλής μαθηματικής έκφρασης,
και 

2. μας επιτρέπει να προβλέπουμε τιμές του y για τιμές του x πέραν
αυτών που ήδη διαθέτουμε.

H διαδικασία εύρεσης ενός συγκεκριμένου τύπου καμπύλης που να ται-
ριάζει στα αριθμητικά δεδομένα ονομάζεται παλινδρομική ανάλυση, η

F � 9
5

 (�5) � 32 � 23�.

C �  
5
9

 (90 �  32) � 32,2

C � 5
9

 (F � 32)F � 9
5

 C � 32

 /  / 

 ,

 ,
 .

 / 

 y � �8
5

 x � 4 .
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[–5, 7] ��� [–2, 6]

y = –     x + 48
5

ΣΧΗΜΑ 6 H ευθεία 8x � 5y � 20 .



δε καμπύλη καλείται καμπύλη παλινδρομήσεως (ή παλινδρομική καμ-
πύλη).

Yπάρχουν πολλοί χρήσιμοι τύποι παλινδρομικών καμπυλών, π.χ. οι
καμπύλες δύναμης, οι πολυωνυμικές, οι εκθετικές, οι λογαριθμικές, και
οι ημιτονοειδείς καμπύλες. Στο Παράδειγμα 9, εφαρμόζουμε παλιν-
δρομική ανάλυση σε υπολογιστή προκειμένου να προσαρμόσουμε μια
γραμμική εξίσωση στα δεδομένα του Πίνακα 1. H διαδικασία αυτή είναι
προφανώς ισοδύναμη με το αν προσαρμόζαμε μια ευθεία στα σημεία του
διαγράμματος διασποράς.

Παράδειγμα  7 Παλινδρομική ανάλυση με υπολογιστή

Bάσει των δεδομένων του Πίνακα 1, κατασκευάστε ένα μαθηματικό
μοντέλο που να περιγράφει την αξία του συγκεκριμένου ταχυδρο-
μικού τέλους συναρτήσει του χρόνου. Aφού βεβαιωθείτε για το εύ-
λογον του μοντέλου σας, χρησιμοποιήστε το για να προβλέψετε το
κόστος του ταχυδρομικού τέλους κατά το έτος 2010.  

Λύση

Eρμηνεία των δεδομένων

Yπάρχει πολύ μικρή μεταβολή στην τιμή του ταχυδρομικού τέλους
πριν από το 1968. Eπειδή μας ενδιαφέρει κυρίως η τάση που δια-
μορφώνουν τα πιο πρόσφατα δεδομένα, παίρνουμε ως αφετηρία το
έτος αυτό. Tο 1981 σημειώθηκαν δύο αυξήσεις, των τριών και των
δύο σεντς αντίστοιχα. Για να καταστήσουμε λοιπόν το 1981 συγκρί-
σιμο με τα άλλα έτη, συνενώνουμε τις δύο αυξήσεις σε μία, των πέ-
ντε σεντς, καθώς φαίνεται στον Πίνακα 2. Tο Σχήμα 7α δείχνει το
διάγραμμα διασποράς που αντιστοιχεί στον Πίνακα 2.

Mαθηματικό μοντέλο
Eφόσον στο διάγραμμα διαφαίνεται μια γραμμική εξάρτηση της αξί-
ας του ταχυδρομικού τέλους με τον χρόνο, αναζητούμε ένα γραμμικό
μοντέλο. Eισάγοντας τα δεδομένα σε υπολογιστή γραφικών και εφ-
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Πίνακας 1 Kόστος ταχυδρομικού

τέλους

Έτος Kόστος
x y (σε $)

1885 0,02
1917 0,03
1919 0,02
1932 0,03
1958 0,04
1963 0,05
1968 0,06
1971 0,08
1974 0,10
1975 0,13
1977 0,15
1981 0,18
1981 0,20
1985 0,22
1987 0,25
1991 0,29
1995 0,32
1998 0,33

Πίνακας 2 Kόστος ταχυδρομικού τέλους από το 1968 και εφεξής

x 0 3 6 7 9 13 17 19 23 27 30

y 6 8 10 13 15 20 22 25 29 32 33

x

y

10

20

30

40

50

60

�
�

�
��

� 
(�

�
�
��

)

����
�� ���� 
��� �� 1968
10 20 30 40 50 600

(�)(	)

ΣΧΗΜΑ 7 (α) Διάγραμμα διασποράς των δεδομένων (x , y) του Πίνακα 2.
(β) Eκτίμηση του κόστους του συγκεκριμένου ταχυδρομικού τέλους το
έτος 2010, βάσει της παλινδρομικής ευθείας.



αρμόζοντας τη γραμμική παλινδρόμηση, προκύπτει η εξίσωση της
παλινδρομικής ευθείας,

y � 0,96185x � 5,8978 . (1)

Tο Σχήμα 7β δείχνει τη γραφική παράσταση της ευθείας μαζί με το
διάγραμμα διασποράς. Tα δύο γραφήματα* σχεδόν συμπίπτουν, και
έτσι το μοντέλο κρίνεται ικανοποιητικό. 

Γραφική επίλυση

O σκοπός μας είναι να προβλέψουμε την τιμή του ταχυδρομικού τέ-
λους το έτος 2010. Όπως φαίνεται από το Σχήμα 7β, το 2010 (οπότε
x � 42), η τιμή του y είναι περίπου 46.

Eρμηνεία

Kατά το έτος 2010, το συγκεκριμένο ταχυδρομικό τέλος θα κοστίζει
περίπου 46 σεντς.

Aλγεβρική επαλήθευση

Aπό την Εξίσωση (1) για x � 42 παίρνουμε

y  � 0,96185(42) � 5,8978 � 46,3 .

AΣKHΣEIΣ 1
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Παλινδρομική ανάλυση

H παλινδρομική ανάλυση περιλαμβάνει τέσσερα βήματα:

Bήμα 1. Tοποθετούμε σε διάγραμμα τα σημεία που αντιστοι-
χούν στα αριθμητικά δεδομένα (διάγραμμα διασποράς).

Bήμα 2. Bρίσκουμε μια εξίσωση παλινδρομήσεως. Προκειμένου
για ευθείες, η εξίσωση αυτή θα έχει τη μορφή y � mx � b.

Bήμα 3. Tοποθετούμε σε ενιαίο σχήμα τη γραφική παράσταση
της εξίσωσης παλινδρομήσεως και το διάγραμμα διασποράς,
ώστε να ελέγξουμε κατά πόσο τα δύο γραφήματα ταιριάζουν.

Bήμα 4. Aν τα δύο γραφήματα «εφαρμόζουν» ικανοποιητικά,
χρησιμοποιούμε την εξίσωση παλινδρομήσεως για να προβλέ-
ψουμε τιμές των y για x πέραν αυτών του πίνακα που διαθέ-
τουμε.

*Σ.τ.M.: Oι όροι «γραφική παράστα-
ση» και «γράφημα» δεν είναι ταυτό-
σημοι, παρόλο που στη βιβλιογραφία
χρησιμοποιούνται συχνά ως τέτοιοι.
Γράφημα είναι το σύνολο των διατε-
ταγμένων ζευγών (x, f (x)), ενώ γραφι-
κή παράσταση το σύνολο των σημείων
στον χώρο με συντεταγμένες (x, f (x)).
H διακριτότητα των δύο όρων γίνεται
εμφανής όταν το πεδίο ορισμού ή τι-
μών της f δεν περιέχει αριθμούς ή
περιέχει άρρητους, οπότε η γραφική
παράσταση δεν μπορεί (αυστηρά μι-
λώντας) να παραχθεί. Ωστόσο, στη
συντριπτική πλειοψηφία των εφαρμο-
γών που ενδιαφέρουν τους φυσικούς
και τους μηχανικούς, τα πεδία ορι-
σμού και τιμών είναι αριθμοσύνολα,
και εξάλλου μας αρκεί να μπορεί να
παραχθεί μια προσεγγιστική, έστω,
γραφική παράσταση. Για τον λόγο
αυτόν, θα θεωρούμε εφεξής τους δύο
όρους συνώνυμους, και θα τους
χρησιμοποιούμε εκ περιτροπής, για
να αποφεύγονται έτσι και οι κουρα-
στικές και κακόηχες επαναλήψεις.
Δείτε και τη σελ. 13.

Στις Aσκήσεις 1 και 2, βρείτε τις μεταβολές των συντεταγ-
μένων από το σημείο A στο B

1. (α) A(1, 2) , B(�1, �1) (β) A(�3, 2) , B(�1, �2)

2. (α) A(�3, 1) , B(�8, 1) (β) A(0, 4) , B(0, �2)

Στις Aσκήσεις 3 και 4, L είναι η ευθεία που ορίζεται από
τα σημεία A και B.

(i) Σχεδιάστε τα A και B (ii) Bρείτε την κλίση της L.

(iii)Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της L

3. (α) A(1, �2) , B(2, 1) (β) A(�2, �1) , B(1, �2)

4. (α) A(2, 3) , B(�1, 3) (β) A(1, 2) , B(1, �3)

Στις Aσκήσεις 5 και 6, γράψτε μια εξίσωση για (i) την κα-
τακόρυφη και (ii) την οριζόντια ευθεία που διέρχεται από
το σημείο P.

5. (α) P(2, 3) (β) P(�1, 4 3)

6. (α) (β) P(�p, 0)

Στις Aσκήσεις 7 και 8, γράψτε την εξίσωση σημείου-κλί-
σεως για την ευθεία που διέρχεται από το σημείο P με κλί-
ση m

7. (α) P(1, 1) , m � 1 (β) P(�1, 1) , m � �1

8. (α) P(0, 3) , m � 2 (β) P(�4, 0) , m � �2

Στις Aσκήσεις 9 και 10, γράψτε μια γενκή γραμμική εξί-
σωση για την ευθεία που διέρχεται από τα δύο σημεία. 

9. (α) (0, 0) , (2, 3) (β) (1, 1) , (2, 1)

10. (α) (�2, 0) , (�2, �2) (β) (�2, 1) , (2, �2)

 .

P(0, ��2)

 / 

 .

 .

 .



Στις Aσκήσεις 11 και 12, γράψτε την εξίσωση κλίσης-τε-
ταγμένης για την ευθεία με κλίση m και τεταγμένη b

11. (α) m � 3, b � �2 (β) m � �1, b � 2

12. (α) m � �1 2, b � �3 (β) m � 1 3, b � �1

Στις Aσκήσεις 13 και 14, η ευθεία διέρχεται από την αρχή
και από την άνω δεξιά κορυφή της περιοχής σχεδίασης.
Γράψτε την εξίσωση της ευθείας. Στην Άσκηση 13, η από-
σταση μεταξύ δύο διαδοχικών γραμμώσεων στον άξονα x
αντιστοιχεί σε 1 μονάδα, ενώ στον άξονα y αντιστοιχεί σε
5 μονάδες. Στην Άσκηση 14, η απόσταση μεταξύ δύο δια-
δοχικών γραμμώσεων σε κάθε άξονα αντιστοιχεί σε 1 μο-
νάδα.

13. 14. 

Στις Aσκήσεις 15 και 16, βρείτε (i) την κλίση και (ii) την
τεταγμένη και (iii) σχεδιάστε την ευθεία.

15. (α) (β)

16. (α) (β)

Στις Aσκήσεις 17 και 18, γράψτε μια εξίσωση για την ευ-
θεία που διέρχεται από το P και είναι (i) παράλληλη στην
L και (ii) κάθετη στην L

17. (α) P(0, 0) , L : 

(β) P(�2, 2) , L : 

18. (α) P(�2, 4) , L : x � 5

(β) P(�1, 1 2) , L : y � 3

Στις Aσκήσεις 19 και 20, δίδεται ένας πίνακας τιμών για τη
γραμμική συνάρτηση f(x) � mx � b Προσδιορίστε τα m
και b

19. x f (x) 20. x f(x)

1 2 2        �1
3 9 4        �4
5 16 6        �7

Στις Aσκήσεις 21 και 22, βρείτε την τιμή του x ή του y για
την οποία η ευθεία διαμέσου των A και B έχει τη δοθείσα
κλίση m

21. A(�2, 3) , B(4, y) , m � �2 3

22. A(�8, �2) , B(x, 2) , m � 2

23. Eπανερχόμενοι στο Παράδειγμα 5 Δείξτε ότι, αν χρησι-
μοποιήσουμε το σημείο (3, 4) στην εξίσωση σημείου-
κλίσεως του Παραδείγματος 5, θα προκύψει η ίδια εξί-
σωση για την ευθεία.

24. Mάθετε γράφοντας: τετμημένες και τεταγμένες μιας ευθείας

(α) Eξηγήστε γιατί τα c και d είναι η τετμημένη και η τε-
ταγμένη, αντίστοιχα, της ευθείας 

.

(β) Πώς σχετίζονται η τετμημένη και η τεταγμένη με
τους αριθμούς c και d, για την ευθεία

;

25. Παράλληλες και κάθετες ευθείες Για ποια τιμή του k είναι
οι ευθείες και (α) παράλληλες;
(β) κάθετες;

Στις Aσκήσεις 26-28, εργαστείτε σε ομάδες των δύο-τριών ατό-
μων.

26. Mόνωση Mετρώντας κλίσεις στο σχήμα, βρείτε τη με-
ταβολή της θερμοκρασίας σε βαθμούς ανά cm για τα
παρακάτω υλικά.

(α) γυψοσανίδα

(β) μόνωση υαλοβάμβακα

(γ) ξύλινη επένδυση

(δ) Mάθετε γράφοντας Ποιο από τα υλικά (α) έως (γ) εί-
ναι ο καλύτερος μονωτής; Ποιο ο χειρότερος; E-
ξηγήστε.

27. Yποβρύχια πίεση H πίεση p που αισθάνεται ένας δύτης
στη θάλασσα σχετίζεται με το βάθος κατάδυσης, d, μέ-
σω μιας εξίσωσης της μορφής  p � kd � 1 (k είναι μια
σταθερά). Όταν d � 0 m, η πίεση είναι 1 ατμόσφαιρα.
H πίεση σε βάθος 100 m είναι 10,94 ατμόφαιρες. Bρεί-
τε την πίεση στα 50 m. 

28. Mοντέλο της διανυθείσας απόστασης Ένα αυτοκίνητο A
ξεκινά από το σημείο P τη χρονική στιγμή t � 0 και κι-
νείται με ταχύτητα 45 km/h.

(α)Γράψτε μια έκφραση για την απόσταση d(t) από το
σημείο P που διένυσε το αυτοκίνητο σε t ώρες.

(β) Σχεδιάστε την y � d(t) .

(γ) Ποια η κλίση της γραφικής παράστασης στο ερώ-
τημα (β) και τι πληροφορία μας παρέχει αυτή;

(δ) Mάθετε γράφοντας Περιγράψτε υπό ποιες προϋποθέ-
σεις θα μπορούσε ο χρόνος t να παίρνει αρνητικές
τιμές.

(ε) Mάθετε γράφοντας Έστω ότι η τεταγμένη της ευθεί-
ας y � d(t) ισούται με 30. Tι σημαίνει αυτό; 

x � y � 12x � ky � 3

x
c � 

y

d
 � 2

x
c � 

y

d
 � 1

 / 

 .

 .
 .

 / 

2x � y � 4

y � �x � 2

 .

y � 2x � 4x
3

 �  
y
4 

 � 1

x � y � 23x � 4y � 12

[–5, 5] ��� [–2, 2][–10, 10] ��� [–25, 25]

 /  / 

 .
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Προεκτείνοντας τις έννοιες
29. Fahrenheit έναντι Kελσίου Στο Παράδειγμα 8 βρήκαμε

μια σχέση μεταξύ των κλιμάκων θερμοκρασίας Fah-
renheit και Kελσίου.

(α) Yπάρχει κάποια θερμοκρασία στην οποία ένα θερ-
μόμετρο Fahrenheit παρουσιάζει την ίδια ένδειξη
με ένα θερμόμετρο Kελσίου; Aν ναι, ποια είναι αυ-
τή η θερμοκρασία;

(β) Mάθετε γράφοντας Σχεδιάστε σε κοινό διάγραμμα
τις ευθείες y1 � (9 5)x � 32, y2 � (5 9)(x � 32), και
y3 � x. Eξηγήστε τη σημασία του διαγράμματος
αυτού για το ερώτημα (α).

30. Παραλληλόγραμμο Tρία διαφορετικά παραλληλόγραμμα
έχουν κορυφές στα σημεία (�1 , 1) , (2 , 0) , και (2 , 3) .
Σχεδιάστε τα και δώστε τις συντεταγμένες των υπόλοι-
πων κορυφών.

31. Παραλληλόγραμμο Δείξτε ότι τα μέσα γειτονικών πλευ-
ρών τυχαίου τετραπλεύρου ορίζουν ένα παραλληλό-
γραμμο.

32. Eφαπτόμενη ευθεία Θεωρήστε κύκλο ακτίνας 5 και κέ-
ντρου (0 , 0) . Bρείτε μια εξίσωση για την ευθεία που
εφάπτεται του κύκλου στο σημείο (3, 4).

33. Aπόσταση σημείου από ευθεία Eδώ θα δούμε πώς υπολο-
γίζεται η απόσταση ενός σημείου P(a b) από μια ευ-
θεία L : . Προτείνουμε στους σπουδαστές
να εργαστούν σε ομάδες των δύο-τριών ατόμων.

(α) Γράψτε μια εξίσωση για την ευθεία M που διέρ-
χεται από το P και είναι κάθετη στην  L

(β) Bρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής Q των
M και L.

(γ) Bρείτε την απόσταση του P από το Q

34. Aνακλώμενο φως Mια φωτεινή ακτίνα ταξιδεύει κατά
μήκος της ευθείας x � y � 1 προερχόμενη από το δεύ-
τερο τεταρτημόριο και ανακλάται από τον άξονα x, ό-
πως φαίνεται στο σχήμα. H γωνία προσπτώσεως ισού-
ται με τη γωνία ανακλάσεως (οι γωνίες μετρώνται από
την κάθετο στον άξονα x). Γράψτε την εξίσωση της ευ-
θείας κατά μήκος της οποίας κινείται η ανακλώμενη
ακτίνα.

35. O οδοντωτός σιδηρόδρομος του όρους Washington Oι πολι-
τικοί μηχανικοί υπολογίζουν την κλίση του οδοστρώ-
ματος ως τον λόγο της κατακόρυφης απόστασης προς
την οριζόντια απόσταση που διανύει όχημα κινούμενο
επί του οδοστρώματος στο σημείο που τους ενδιαφέρει.
Tην κλίση αυτή του οδοστρώματος την εκφράζουν συ-
νήθως ως ποσοστό επί τοις 100. Oι κλίσεις των σιδη-
ροδρομικών τροχιών σε παράκτιες περιοχές είναι συ-
νήθως μικρότερες του 2%. Στα ορεινά, μπορεί να φθά-
σουν μέχρι και 4%. Oι κλίσεις των αυτοκινητοδρόμων
δεν υπερβαίνουν συνήθως το 5%.

Στο πλέον απότομο σημείο της διαδρομής του
οδοντωτού σιδηροδρόμου του όρους Washington στο
New Hampshire, η κλίση παίρνει την ασυνήθιστη τιμή
37,1%. Tα μπροστινά καθίσματα του κάθε βαγονιού
βρίσκονται τότε 4 m ψηλότερα απ’ ό,τι τα πίσω καθί-
σματα. Πόσο περίπου απέχει η πρώτη από την τελευ-
ταία σειρά καθισμάτων στο βαγόνι;

36. Mια περιστροφή κατά 90� περί την αρχή μεταφέρει το
σημείο (2, 0) στο (0 , 2) , και το (0, 3) στo (�3, 0) , όπως
φαίνεται στο σχήμα. Πού μεταφέρεται καθένα από τα
παρακάτω σημεία;
(α) (4, 1) (β) (�2, �3) (γ) (2, �5)

(δ) (x , 0) (ε) (0, y) (στ) (x , y)

(ζ) Ποιο σημείο μεταφέρεται στο (10 , 3);

Στις Aσκήσεις 37 και 38, εφαρμόστε γραμμική παλιν-
δρομική ανάλυση.

37. Στον Πίνακα 3 παρουσιάζονται στατιστικά στοιχεία
για το μέσο βάρος εννέα κοριτσιών συναρτήσει της
ηλικίας τους.

(α) Aπό τα δεδομένα αυτά βρείτε μια γραμμική εξί-
σωση παλινδρομήσεως. 

(β) Bρείτε την κλίση της παλινδρομικής ευθείας. Tι
αντιπροσωπεύει η κλίση αυτή;

(γ) Tοποθετήστε σε ενιαίο σχήμα τη γραφική παρά-
σταση της γραμμικής παλινδρομικής εξίσωσης
και το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

(δ) Xρησιμοποιήστε την εξίσωση παλινδρομήσεως
για να προβλέψετε το κατά προσέγγιση βάρος ε-
νός κοριτσιού ηλικίας 30 μηνών.

 .

 .

Ax � By � C
 ,

 /  / 
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T

T

x

y

(0, 3)

(4, 1)(0, 2)

(–3, 0)

(–2, –3)

(2, –5)

(2, 0)
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y

0

1

1
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x � y � 1

Πίνακας 3 Hλικία και βάρος 
μικρών κοριτσιών

Hλικία (μήνες) Bάρος (kg)

19 9,98
21 10,43
24 11,34
27 12,70
29 14,06
31 12,70
34 14,52
38 15,42
43 17,69



Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις
Συναρτήσεις • Πεδία ορισμού και τιμών • Επισκόπηση και

ερμηνεία γραφικών παραστάσεων • Aύξουσες και φθίνουσες

συναρτήσεις    • Άρτιες και περιττές συναρτήσεις: συμμετρία

• Συναρτήσεις που ορίζονται κατά τμήματα • H συνάρτηση

απόλυτης τιμής    • Πώς μετατοπίζουμε μια γραφική παράσταση

• Σύνθετες συναρτήσεις

Oι συναρτήσεις αποτελούν τα κυριότερα εργαλεία περιγραφής του
πραγματικού κόσμου με μαθηματική γλώσσα. Στην ενότητα αυτή πραγ-
ματευόμαστε τις βασικές έννοιες των συναρτήσεων και των γραφικών
τους παραστάσεων. Θα δούμε με ποιους τρόπους μπορούμε να μετατο-
πίζουμε και να συνδυάζουμε διαφορετικές γραφικές παραστάσεις σε
ένα διάγραμμα. Tέλος, θα παρουσιάσουμε μερικούς σημαντικούς τύ-
πους συναρτήσεων του απειροστικού λογισμού.  

Συναρτήσεις
Συχνά οι τιμές μιας μεταβλητής εξαρτώνται από τις τιμές μιας άλλης: 

• H θερμοκρασία στην οποία το νερό βράζει εξαρτάται από το υ-
ψόμετρο (το σημείο βρασμού «ταπεινώνεται» καθώς ανεβαίνου-
με ψηλότερα).

• Tο ποσό κατά το οποίο θα αυξηθούν οι καταθέσεις σας σε ένα
έτος (ο τόκος) εξαρτάται από το επιτόκιο της τράπεζάς σας. 

Σε καθεμία από τις περιπτώσεις αυτές, η τιμή μιας μεταβλητής ποσό-
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38. O Πίνακας 4 δείχνει το μέσο ετήσιο εισόδημα των
αμερικανών οικοδόμων.

(α) Aπό τα δεδομένα αυτά βρείτε μια γραμμική εξί-
σωση παλινδρομήσεως.

(β) Bρείτε την κλίση της παλινδρομικής ευθείας. Tι
αντιπροσωπεύει η κλίση αυτή;

(γ) Tοποθετήστε σε ενιαίο σχήμα τη γραφική παρά-
σταση της γραμμικής παλινδρομικής εξίσωσης
και το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

(δ) Xρησιμοποιήστε την εξίσωση παλινδρομήσεως
για να προβλέψετε το μέσο ετήσιο εισόδημα των
οικοδόμων κατά το έτος 2000. 

39. H μέση τιμή μονοκατοικιών στις H.Π.A. αυξάνεται δι-
αρκώς από το 1970. Στον Πίνακα 5, ωστόσο, παρατη-
ρούμε ότι σημειώνονται διαφοροποιήσεις από περι-
οχή σε περιοχή.

(α) Bρείτε μια γραμμική εξίσωση παλινδρομήσεως για το
κόστος μιας μονοκατοικίας στις βορειοανατολικές
Πολιτείες.

(β) Tι αντιπροσωπεύει η κλίση της παλινδρομικής ευ-
θείας;

(γ) Bρείτε μια γραμμική εξίσωση παλινδρομήσεως
για το κόστος μιας μονοκατοικίας στις κεντροδυτι-
κές Πολιτείες.

(δ) Πού αυξάνεται πιο γρήγορα η μέση αξία, στις βο-
ρειοανατολικές ή στις κεντροδυτικές Πολιτείες;

Πίνακας 4 Mέσο ετήσιο εισόδημα 

οικοδόμων

Eτήσιο εισόδημα
Έτος (σε δολάρια)

1980 22.033
1985 27.581
1988 30.466
1989 31.465
1990 32.836

Πίνακας 5 Mέση τιμή μονοκατοικίας

Bορειοανατολικά Kεντροδυτικά
Έτος (σε δολάρια) (σε δολάρια)

1970 25.200 20.100
1975 39.300 30.100
1980 60.800 51.900
1985 88.900 58.900
1990 141.200 74.000

Πηγή: National Association of Realtors�, Home Sales Year-
book (Washington DC, 1990).

Πηγή: U.S. Bureau of Economic Analysis.
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τητας εξαρτάται από την τιμή μιας άλλης. Tο σημείο βρασμού του νε-
ρού, b εξαρτάται από το υψόμετρο, e Ø ο τόκος, I εξαρτάται από το επι-
τόκιο, r Oνομάζουμε τις μεταβλητές b και I εξαρτημένες μεταβλητές,
αφού καθορίζονται από τις τιμές των μεταβλητών e και r, από τις οποί-
ες εξαρτώνται. Tις μεταβλητές e και r τις καλούμε ανεξάρτητες μετα-
βλητές.

Ένας κανόνας που αντιστοιχίζει σε κάθε στοιχείο ενός συνόλου έ-
να και μόνο στοιχείο κάποιου άλλου συνόλου ονομάζεται συνάρτηση.
Tα στοιχεία του ενός συνόλου δεν οφείλουν να είναι ομοειδή με τα
στοιχεία του άλλου. Mια συνάρτηση είναι σαν μια μηχανή που αντι-
στοιχίζει μια μοναδική έξοδο σε κάθε επιτρεπτή είσοδο. Oι είσοδοι
αποτελούν το πεδίο ορισμού της συνάρτησηςØ οι έξοδοι αποτελούν το
πεδίο τιμών της (Σχήμα 8).

Σύμφωνα με τον ορισμό αυτόν, D είναι το πεδίο ορισμού της συν-
αρτήσεως και R είναι ένα σύνολο που περιέχει τις τιμές (Σχήμα 9).

Eδώ και δυόμισυ αιώνες, ο Eλβετός μαθηματικός Leonhard Euler
συνέλαβε έναν συμβολικό τρόπο δήλωσης ότι «η y είναι μια συνάρτη-
ση του x»:

y � f (x) ,

που θα πρέπει να διαβάζεται ως «y ίσον f του x». O συμβολισμός αυτός
μας επιτρέπει να αναφερόμαστε σε διαφορετικές συναρτήσεις αλλά-
ζοντας απλώς τα γράμματα με τα οποία τις αναπαριστούμε. Για να δη-
λώσουμε ότι το σημείο βρασμού b του νερού είναι συνάρτηση του υψο-
μέτρου e, μπορούμε να γράψουμε b � f(e) . Για να δηλώσουμε ότι το εμ-
βαδόν A ενός κύκλου είναι συνάρτηση της ακτίνας r, μπορούμε να γρά-
ψουμε A � A(r) , συμβολίζοντας τη συνάρτηση και την εξαρτημένη με-
ταβλητή με το ίδιο γράμμα. 

Mε τον συμβολισμό y � f (x) μπορούμε επίσης να δηλώσουμε συγ-
κεκριμένες τιμές μιας συνάρτησης. Έτσι, για την τιμή της f στο a μπο-
ρούμε να γράψουμε f (a) , το οποίο διαβάζεται ως « f του a».

Παράδειγμα  1 H συνάρτηση εμβαδού του κύκλου 

H συνάρτηση του εμβαδού κύκλου A(r) � pr2 έχει ως πεδίο ορισμού
της το σύνολο όλων των δυνατών ακτίνων, δηλαδή το σύνολο όλων
των θετικών πραγματικών αριθμών. Tο πεδίο τιμών είναι επίσης το
σύνολο όλων των θετικών πραγματικών αριθμών. 

H τιμή της συναρτήσεως A στο r � 2 είναι 

A(2) � p(2)2 � 4p

Tο εμβαδόν ενός κύκλου ακτίνας 2 ισούται με 4p .

 .

 .
 , ,
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ΣΧΗΜΑ 8 Ένα «μηχανιστικό» διά-
γραμμα για τη συνάρτηση.
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Oρισμός Συνάρτηση
Συνάρτηση από ένα σύνολο D σε ένα σύνολο R είναι ένας κανό-
νας που αντιστοιχίζει ένα μοναδικό στοιχείο του R σε κάθε στοι-
χείο του D .

ΣΧΗΜΑ 9 (α) Mια συνάρτηση από το σύνολο D στο σύνολο R (β) Mια μη συ-
νάρτηση. H αντιστοίχιση σε στοιχεία του R δεν είναι μοναδική.
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Πεδίο ορισμού και πεδίο τιμών
Στο Παράδειγμα 1, το πεδίο ορισμού της συναρτήσεως υπόκειται σε
κάποιον εύλογο περιορισμό: η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι η ακτίνα
του κύκλου η οποία πρέπει να είναι θετική. Όταν ορίζουμε μία συνάρ-
τηση y � f (x) μέσω κάποιου τύπου και το πεδίο ορισμού δεν αναφέρε-
ται ρητά ή δεν περιορίζεται εκ των πραγμάτων, θα υποθέτουμε ότι απο-
τελείται από το μεγαλύτερο σύνολο τιμών του x για τις οποίες ο τύπος
δίνει πραγματικές τιμές για το y Ø πρόκειται για το λεγόμενο φυσικό πε-
δίο ορισμού. Eάν επιθυμούμε να περιορίσουμε το πεδίο ορισμού με κά-
ποιον τρόπο, θα πρέπει να το δηλώσουμε. Για παράδειγμα, το πεδίο τι-
μών της συνάρτησης y � είναι το πλήρες σύνολο των πραγματικών
αριθμών.  Προκειμένου να περιορίσουμε τη συνάρτηση στις θετικές τι-
μές του x θα γράψουμε «y � , x � 0 ».

Πολλές πραγματικές συναρτήσεις πραγματικής μεταβλητής έχουν
για πεδία ορισμού και τιμών διαστήματα, ή συνδυασμούς διαστημάτων.
Tα διαστήματα αυτά μπορεί να είναι ανοιχτά, κλειστά, ή ημιανοιχτά
(δηλ. ανοιχτά από το ένα άκρο) (Σχήματα 10 και 11) καθώς και πεπερα-
σμένα ή άπειρα (Σχήμα 12).

Tα ακραία σημεία ενός διαστήματος καλούνται συνοριακά σημεία.
Aποτελούν τα σύνορα του διαστήματος. Tα υπόλοιπα σημεία είναι εσω-
τερικά σημεία, και απαρτίζουν το εσωτερικό του διαστήματος. Δια-
στήματα που περιέχουν όλα τα συνοριακά τους σημεία είναι κλειστά.
Διαστήματα που δεν περιέχουν κανένα συνοριακό σημείο είναι ανοι-
χτά. Kάθε σημείο ενός ανοιχτού διαστήματος είναι σημείο εσωτερικό
του διαστήματος.

Παράδειγμα 2 Προσδιορισμός πεδίων ορισμού και τιμών

Eπαληθεύσατε τα πεδία ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:

Συνάρτηση Π. ορισμού (x) Π. τιμών (y)

[0 , �)

y � 1 x (��, 0) � (0 , �) (��, 0) � (0 , �)

[0 , �) [0 , �)

(��, 4] [0 , �)

[�1 , 1] [0 , 1]

Λύση O τύπος δίνει πραγματικές τιμές y για κάθε πραγ-
ματικό αριθμό x, κι έτσι το πεδίο ορισμού είναι το (��, �) .

O τύπος y � 1 x δίνει πραγματικές τιμές y για κάθε πραγματικό x εκτός
του x � 0. Δεν μπορούμε να διαιρέσουμε κανέναν αριθμό με το 0.

 / 

y � x2

y � �1 � x2

y � �4 � x

y � �x

 / 

(��, �)y � x2

x2
 ,

x2
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ΣΧΗΜΑ 10 Aνοιχτά και κλειστά
πεπερασμένα διαστήματα.

ΣΧΗΜΑ 11 Hμιανοιχτά  πεπερασμέ-
να διαστήματα.
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ΣΧΗΜΑ 12 Άπειρα διαστήματα: παρι-
στάνονται ως «ακτίνες» που εκτείνο-
νται στο άπειρο πάνω στον άξονα
των αριθμών. O ίδιος ο άξονας απο-
τελεί επίσης ένα άπειρο διάστημα.
Tο σύμβολο � (άπειρο) χρησιμο-
ποιείται μόνο για ευκολία· δεν ση-
μαίνει ότι υπάρχει αριθμός � .



O τύπος δίνει πραγματικές τιμές για το y μόνον όταν το x εί-
ναι θετικό ή μηδέν. 

O τύπος δίνει πραγματικές τιμές για το y μόνον όταν το
4 � x είναι μεγαλύτερο ή ίσο του μηδενός. Έτσι, 0 � 4 � x ή x � 4.

O τύπος δίνει πραγματικές τιμές για το y για κάθε τιμή
του x στο κλειστό διάστημα από �1 ώς 1. Έξω από το διάστημα αυ-
τό, το 1 � x 2 είναι αρνητικό και η τετραγωνική του ρίζα δεν είναι
πραγματικός αριθμός. Tο πεδίο ορισμού είναι το διάστημα [�1, 1] .

Επισκόπηση και ερμηνεία γραφικών παραστάσεων
Tα σημεία (x y) στο επίπεδο που έχουν ως συντεταγμένες τα ζεύγη τι-
μών εισόδου-εξόδου μιας συναρτήσεως y � f(x) απαρτίζουν τη γραφική
παράσταση (ή γράφημα) της συνάρτησης. H γραφική παράσταση της
συναρτήσεως y � x � 2 , για παράδειγμα, είναι το σύνολο των σημείων
με συντεταγμένες (x y) για τα οποία y � x � 2 .

Όταν κατασκευάζετε γραφικές παραστάσεις με μολύβι και χαρτί,
χρειάζεται να αναπτύξετε δεξιότητα στη σχεδίαση. Όταν πάλι παράγετε
το γράφημα σε υπολογιστή, τότε χρειαζόσαστε δεξιότητα στην επισκό-
πηση.

Kαθώς θα αποκτάτε εμπειρία θα γίνεστε ικανότεροι στο να διακρί-
νετε πότε μια γραφική παράσταση είναι καλώς σχεδιασμένη. Θα πρέπει
να γνωρίζετε τις βασικές συναρτήσεις, τις γραφικές τους παραστάσεις,
και το πώς οι τελευταίες επηρεάζονται αν αλλάξουν οι εξισώσεις των
συναρτήσεων.

H σχεδίαση με υπολογιστή αποτυγχάνει όταν η προκύπτουσα γραφι-
κή συνάρτηση δεν είναι ακριβής ή είναι λανθασμένη. Συνήθως κάτι τέ-
τοιο οφείλεται σε περιορισμούς στην ανάλυση εικόνας της οθόνης του
υπολογιστικού μας συστήματος.

Παράδειγμα 3 Πότε αποτυγχάνει η σχεδίαση με υπολογιστή 

Bρείτε τα πεδία ορισμού και τιμών της συνάρτησης y � f (x) �
.

Λύση H γραφική παράσταση της f στο Σχήμα 13α δείχνει ως πε-
δίο ορισμού της f το διάστημα μεταξύ του �2 και του 2, ενώ το πεδίο
τιμών μοιάζει να είναι κάποιο πεπερασμένο διάστημα. Tο δεύτερο
συμπέρασμα είναι αποτέλεσμα κακής σχεδίασης με υπολογιστή, γε-
γονός που επαληθεύουμε αλγεβρικά.

Aλγεβρική επίλυση

H ποσότητα 4 � πρέπει να είναι μεγαλύτερη του μηδενός.

Έτσι, θα ισχύει �2	x 	2, και το πεδίο ορισμού είναι το (�2, 2) .

 x2 	 4

 4 � x2 � 0

x2

1 / �4 � x2

 ,

 ,

y � �1 � x2

 ,
y � �4 � x

y � �x
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Δεξιότητες θέασης γραφικών παραστάσεων

Bήμα 1. Eλέγχουμε αν η γραφική παράσταση είναι λογικο-
φανής.

Bήμα 2. Eντοπίζουμε όλα τα κύρια χαρακτηριστικά της. 

Bήμα 3. Eρμηνεύουμε τα χαρακτηριστικά αυτά.

Bήμα 4. Aποφαινόμαστε για το αν και σε ποιο σημείο απο-
τυγχάνει η σχεδίαση με υπολογιστή. 

ΣΧΗΜΑ 13 (α) Aποτυχημένη σχεδία-
ση με υπολογιστή. (β) Mια ακριβέ-
στερη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης . (Παρά-
δειγμα 3)

y � 1 / �4 � x2

[–4, 4] ��� [–2, 4]

(	)

y =
4 –x2√
1

x

y

1

2

4

6

2–1–2

y � 

(�)

1—–—–—
⎯⎯⎯⎯⎯⎯4 � x2√



H ελάχιστη τιμή της f είναι 1 2 και προκύπτει όταν x � 0 . Oι τιμές
της f αυξάνονται κατακόρυφα καθώς το x προσεγγίζει την τιμή 2 από
αριστερά, ή την τιμή �2 από δεξιά, όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνα-
κα (όπου τα νούμερα έχουν στρογγυλοποιηθεί σε τρία δεκαδικά ψηφία).

x �1,99 �1,999 �1,9999 �1,99999

f(x) 5,006 15,813 50,001 158,114

Tο πεδίο τιμών της f είναι το διάστημα [0,5 , �).

Στο Σχήμα 14 βλέπουμε τις γραφικές παραστάσεις μερικών συναρ-
τήσεων δυνάμεων του x που απαντούν συχνά στη μελέτη του απειρο-
στικού λογισμού. H επίγνωση του γενικού σχήματος των γραφημάτων
αυτών θα σας βοηθήσει να διακρίνετε πότε αποτυγχάνει η υπολογιστι-
κή σχεδίαση. Στα παρακάτω θα δούμε τις γραφικές παραστάσεις και άλ-
λων τύπων συναρτήσεων. 

 / 
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ΣΧΗΜΑ 14 Γραφικές παραστάσεις μερικών χρήσιμων συναρτήσεων δυνάμεων του x.



Aύξουσες και φθίνουσες συναρτήσεις
Aν η γραφική παράσταση μιας συναρτήσεως ανέρχεται ή ανυψώνεται κα-
θώς την παρατηρούμε από αριστερά προς τα δεξιά, τότε λέμε ότι η συν-
άρτηση είναι αύξουσα. Aν, πάλι, η γραφική παράσταση κατέρχεται ή χα-
μηλώνει από αριστερά προς τα δεξιά, τότε λέμε ότι η συνάρτηση είναι
φθίνουσα. Στην Eνότητα 3.3 θα δώσουμε αυστηρούς ορισμούς της αύ-
ξουσας και της φθίνουσας συναρτήσεως. Eκεί θα μάθουμε πώς να βρί-
ουμε τα διαστήματα στα οποία μια συνάρτηση είναι αύξουσα ή φθίνου-
σα. Eδώ παραθέτουμε μερικά παραδείγματα από το Σχήμα 14.

Συνάρτηση Aύξουσα στο Φθίνουσα στο

y � 0 � x 	 � �� 	 x � 0

y � �� 	 x 	 � Πουθενά

y � 1 x Πουθενά �� 	 x 	 0, 0 	 x 	 �

�� 	 x 	 0 0 	 x 	 �

0 � x 	 � Πουθενά

0 � x 	 � �� 	 x � 0

Άρτιες και περιττές συναρτήσεις: συμμετρία
Oι γραφικές παραστάσεις άρτιων και περιττών συναρτήσεων παρουσι-
άζουν χαρακτηριστικές συμμετρίες.

Oι όροι «άρτια» και «περιττή» προέρχονται από δυνάμεις του x Aν το
y είναι μια άρτια δύναμη του x π.χ. αν y � ή y � , τότε θα είναι και
άρτια συνάρτηση του x (αφού (�x)2 � και (�x)4 � ) . Aν το y είναι
μια περιττή δύναμη του x , π.χ. αν y � x ή y � , τότε είναι και περιττή
συνάρτηση του x (αφού (�x)1 � �x και (�x)3 � � ) .

H γραφική παράσταση μιας άρτιας συναρτήσεως είναι συμμετρική
ως προς τον άξονα y. Eφόσον f (�x) � f (x) , ένα σημείο (x y) θα ανήκει
στη γραφική παράσταση αν και μόνο αν και το σημείο (�x y) ανήκει
σε αυτήν (Σχήμα 15α). 

H γραφική παράσταση μιας περιττής συναρτήσεως είναι συμμε-
τρική ως προς την αρχή. Eφόσον f (�x) � �f(x) , ένα σημείο (x y) ανή-
κει στη γραφική παράσταση αν και μόνο αν και το σημείο (�x �y)
ανήκει σε αυτήν (Σχήμα 15β). Iσοδύναμα, μια γραφική παράσταση εί-
ναι συμμετρική ως προς την αρχή εάν περιστρεφόμενη περί την αρχή
κατά 180� συμπίπτει με τον εαυτό της.

Παράδειγμα 4 Aναγνώριση άρτιων και περιττών συναρτήσεων

f (x) � Άρτια συνάρτηση: (�x)2 � για κάθε x Ø

συμμετρία ως προς τον άξονα y.

f (x) � � 1 Άρτια συνάρτηση: (�x)2 � 1 � � 1 για κάθε 
x Ø συμμετρία ως προς τον άξονα y (Σχήμα 16α).

f (x) � x Περιττή συνάρτηση: (�x) � �x για κάθε x Ø

συμμετρία ως προς την αρχή.

x2x2

x2x2

 ,
 ,

 ,
 ,

x3
x3

x4x2
x4x2

 ,
 .

y � x2 / 3

y � �x

y � 1 / x2

 / 

x3

x2
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Oρισμός Άρτια συνάρτηση, περιττή συνάρτηση
Mια συνάρτηση y � f (x) είναι

άρτια συνάρτηση του x αν f (�x) � f(x) ,
περιττή συνάρτηση του x αν f (�x) � �f (x) ,

για κάθε x που ανήκει στο πεδίο ορισμού της συναρτήσεως.

x
O

y � x2

(x, y)

(	)

(–x, y)

x

y

y

O

y � x3

(x, y)

(�)

(–x, –y)

ΣΧΗΜΑ 15 (α) H γραφική παράσταση
της y � (άρτια συνάρτηση) είναι
συμμετρική ως προς τον άξονα y.
(β) H γραφική παράσταση της συ-
ναρτήσεως y � (περιττή) είναι
συμμετρική ως προς την αρχή των
αξόνων.

x3

x2



f(x) � x � 1 Mη περιττή: f (�x) � �x � 1, αλλά 

�f (x) � �x �1. H ισότητα δεν ισχύει πλέον.

Mη άρτια: (�x) � 1 � x � 1 για κάθε x � 0 
(Σχήμα 16β).

Eίναι χρήσιμο να μπορούμε να αναγνωρίζουμε άρτιες και περιττές
συναρτήσεις. Έτσι, αν γνωρίζουμε τη γραφική παράσταση μιας τέτοιας
συνάρτησης στη μία πλευρά του άξονα y, αυτομάτως τη γνωρίζουμε και
στην άλλη πλευρά του άξονα.

Συναρτήσεις που ορίζονται κατά τμήματα (ή τμηματικά
οριζόμενες συναρτήσεις)
Mπορούμε να ορίσουμε συναρτήσεις εφαρμόζοντας διαφορετικούς τύ-
πους σε διαφορετικά τμήματα του πεδίου ορισμού.

Παράδειγμα 5 Σχεδιάζοντας συναρτήσεις που ορίζονται κατά
τμήματα

Σχεδιάστε την 

Λύση Oι τιμές της  f δίδονται από τρεις διαφορετικούς τύπους: 
y � �x όταν x 	 0, y � όταν 0 � x � 1, και y � 1 όταν x � 1.
Πρόκειται, ωστόσο, για μία και μόνη συνάρτηση με πεδίο ορισμού το
πλήρες σύνολο των πραγματικών αριθμών (Σχήμα 17).

Παράδειγμα 6 Πώς γράφεται μια συνάρτηση που ορίζεται κατά
τμήματα

Γράψτε τον τύπο της συνάρτησης y � f (x) που αποτελείται από τα
δύο ευθύγραμμα τμήματα του Σχήματος 18.

Λύση H μέθοδος που ακολουθούμε είναι να βρούμε χωριστούς τύπους
για τα ευθύγραμμα τμήματα που ορίζονται από τα σημεία (0, 0), (1, 1)
και (1, 0), (2, 1), και να τους συνδυάσουμε όπως στο Παράδειγμα 5.

x2

 y � f (x) � � 
�x ,    x 	 0

x2 ,    0 � x � 1
1 ,     x � 1 .
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x

y

0

1

y � x2 � 1

y � x2

(	)

x

y

0

1

–1

y � x � 1

y � x

(�)

ΣΧΗΜΑ 16 (α) Προσθέτοντας τον σταθερό όρο 1 στη συνάρτηση y � ,
η καινούρια συνάρτηση y � � 1 παραμένει άρτια, με γραφική παρά-
σταση συμμετρική ως προς τον άξονα y. (β) Προσθέτοντας τον σταθε-
ρό όρο 1 στη συνάρτηση y � x η προκύπτουσα συνάρτηση y � x � 1
δεν είναι πλέον περιττή. H συμμετρία ως προς την αρχή έχει απωλε-
σθεί. (Παράδειγμα 4)

 ,

x2
x2

[–3, 3] ��� [–1, 3]

y =
–x,   x < 0
  x2, 0 ≤  x ≤ 1
  1,   x > 1

ΣΧΗΜΑ 17 H γραφική παράσταση
μιας τμηματικά οριζόμενης συναρ-
τήσεως. (Παράδειγμα 5)



Tο ευθύγραμμο τμήμα από το (0, 0) έως το (1, 1) H ευθεία που διέρ-
χεται από τα (0, 0) και (1, 1) έχει κλίση m � (1 � 0) (1 � 0) � 1 και
τεταγμένη b � 0. H ευθεία αυτή περιγράφεται από την εξίσωση κλί-
σεως-τεταγμένης, y � x Tο ευθύγραμμο τμήμα από το (0, 0) έως το
(1, 1) που περιέχει το σημείο (0, 0) αλλά όχι το (1, 1) , είναι το γρά-
φημα της συναρτήσεως y � x, όπου το x περιορίζεται στο ημιανοι-
χτό διάστημα 0 � x 	 1. Δηλαδή,

y � x 0 � x 	 1 .

Tο ευθύγραμμο τμήμα από το (1, 0) έως το (2, 1) H ευθεία που διέρ-
χεται από τα (1, 0) και (2, 1) έχει κλίση m � (1 � 0) (2 � 1) � 1 και
διέρχεται από το (1, 0) . H αντίστοιχη εξίσωση σημείου-κλίσεως θα
είναι 

y � 1(x � 1) � 0 , ή y � x � 1 .

Tο ευθύγραμμο τμήμα από το (1, 0) έως το (2, 1) που περιέχει αμφό-
τερα τα ακραία σημεία είναι το γράφημα της συνάρτησης y � x � 1,
όπου το x περιορίζεται στο κλειστό διάστημα 1 � x � 2. Δηλαδή,

y � x � 1 , 1 � x � 2 .

Tμηματικός τύπος Συνδυάζοντας τους τύπους για τα δυο τμήματα του
γραφήματος, λαμβάνουμε

H συνάρτηση απόλυτης τιμής
H συνάρτηση απόλυτης τιμής y � � x � ορίζεται κατά τμήματα μέσω του
τύπου

H συνάρτηση είναι άρτια, και η γραφική της παράσταση (Σχήμα 19)
συμμετρική ως προς τον άξονα y. Δεδομένου ότι το σύμβολο δηλώ-
νει τη μη αρνητική τετραγωνική ρίζα του a μπορούμε να χρησιμοποι-
ήσουμε και τον εναλλακτικό ορισμό

 .� x � � �x2

 ,
�a

� x � � ��x ,
x ,
    x 	 0

    x � 0 .

f (x) � �x ,
x � 1 ,

    0 � x 	 1
    1 � x � 2 .

 / 

 ,

 .

 / 
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x

y

1

1

y � f (x)

0 2

(1, 1) (2, 1)
ΣΧΗΜΑ 18 Tο αριστερό ευθύ-
γραμμο τμήμα περιέχει το ση-
μείο (0, 0) αλλά όχι το (1, 1) .
Tο δεξιό ευθύγραμμο τμήμα πε-
ριέχει και τα δύο ακραία του
σημεία. (Παράδειγμα 6)

Θυμηθείτε ότι . Mην γρά-
φετε λοιπόν παρά μόνο αν
γνωρίζετε ήδη ότι a � 0 .

�a 2 � a
�a 2 � � a �

Iδιότητες απόλυτων τιμών

1.

2.

3.

4. � a � b � � � a � � � b �

� a
b � � 

� a �

� b �

� ab � � � a � � b �

� �a � � � a �

x

y

0 1

1

3

2

2 3–1–2–3

y � xy � –x

y � x

ΣΧΗΜΑ 19 H συνάρτηση από-
λυτης τιμής έχει πεδίο ορι-
σμού το (�� , �) και πεδίο
τιμών το [0 , �) .



Πώς μετατοπίζουμε μια γραφική παράσταση
Προκειμένου να μετατοπίσουμε τη γραφική παράσταση μιας συναρτή-
σεως y � f(x) προς τα πάνω, προσθέτουμε μια θετική σταθερά στο δε-
ξιό μέλος του τύπου y � f (x) .

Για μετατόπιση προς τα κάτω, προσθέτουμε μια αρνητική σταθερά
στο δεξιό μέλος του τύπου y � f (x) .

Παράδειγμα 7 Kατακόρυφη μετατόπιση γραφήματος

Προσθέτοντας τη μονάδα στο δεξιό μέλος του τύπου y � παίρνου-
με y � � 1, οπότε το γράφημα μετατοπίζεται προς τα πάνω κατά
μία μονάδα (Σχήμα 20). Προσθέτοντας το �2 στο δεξιό μέλος του τύ-
που y � παίρνουμε y � � 2, οπότε το γράφημα μετατοπίζεται
προς τα κάτω κατά δύο μονάδες (Σχήμα 20).

Για να μετατοπίσουμε το γράφημα της y � f (x) προς τα αριστερά, προ-
σθέτουμε μια θετική σταθερά στο x Για μετατόπιση προς τα δεξιά,
προσθέτουμε μια αρνητική σταθερά στο x

Παράδειγμα 8 Oριζόντια μετατόπιση γραφήματος

Προσθέτοντας το 3 στο x, όπου y � , παίρνουμε y � (x � 3)2 , και
το γράφημα μετατοπίζεται προς τα αριστερά κατά τρεις μονάδες
(Σχήμα 21). Προσθέτοντας το �2 στο x, όπου y � , παίρνουμε
y � (x � 2)2 , και το γράφημα μετατοπίζεται προς τα δεξιά κατά δύο
μονάδες (Σχήμα 21).

x2

x2

 .
 .

x2x2

x2
x2
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x

y

0 2

1

–2

y � x2 � 2

2

–1

–2

y � x2

y � x2 � 1

y � x2 � 2

2 
���&��

1 
���&	

ΣΧΗΜΑ 20 Για να μετατοπίσουμε το
γράφημα της f (x) � προς τα πάνω
(ή προς τα κάτω), προσθέτουμε θε-
τικές (ή αρνητικές) σταθερές στον
τύπο της f .

x2

*����#���
� 

�	 ������
��	���� ��� x.

*����#���
� 
�	 
	������� ��	���� 
��� x.

x

y

0 2

1

–3 1

y � (x � 3)2 y � x2 y � (x � 2)2

ΣΧΗΜΑ 21 Για να μετατοπίσουμε το γράφημα της y � προς τα αρι-
στερά, προσθέτουμε μια θετική σταθερά στο x Για μετατόπιση προς
τα δεξιά, προσθέτουμε μια αρνητική σταθερά στο x .

 .
x2

Tύποι μετατόπισης

KΑΤΑΚΟΡΥΦΕΣ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΙΣ

y � f (x) � k Mετατοπίζει το γράφημα k μονάδες πάνω
αν k � 0

Mετατοπίζει το γράφημα �k � μονάδες κάτω
αν k 	 0

ΟΡΙΖΟΝΤΙΕΣ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΙΣ

y � f (x � h) Mετατοπίζει το γράφημα h μονάδες 
αριστερά αν h � 0

Mετατοπίζει το γράφημα �h � μονάδες δεξιά
αν h 	 0



Παράδειγμα 9 Συνδυασμός μετατοπίσεων

Bρείτε τα πεδία ορισμού και τιμών, και σχεδιάστε τη γραφική πα-
ράσταση της συνάρτησης f (x) � �x � 2 � � 1.

Λύση Tο γράφημα της f είναι αυτό της συνάρτησης απόλυτης τιμής
μετατοπισμένο κατά 2 μονάδες οριζόντια, και συγκεκριμένα προς τα
δεξιά, και κατά 1 μονάδα κατακόρυφα προς τα κάτω (Σχήμα 22). Tο
πεδίο ορισμού της f είναι το (��, �) , ενώ το πεδίο τιμών της είναι
το [�1, �) .

Σύνθετες συναρτήσεις
Aς υποθέσουμε ότι μερικές από τις εξόδους (τιμές) μιας συναρτήσεως g
μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως είσοδοι μιας άλλης συναρτήσεως f
Mπορούμε τότε να συνδέσουμε τις g και f και να κατασκευάσουμε μια
νέα συνάρτηση της οποίας οι είσοδοι x είναι οι είσοδοι της g, ενώ οι
έξοδοί της είναι οι αριθμοί f(g(x)) , όπως φαίνεται στο Σχήμα 23. Λέμε
τότε ότι η συνάρτηση f(g(x)) (διαβάζεται «f του g του x») είναι η σύνθετη
συνάρτηση των g και f . H συνάρτηση αυτή κατασκευάστηκε συνθέτοντας
τις g και f με πρώτη κατά σειρά εφαρμογής την g και δεύτερη την f. O
συνήθης συμβολισμός για τη σύνθετη αυτή συνάρτηση είναι f � g και
διαβάζεται «f του g». H τιμή της f � g στο x είναι ( f � g)(x) � f(g(x)) . Ση-
μειώστε ότι ο συμβολισμός f � g δηλώνει ότι πρώτα εφαρμόζουμε την g
στη μεταβλητή εισόδου x, και κατόπιν την f

Παράδειγμα 10 Θεωρώντας μια συνάρτηση σύνθετη

H συνάρτηση στο Παράδειγμα 2 μπορεί να ειδωθεί ως
μια αλληλουχία δύο βημάτων, όπου στο πρώτο υπολογίζεται το 1 �
και στο δεύτερο εξάγεται η τετραγωνική ρίζα του πρώτου αποτελέ-
σματος. H συνάρτηση y είναι η σύνθεση της g(x) � 1 � και της

. Σημειώστε ότι η ποσότητα 1 � δεν μπορεί να είναι αρ-
νητική. Tο πεδίο ορισμού της σύνθετης συνάρτησης είναι λοιπόν το
διάστημα [�1 , 1] .

Παράδειγμα 11 Τύπος και τιμή σύνθετης συναρτήσεως 

Bρείτε έναν τύπο για την f (g(x)) αν g(x) � και f (x) � x � 7. Kατό-
πιν υπολογίστε την τιμή f (g(2)) .

Λύση Για να βρούμε την f (g(x)) , αντικαθιστούμε το x στον τύπο
f (x) � x � 7 με την έκφραση που δίδεται για την g(x) .

Έπειτα υπολογίζουμε την τιμή θέτοντας όπου x το 2.

.f (g(2)) � (2)2 � 7 � �3

f (g(2))

  f (g(x)) � g(x) � 7 � x2 � 7

 f (x) � x � 7

x2

x2f (x) � �x
x2

x2
y � �1 � x2

 .

 ,

 .
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[–4, 8] ��� [–3, 5]

y = | x – 2| –1

ΣΧΗΜΑ 22 Tο κατώτερο σημείο του
γραφήματος της f (x) � �x � 2 � � 1
είναι το (2, �1) . (Παράδειγμα 9)

x
g

g(x)
f

f (g(x))

ΣΧΗΜΑ 23 Δυο συναρτήσεις μπορούν
να συντεθούν στο x, εφόσον η τιμή
της πρώτης συναρτήσεως στο x
ανήκει στο πεδίο ορισμού της δεύ-
τερης. H σύνθετη συνάρτηση συμ-
βολίζεται ως f � g .



AΣKHΣEIΣ 2

Eύρεση τύπων συναρτήσεων
1. Eκφράστε το εμβαδόν και την περίμετρο ισόπλευρου

τριγώνου συναρτήσει του μήκους πλευράς x

2. Eκφράστε το μήκος πλευράς τετραγώνου συναρτήσει
του μήκους της διαγωνίου του d. Kατόπιν εκφράστε το
εμβαδόν του τετραγώνου συναρτήσει του μήκους της
διαγωνίου.

3. Eκφράστε το μήκος της ακμής κύβου συναρτήσει του
μήκους της διαγωνίου του κύβου d Kατόπιν εκφράστε
το εμβαδόν και τον όγκο του κύβου συναρτήσει του
μήκους της διαγωνίου. 

4. Ένα σημείο P στο πρώτο τεταρτημόριο ανήκει στη
γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) � . Eκ-
φράστε τις συντεταγμένες του P συναρτήσει της κλί-
σεως της ευθείας που συνδέει το P με την αρχή των
αξόνων.

Ποια από τα διαγράμματα των Aσκήσεων 5 και 6 αποτε-
λούν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων του x και ποια
όχι; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

5. (α) (β)

6. (α) (β)

Πεδία ορισμού και τιμών
Στις Aσκήσεις 7-10, βρείτε τα πεδία ορισμού και τιμών για
κάθε συνάρτηση.

7. (α) (β)

8. (α) (β)

9. 10.

Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις
Σχεδιάστε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων
των Aσκήσεων 11 και 12. Ποιες συμμετρίες (αν υπάρχουν)
διαθέτουν τα γραφήματα; 

11. (α) (β)

12. (α) (β)

13. Σχεδιάστε τις παρακάτω εξισώσεις και εξηγήστε για-
τί δεν αποτελούν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων
του x

(α) �y � � x (β) �

14. Σχεδιάστε τις παρακάτω εξισώσεις και εξηγήστε για-
τί δεν αποτελούν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων
του x

(α) �x � � �y � � 1 (β) �x � y � � 1

Άρτιες και περιττές συναρτήσεις
Στις Aσκήσεις 15-20, αποφανθείτε για το αν η κάθε συν-
άρτηση είναι άρτια, περιττή, ή τίποτα από τα δύο. 

15. (α) (β)

16. (α) (β)

17. (α) (β)

18. (α) (β)

19. (α) (β)

20. (α) (β)

Συναρτήσεις που ορίζονται κατά τμήματα 
Στις Aσκήσεις 21-24, (α) σχεδιάστε τη γραφική παράστα-
ση κάθε συναρτήσεως. Kατόπιν βρείτε (β) το πεδίο ορι-
σμού και (γ) το πεδίο τιμών της.

21. (α) (β)

22. (α) (β)

23.

24.

25. Mάθετε γράφοντας Tο κριτήριο της κατακορύφου μάς επι-
τρέπει να προσδιορίζουμε αν μία καμπύλη είναι η γρα-
φική παράσταση κάποιας συνάρτησης, κι έχει ως
εξής: Aν κάθε κατακόρυφη ευθεία που ανήκει στο επί-
πεδο xy τέμνει μια δεδομένη καμπύλη σε ένα το πολύ
σημείο, τότε η καμπύλη αποτελεί τη γραφική παρά-
σταση κάποιας συνάρτησης. Eξηγήστε γιατί αληθεύει
η δήλωση αυτή. 

26. Mάθετε γράφοντας Ένα σημείο (x y) θα ανήκει σε μια
καμπύλη που είναι συμμετρική ως προς τον άξονα x, αν
και μόνο αν και το (x �y) ανήκει σε αυτήν. Eξηγήστε
γιατί μια συμμετρική ως προς τον άξονα x καμπύλη
δεν μπορεί να είναι η γραφική παράσταση συναρτήσε-
ως άλλης από την y � 0 .

Στις Aσκήσεις 27 και 28, δώστε έναν τύπο που να ορίζει
κατά τμήματα τη συνάρτηση.

 ,

 ,

f (x) � �x2 ,
x3 ,
2x � 1 ,

x 	 0
0 � x � 1
x � 1

f (x) � �4 � x2 ,
(3 / 2)x � 3 / 2 ,
x � 3 ,

x 	 1
1 � x � 3
x � 3

f (x) � �1 ,
�x ,

x 	 0
x � 0

f (x) � �3 � x ,
2x ,

x � 1
1 	 x

f (x) � 2� x � 4 � � 3f (x) � �� 3 � x � � 2

h(t) � 2� t � � 1h(t) � �t 2 � 3

h(t) � � t 3
 �h(t) � 1

t � 1

g(x) � x
x2 � 1

g(x) � 1
x2 � 1

g(x) � x4 � 3x2 � 1g(x) � x3 � x

f (x) � x2 � xf (x) � x2 � 1

f (x) � x�5f (x) � 3

 .

x2y 2

 .

y � �1
xy � �� x �

y � � 1
x2

y � �x3

g(z) � �3 z � 3g(z) � �4 � z 2

F(t) � 1

1 � �t
F(t) � 1

�t

f (x) � 1 � �xf (x) � 1 � x2

x

y

0
x

y

0

x

y

0
x

y

0

 ,

�x

 .

 .
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27. (α)

(β)

(γ) (δ)

28. (α)

(β)

(γ) (δ)

Mετατόπιση γραφικών παραστάσεων
29. Aντιστοιχίστε τις εξισώσεις (α) έως (δ) στις θέσεις

που σημειώνονται στο παρακάτω σχήμα.

(α) (β) 

(γ) (δ)

30. Tο σχήμα δείχνει τη γραφική παράσταση της y � � ,
μετατοπισμένη σε τέσσερις νέες θέσεις. Γράψτε μια
εξίσωση για καθεμία από τις τέσσερις γραφικές παρα-
στάσεις.

Στις Aσκήσεις 31-36 δηλώνεται κατά πόσες μονάδες και
προς ποιες κατευθύνσεις πρέπει να μετατοπιστούν οι γρα-
φικές παραστάσεις των εξισώσεων που δίδονται. Bρείτε
μια εξίσωση για κάθε μετατοπισμένη γραφική παράσταση.
Kατόπιν σχεδιάστε πρόχειρα στο ίδιο διάγραμμα τόσο το
αρχικό όσο και τα μετατοπισμένα γραφήματα, ονομάζο-
ντας το καθένα με την εξίσωση που του αντιστοιχεί.

31. Kάτω 3, αριστερά 2

32. Aριστερά 1, κάτω 1

33. Δεξιά 1, κάτω 1

34. Δεξιά 3

35. y = (1/2) (x + 1) + 5 Kάτω 5, δεξιά 1

36. Aριστερά 1

Σύνθετες συναρτήσεις
37. Aν f (x) = x + 5 και g(x) = x2 – 3, βρείτε τις παρακάτω

ποσότητες:

(α) (β)

(γ) (δ)

(ε) (στ)

(ζ) (η)

38. Aν και g(x) � 1 (x � 1) , βρείτε τις παρα-
κάτω ποσότητες:

(α) (β)

(γ) (δ)

(ε) (στ)

(ζ) (η)

39. Aν , και , βρείτε έ-
ναν τύπο για καθεμία από τις παρακάτω συναρτήσεις:

(α) (β) u( f(v(x)))u(v( f(x)))

f (x) � 1 / xu(x) � 4x � 5 , v(x) � x2

g(g(x))f( f (x))

g(g(2))f( f (2))

g( f (x))f (g(x))

g( f (1 / 2))f (g(1 / 2))

 / f (x) � x � 1

g(g(x))f ( f (x))

g(g(2))f ( f (�5))

g( f (x))f (g(x))

g( f (0))f (g(0))

x � y 2

y � ��x

y � x2 / 3

y � x3

x2 � y 2 � 49

x2

y � (x � 3)2 � 2y � (x � 2)2 � 2

y � (x � 2)2 � 2y � (x � 1)2 �4

t

y

0

A

2TTT–
2

–A

3T—
2

x

y

0

1
(T, 1)

TT–
2

x

y

1

2

(–2, –1) (3, –1)(1, –1)

x

y

3

1
(–1, 1) (1, 1)

–1
x

y

3
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2

1

–2

–3

–1
(2, –1)

x

y

52

2
(2, 1)

t

y

0

2

41 2 3

x

y

0

1

2

(1, 1)
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(γ) (δ)

(ε) (στ)

40. Aν , και h(x) � 4x � 8 , βρείτε
έναν τύπο για καθεμία από τις παρακάτω συναρτήσεις:

(α) (β)

(γ) (δ)

(ε) (στ)

Έστω f (x) � x � 3 , , h(x) � , και j(x) � 2x
Στις Aσκήσεις 41 και 42, εκφράστε κάθε δοθείσα συνάρ-
τηση ως σύνθεση μιας ή περισσοτέρων από τις f g h και
j

41. (α) (β)

(γ) (δ)

(ε) (στ)

42. (α) (β)

(γ) (δ)

(ε) (στ)

43. Aντιγράψτε και συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα:

g(x) f(x) ( f � g)(x)

(α) ;

(β) ; x
(γ) 1 x ; x
(δ) ; � x �

44. Aντιγράψτε και συμπληρώστε τον ακόλουθο πίνακα:

g(x) f(x) ( f � g)(x)

(α) ;

(β) ;

(γ) ;

(δ) ;

(ε) ; x

(στ) ; x

45. Tο σχήμα δείχνει το γράφημα της συναρτήσεως f (x)
που έχει πεδίο ορισμού το διάστημα [0 , 2] και πεδίο τι-
μών το [0 , 1] . Bρείτε τα πεδία ορισμού και τιμών των
παρακάτω συναρτήσεων, και σχεδιάστε πρόχειρα τις
γραφικές τους παραστάσεις.

(α) (β)

(γ) (δ)

(ε) (στ)

(ζ) (η)

46. Tο σχήμα δείχνει το γράφημα της συναρτήσεως g(t)
που έχει πεδίο ορισμού το διάστημα [�4 , 0] και πεδίο
τιμών το  [�3 , 0] . Bρείτε τα πεδία ορισμού και τιμών
των παρακάτω συναρτήσεων, και σχεδιάστε τις γραφι-
κές τους παραστάσεις.

(α) (β)

(γ) (δ)

(ε) (στ)

(ζ) (η)

Θεωρία και παραδείγματα
47. Tο πρόβλημα του κώνου Πάρτε ένα κυκλικό κομμάτι χαρ-

τί ακτίνας 4 cm, όπως φαίνεται στο σχήμα (α). Aπο-
κόψτε έναν κυκλικό τομέα μήκους τόξου x Στο κομ-
μάτι χαρτιού που απέμεινε, ενώστε τις δύο ακμές σχη-
ματίζοντας κώνο ακτίνας r και ύψους h όπως φαίνεται
στο σχήμα (β).

(α) Eξηγήστε γιατί η περιφέρεια της βάσης του κώ-
νου ισούται με 8p � x

(β) Eκφράστε την ακτίνα r συναρτήσει του x

(γ) Eκφράστε το ύψος h συναρτήσει του x

(δ) Eκφράστε τον όγκο V του κώνου συναρτήσει του
x

48. Bιομηχανικό κόστος H εταιρεία Dayton Power and Light,
Inc., διαθέτει έναν σταθμό παραγωγής ενέργειας στον
ποταμό Miami, σε σημείο όπου το πλάτος του ποταμού
είναι 240 m. H εγκατάσταση καινούριου καλωδίου
σύνδεσης του σταθμού με την πόλη η οποία απέχει 3
km κατά μήκος του ποταμού και βρίσκεται στην αντί-
περα όχθη, στοιχίζει $600 το μέτρο διά του ποταμού
και $330 το μέτρο διά ξηράς (δηλ. κατά μήκος της
όχθης). 

(α) Yποθέστε ότι το καλώδιο εκτείνεται από τον σταθμό μέ-
χρι το σημείο Q στην αντίπερα όχθη, το οποίο απέχει x
από το αμέσως απέναντι στον σταθμό σημείο P.

 .

 .

 .

 .

 ,

 .

�g(t � 4)g(1 � t)

g(t � 2)g(�t � 2)

1 � g(t)g(t) � 3

�g(t)g(�t)

�f (x � 1) � 1f (�x)

f (x � 1)f (x � 2)

�f (x)2 f (x)

f (x) � 1f (x) � 2

1
x

1 � 1x

x
x � 1

x
x � 1

�x2 � 5�x � 5

3xx � 2

�xx � 7

�x
 / 

1 � 1 / x

�x2 � 5�x � 5

y � �x3 � 3y � 2�x � 3

y � x � 6y � x9

y � x3 / 2y � 2x � 3

y � (2x � 6)3y � �(x � 3)3

y � 4xy � x1 / 4

y � 2�xy � �x � 3

 .
 , , ,

 .x3g(x) � �x

f (h(g(x)))f (g(h(x)))

g( f(h(x)))g(h( f(x)))

h( f(g(x)))h(g( f(x)))

f (x) � �x , g(x) � x / 4

f (v(u(x)))f (u(v(x)))

v( f(u(x)))v(u( f(x)))
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Γράψτε τον τύπο μιας συνάρτησης C(x) που δίνει
το κόστος εγκατάστασης του καλωδίου συναρτή-
σει του x

(β) Φτιάξτε έναν πίνακα τιμών προκειμένου να προσ-
διορίσετε αν η ελαχίστου κόστους τοποθεσία του
σημείου Q απέχει λιγότερο ή περισσότερο από
600 m από το σημείο P

49. Άρτιες και περιττές συναρτήσεις

(α) Tο γινόμενο δύο άρτιων συναρτήσεων είναι απα-
ραίτητα άρτια συνάρτηση; Aιτιολογήστε την
απάντησή σας.

(β) Oμοίως, τι είδους συνάρτηση είναι το γινόμενο δύο
περιττών συναρτήσεων; Aιτιολογήστε την απάν-
τησή σας.

(γ) Eίναι δυνατόν να είναι μια συνάρτηση άρτια και
περιττή ταυτόχρονα; Aιτιολογήστε την απάντησή
σας.

50. Ένα μαγικό κόλπο Θα έχετε ακούσει κάποιο τρικ του εί-
δους: Διάλεξε έναν αριθμό στην τύχη. Πρόσθεσέ του
το 5. Διπλασίασε ό,τι βρήκες. Aφαίρεσε 6. Διαίρεσε
με το 2. Aφαίρεσε 2. Tώρα πες μου τι βρήκες, και θα
σου πω ποιον αριθμό είχες αρχικά επιλέξει.

(α) Διαλέξτε έναν αριθμό στην τύχη και δοκιμάστε το. 

(β) Γιατί δουλεύει το τρικ για τυχόντα αριθμό; 

51. Σχεδιάστε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτή-
σεων και στο ίδιο διάγραμμα
με (α) το άθροισμά τους, (β) το γινόμενό τους, (γ) τη δια-
φορά τους, και (δ) το πηλίκο τους.

52. Έστω και . Σχεδιάστε τις f και g
στο ίδιο διάγραμμα με τις f � g και g � f

Mερικοί υπολογιστές μάς επιτρέπουν να χρησιμοποιούμε
μια συνάρτηση y1 ως την ανεξάρτητη μεταβλητή μιας άλ-
λης συνάρτησης. Mε τον τρόπο αυτόν μπορούμε να συνθέ-
τουμε συναρτήσεις. 

53. (α) Σε τέτοιο υπολογιστή εισάγετε τις συναρτήσεις

y3 = y2(y1(x)),   και   y4 = y1(y2(x)).

Ποια από τις y3 και y4 αντιστοιχεί στην f � g ;

Ποια αντιστοιχεί στην g � f ;

(β) Σχεδιάστε τις y1 y2 και y3 προκειμένου να εικά-
σετε τα πεδία ορισμού και τιμών της y3

(γ) Σχεδιάστε τις y1 y2 και y4 προκειμένου να εικά-
σετε τα πεδία ορισμού και τιμών της y4

(δ) Eπαληθεύστε τις εικασίες σας αλγεβρικά, βρίσκο-
ντας τους τύπους των συναρτήσεων y3 και y4

54. Eισάγετε στον υπολογιστή σας τις συναρτήσεις
και y3 � y1 � y2.

(α) Σχεδιάστε την y3 στην περιοχή που ορίζεται από
τα διαστήματα [�3 , 3] για το x και [�1 , 3] για το
y.

(β) Συγκρίνετε το πεδίο ορισμού του γραφήματος της
y3 με τα πεδία ορισμού των γραφημάτων των y1 και
y2

(γ) Aντικαταστήστε τη συνάρτηση y3 κατά σειρά με
τις ακόλουθες:

y1 � y2 y2 � y1 y1 � y2 y1 y2 και y2 y1

και επαναλάβετε τη σύγκριση του ερωτήματος (β).

(δ) Bασιζόμενοι στις παρατηρήσεις που κάνατε στα
(β) και (γ), τι συμπεραίνετε για τα πεδία ορισμού
αθροισμάτων, διαφορών, γινομένων, και πηλίκων
συναρτήσεων; 

Παλινδρομική ανάλυση: πρυμναία κύματα
και απόσταση ακινητοποίησης 
Δείτε τη σελ. 5 για μια εισαγωγή στην παλινδρομική ανά-
λυση με υπολογιστή.

55. Πρυμναία κύματα Παρατηρήσεις των πρυμναίων κυμά-
των που δημιουργεί μια βάρκα σε κάθετες διευθύνσεις
προς την πορεία της έχουν δείξει ότι η απόσταση με-
ταξύ των κορυφών των κυμάτων αυτών (το μήκος κύμα-
τος) αυξάνεται με την ταχύτητα της βάρκας. O Πίνα-
κας 6 δείχνει τη σχέση μεταξύ του μήκους κύματος και
της ταχύτητας της βάρκας.

(α) Bρείτε μια παλινδρομική εξίσωση δύναμης του τύ-
που y � ax b για τα δεδομένα του Πίνακα 6, όπου x
είναι το μήκος κύματος, και y είναι η ταχύτητα της
βάρκας.

(β) Tοποθετήστε σε ενιαίο σχήμα το γράφημα της πα-
λινδρομικής εξίσωσης δύναμης και το διάγραμμα
διασποράς των δεδομένων. 

(γ) Aπό το γράφημα της παλινδρομικής εξίσωσης δύ-
ναμης, προβλέψτε την ταχύτητα της βάρκας όταν το
μήκος κύματος γίνει 11 m. Eπαληθεύστε αλγεβρι-
κά το αποτέλεσμα που βρήκατε. 

(δ) Eφαρμόστε τώρα γραμμική παλινδρόμηση για να
προβλέψετε την ταχύτητα όταν το μήκος κύματος
είναι 11 m. Tοποθετήστε σε ενιαίο σχήμα την πα-
λινδρομική ευθεία και το διάγραμμα διασποράς
των δεδομένων. Ποια από τις δύο ταιριάζει καλύ-
τερα στα δεδομένα, η ευθεία αυτή ή η καμπύλη του
ερωτήματος (β); 

 , /  , /  , , ,

 .

y1 �  �x, y2 �  �1 �  x

 .

 .
 , ,

 .
 , ,

y1 �  f (x) �  4 �  x2 , y2 �  g(x) �  �x ,

 .
g(x) � x2f (x) � x � 7

g(x) � �1 � xf (x) � �x

 .

 .
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Πίνακας 6 Mήκη κύματος

Mήκος κύματος (m) Tαχύτητα (km/h)

0,20 1,8
0,65 3,6
1,13 5,4
2,55 7,2
4,00 9,0
5,75 10,8
7,80 12,6

10,20 14,4
12,90 16,2
16,00 18,0
18,40 19,8



Eκθετικές συναρτήσεις
Eκθετική αύξηση • Πληθυσμιακή αύξηση • H εκθετική

συνάρτηση e x • Tι απέγινε η συνάρτηση a x ;

Oι εκθετικές συναρτήσεις αποκτούν μεγάλη σπουδαιότητα σε πολλές
επιστημονικές και τεχνολογικές εφαρμογές. Στην ενότητα αυτή θα συ-
νοψίσουμε τα περί των εκθετικών συναρτήσεων και θα μελετήσουμε
μερικά από τα κυριότερα εκθετικά μοντέλα αύξησης και ελάττωσης.
Tα μαθηματικά που αφορούν τις ιδιότητες αυτών των καταπληκτικών
συναρτήσεων, καθώς και τις σχέσεις τους με τις λογαριθμικές συναρ-
τήσεις (τις οποίες παρουσιάζουμε στην επόμενη ενότητα), έχουν κομ-
ψότητα και βάθος. Θα τα διερευνήσουμε λεπτομερέστερα στα Kεφά-
λαια 3 και 6.

Eκθετική αύξηση
O Πίνακας 8 δείχνει την αύξηση ενός κεφαλαίου 100 € που επενδύθηκε
το 1996 με επιτόκιο 5,5%, ανατοκιζόμενο ετησίως. Mετά την παρέ-
λευση ενός έτους, ο λογαριασμός διαθέτει πάντα 1,055 φορές το ποσό
που υπήρχε το προηγούμενο έτος. Mετά n έτη, οι καταθέσεις είναι y �
100 � (1,055)n

Tο φαινόμενο του ανατοκισμού είναι ένα παράδειγμα εκθετικής αύ-
ξησης και περιγράφεται από μια συνάρτηση του τύπου y � P � ax όπου
P είναι το αρχικό κεφάλαιο, και το a ισούται με τη μονάδα προσαυξη-
μένη κατά τo επιτόκιο σε δεκαδική μορφή. 

H εξίσωση y � P � ax a � 0, a � 1, ορίζει μια οικογένεια συ-
ναρτήσεων που καλούνται εκθετικές συναρτήσεις.

Παράδειγμα 1 Σχεδίαση της y = ax

Σχεδιάστε τις συναρτήσεις y � 2x y � 3x και y � 10x Για ποιες
τιμές του x αληθεύουν οι σχέσεις 2x � 3x � 10x ;

Λύση Aπό τις γραφικές παραστάσεις του Σχήματος 24, παρατη-
ρούμε ότι οι συναρτήσεις αυξάνονται για κάθε τιμή του x Για x 	 .

 . , ,

 ,

 ,

 .
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56. Aπόσταση ακινητοποίησης οχήματος O Πίνακας 7 περιέ-
χει πειραματικά δεδομένα της συνολικής απόστασης
που διανύει ένα αυτοκίνητο μέχρι να ακινητοποιηθεί,
έναντι της ταχύτητάς του.

(α) Bρείτε τη δευτεροβάθμια παλινδρομική εξίσωση
που αντιστοιχεί στα δεδομένα του Πίνακα 7.

(β) Tοποθετήστε σε ενιαίο σχήμα τη γραφική παρά-
σταση της δευτεροβάθμιας παλινδρομικής εξίσω-
σης και το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

(γ) Aπό το γράφημα της δευτεροβάθμιας παλινδρομι-
κής εξίσωσης, προβλέψτε τη μέση συνολική από-
σταση ακινητοποίησης για τις ταχύτητες των 108
και 127,5 km/h. Eπαληθεύστε αλγεβρικά τις προ-
βλέψεις σας.

(δ) Tώρα, εφαρμόστε γραμμική παλινδρόμηση για να
προβλέψετε τη μέση συνολική απόσταση ακινητο-
ποίησης για τις ίδιες ταχύτητες των 108 και 127,5
km/h. Tοποθετήστε σε ενιαίο σχήμα την παλινδρο-
μική ευθεία και το διάγραμμα διασποράς των δεδο-
μένων. Tαιριάζει καλύτερα στα δεδομένα του Πί-
νακα 7 η ευθεία αυτή ή η δευτεροβάθμια καμπύλη
του ερωτήματος (β);

Πίνακας 7 Aπόσταση ακινητοποίησης οχήματος

Tαχύτητα (km/h) Mέση συνολική απόσταση 
ακινητοποίησης (m)

30 11,95
37,5 15,90
45 20,90
52,5 26
60 32,95
67,5 40,5
75 49,15
82,5 59,5
90 70,45
97,5 83

115 97,45
122,5 113,90
130 131,80

Πηγή: U.S. Bureau of Public Roads.
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0 , έχουμε 2x � 3x � 10x Για x � 0 , είναι 2x � 3x � 10x � 1. Για
x � 0, έχουμε 2x 	 3x 	 10x

Tο πεδίο ορισμού της f (x) � ax είναι το διάστημα (�� �), ενώ το
πεδίο τιμών είναι το (0 , �). Aν a � 1, το γράφημα της f μοιάζει με το
γράφημα της y � 2x στο Σχήμα 25α. Aν 0 	 a 	 1, τότε το γράφημα της
f μοιάζει με αυτό της y � (1/2)x � 2-x του Σχήματος 25β.

Παράδειγμα 2 Σχεδίαση της y = a –x

Σχεδιάστε τις συναρτήσεις y � 2�x , y � 3�x , και y � 10�x . Για ποι-
ες τιμές του x αληθεύουν οι σχέσεις 2�x � 3�x � 10�x ;

Λύση Aπό τις γραφικές παραστάσεις του Σχήματος 26, παρατηρού-
με ότι οι συναρτήσεις φθίνουν για κάθε τιμή του x. Για x 	 0, θα
έχουμε 2�x 	 3�x 	 10�x . Για x � 0, ισχύει 2�x � 3�x � 10�x � 1.
Για x � 0, έχουμε 2�x � 3�x � 10�x .

Oι εκθετικές συναρτήσεις έχουν τις ακόλουθες ιδιότητες:

 ,

 .
 .

253. Εκθετικές συναρτήσεις

Πίνακας 8 Aύξηση καταθέσεων λογαριασμού ταμιευτηρίου

Έτος Ποσό (σε €) Aύξηση (σε €)

1996 100
1997 100(1,055)  � 105,50 5,50
1998 100(1,055)2 � 111,30 5,80
1999 100(1,055)3 � 117,42 6,12
2000 100(1,055)4 � 123,88 6,46

x

y

0 0,5–0,5 1–1

2

4

6

8

10

12

y = 10x

y = 3x

y = 2x

ΣΧΗΜΑ 24  .y � 2 x , y � 3x , y � 10 x

Oρισμός Eκθετική συνάρτηση
Έστω a ένας θετικός πραγματικός αριθμός διάφορος του 1. H
συνάρτηση

f (x) � ax

είναι η εκθετική συνάρτηση με βάση a .

[–6, 6] ��� [–2, 6]

(	)

y = 2x

[–6, 6] ��� [–2, 6]

(�)

y = 2–x

ΣΧΗΜΑ 25 Γραφικές παραστάσεις των (α) y � 2x και (β) y � 2�x
 .

x

y

0 0,5–0,5 1–1

2

4

6

8

10

12

y = 10–x

y = 3–x

y = 2–x

ΣΧΗΜΑ 26  .y � 2�x , y � 3�x , y � 10�x



Πληθυσμιακή αύξηση
Σε μερικές περιπτώσεις, η αύξηση ενός πληθυσμού μπορεί να περιγρα-
φεί μαθηματικά με μια εκθετική συνάρτηση. Στον Πίνακα 9 δίδονται
κάποιες τιμές του (ανθρώπινου) πληθυσμού της Γης. Σε μια τρίτη στή-
λη έχουμε διαιρέσει τον πληθυσμό κάθε έτους με αυτόν του προηγού-
μενου έτους, προκειμένου να αποκτήσουμε μια αίσθηση του πώς αυξά-
νεται ο πληθυσμός.

Παράδειγμα 3 Πρόβλεψη του παγκόσμιου πληθυσμού

Xρησιμοποιήστε τα δεδομένα του Πίνακα 9 και ένα εκθετικό μοντέ-
λο, ώστε να προβλέψετε τον πληθυσμό της Γης το έτος 2010.

Λύση Bασιζόμενοι στην τρίτη στήλη του Πίνακα 9 (και παρά τις
όποιες παρεκκλίσεις), φαίνεται εύλογη η εικασία ότι ο παγκόσμιος
πληθυσμός κάθε έτους ισούται περίπου με 1,018 φορές τον πληθυσμό
του προηγούμενου έτους. Έτσι, μετά την παρέλευση t ετών από το
1986, ο πλανήτης θα έχει P(t) � 4936 (1,018)t εκατομμύρια ανθρώ-
πους. O πληθυσμός το έτος 2010, δηλαδή t � 24 έτη μετά το 1986, θα
είναι περίπου

P(24) � 4936(1,018)24 � 7573,9

δηλαδή 7,6 δισεκατομμύρια άνθρωποι.

H εκθετική συνάρτηση ex

H σπουδαιότερη εκθετική συνάρτηση για τη μαθηματική περιγραφή
φυσικών και οικονομικών φαινομένων είναι η φυσική εκθετική συν-

26 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

Ιδιότητες εκθετικών
Aν a � 0 και b � 0, τότε για τους πραγματικούς αριθμούς x και y
θα ισχύουν τα εξής:

1.

2.

3.

4.

5. ax

bx � �a
b�

x

ax � bx � (ab) x

(ax
 ) y � (ay

 )x � axy

ax

ay � ax�y

ax � ay � ax�y

Πίνακας 9 Παγκόσμιος πληθυσμός

Έτος Πληθυσμός (εκατομμύρια) Πηλίκο

1986 4936
1987 5023 5023/4936 � 1,0176
1988 5111 5111/5023 � 1,0175
1989 5201 5201/5111 � 1,0176
1990 5329 5329/5201 � 1,0246
1991 5422 5422/5329 � 1,0175

Πηγή: Statistical Office of the United Nations, Monthly Bulletin Statistics, 1991.



άρτηση, που έχει ως βάση τον περίφημο αριθμό e , ο οποίος ισούται με
2,718281828, με ακρίβεια εννέα δεκαδικών ψηφίων. Mπορούμε να ορί-
σουμε το e ως τον αριθμό που προσεγγίζεται από την τιμή της συ-
νάρτησης καθώς το x αυξάνεται απεριόριστα. Tόσο η
γραφική παράσταση όσο και ο πίνακας τιμών του Σχήματος 27 δημι-
ουργούν εύλογα την πεποίθηση ότι ένας τέτοιος αριθμός όντως υπάρ-
χει. Kατά την ενασχόλησή σας με τον απειροστικό λογισμό θα μάθετε
περισσότερα για τον αριθμό e , και για το πώς αυτός προκύπτει.

Oι εκθετικές συναρτήσεις , όπου k είναι μια μη μηδενική
σταθερά, χρησιμοποιούνται συχνότατα ως μοντέλα εκθετικών αυξήσε-
ων ή μειώσεων. Παράδειγμα εκθετικής αύξησης είναι ο συνεχής ανατο-
κισμός κεφαλαίου, όπου εφαρμόζεται το μοντέλο y � P � ert Ø εδώ P εί-
ναι το αρχικό κεφάλαιο, r είναι το επιτόκιο εκπεφρασμένο ως δεκαδι-
κός αριθμός, και t είναι το χρονικό διάστημα σε έτη. Ένα παράδειγμα
εκθετικής μείωσης είναι το μοντέλο y = A • e–1,2�10–4t , που περιγράφει τη
ραδιενεργό διάσπαση του στοιχείου άνθρακας-14 με την πάροδο του
χρόνου. Eδώ A είναι η αρχική ποσότητα άνθρακα-14, και t είναι ο χρό-
νος σε έτη. H διάσπαση του άνθρακα-14 χρησιμεύει στη χρονολόγηση
λειψάνων νεκρών οργανισμών (κοχυλιών, σπόρων) καθώς και ξύλινων
αντικειμένων.

Στο Σχήμα 28 έχουν σχεδιαστεί γραφικές παραστάσεις εκθετικής
αύξησης και μείωσης.

Παράδειγμα 4 Aύξηση κεφαλαίου λογαριασμού ταμιευτηρίου  

Tο μοντέλο του συνεχούς ανατοκισμού χρησιμοποιείται από εταιρεί-
ες επενδύσεων προκειμένου να υπολογίσουν την αύξηση του επενδυ-
όμενου κεφαλαίου τους. Eφαρμόστε το μοντέλο αυτό για να μελετή-
σετε την αύξηση ενός κεφαλαίου 100 € που επενδύθηκε το 1996 με ε-
τήσιο επιτόκιο 5,5%, συνεχώς ανατοκιζόμενο. 

Λύση

Mοντέλο

Έστω ότι η τιμή x � 0 αντιστοιχεί στο 1996, η x � 1 στο 1997, κ.ο.κ.
Tο εκθετικό μοντέλο για συνεχή ανατοκισμό είναι τότε ,
όπου P � 100 (το αρχικό κεφάλαιο), r � 0,055 (το ετήσιο επιτόκιο εκ-
πεφρασμένο ως δεκαδικός αριθμός), και x είναι το χρονικό διάστημα
σε έτη. Για να προβλέψουμε το ύψος των καταθέσεων το 2000, για πα-

y(x) � P � erx

y � ekx

f (x) � (1 � 1 / x)x

273. Εκθετικές συναρτήσεις

X

Y1 = (1+1/X)^X

1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000

2.7169
2.7176
2.7178
2.7179
2.718
2.7181
2.7181

Y1

[–10, 10] ��� [–5, 10]

y = (1 + 1/x)x

ΣΧΗΜΑ 27 Tόσο η γραφική παρά-
σταση όσο και ο πίνακας τιμών της
f (x) � (1 � 1 x)x υποδεικνύουν ότι
καθώς x l � f (x) l e � 2,718 . ,

 / 

Oρισμοί Eκθετική αύξηση, εκθετική μείωση
H συνάρτηση αποτελεί μοντέλο εκθετικής αυξήσεως
αν k � 0 και εκθετικής μειώσεως αν k 	 0 .

y � y 0 

ekx

x

y

(�)

00 0,5

0,6

0,2
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1,4

2,5–0,5–0‚5 1

1

2 3

y = e–1,2xy = e1‚5x
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y

(	)

1‚50‚5 1–1
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2

ΣΧΗΜΑ 28 Γραφήματα (α) εκθετικής αυξήσεως, k � 1,5 � 0 και (β) εκθετι-
κής μειώσεως, k � �1,2 	 0.



ράδειγμα, θέτουμε x � 4 και υπολογίζουμε

y(4) = 100 • e0,055(4)

= 100 • e0,22

= 124,61.
Συγκρίνοντας το αποτέλεσμα αυτό με το ποσό των 123,88 € που προ-
κύπτει όταν ο ανατοκισμός είναι ετήσιος (Πίνακας 10), βλέπουμε ότι
συμφέρει τον επενδυτή να ανατοκίζεται το κεφάλαιο όσο το δυνατόν
συχνότερα (στην περίπτωση που εξετάζουμε εδώ, συνεχώς). Στον Πί-
νακα 10, συγκρίνουμε την απόδοση του ετήσιου (βλ. και Πίνακα 8)
και του συνεχούς ανατοκισμού για την περίοδο από το 1996 ώς το
2000.

Mια τράπεζα θα προτιμούσε, ενδεχομένως, να αποδώσει κάτι πε-
ρισσότερο στους πελάτες της σε τόκους, προκειμένου να προσελκύσει
επενδυτές με το δέλεαρ του συνεχούς ανατοκισμού, που θα διαφήμιζε
βέβαια κατάλληλα.

Παράδειγμα 5 Μοντέλο ραδιενεργού διάσπασης

Eργαστηριακά πειράματα απέδειξαν ότι τα άτομα ορισμένων στοι-
χείων εκπέμπουν μέρος της μάζας τους ως ακτινοβολία, και στη συ-
νέχεια αναδιοργανώνονται σχηματίζοντας άτομα κάποιου νέου στοι-
χείου. Για παράδειγμα, ο ραδιενεργός άνθρακας-14 διασπάται σε
άζωτο, ενώ το ράδιο μετά από μια αλληλουχία διασπάσεων μετατρέ-
πεται τελικά σε μόλυβδο. Aν y0 είναι ο αριθμός των ραδιενεργών πυ-
ρήνων που υπάρχουν τη χρονική στιγμή μηδέν, τότε ο αριθμός των
πυρήνων που θα συνεχίζουν να υπάρχουν σε μια τυχούσα μεταγενέ-
στερη στιγμή t θα ισούται με

O αριθμός r καλείται ρυθμός διασπάσεως της ραδιενεργού ουσίας. Για
τον άνθρακα-14, η τιμή του ρυθμού διασπάσεως έχει προσδιοριστεί
πειραματικά ότι είναι r = 1,2 × 10–4 όταν ο χρόνος t μετράται σε έτη.
Kάντε μια πρόβλεψη για το ποσοστό του άνθρακα-14 που θα έχει απο-
μείνει σε δείγμα ουσίας μετά την παρέλευση 866 ετών.

Λύση Aν αρχικά υπήρχαν y0 πυρήνες άνθρακα-14, μετά από 866 έ-
τη θα έχουν απομείνει

y(866) = y0e
(–1,2×10

–4
)(866)

≈ (0,901)y0 .

Δηλαδή, μετά από 866 χρόνια, θα έχει απομείνει το 90% περίπου της
αρχικής ποσότηταςØ με άλλα λόγια, ένα ποσοστό 10% των αρχικών
πυρήνων θα έχει διασπαστεί. Στο Παράδειγμα 12 της επόμενης ενό-

y � y 0e
�rt

 ,    r � 0 .

28 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

Πίνακας 10 Σύγκριση αυξήσεως κεφαλαίου λογαριασμών ταμιευτηρίου

Ποσό (σε €), Ποσό (σε €),
Έτος ετήσιος ανατοκισμός συνεχής ανατοκισμός

1996 100,00 100,00

1997 105,50 105,65

1998 111,30 111,63

1999 117,42 117,94

2000 123,88 124,61



τητας, θα δείτε πώς υπολογίζεται ο αριθμός ετών που πρέπει να πα-
ρέλθουν («χρόνος ημιζωής» ή, απλούστερα, «ημιζωή») ώστε να
έχουν διασπαστεί ακριβώς οι μισοί ραδιενεργοί πυρήνες.

Tι απέγινε το ax ;
Ίσως να αναρωτιέστε για ποιον λόγο χρησιμοποιούμε την οικογένεια
συναρτήσεων για διαφορετικές τιμές της σταθεράς k, αντί των
γενικών εκθετικών συναρτήσεων της μορφής y � Pax Στην επόμενη
ενότητα, θα δούμε ότι η εκθετική συνάρτηση ax ταυτίζεται με την ekx
για κάποια κατάλληλη τιμή της σταθεράς k . Έτσι, ο τύπος 
καλύπτει το σύνολο των εκθετικών συναρτήσεων.

AΣKHΣEIΣ 3

y � y0ekx

 .
y � y0ekx

293. Εκθετικές συναρτήσεις

Στις Aσκήσεις 1-6, αντιστοιχίστε κάθε συνάρτηση με ένα
από τα γραφήματα του Σχήματος 29, χωρίς να καταφύγετε
σε υπολογιστική σχεδίαση.

1. y � 2x 2. y � 3�x

3. y � �3�x 4. y � –0,5�x

5. 6. y � 1,5x – 2

Στις Aσκήσεις 7-10, σχεδιάστε τη συνάρτηση. Bρείτε τα πεδία
ορισμού και τιμών της, καθώς και τα σημεία όπου το γράφημά
της τέμνει τους άξονες.

7. y � �2x � 3 8. y � ex � 3

9. y � 3 � e�x � 2 10. y � �2�x � 1

Στις Aσκήσεις 11-14, ξαναγράψτε την εκθετική έκφραση
στην ενδεδειγμένη βάση.

11. 92x βάση 3 12. 163x , βάση 2

13. (1 8)2x βάση 2 14. (1 27)x βάση 3

Στις Aσκήσεις 15-18, αντιγράψτε και συμπληρώστε τον πί-
νακα τιμών της συνάρτησης, εργαζόμενοι σε ομάδες των
δύο-τριών ατόμων.

15. y � 2x � 3

16. y � �3x � 4

17. y �

18. y � 3ex

19. Mάθετε γράφοντας Eξηγήστε πώς συνδέεται η μεταβο-
λή �y με τις κλίσεις των ευθειών στις Aσκήσεις 15 και
16. Aν οι μεταβολές του x είναι σταθερές για μια γραμ-
μική συνάρτηση, τι συμπεραίνετε για τις αντίστοιχες
μεταβολές του y;

20. Mάθετε γράφοντας Περιγράψτε πώς συνδέεται η μετα-
βολή �y (που προκύπτει καθώς το x αλλάζει διαδοχικά
τιμές στην Άσκηση 17), με τις τιμές αυτές του x. Πόσο
είναι το �y καθώς το x μεταβάλλεται από το x � 1000

x2

 , /  , / 

 ,

y � 2�x �2

(	) (�)

(0) (&)

(�) (��)

ΣΧΗΜΑ 29 Γραφήματα για τις Aσκήσεις 1-6.

x y Mεταβολή (�y)

1 ;
2 ; ;

3 ; ;

4 ; ;

x y Mεταβολή (�y)

1 ;
2 ; ;

3 ; ;

4 ; ;

x y Mεταβολή (�y)

1 ;
2 ; ;

3 ; ;

4 ; ;

x y Πηλίκο (yi yi1)

1 ;
2 ; ;

3 ; ;

4 ; ;

 / 



στο x � 1001; Πόσο, καθώς το x μεταβάλλεται από την
τιμή n στην n � 1, όπου n είναι ένας τυχών θετικός
ακέραιος;

Προεκτείνοντας τις έννοιες
Στις Aσκήσεις 21 και 22, υποθέστε ότι το γράφημα της εκ-
θετικής συναρτήσεως f (x) � k � ax διέρχεται από τα δύο
σημεία. Bρείτε τις τιμές του a και του k

21. (1, 4,5), (�1, 0,5) 22. (1, 1,5), (�1, 6)

Γραφική επίλυση
Στις Aσκήσεις 23-26, επιλύστε τις εξισώσεις μέσω γραφι-
κών παραστάσεων.

23. 2x � 5 24. ex � 4

25. 3x � 0,5 � 0 26. 3 � 2�x � 0

Θεωρία και παραδείγματα
27. Παγκόσμιος πληθυσμός (συνέχεια του Παραδείγματος 3)

Xρησιμοποιήστε το πηλίκο 1,018 και τον πληθυσμό
του 1991 για να εκτιμήσετε τον παγκόσμιο πληθυσμό
το έτος 2010.

28. Bακτηριακή εξάπλωση O αριθμός των βακτηρίων που
υπάρχουν σε μια καλλιέργεια τρυβλίου petri (Σ.τ.M. έ-
να είδος πειραματικού σωλήνα στη μικροβιολογία) με-
τά από t ώρες είναι B = 100e0,693t.

(α) Πόσα βακτήρια υπήρχαν αρχικά;

(β) Πόσα βακτήρια υπάρχουν μετά από 6 ώρες;

(γ) Πότε περίπου θα έχουν γίνει τα βακτήρια 200;
Eκτιμήστε τον χρόνο διπλασιασμού του αριθμού
τους.

Στις Aσκήσεις 29-40, χρησιμοποιήστε ένα εκθετικό μον-
τέλο και έναν υπολογιστή για να υπολογίσετε κατ’ εκτίμη-
ση τη λύση κάθε προβλήματος.

29. Πληθυσμιακή αύξηση O πληθυσμός της πόλης Knoxville
είναι 500.000 και αυξάνεται με ποσοστό 3,75% κατ’
έτος. Πότε περίπου θα έχει φθάσει το 1 εκατομμύριο;

30. Πληθυσμιακή αύξηση O πληθυσμός της πόλης Silver Run
το έτος 1890 ήταν 6250 άτομα. Yποθέστε ότι η αύξηση
του πληθυσμού ήταν 2,75% κατ’ έτος.

(α) Δώστε μια εκτίμηση του πληθυσμού της πόλης τα
έτη 1915 και 1940.

(β) Πότε περίπου ανήλθε ο πληθυσμός στις 50.000;

31. Pαδιενεργός διάσπαση O χρόνος ημιζωής του φωσφό-
ρου-32 είναι περίπου 14 μέρες. Aρχικά υπάρχουν 6,6
γραμμάρια του στοιχείου.

(α) Eκφράστε την ποσότητα του εναπομείναντος φω-
σφόρου-32 συναρτήσει του χρόνου t

(β) Πότε θα έχει απομείνει 1 γραμμάριο φωσφόρου
στο δείγμα;

32. Yπολογισμός χρόνου Aν ο Γιάννης επενδύσει 2300 € σε
έναν λογαριασμό ταμιευτηρίου με 6% επιτόκιο και
ετήσιο ανατοκισμό, πόσο χρονικό διάστημα θα χρεια-
στεί για να γίνει το κεφάλαιό του 4150 €;

33. Διπλασιασμός χρημάτων Προσδιορίστε πόσο χρονικό
διάστημα απαιτείται για να διπλασιαστεί ένα κεφά-
λαιο που επενδύεται με επιτόκιο 6,25% και ετήσιο
ανατοκισμό.

34. Διπλασιασμός χρημάτων Προσδιορίστε πόσο χρονικό διά-
στημα απαιτείται για να διπλασιαστεί ένα κεφάλαιο
που επενδύεται με επιτόκιο 6,25% και μηνιαίο ανα-
τοκισμό.

35. Διπλασιασμός χρημάτων Προσδιορίστε πόσο χρονικό διά-
στημα απαιτείται για να διπλασιαστεί ένα κεφάλαιο
που επενδύεται με επιτόκιο 6,25% και συνεχή ανατο-
κισμό.

36. Tριπλασιασμός χρημάτων Προσδιορίστε πόσο χρονικό
διάστημα απαιτείται για να τριπλασιαστεί ένα κεφά-
λαιο που επενδύεται με επιτόκιο 5,75% και ετήσιο
ανατοκισμό.

37. Tριπλασιασμός χρημάτων Προσδιορίστε πόσο χρονικό
διάστημα απαιτείται για να τριπλασιαστεί ένα κεφά-
λαιο που επενδύεται με επιτόκιο 5,75% και ημερήσιο
ανατοκισμό.

38. Tριπλασιασμός χρημάτων Προσδιορίστε πόσο χρονικό
διάστημα απαιτείται για να τριπλασιαστεί ένα κεφά-
λαιο που επενδύεται με επιτόκιο 5,75% και συνεχή
ανατοκισμό.

39. Bακτήρια χολέρας Yποθέστε ότι μια αποικία βακτηρίων
που περιέχει αρχικά 1 βακτήριο διπλασιάζει τον αριθ-
μό της ανά μισή ώρα. Πόσα βακτήρια θα υπάρχουν
στην αποικία μετά από 24 h;

40. Eξάλειψη ασθένειας Yποθέστε ότι κάθε χρόνο μειώνε-
ται ο αριθμός των κρουσμάτων μιας ασθένειας κατά
20%. Aν υπάρχουν 10.000 κρούσματα σήμερα, τότε πό-
σα χρόνια θα χρειαστούν για

(α) να μειωθεί ο αριθμός κρουσμάτων στα 1000;

(β) να εξαλειφθεί η ασθένεια αυτή; (Δηλαδή, να μει-
ωθεί ο αριθμός κρουσμάτων σε λιγότερα του ενός;)

Παλινδρομική ανάλυση: εκθετικά
πληθυσμιακά μοντέλα
Δείτε τη σελ. 5 για μια εισαγωγή στην παλινδρομική ανά-
λυση με υπολογιστή.

41. O Πίνακας 11 περιέχει στοιχεία για τον πληθυσμό του
Mεξικού.

(α) Έστω ότι η τιμή x � 0 αντιστοιχεί στο 1900, η τι-
μή x � 1 αντιστοιχεί στο 1901, κ.ο.κ. Bρείτε μια
εκθετική εξίσωση παλινδρόμησης για τα δεδομέ-
να του πίνακα και σχεδιάστε την σε ενιαίο σχήμα
με το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

 .

 .
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Πίνακας 11 Πληθυσμός Mεξικού

Έτος Πληθυσμός (εκατομμύρια)

1950 25,8
1960 34,9
1970 48,2
1980 66,8
1990 81,1

Πηγή: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. 
(London: The Macmillan Press, Ltd., 1992).



Aντίστροφες συναρτήσεις και λογάριθμοι
Aμφιμονοσήμαντες συναρτήσεις (1-1) • Aντίστροφες συναρτήσεις

• Eύρεση αντίστροφων συναρτήσεων • Λογαριθμικές

συναρτήσεις • Iδιότητες λογαρίθμων • Eφαρμογές

Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε τι εννοούμε λέγοντας ότι μία συνάρτη-
ση είναι η αντίστροφη κάποιας άλλης. Eπίσης θα δούμε ποιες σχέσεις
υπάρχουν μεταξύ των τύπων και των γραφημάτων συναρτήσεων και των
αντιστρόφων τους. Kατόπιν θα μελετήσουμε τη λογαριθμική συνάρ-
τηση ως αντίστροφη της εκθετικής (στην κατάλληλη βάση), και θα πα-
ρουσιάσουμε αρκετές σημαντικές εφαρμογές των λογαριθμικών συναρ-
τήσεων.

Aμφιμονοσήμαντες συναρτήσεις (1-1)
Όπως γνωρίζουμε, μια συνάρτηση δεν είναι παρά ένας κανόνας που αν-
τιστοιχίζει μία και μόνο τιμή του πεδίου τιμών σε κάθε σημείο του πε-
δίου ορισμού της. Mερικές συναρτήσεις αντιστοιχίζουν την ίδια τιμή
εξόδου σε περισσότερες από μία τιμές εισόδου. Για παράδειγμα, η f(x)
� αναθέτει την έξοδο 4 τόσο στην είσοδο 2 όσο και στην �2 . Yπάρ-
χουν άλλες συναρτήσεις που δεν αποδίδουν ποτέ την ίδια τιμή πε-
ρισσότερες από μία φορές. Για παράδειγμα, οι κύβοι διαφορετικών
αριθμών δεν είναι ποτέ ίσοι.

Aν κάθε τιμή εξόδου μιας συναρτήσεως αντιστοιχίζεται με μόνο μία
τιμή εισόδου, η συνάρτηση καλείται αμφιμονοσήμαντη ή 1-1 (ένα προς
ένα).

H γραφική παράσταση μιας αμφιμονοσήμαντης συναρτήσεως y � f(x)
μπορεί να τέμνει μια τυχούσα οριζόντια ευθεία το πολύ σε ένα της ση-

x2
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(β) Xρησιμοποιήστε την εκθετική εξίσωση παλινδρό-
μησης για να κάνετε μια εκτίμηση του πληθυσμού
του Mεξικού κατά το έτος 1900. Πόσο κοντά πέσα-
τε στον πραγματικό πληθυσμό του 1900, ο οποίος
ήταν 13.607.272;

(γ) Xρησιμοποιήστε την εκθετική εξίσωση παλιν-
δρόμησης για να κάνετε μια εκτίμηση του ετήσιου
ρυθμού αύξησης του μεξικανικού πληθυσμού.

42. O Πίνακας 12 περιέχει στοιχεία για τον πληθυσμό της
Nότιας Aφρικής.

(α) Έστω ότι η τιμή x � 0 αντιστοιχεί στο 1900, η τι-
μή x � 1 αντιστοιχεί στο 1901, κ.ο.κ. Bρείτε μια
εκθετική εξίσωση παλινδρόμησης για τα δεδομέ-
να του πίνακα και σχεδιάστε την σε ενιαίο σχήμα
με το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

(β) Xρησιμοποιήστε την εκθετική εξίσωση παλινδρό-
μησης για να κάνετε μια εκτίμηση του πληθυσμού
της Nότιας Aφρικής κατά το έτος 1990.

(γ) Xρησιμοποιήστε την εκθετική εξίσωση παλινδρό-
μησης για να εκτιμήσετε τον ετήσιο ρυθμό αύξη-
σης του νοτιοαφρικανικού πληθυσμού.

Πίνακας 12 Πληθυσμός Nότιας Aφρικής

Έτος Πληθυσμός (εκατομμύρια)

1904 5,2
1911 6,0
1921 6,9
1936 9,6
1946 11,4
1951 12,7
1960 16,0
1970 18,3
1980 20,6

Πηγή: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).

4

Oρισμός Aμφιμονοσήμαντη (1-1) συνάρτηση
Mια συνάρτηση f (x) είναι αμφιμονοσήμαντη ή 1-1 (ένα προς ένα)
σε ένα πεδίο ορισμού D αν f(a) � f(b) οποτεδήποτε a � b .



μείο (η πρόταση αυτή αποτελεί το λεγόμενο κριτήριο της οριζόντιας ευ-
θείας). Aν την τέμνει σε περισσότερα σημεία, αυτό σημαίνει ότι η συν-
άρτηση αποκτά την ίδια τιμή y περισσότερες από μία φορές και κατά
συνέπεια δεν είναι αμφιμονοσήμαντη. (Σχήμα 30).

Παράδειγμα  1 Xρήση του κριτηρίου της οριζόντιας ευθείας

Προσδιορίστε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι αμφιμονοσήμαν-
τες ή όχι.

(α) f (x) � (β)

Λύση Όπως φαίνεται στο Σχήμα 31α, κάθε οριζόντια ευθεία y � c ,
c � 0 , τέμνει το γράφημα της f (x) � δύο φορές, άρα η f δεν εί-
ναι αμφιμονοσήμαντη. Aπό την άλλη, από το Σχήμα 31β διακρίνου-
με ότι κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση της

είτε μία φορά είτε καθόλου. Έτσι, η συνάρτηση g είναι
αμφιμονοσήμαντη. 

Aντίστροφες συναρτήσεις 
Eφόσον κάθε έξοδος μιας αμφιμονοσήμαντης συναρτήσεως προέρ-
χεται από μία και μόνη είσοδο, μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση θα
μπορεί να αντιστραφεί και να «αποστείλει» τις εξόδους πίσω στις αντί-
στοιχες εισόδους από τις οποίες αυτές προέκυψαν. H συνάρτηση που
ορίζεται αντιστρέφοντας μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση f είναι η
αντίστροφη της f Oι συναρτήσεις στους Πίνακες 13 και 14 είναι αντί-
στροφες η μία της άλλης. Συμβολίζουμε την αντίστροφη της f ως f �1

και διαβάζουμε «αντίστροφη f». Tο σύμβολο �1 στην f �1 δεν είναι εκ-
θέτηςØ έτσι το f �1(x) δεν ισούται με 1 f (x) . / 

 ,
 .

g(x) � �x

x2 / 3

g(x) � �xx2 / 3
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ΣΧΗΜΑ 30 Mε το κριτήριο της οριζό-
ντιας ευθείας, συμπεραίνουμε ότι η
y � είναι αμφιμονοσήμαντη, ενώ
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ΣΧΗΜΑ 31 (α) Tο γράφημα της f (x) � και μια οριζόντια ευθεία. (β)
Tο γράφημα της g(x) � και μια οριζόντια ευθεία. (Παράδειγμα 1)�x

x2 / 3

Πίνακας 13 Mίσθωμα έναντι χρό-

νου 

Xρόνος x Xρέωση y
(ώρες) (σε €)

1 5,00
2 7,50
3 10,00
4 12,50
5 15,00
6 17,50

Πίνακας 14 Xρόνος έναντι  μι-

σθώματος

Xρέωση x Xρόνος y
(σε €) (ώρες)

5,00 1
7,50 2

10,00 3
12,50 4
15,00 5
17,50 6



Όπως φαίνεται από τους Πίνακες 13 και 14, αν συνθέσουμε (με
οποιαδήποτε σειρά) μια συνάρτηση με την αντίστροφή της, τότε κάθε
τιμή εισόδου της σύνθετης συναρτήσεως θα αποστέλλεται ως έξοδος πί-
σω στον εαυτό της. Mε άλλα λόγια, το αποτέλεσμα της σύνθεσης μιας
συνάρτησης με την αντίστροφή της (ανεξαρτήτως της σειράς με την
οποία οι δύο συναρτήσεις συντίθενται) θα είναι η ταυτοτική συνάρτηση,
δηλαδή η συνάρτηση που αντιστοιχίζει κάθε αριθμό στον εαυτό του.
Έτσι, η σύνθεση δύο συναρτήσεων f και g μας παρέχει έναν τρόπο
ελέγχου για το αν η μία είναι αντίστροφη της άλλης: Yπολογίζουμε τις
τιμές f � g και g � f Aν ( f � g)(x) � x και (g � f )(x) � x τότε οι f και g εί-
ναι αντίστροφες η μία της άλληςØ αλλιώς, δεν είναι. Oι συναρτήσεις
f (x) � και g(x) � είναι μεταξύ τους αντίστροφες διότι ( ) � x
και ( ) 3 � x, για κάθε x .

Παράδειγμα 2 Έλεγχος για αντίστροφες συναρτήσεις

(α) Oι συναρτήσεις

f (x) � 3x και g(x) �

αποτελούν ζεύγος αντιστρόφων, διότι 

για κάθε x .

(β) Oι συναρτήσεις

f (x) � x και g(x) �

δεν είναι αντίστροφες, διότι

.

Eύρεση αντίστροφων συναρτήσεων
Πώς βρίσκουμε τη γραφική παράσταση της αντίστροφης μιας συναρτή-
σεως; Aς υποθέσουμε, για παράδειγμα, ότι η συνάρτηση που μας ενδια-
φέρει είναι αυτή που έχουμε σχεδιάσει στο Σχήμα 32α. Διαβάζουμε το
γράφημα ως εξής: Ξεκινάμε από το σημείο x του άξονα x, κινούμαστε
προς τα πάνω μέχρι να συναντήσουμε το γράφημα, και έπειτα κινούμα-
στε προς τον άξονα y όπου διαβάζουμε την τιμή y Aν ξεκινήσουμε
αντίστροφα, από το y, και ζητούμε να βρούμε το x που του αντιστοιχεί,
θα αντιστρέψουμε τη διαδικασία (Σχήμα 32β).

H γραφική παράσταση της f είναι ταυτόχρονα και η γραφική παρά-
σταση της f �1 αν και σχεδιασμένη με ανορθόδοξο τρόπο, δηλαδή ο
οριζόντιος άξονας δεν αποτελεί το πεδίο ορισμού της f �1 και ο κατακό-
ρυφος άξονας δεν αποτελεί το πεδίο τιμών της. Για την f �1 τα ζεύγη
τιμών εισόδου-εξόδου έχουν αντιστραφεί. Έτσι, για να παρουσιάσουμε
το γράφημα της f �1 κατά τον συνήθη τρόπο, θα χρειαστεί να αντιστρέ-
ψουμε τα ζεύγη (x , y) κατοπτρίζοντας τη γραφική παράσταση πάνω

 ,

 ,

 .

f (g(x)) � f �1
x� � 1x � x

1
x

x
3

x1 / 3

1 / 3x3x1 / 3x3

 , .
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Kριτήριο αντιστρόφων

Oι συναρτήσεις f και g αποτελούν ζεύγος αντιστρόφων αν και
μόνο αν 

f (g(x)) � x και g( f (x)) � x

Στην περίπτωση αυτή, g � f �1 και f � g�1.

 .

f (g(x)) = f x
3

 = 3 x
3

 = x �	�  g(f (x)) = g(3x) = 3x
3

 = x



στην ευθεία y � x (Σχήμα 32γ) και να εναλλάξουμε τα σύμβολα x και y
(Σχήμα 32δ). Mε τον τρόπο αυτόν έχουμε «φέρει» την ανεξάρτητη
μεταβλητή, που καλούμε και πάλι x , πάνω στον οριζόντιο άξονα, ενώ
την εξαρτημένη μεταβλητή, που καλούμε τώρα y , πάνω στον κατακό-
ρυφο άξονα.

Tο γεγονός ότι τα γραφήματα των f και f �1 είναι κατοπτρικά είδω-
λα το ένα του άλλου ως προς την ευθεία y � x είναι αναμενόμενο, αφού
τα ζεύγη τιμών εισόδου-εξόδου (a b) της f έχουν αντιστραφεί έτσι
ώστε να παράγουν τα ζεύγη τιμών εισόδου-εξόδου (b a) της f �1

Στο Σχήμα 32 φαίνεται πώς μπορούμε να εκφράσουμε αλγεβρικά
την f �1 ως συνάρτηση του x.

Παράδειγμα 3 Eύρεση αντίστροφης συνάρτησης

Bρείτε την αντίστροφη της y � x � 1, και εκφράστε την ως συ-

νάρτηση του x .

Λύση

Bήμα 1: Λύνουμε ως προς x συναρτήσει του y :

Bήμα 2: Eναλλάσσουμε τα x και y :

y � 2x � 2 .

 x � 2y � 2 .

 2y � x � 2

 y � 1
2

 x � 1

1
2

 . ,
 ,
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ΣΧΗΜΑ 32 H γραφική παράσταση της y � f �1(x) .

Γράφοντας την f –1 ως συνάρτηση του x

Bήμα 1. Λύνουμε την εξίσωση 
y � f(x) ως προς x (δηλαδή συναρ-
τήσει του y ).

Bήμα 2. Eναλλάσσουμε τα x και y .
Έτσι καταλήγουμε σε τύπο της μορ-
φής y � f �1(x) .

(α) Για να βρούμε την τιμή της f στο x,
ξεκινάμε από το x, κινούμαστε κατακόρυφα
ώς την καμπύλη,  και κατόπιν οριζόντια ώς
τον άξονα y.

(γ) Για να σχεδιάσουμε την f—1 κατά τα συ-
νήθη, κατοπτρίζουμε το σύστημα (καμπύλη
και άξονες)  πάνω στην ευθεία y = x.

(δ) Τέλος, εναλλάσσουμε τα σύμβολα x και
y. Τώρα έχουμε μια «κανονική» γραφική
παράσταση της  f—1 έναντι του x.

(β) Το γράφημα της f είναι γράφημα και της
f—1. Για να βρούμε το x που έδωσε το y, ξε-
κινάμε από το y και κινούμαστε οριζόντια
ώς την καμπύλη, και κατόπιν κατακόρυφα ώς
τον άξονα x.  Το πεδίο ορισμού της  f—1 εί-
ναι το πεδίο τιμών της  f. Το πεδίο τιμών της
f–1 είναι το πεδίο ορισμού της f.



H αντίστροφη της f(x)� (1 2)x �1 είναι η συνάρτηση f �1(x) � 2x � 2 .

Έλεγχος: Για επαλήθευση, ελέγχουμε αν και οι δύο δυνατές συνθέ-
σεις δίνουν την ταυτοτική συνάρτηση:

Δείτε το Σχήμα 33.

Παράδειγμα 4 Eύρεση αντίστροφης συνάρτησης

Bρείτε την αντίστροφη της συναρτήσεως y � , x � 0 , και εκφρά-
στε την ως συνάρτηση του x

Λύση

Bήμα 1: Λύνουμε ως προς x συναρτήσει του y :

Bήμα 2: Eναλλάσσουμε τα x και y :

.

H αντίστροφη της y � , x � 0 , είναι η y � . Δείτε το Σχήμα 34.
Nα σημειωθεί ότι, σε αντίθεση με την περιορισμένη συνάρτηση

y � , x � 0 , η ελεύθερη περιορισμού συνάρτηση y � δεν είναι
αμφιμονοσήμαντη και συνεπώς δεν έχει αντίστροφη.

Στην Eνότητα 1.6, θα μάθετε έναν εύχρηστο τρόπο σχεδιασμού της
y � f (x) και της y � f �1(x) στο ίδιο σχήμα με τη βοήθεια υπολογιστή.

Λογαριθμικές συναρτήσεις
Aν a είναι τυχών θετικός πραγματικός αριθμός διάφορος της μονάδας,
τότε η εκθετική συνάρτηση βάσεως a, f (x) � a x, είναι αμφιμονοσήμα-
ντη. Συνεπώς διαθέτει μια αντίστροφη συνάρτηση. H αντίστροφη αυτή
συνάρτηση καλείται συνάρτηση λογαρίθμου (ή λογάριθμος) βάσεως a.

x2x2

�xx2

y � �x

 �y � �x2 � � x � � x

 y � x2

 .
x2

 f ( f �1(x)) � 1
2

 (2x � 2) � 1 � x � 1 � 1 � x .

 f �1( f (x)) � 2 �1
2

 x � 1� � 2 � x � 2 � 2 � x

 / 
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x

y

y �    x � 1

–2

1

1

1–
2

y � x
y � 2x � 2

–2

ΣΧΗΜΑ 33 Σχεδίαση στο ίδιο
σχήμα των f(x) � (1 2) x � 1
και f �1(x) � 2x � 2. H συμ-
μετρία των δύο γραφημάτων
ως προς την ευθεία y � x
είναι εμφανής.

 / 

�x � � x εφόσον x � 0
x

y

y � x

y � x2, x      0

y � √⎯x

0

≤

ΣΧΗΜΑ 34 Oι συναρτήσεις 
y � και y � , x � 0 , είναι
αντίστροφες η μία της άλλης. (Πα-
ράδειγμα 4)

x2�x

Oρισμός Συνάρτηση λογαρίθμου με βάση α
H συνάρτηση λογαρίθμου με βάση a, y � loga x, είναι η αντίστρο-
φη της εκθετικής συναρτήσεως με βάση a, y � ax, (όπου a � 0 , 
a � 1) .



Tο πεδίο ορισμού της συναρτήσεως loga x είναι το διάστημα (0, �) ,
δηλαδή συμπίπτει με το πεδίο τιμών της a x Tο πεδίο τιμών της συν-
αρτήσεως loga x είναι το (��, �) , δηλαδή το πεδίο ορισμού της ax .

Δεδομένου ότι δεν μπορούμε να λύσουμε την εξίσωση y � ax ως
προς το x συναρτήσει του y, δεν διαθέτουμε μια αναλυτική έκφραση για
τη συνάρτηση του λογαρίθμου. H γραφική παράσταση της y � loga x ,
ωστόσο, μπορεί να παραχθεί αν κατοπτρίσουμε το γράφημα της y � ax
πάνω στην ευθεία y � x (Σχήμα 35).

Oι λογάριθμοι με βάσεις τους αριθμούς e και 10 βρίσκουν τόσες
εφαρμογές που πολλές αριθμομηχανές διαθέτουν ειδικά πλήκτρα για
τον άμεσο υπολογισμό τους. Oι συναρτήσεις αυτές έχουν μάλιστα ιδι-
αίτερο συμβολισμό και ονομασία:

η συνάρτηση  logex γράφεται ως   ln x.

η συνάρτηση  log10x γράφεται ως   log x.

H συνάρτηση y � ln x ονομάζεται συνάρτηση φυσικού λογαρίθμου
(ή φυσικός λογάριθμος), ενώ η y � log x συχνά αποκαλείται και κοινός
λογάριθμος.

Iδιότητες των λογαρίθμων
Eπειδή οι a x and loga x είναι αντίστροφες, η σύνθεσή τους με οποια-
δήποτε διάταξη θα μας δώσει την ταυτοτική συνάρτηση.

Oι ιδιότητες αυτές μάς βοηθούν να επιλύουμε εξισώσεις που περιέ-
χουν λογαρίθμους και εκθετικές συναρτήσεις.

Παράδειγμα 5 Xρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των αντιστρόφων

Λύστε τις εξισώσεις ως προς x : (α) ln x � 3t � 5 (β) e2x � 10

Λύση

Oι λογάριθμοι παρουσιάζουν τις ακόλουθες ιδιότητες:

 x �  
1
2

 ln 10 � 1,15

 2x �  ln 10

 ln e 2x �  ln 10

 (b)   e 2x �  10

x �  e3t�5

 eln x �  e3t�5

 (a) ln x �  3t �  5

 .
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y = x

x

y

1

10

y � log2 x

y � 2x

2

2

ΣΧΗΜΑ 35 H γραφική παράσταση της
2x και της αντίστροφής της, log2 x .

Iδιότητες των αντίστροφων συναρτήσεων ax και loga x

1. Bάση a : � x loga ax � x a � 0 , a � 1 , x � 0

2. Bάση e : � x ln ex � x x � 0 , ,eln x

 , ,a loga x

Παίρνουμε το εκθετικό κάθε μέλους.

Iδιότητα αντίστροφων συναρτήσεων

Παίρνουμε τον λογάριθμο κάθε μέλους.

Iδιότητα αντίστροφων συναρτήσεων

Iδιότητες λογαρίθμων
Για τυχόντες πραγματικούς αριθμούς x � 0 και y � 0 ,

1. Λογάριθμος του γινομένου: loga xy � loga x � loga y

2. Λογάριθμος του πηλίκου: loga � loga x � loga y

3. Λογάριθμος της δύναμης: loga xy � y loga x

x
y

(α)

(β)



Aντικαθιστώντας το x με το στην εξίσωση x � , μπορούμε να
ξαναγράψουμε το ax ως δύναμη του e :

H εκθετική συνάρτηση ax είναι η ίδια με την ekx για k � ln a
Συνηθίζεται να αποφεύγουμε τη χρήση παρενθέσεων στους σχετικούς
τύπους.

Παράδειγμα 6 Γράφοντας τα εκθετικά ως δυνάμεις του e

Παράδειγμα 7 Eπίλυση εξισώσεων με λογαρίθμους

Λύστε τις εξισώσεις ως προς x :

Λύση

Aπό τις ιδιότητες των ax και loga x έχουμε

Ξαναγράφοντας την τελευταία εξίσωση ως loga x � (ln x) (ln a)
συμπεραίνουμε ότι κάθε λογαριθμική συνάρτηση είναι ένα σταθερό
πολλαπλάσιο του ln x .

 / 

 �  (loga x)(ln a) .

 ln x �  ln a loga x

 ,

 
1
5

 �  x

 5 �  
1
x

 7 �  2 �  
x
x2

 3log3 (7) �  4log4 (2) �  5log5 (x / x2
 )

 3log3 (7) �  4log4 (2) �  5(log5 x�log5 x2
 )

3log3 (7) � 4log4
 

(2) � 5(log5 x�log5 x
2
 )

 5�3x �  e(ln 5)(�3x) �  e�3x ln 5

 2 x �  e(ln 2)x �  ex ln 2

 .

 �  e(ln a)x
 .

 �  ex  ln  a

 ax �  eln (ax
 )

eln xax
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Aντικαθιστούμε το x με το ax στη σχέση x � eln x

Λογάριθμος δύναμης 

Aναδιατάσσουμε τον εκθέτη

Kάθε εκθετική συνάρτηση μπορεί να γραφεί ως η φυσική εκθε-
τική συνάρτηση υψωμένη στην κατάλληλη δύναμη.

Δηλαδή, η ax ταυτίζεται με την ex υψωμένη στη δύναμη ln a .

ax � ex ln a

Λογάριθμος πηλίκου

Iδιότητα αντίστροφων συναρ-
τήσεων

Aπαλοιφή, αφού x � 0

Iδιότητα αντίστροφων συναρτή-
σεων για τα ax και loga x
Λογάριθμος δύναμης
με y � loga x

Tύπος αλλαγής βάσης
Kάθε λογαριθμική συνάρτηση είναι ένα σταθερό πολλαπλάσιο
του φυσικού λογαρίθμου.

loga x � (a � 0, a � 1)ln x
ln a



Παράδειγμα 8 Σχεδίαση λογαριθμικής συνάρτησης βάσεως α

Σχεδιάστε την f (x) � log2 x

Λύση Xρησιμοποιούμε τον τύπο αλλαγής βάσεως για να ξαναγρά-
ψουμε την f(x).

f (x) � log2 x �

Tο Σχήμα 36 δείχνει τη γραφική παράσταση.

Eφαρμογές
Στην Eνότητα 3, χρησιμοποιήσαμε γραφικές μεθόδους για να επιλύ-
σουμε προβλήματα εκθετικής αύξησης και μείωσης. Tώρα μπορούμε
να χρησιμοποιήσουμε τις ιδιότητες των λογαρίθμων για να λύσουμε τα
ίδια προβλήματα διά της αλγεβρικής οδού.

Παράδειγμα 9 Yπολογισμός χρόνου

H Σάρα επενδύει 1000 € σε τραπεζικό λογαριασμό που της αποδίδει
επιτόκιο 5,25% με ετήσιο ανατοκισμό. Πόσο χρονικό διάστημα απαι-
τείται για να ανέλθουν οι καταθέσεις της στο ποσό των 2500 €;

Λύση

Mοντέλο

Mετά από t έτη ανατοκισμού, το αρχικό κεφάλαιο έχει γίνει
1000(1,0525)t κι έτσι χρειάζεται να λύσουμε την εξίσωση

1000(1,0525)t � 2500 .

Aλγεβρική λύση

Eρμηνεία

Tο αρχικό κεφάλαιο συν τους τόκους θα ανέρχεται στο ποσό των
2500 € μετά από παρέλευση 17,9 ετών, δηλαδή περίπου 17 χρόνια και
11 μήνες από την κατάθεση του αρχικού κεφαλαίου.

Παράδειγμα 10 Σεισμική ένταση

H ένταση ενός σεισμού καταγράφεται συνήθως στη λογαριθμική
κλίμακα Richter. O σχετικός τύπος είναι

Mέγεθος R � log � B

όπου a το πλάτος της ταλαντωτικής κίνησης του εδάφους στον σταθμό
μετρήσεως και μετριέται σε μικρά (μm), T η περίοδος του σεισμικού
κύματος σε δευτερόλεπτα, και B ένας εμπειρικά προσδιοριζόμενος
παράγοντας που περιγράφει την εξασθένιση του σεισμικού κύματος
καθώς η απόσταση από το επίκεντρο του σεισμού αυξάνεται. Για έναν
σεισμό με επίκεντρο που απέχει 10.000 km από τον σταθμό με-
τρήσεως, B � 6,8 . Aν η καταγραφείσα κατακόρυφη κίνηση του εδά-
φους είναι a � 10 μm και η περίοδος είναι T � 1 sec, τότε ο σεισμός
έχει μέγεθος 

 ,�a
T�

 t �  
ln 2,5

ln 1,0525
 � 17,9

 t ln 1,0525 �  ln 2,5

 ln (1,0525) t �  ln 2,5

 (1,0525)t �  2,5

 ,

ln x
ln 2

 .
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[–6, 6] ��� [–4, 4]

y = 
ln x
ln 2

= log
2 

x

ΣΧΗΜΑ 36 H γραφική παράσταση 
της f (x) � log2 x μπορεί να σχεδια-
στεί κάνοντας χρήση του ότι 
f (x) � (ln x) (ln 2) . (Παράδειγμα 8) / 

Διαιρούμε με το 1000.

Παίρνουμε τον λογάριθμο κάθε μέλους.

Λογάριθμος δύναμης



R � log � 6,8 � 1 � 6,8 � 7,8 .

Ένας σεισμός τέτοιου μεγέθους είναι ικανός να προκαλέσει τερά-
στιες καταστροφές κοντά στο επίκεντρό του.

Παράδειγμα 11 Ένταση ήχου

Ένα άλλο παράδειγμα εφαρμογής των κοινών λογαρίθμων είναι η
κλίμακα ντεσιμπέλ ή db που χρησιμοποιείται στην ηχομέτρηση. Aν
I είναι η ακουστική ένταση σε Watt ανά τετραγωνικό μέτρο, τότε η
αντίστοιχη ηχοστάθμη θα είναι 

ηχοστάθμη � 10 log (I � 1012) db .                  (1)

Aν αναρωτηθήκατε ποτέ γιατί όταν διπλασιάζετε την ισχύ του ενι-
σχυτή στο στερεοφωνικό σας η «ηχηρότητα» του ήχου αυξάνεται
κατά λίγα μόνο ντεσιμπέλ, η Eξίσωση (1) σας δίνει τώρα την απά-
ντηση.

O διπλασιασμός του I στην Εξίσωση (1) επιφέρει αύξηση μόνο
κατά 3 db:

Hχοστάθμη όταν 
διπλασιάζεται το Ι = 10 log (2I � 1012 )

= 10 log (2 • I � 1012 )

= 10 log 2 + 10 log (I � 1012 )

= αρχική ηχοστάθμη + 

≈ αρχική ηχοστάθμη + 3 • log 2 ≈ 0,30

Παράδειγμα 12 Hμιζωή του πολωνίου-210

H ημιζωή (ή χρόνος ημιζωής) ενός ραδιενεργού στοιχείου είναι ο
χρόνος που απαιτείται για να διασπαστεί η μισή ποσότητα του στοι-
χείου. Tο αξιοσημείωτο γεγονός είναι ότι η ημιζωή αποτελεί σταθε-
ρό μέγεθος που δεν εξαρτάται από τον αριθμό των αρχικών ραδιενερ-
γών πυρήνων, αλλά μόνον από τη φύση της ραδιενεργού ουσίας.

Για να δείτε γιατί έχουν έτσι τα πράγματα, έστω y0 ο αριθμός των
ραδιενεργών πυρήνων που υπήρχαν αρχικά στο δείγμα. O αριθμός
των πυρήνων y που έχουν απομείνει μετά από χρονικό διάστημα t θα
ισούται με y � y0 e�kt Eμείς ζητούμε την τιμή t για την οποία ο αριθ-
μός των ραδιενεργών πυρήνων είναι ακριβώς ο μισός του αρχικού:

(2)

H τιμή αυτή του t είναι η ημιζωή του στοιχείου. Eξαρτάται μόνο από
την τιμή του k Ø το αρχικό πλήθος y0 δεν παίζει κανένα ρόλο.

O χρόνος ημιζωής του πολωνίου-210 είναι τόσο μικρός που τον
προσμετράμε σε μέρες αντί για έτη. O αριθμός ραδιενεργών ατόμων
που έχουν απομείνει μετά από t ημέρες, σε δείγμα που αρχικά περι-
είχε y0 ραδιενεργά άτομα, είναι

.y � y0 e�5�10�3t

 t � ln 2
k

 .

 �kt � ln 1
2

 � �ln 2

 e�kt � 1
2

 y0 e�kt � 1
2

 y0

 .

10 log 2

�10
1 �
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Tυπικές εντάσεις ήχων
Όριο ακοής 0 db

Θρόισμα φύλλων 10 db

Συνήθης ψίθυρος 20 db

Aθόρυβο αυτοκίνητο 50 db

Συνήθης ομιλία 65 db

Aεροσυμπιεστής (κομπρεσέρ)  
σε απόσταση 3 μέτρων 90 db
Όριο πόνου 120 db

Eξ. (1) με το 2I στη θέση του I

Λογάριθμος πηλίκου 
και χρήση του ότι ln1=0



Έτσι, η ημιζωή του στοιχείου είναι

≈ 139 ημέρες.

AΣKHΣEIΣ 4

 � ln 2
5 � 10�3
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Eξ. (2)

Tο k της εξίσωσης
διασπάσεως του πολωνίου

Aναγνώριση αμφιμονοσήμαντων συναρτήσε-
ων από τα γραφήματά τους
Ποιες από τις συναρτήσεις των οποίων τα γραφήματα φαί-
νονται στις Aσκήσεις 1-6 είναι αμφιμονοσήμαντες και
ποιες όχι;

1. 2.

3. 4.

5. 6.

Σχεδίαση αντίστροφων συναρτήσεων
Kαθεμία από τις Aσκήσεις 7-10 απεικονίζει το γράφημα
μιας συνάρτησης y � f(x) . Aντιγράψτε τα γραφήματα αυτά
και σχεδιάστε στο καθένα την ευθεία y � x . Έπειτα αξιο-
ποιήστε τη συμμετρία ως προς την ευθεία y � x για να
προσθέσετε το γράφημα της f �1 σε κάθε διάγραμμα. (Δεν
είναι απαραίτητο να βρείτε τον μαθηματικό τύπο της f �1.)
Προσδιορίστε τα πεδία ορισμού και τιμών της f �1.

7.

8.

9.

10.

Tύποι αντίστροφων συναρτήσεων
Σε καθεμία από τις Aσκήσεις 11-16 παρέχεται ο τύπος της
συνάρτησης y � f(x), καθώς και οι γραφικές παραστάσεις
των f και f �1. Bρείτε έναν τύπο για την f �1 σε κάθε περί-
πτωση.

11. f (x) � � 1, x � 0

x

y

1

10

y � f (x)

y � f –1(x)

x2

�–
2

x

y

0

y � f(x) � sin x,
1

–1

�–
2

–

�–
2

– ≤ ≤x �–
2

1
x

y

0

1

y � f (x)    �   x3/2

x

y

10

1
y � f(x) � 1 � ,  x � 01–

x

x

y

10

1

y � f (x) � 1———
x2 � 1

,  x     0≤

x

y

y � x1/3

x

y

0

y � 1–x

x

y

y = int x

y

x

y � 2 x

x

y

0 1–1

y � x4 � x2

x

y

0

y � �3x3

� ln 2
k

Ημιζωή



12. f(x) � , x � 0

13. f(x) � � 1

14. f(x) � � 2x � 1, x � 1

15. f(x) � (x � 1) 2 x � �1

16. f(x) � , x � 0

Eύρεση αντίστροφων συναρτήσεων
Στις Aσκήσεις 17-28, βρείτε την f �1 και επαληθεύστε ότι

( f � f�1)(x) � ( f �1 
� f )(x) � x

17. f(x) � 2x � 3 18. f(x) � 5 � 4x

19. f(x) � � 1 20. f(x) � � 1 , x � 0

21. f(x) � , x � 0 22. f(x) � , x � 0

23. f(x) � �(x � 2)2 x � 2

24. f(x) � � 2x � 1 , x � �1

25. f(x) � x � 0 26. f(x) �

27. f(x) � 28. f(x) �

Aλλαγή βάσης εκθετικών και λογαριθμικών
συναρτήσεων
Στις Aσκήσεις 29 και 30, εκφράστε την εκθετική συνάρτη-
ση ως δύναμη του e Bρείτε το πεδίο (α) ορισμού και (β) τι-
μών.

29. y � 3x � 1 30. y � 4x�1

Στις Aσκήσεις 31 και 32, εκφράστε κάθε συνάρτηση συ-
ναρτήσει του φυσικού λογαρίθμου. Bρείτε το πεδίο (α)
ορισμού και (β) τιμών. (γ) Σχεδιάστε πρόχειρα το γράφημα.

31. y � 1 � (ln 3) log3 x 32. y � (ln 10) log (x � 2)

Eπίλυση εξισώσεων ως προς τον εκθέτη
Στις Aσκήσεις 33-36, επιλύστε την εξίσωση αλγεβρικά.
Aν διαθέτετε υπολογιστή, επιβεβαιώστε τη λύση σας γρα-
φικά.

33. (1,045)t � 2 34. e0,05t � 3

35. ex � e�x � 3 36. 2x � 2�x � 5

Eπίλυση εξισώσεων που περιέχουν λογαριθ-
μικούς όρους
Στις Aσκήσεις 37 και 38, λύστε ως προς y

37. ln y � 2t � 4

38. ln (y � 1) � ln 2 � x � ln x

Θεωρία και εφαρμογές
39. Bρείτε έναν τύπο για την f �1 και επαληθεύστε ότι 

( f � f �1)(x) � ( f �1
� f )(x) � x.

(α) f(x) � (β) f(x) �

40. Aντίστροφες συναρτήσεις Eδώ προτείνουμε στους φοιτη-
τές να εργαστούν σε ομάδες των δύο-τριών ατόμων.

Έστω y � f(x) � mx � b m � 0 .

(α) Mάθετε γράφοντας Eπιχειρηματολογήστε πειστικά
για το αμφιμονοσήμαντο της συνάρτησης f.

(β) Bρείτε έναν τύπο για την αντίστροφη της f Ποια
η σχέση μεταξύ των κλίσεων των γραφημάτων των
f και f �1 ;
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(γ) Aν τα γραφήματα δύο συναρτήσεων είναι παράλ-
ληλες ευθείες μη μηδενικής κλίσεως, τι συμπεραί-
νετε για τα γραφήματα των αντίστροφών τους συν-
αρτήσεων; 

(δ) Aν τα γραφήματα δύο συναρτήσεων είναι κάθετες
ευθείες μη μηδενικής κλίσεως, τι συμπεραίνετε
για τα γραφήματα των αντίστροφών τους συναρτή-
σεων; 

41. Pαδιενεργός διάσπαση H ημιζωή κάποιας ραδιενεργούς
ουσίας είναι 12 ώρες. Aρχικά υπάρχουν 8 γραμμάρια
της ουσίας.

(α) Bρείτε μια έκφραση για την ποσότητα της ουσίας
που έχει απομείνει συναρτήσει του χρόνου t

(β) Πότε θα έχει απομείνει 1 γραμμάριο;

42. Διπλασιασμός χρημάτων Προσδιορίστε τον απαιτούμενο
χρόνο διπλασιασμού ενός κεφαλαίου 500 € με επιτό-
κιο 4,75% και ετήσιο ανατοκισμό.

43. Πληθυσμιακή αύξηση O πληθυσμός της πόλης Glen-
brook είναι 375.000 και αυξάνεται με ετήσιο ρυθμό
2,25%. Kάντε μία πρόβλεψη για το πότε θα φθάσει ο
πληθυσμός το 1 εκατομμύριο.

44. Eνισχυτές στερεοφωνικών Bρείτε με ποιον παράγοντα k
θα πρέπει να πολλαπλασιαστεί η ένταση I του ήχου
στον ενισχυτή του στερεοφωνικού σας, έτσι ώστε να
αυξηθεί η ηχοστάθμη του ήχου κατά 10 db.

45. Eνισχυτές στερεοφωνικών Δεκαπλασιάσατε την ένταση
του ήχου στο στερεοφωνικό σας. Kατά πόσα ντεσι-
μπέλ αυξήθηκε ο ήχος που ακούτε (δηλ. η ηχοστάθ-
μη);

46. Pαδόνιο-222 H εξίσωση διάσπασης του αέριου ραδο-
νίου-222 είναι η y � y0 e�0,18t όπου t ο χρόνος σε ημέ-
ρες. Πόσος περίπου χρόνος θα χρειαστεί για να ελατ-
τωθεί μια ποσότητα αέριου ραδονίου εντός αεροστε-
γούς δοχείου στο 90% της αρχικής της τιμής;

Eπίλυση εξισώσεων και σύγκριση
συναρτήσεων
Στις Aσκήσεις 47-50, χρησιμοποιήστε υπολογιστή για να
βρείτε τα σημεία τομής των δύο καμπυλών. Στρογ-
γυλοποιήστε τις απαντήσεις σας σε δύο δεκαδικά ψηφία. 

47. y � 2x � 3 , y � 5

48. y � �3x � 5 , y � �3

49. (α) y � 2x y � 3 (β) y � 2x y � �1

50. (α) y � e�x y � 4 (β) y � e�x y � �1

Για κάθε ζεύγος συναρτήσεων των Aσκήσεων 51-54:

(α) Σχεδιάστε την f και την g στο ίδιο σχήμα.

(β) Σχεδιάστε την f � g

(γ) Σχεδιάστε την g � f

Tι συμπεραίνετε από τα γραφήματα;

51. f (x) � , g(x) �

52. f (x) � x g(x) � 1 x

53. f (x) � 3x g(x) � x 3

54. f (x) � ex g(x) � ln x

55. Λογάριθμος γινομένου Έστω y1 � ln (ax) , y2 � ln x και
y3 � y1 � y2

(α) Σχεδιάστε τις συναρτήσεις y1 και y2 για a � 2 , 3 ,
4 , και 5 . Ποια σχέση φαίνεται να υπάρχει μεταξύ
των γραφημάτων των y1 και y2 ;

(β) Eνισχύστε το παραπάνω συμπέρασμά σας σχεδιά-
ζοντας την y3

(γ) Eπιβεβαιώστε το συμπέρασμά σας αλγεβρικά.

56. Λογάριθμος πηλίκου Έστω y1 � ln (x a) , y2 � ln x και
y3 � y2 � y1, και y4 � .

(α) Σχεδιάστε τις συναρτήσεις y1 και y2 για a � 2 , 3 ,
4 , και 5 . Ποια σχέση φαίνεται να υπάρχει μεταξύ
των γραφημάτων των y1 και y2 ;

(β) Σχεδιάστε την y3 για a � 2 , 3 , 4 , και 5 . Περιγρά-
ψτε τα γραφήματα.

(γ) Σχεδιάστε την y4 για a � 2 , 3 , 4 , και 5 . Συγ-
κρίνετε τα γραφήματα με αυτό της ευθείας y � a

(δ) Θέστε και λύστε ως προς y1

57. H εξίσωση � 2x έχει τρεις λύσεις: x � 2 , x � 4 , και
άλλη μία. Mε γραφικές μεθόδους προβείτε σε μια όσο
το δυνατόν καλύτερη εκτίμηση της τρίτης αυτής λύσε-
ως.

58. Θα μπορούσε ο αριθμός x ln 2 να ισούται με τον 2ln x για
x � 0 ; Σχεδιάστε τις δύο συναρτήσεις και περιγράψτε
τι βλέπετε.

Λογαριθμική παλινδρομική ανάλυση:
πετρελαϊκή παραγωγή
Δείτε τη σελ. 5 για μια εισαγωγή στην παλινδρομική ανά-
λυση με χρήση υπολογιστή.

59. Πετρελαϊκή παραγωγή Iνδονησίας O Πίνακας 15 δείχνει
την παραγωγή πετρελαίου της Iνδονησίας σε τρία δια-
φορετικά έτη.

(α) Mε τη βοήθεια υπολογιστή βρείτε μια παλινδρο-
μική εξίσωση φυσικού λογαρίθμου y � a � b ln x
για τα δεδομένα του Πίνακα 15. Xρησιμοποιήστε
την εξίσωση αυτή για να εκτιμήσετε την ποσότη-
τα πετρελαίου που παρήγαγε η Iνδονησία μεταξύ
του 1982 και του 2000. Για ευκολία, αντιστοιχίστε
την τιμή x � 60 στο έτος 1960, την τιμή x � 70 στο
1970, κ.ο.κ.

x2

 .ey3 � ey2�y1 � a

 .

ey3

 , / 

 .

 .
 ,

 ,

 /  ,

 /  ,

x1 / 3x3

 .

 .
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 , ,

 ,

 .
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Πίνακας 15 Πετρελαϊκή παραγωγή Iνδονησίας

Έτος Tόνοι (εκατομμύρια)

1960 20,56
1970 42,10
1990 70,10

Πηγή: Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).
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Tριγωνομετρικές συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους
Aκτινιακό μέτρο • Γραφικές παραστάσεις τριγωνομετρικών

συναρτήσεων • Tιμές των τριγωνομετρικών συναρτήσεων

• Περιοδικότητα • Άρτιες και περιττές τριγωνομετρικές

συναρτήσεις • Mετασχηματισμοί γραφημάτων τριγωνομετρικών

συναρτήσεων • Tαυτότητες • O νόμος των συνημιτόνων

• Aντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις • Tαυτότητες

τόξου ημιτόνου και τόξου συνημιτόνου

Στην ενότητα αυτή συνοψίζουμε τις κυριότερες τριγωνομετρικές συ-
ναρτήσεις και τις αντίστροφές τους. Oι τριγωνομετρικές συναρτήσεις
αποκτούν σπουδαιότητα διότι είναι περιοδικές, δηλαδή επαναλαμβα-
νόμενες. Έτσι μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως μοντέλα πολλών πε-
ριοδικών διεργασιών στη φύση, όπως οι καθημερινές θερμοκρασιακές
διακυμάνσεις στην ατμόσφαιρα της Γης, η κυματική φύση των μουσι-
κών φθόγγων, η αρτηριακή πίεση του αίματος στην καρδιά, ή η κυμαι-
νόμενη στάθμη της θάλασσας κατά την παλίρροια και την άμπωτη.

Oι αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις προκύπτουν όταν
ζητούμε να υπολογίσουμε γωνίες τριγώνων των οποίων γνωρίζουμε τις
πλευρές. H χρησιμότητα των συναρτήσεων αυτών θα καταστεί προφα-
νής στα Kεφάλαια 6 και 7.

Aκτινιακό μέτρο
Tο ακτινιακό μέτρο της γωνίας ACB του μοναδιαίου κύκλου (Σχήμα 37)
ισούται με το μήκος του τόξου που η γωνία ACB «αποκόβει» από τον
μοναδιαίο κύκλο.

Όταν μια γωνία (ακτινιακού) μέτρου u τοποθετείται στη λεγόμενη
κανονική θέση (δηλαδή έχει κορυφή το κέντρο κύκλου ακτίνας r και
προσανατολισμό που φαίνεται στο Σχήμα 38), τότε οι έξι βασικές τρι-
γωνομετρικές συναρτήσεις με όρισμα τη γωνία u ορίζονται ως ακο-
λούθως:

 tangent:    tan u � 
y
x    cotangent:    cot u � xy

 cosine:    cos u � xr    secant:    sec u � rx

 sine:    sin u � 
y
r    cosecant:    csc u � ry

435. Τριγωνομετρικές συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους

(β) Tοποθετήστε σε ενιαίο σχήμα το γράφημα της εξί-
σωσης παλινδρόμησης και το διάγραμμα διασπο-
ράς των δεδομένων.

(γ) Xρησιμοποιήστε τη γραφική παράσταση της εξί-
σωσης παλινδρόμησης για να προβλέψετε την πε-
τρελαϊκή παραγωγή της Iνδονησίας τα έτη 1982
και 2000. 

60. Πετρελαϊκή παραγωγή Σαουδικής Aραβίας

(α) Bρείτε μια παλινδρομική εξίσωση φυσικού λογα-
ρίθμου για τα δεδομένα του Πίνακα 16.

(β) Eκτιμήστε την ποσότητα πετρελαίου που παρή-
γαγε η Σαουδική Aραβία το 1975.

(γ) Kάντε μία πρόβλεψη για το πότε θα ξεπεράσει η
πετρελαϊκή παραγωγή της Σαουδικής Aραβίας το
όριο των 400 εκατομμυρίων τόνων.

Πίνακας 16 Πετρελαϊκή παραγωγή Σαουδικής Aραβίας

Έτος Tόνοι (εκατομμύρια)

1960 61,09

1970 176,85
1990 321,93

Πηγή: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).
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ΣΧΗΜΑ 37 Tο ακτινιακό μέτρο της
γωνίας ACB είναι το μήκος � του τό-
ξου AB του μοναδιαίου κύκλου με
κέντρο C Tο � ωστόσο μπορεί να
υπολογιστεί σε οποιονδήποτε άλλο
κύκλο, ως το πηλίκο s r . / 

 .

Tύποι μετατροπής

1 μοίρα � (�0,02) ακτίνια (radians)

Mοίρες σε ακτίνια: πολλαπλασιάζου-

με με 

1 ακτίνιο � (�57) μοίρες (degrees)

Aκτίνια σε μοίρες: πολλαπλασιάζουμε

με 180
p

180
p

p

180

p

180

5



Γραφικές παραστάσεις τριγωνομετρικών συναρτήσεων
Όταν σχεδιάζουμε τριγωνομετρικές συναρτήσεις στο επίπεδο, συνηθί-
ζεται να δηλώνουμε την ανεξάρτητη μεταβλητή (δηλ. τα ακτίνια) με το
σύμβολο x αντί του u (Σχήμα 39).

Tιμές των τριγωνομετρικών συναρτήσεων
Aν ο κύκλος στο Σχήμα 40 έχει ακτίνα r � 1, τότε οι εξισώσεις που ορί-
ζουν τα sin u και cos u γίνονται

cos u � x sin u � y

Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να υπολογίσουμε τις τιμές του συνημι-
τόνου και του ημιτόνου άμεσα, από τις συντεταγμένες του σημείου P ,
αν τις γνωρίζουμε, ή έμμεσα, από το οξυγώνιο τρίγωνο αναφοράς που
σχηματίζεται φέρνοντας από το P την κάθετο στον άξονα x (Σχήμα 41).
Διαβάζουμε τα μέτρα των x και y από τις πλευρές του τριγώνου. Oι αλ-
γεβρικές τιμές των x και y καθορίζονται από το τεταρτημόριο στο ο-
ποίο βρίσκεται το τρίγωνο.

 . ,

44

ΣΧΗΜΑ 38 H γωνία � στην κανονική της θέση.
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ΣΧΗΜΑ 39 Γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων (α) συνημιτόνου, (β) ημιτόνου, (γ) εφαπτο-
μένης, (δ) τέμνουσας, (ε) συντέμνουσας, και (στ) συνεφαπτομένης, έναντι του ακτινιακού μέ-
τρου.
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Παράδειγμα 1 Eύρεση τιμών ημιτόνου και συνημιτόνου

Bρείτε το ημίτονο και το συνημίτονο των �p 4 ακτινίων.

Λύση

Bήμα 1: Σχεδιάζουμε τη γωνία στην κανονική θέση στον μοναδιαίο
κύκλο και σημειώνουμε τα μήκη των πλευρών του τριγώνου ανα-
φοράς (Σχήμα 42).

Bήμα 2: Bρίσκουμε τις συντεταγμένες του σημείου P στο οποίο η τε-
λική ημιευθεία της γωνίας τέμνει τον κύκλο:

Mε παρόμοιους υπολογισμούς συμπληρώνουμε τον Πίνακα 17. Τα
περισσότερα κομπιουτεράκια επιτρέπουν τον άμεσο υπολογισμό τι-
μών των τριγωνομετρικών συναρτήσεων, είτε σε ακτίνια είτε σε μοί-
ρες.

Περιοδικότητα

Όταν δύο γωνίες μέτρου u και u � 2p, αντίστοιχα, βρίσκονται στην κα-
νονική θέση, οι τελικές τους ημιευθείες συμπίπτουν. Έτσι, οι τριγωνο-
μετρικές συναρτήσεις των δύο γωνιών έχουν τις ίδιες τιμές:

cos (u � 2p) � cos u sin (u � 2p) � sin u tan (u � 2p) � tan u
(1)

sec (u � 2p) � sec u csc (u � 2p) � csc u cot (u � 2p) � cot u

Oμοίως, cos(u � 2p) � cos u sin(u � 2p) � sin u κ.ο.κ.
Παρατηρούμε ότι οι τιμές των τριγωνομετρικών συναρτήσεων επανα-

λαμβάνονται κατά τακτά διαστήματα. Περιγράφουμε τη συμπεριφορά αυ-

 , ,

 / 

0 r

y

x

�

P(x, y)

r

ΣΧΗΜΑ 40 Oι τριγωνομετρικές συ-
ναρτήσεις μιας γενικής γωνίας �
ορίζονται συναρτήσει των x , y ,
και r .
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ΣΧΗΜΑ 41 Tο οξυγώνιο τρίγωνο αναφο-
ράς για τη γωνία �.
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ΣΧΗΜΑ 42 Από το τρίγωνο του σχή-
ματος υπολογίζουμε το ημίτονο και
το συνημίτονο γωνίας �� 4 ακτι-
νίων. (Παράδειγμα 1)

 / 

Πίνακας 17 Tιμές των συναρτήσεων sin θ cos θ και tan θ για επιλεγμένες γωνίες θ

Mοίρες �180 �135 �90 �45 0 30 45 60 90 135 180
� (ακτίνια) �� �3� 4 �� 2 �� 4 0 � 6 � 4 � 3 � 2 3� 4 �

sin � �0 �1 0 1 2 1 � �0

cos � �1 �0 � 1 1 2 0 �1

tan � �0 1 �1 0 1 �1 �0�3�3 / 3
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τή λέγοντας ότι οι έξι βασικές τριγωνομετρικές συναρτήσεις είναι περιο-
δικές.

Όπως φαίνεται στο Σχήμα 39, οι συναρτήσεις cos x sin x sec x και csc
x είναι περιοδικές με περίοδο 2p Oι συναρτήσεις tan x και cot x είναι
περιοδικές με περίοδο p

H σπουδαιότητα των περιοδικών συναρτήσεων έγκειται στο γεγο-
νός ότι πολλά φαινόμενα του κόσμου γύρω μας τα οποία μελετούν οι
φυσικές επιστήμες παρουσιάζουν περιοδική συμπεριφορά. (Σχήμα 43).
Tα εγκεφαλικά κύματα, η λειτουργία της καρδιάς, και το ηλεκτρικό
ρεύμα που έχουμε στα σπίτια μας είναι όλα περιοδικά φαινόμενα. Tο
ηλεκτρομαγνητικό πεδίο που θερμαίνει το φαγητό στον φούρνο μικρο-
κυμάτων είναι περιοδικό, όπως επίσης οι εισπράξεις των εποχικών επι-
χειρήσεων, ή η λειτουργία των περιστροφικών μηχανών. Oι εποχές του
έτους είναι περιοδικές, το ίδιο και ο καιρός. Eπίσης, οι διάφορες φά-
σεις της σελήνης, καθώς και οι κινήσεις των πλανητών. Yπάρχουν
ισχυρές ενδείξεις ότι οι παγετώδεις περίοδοι είναι περιοδικές, με πε-
ρίοδο 90.000 έως 100.000 ετών.

Όμως, γιατί αποβαίνουν τόσο χρήσιμες οι τριγωνομετρικές συναρ-
τήσεις στη μελέτη των περιοδικών φαινομένων; H απάντηση έρχεται
από ένα απρόσμενο και όμορφο θεώρημα του προχωρημένου απειροστι-
κού λογισμού, σύμφωνα με το οποίο κάθε περιοδική συνάρτηση μπορεί
να γραφεί ως ένας αλγεβρικός συνδυασμός ημιτόνων και συνημιτόνων.
Έτσι, μόλις κατανοήσουμε τον απειροστικό λογισμό των ημιτόνων και
συνημιτόνων, θα είμαστε σε θέση να κατασκευάσουμε μαθηματικά μο-
ντέλα για τη συμπεριφορά των περισσότερων περιοδικών φαινομένων. 

Άρτιες και περιττές τριγωνομετρικές συναρτήσεις 
Όπως φαίνεται από το Σχήμα 39, οι συναρτήσεις cos x και sec x είναι
άρτιες, αφού οι γραφικές τους παραστάσεις είναι συμμετρικές ως προς
τον άξονα y. Oι υπόλοιπες τέσσερις βασικές τριγωνομετρικές συναρτή-
σεις είναι περιττές. 

Παράδειγμα 2 Eπαλήθευση άρτιου και περιττού χαρακτήρα

Δείξτε ότι το συνημίτονο είναι συνάρτηση άρτια, ενώ το ημίτονο πε-
ριττή.

Λύση Aπό το Σχήμα 44, έπεται ότι

cos (�u) � � cos u sin (�u) � � � sin u ,
�y
r ,x

r

 .
 .

 , , ,
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Oρισμός Περιοδική συνάρτηση, περίοδος
Mία συνάρτηση f(x) είναι περιοδική εφόσον υπάρχει θετικός αρι-
θμός p τέτοιος ώστε f(x � p) � f (x) για κάθε x . H μικρότερη δυ-
νατή τιμή του p είναι η περίοδος της f .

ΣΧΗΜΑ 43 H οθόνη της συσκευής
δείχνει την περιοδική φύση μερι-
κών ζωτικών λειτουργιών του αν-
θρώπινου οργανισμού. H ηλεκτρο-
νική αυτή διάταξη εποπτεύει δυνα-
μικά (δηλ. διαρκώς) το ηλεκτρο-
καρδιογράφημα (ECG) , την ανα-
πνοή, και την πίεση του ασθενούς.

Περίοδοι τριγωνομετρικών συναρτή-
σεων

Περίοδος p: tan (x � p) � tan x
cot (x � p) � cot x

Περίοδος 2p: sin (x � 2p) � sin x
cos (x � 2p) � cos x
sec (x � 2p) � sec x
csc (x � 2p) � csc x

y

x

P(x, y)

P'(x, �y)

r

r

�

��

ΣΧΗΜΑ 44 Aντίθετες γωνίες. (Πα-
ράδειγμα 2)



που σημαίνει ότι το μεν συνημίτονο είναι άρτια συνάρτηση, το δε
ημίτονο περιττή. 

Xρησιμοποιώντας τα συμπεράσματα του Παραδείγματος 2, μπο-
ρούμε να αποφανθούμε για την ισοτιμία των υπόλοιπων τεσσάρων βα-
σικών τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Για παράδειγμα,

κι έτσι η τέμνουσα είναι άρτια συνάρτηση, ενώ η εφαπτομένη περιτ-
τή. Mε παρόμοιους συλλογισμούς μπορούμε να δείξουμε ότι η συ-
ντέμνουσα και η συνεφαπτομένη είναι περιττές συναρτήσεις.

Mετασχηματισμοί γραφημάτων τριγωνομετρικών συναρτήσεων
Oι ίδιοι κανόνες που μας επιτρέπουν να μετατοπίζουμε, να επιμηκύ-
νουμε, να συρρικνώνουμε, και να κατοπτρίζουμε το γράφημα μιας τυ-
χούσας συναρτήσεως, ισχύουν και για τις τριγωνομετρικές συναρτή-
σεις ειδικότερα. Tο ακόλουθο διάγραμμα θα σας βοηθήσει να θυμάστε
τον ρόλο κάθε παραμέτρου σε καθεμία από τις διεργασίες αυτές. 

y � af (b(x � c)) � d

Παράδειγμα 3 Mοντέλο της θερμοκρασίας στην Aλάσκα

Oι κατασκευαστές του τεράστιου αγωγού που διασχίζει την Aλάσκα
χρησιμοποίησαν θερμομονωτική επένδυση για να αποφύγουν το εν-
δεχόμενο να λειώσει το μόνιμα παγωμένο έδαφος λόγω μεταφοράς
θερμότητας σε αυτό από τον αγωγό. Kατά τον σχεδιασμό της μονω-
τικής επενδύσεως, τους ήταν απαραίτητο να γνωρίζουν τη διακύμαν-
ση της θερμοκρασίας του ατμοσφαιρικού αέρα στη διάρκεια ενός
έτους. Στους υπολογισμούς τους αποφάσισαν να παραστήσουν τη
διακύμανση αυτή με μία συνάρτηση ημιτόνου (ή ημιτονοειδή) της
μορφής

f (x) � A sin � D (2) ,	2p
B

 (x � C)


 tan ( �u) �  
sin (�u)
cos (�u)

  �   
�sin u
cos u

 �  � tan u ,

 sec ( �u) �  
1

cos (�u)
  �   

1
cos u

 �  sec u ,
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Kατακόρυφη επιμήκυνση ή
συρρίκνωση· κατοπτρισμός
στον άξονα x

Oριζόντια επιμήκυνση ή συρρίκνωση· κατο-
πτρισμός στον άξονα y

Kατακόρυφη μετα-
τόπιση

Oριζόντια μετατόπιση

= �!��	� 	���� 
���	� � �����	

 y � D.

=�������	

��	������
C )

D � A

D � A

D

y

x
O

1 	����	�� 
	��� ���	� 

� �����&�� (�)

�	�	������

��	������
(D)

*���� (A)

y = A sin + D2�
B (x – C)(                  )

(

ΣΧΗΜΑ 45 H γενική ημιτονοειδής καμπύλη y � A sin [(2� B)(x � C)] � D
για θετικές τιμές των A B C και D. (Παράδειγμα 3) , , ,

 , / 



όπου �A � είναι το πλάτος, �B � η περίοδος, C η οριζόντια μετατόπιση, και
D η κατακόρυφη μετατόπιση της καμπύλης (Σχήμα 45).

Tο Σχήμα 46 δείχνει πώς με μια τέτοια συνάρτηση μπορούμε να
παραστήσουμε τη μετρώμενη θερμοκρασία. Kάθε κουκκίδα στο σχή-
μα παριστάνει τη μέση ημερήσια θερμοκρασία του αέρα στην τοπο-
θεσία Fairbanks της Aλάσκας, βάσει μετρήσεων της Eθνικής Mε-
τεωρολογικής Yπηρεσίας των H.Π.A. μεταξύ 1941 και 1970. H ημιτο-
νοειδής συνάρτηση που χρησιμοποιήθηκε για να προσεγγίσει όσο το
δυνατόν καλύτερα τα πειραματικά δεδομένα είναι η

f (x) � 20,5 sin – 3,8,

όπου f είναι η θερμοκρασία σε βαθμούς Κελσίου, και x είναι ο αύξων
αριθμός των ημερών, λαμβάνοντας ως αφετηρία την πρώτη ημέρα
του έτους. Όπως βλέπετε, η ημιτονοειδής καμπύλη ταιριάζει εξαιρε-
τικά καλά στο διάκριτο γράφημα των μετρήσεων.*

Tαυτότητες
Aν εφαρμόσουμε το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο τρίγωνο αναφοράς το
οποίο προκύπτει φέρνοντας την κάθετο στον άξονα x από το σημείο
P(cos u sin u) του μοναδιαίου κύκλου (Σχήμα 47), τότε

H εξίσωση αυτή, που αληθεύει για κάθε u, χρησιμοποιείται συχνότερα
από κάθε άλλη τριγωνομετρική ταυτότητα. Διαιρώντας την κατά σειρά
με cos2 u και sin2 u παίρνουμε

Oι παρακάτω τύποι αληθεύουν για τυχούσες γωνίες A και B.

 ,

	 2p

365
 (x � 101)


48 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

Πηγή: «Is the Curve of Temperature Variation a Sine Curve?” by B. M. Lando and C. A. Lando,
The Mathematics Teacher, Vol. 7, No. 6 (September 1977), Fig. 2, p. 53.

ΣΧΗΜΑ 46 Mέση θερμοκρασία αέρα από μετρήσεις στο Fairbanks της
Aλάσκας (κόκκινες κουκκίδες). Σε μπλε χρώμα έχει σχεδιαστεί η ημι-
τονοειδής συνάρτηση που προσεγγίζει τα πειραματικά δεδομένα, 

f (x) � 20,5 sin [(2� 365) (x � 101)] – 3,8. / 

<	�. I���. $��. ���. $�J�� <�"�. <�". �"0. .���. =��. A�#
. ;��. <	�. I���. $��.

–17,7

–28,8

–6,6

4,4

15,5

�
�
�



�

�
�

	
�

�	
 (

°C
)

P(cos �, sin �) x2 � y2 � 1

y

x

� sin � 

 cos �  1

ΣΧΗΜΑ 47 Tο τρίγωνο αναφοράς για
μια γενική γωνία � .

cos2 u � sin2 u � 1 . (3)

 1 � cot2 u � csc2 u .

 1 � tan2 u � sec2 u ,

*Σ.τ.M. Mετατρέψαμε τις θερμοκρα-
σίες από °F που είναι στο πρωτότυπο,
σε °C. Aυτός είναι και ο λόγος των
δεκαδικών θερμοκρασιών του Σχ. 46.
Στο πρωτότυπο, ο κατακόρυφος άξο-
νας έχει βαθμονομηθεί ανά 20 °F, ξε-
κινώντας από τους –20 °F, ενώ η προ-
σεγγιστική συνάρτηση είναι

f(x) = 37· sin [(2π/365) (x – 101)] + 25.



Aν τώρα θέσουμε όπου A και B την ίδια γωνία u, εξάγουμε άλλες
δύο χρήσιμες ταυτότητες. 

O νόμος των συνημιτόνων
Aν a b και c είναι οι πλευρές ενός τριγώνου ABC, και u είναι η γωνία
απέναντι από την πλευρά c τότε

H εξίσωση αυτή καλείται νόμος των συνημιτόνων.
Mπορούμε αμέσως να πεισθούμε για την ισχύ του νόμου αυτού αν

τοποθετήσουμε την κορυφή C στην αρχή ενός συστήματος συντετα-
γμένων, ενώ ο άξονας x διατρέχει τη μία πλευρά του τριγώνου, όπως
φαίνεται στο Σχήμα 48. Oι συντεταγμένες του A γίνονται τότε (b 0) ,
ενώ αυτές του B είναι (a cos u a sin u) . Tο τετράγωνο της απόστασης
μεταξύ των A και B ισούται με

= a2 (cos2 θ + sin2θ) + b 2 – 2ab cos θ

1

Έτσι, ο νόμος των συνημιτόνων γενικεύει το Πυθαγόρειο Θεώρη-
μα. Aν u � p 2 , τότε cos u � 0 και � � .

Aντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις
Kαμία από τις έξι βασικές τριγωνομετρικές συναρτήσεις του Σχήματος 39
δεν είναι αμφιμονοσήμαντη. Oι συναρτήσεις αυτές δεν έχουν αντίστρο-
φες. Ωστόσο, περιορίζοντας το πεδίο ορισμού καθεμίας από αυτές, μπο-
ρούμε να παραγάγουμε νέες αντιστρέψιμες συναρτήσεις, όπως γίνεται
φανερό στο Παράδειγμα 4.

b 2a 2c 2
 / 

 � a 2 � b 2 � 2ab cos u .

 c 2 � (a cos u � b)2 � (a sin u)2

 ,
 ,

 ,
 , ,
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Tύποι αθροίσματος γωνιών

(4)
  sin (A � B) �  sin  A  cos  B �  cos  A  sin  B

  cos (A � B) �  cos  A  cos  B �  sin  A  sin  B

Όλες οι τριγωνομετρικές ταυτότητες
που θα σας χρειαστούν στο βιβλίο αυ-
τό προκύπτουν από τις Εξισώσεις (3)
και (4).

Tύποι διπλών γωνιών

(5)
 sin  2u �  2  sin  u  cos  u

  cos  2u �   cos2 u �  sin2 u

� � � 2ab cos u (6) .b 2a 2c 2

Aντί να αποστηθίσετε τις Εξισώσεις
(5), είναι προτιμότερο να θυμάστε τις
γενικότερες Εξισώσεις (4).

y

x
C

B (a cos �, a sin �)

A (b, 0)

a

�

c

b

ΣΧΗΜΑ 48 Eκφράζοντας το τε-
τράγωνο της απόστασης μετα-
ξύ των A και B καταλήγουμε
στον νόμο των συνημιτόνων. 



Παράδειγμα 4 Περιορισμός του πεδίου ορισμού του ημιτόνου

Δείξτε ότι η συνάρτηση y � sin x �p 2 � x � p 2 , είναι αμφιμο-
νοσήμαντη, και σχεδιάστε την αντίστροφή της.

Λύση Tο Σχήμα 49α δείχνει τη γραφική παράσταση της περιορι-
σμένης συνάρτησης ημιτόνου. H συνάρτηση αυτή είναι αμφιμονο-
σήμαντη, εφόσον δεν επαναλαμβάνει καμία από τις τιμές εξόδου της.
Συνεπώς υπάρχει η αντίστροφή της, την οποία σχεδιάσαμε στο Σχή-
μα 49β, εναλλάσσοντας τα διατεταγμένα ζεύγη, σύμφωνα με την
Eνότητα 4.

H αντίστροφη της περιορισμένης συνάρτησης του ημιτόνου του
Παραδείγματος 4 καλείται συνάρτηση αντίστροφου ημιτόνου. Tο αντί-
στροφο ημίτονο x είναι η γωνία εντός του διαστήματος [�p 2 , p 2] της
οποίας το ημίτονο ισούται με x . Συμβολίζεται με sin�1 x ή arcsin x Aμ-
φότεροι οι συμβολισμοί αυτοί διαβάζονται «τόξο ημιτόνου x» ή «αντί-
στροφο ημίτονο x».

Tα πεδία ορισμού των υπόλοιπων βασικών τριγωνομετρικών συ-
ναρτήσεων μπορούν επίσης να περιοριστούν προκειμένου να καταστεί
δυνατή η ύπαρξη των αντιστρόφων τους. Στην περίπτωση αυτή τα πεδία
ορισμού και τιμών των αντίστροφων συναρτήσεων αποτελούν τμήμα
του ορισμού τους.

Oι γραφικές παραστάσεις των έξι αντίστροφων τριγωνομετρικών
συναρτήσεων φαίνονται στο Σχήμα 50.

 .
 /  / 

 /  /  ,
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[–3, 3] ��� [–2, 2]

(	)

x = t, y = sin t, –     ≤ t ≤�
2

�
2

[–3, 3] ��� [–2, 2]

(�)

x = sin t, y = t,        ≤ t ≤�
2

�
2

–

ΣΧΗΜΑ 49 (α) Mια περιορισμένη ημιτονοειδής συνάρτηση και (β) η α-
ντίστροφή της. Tα γραφήματα αυτά παρήχθησαν με παραμετρική σχε-
δίαση σε υπολογιστή. Δείτε την Eνότητα 6 για μια επισκόπηση των πα-
ραμετρικών συναρτήσεων. (Παράδειγμα 4)

Oρισμοί Aντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις

Συνάρτηση Πεδίο ορισμού Πεδίο τιμών

y � cos�1 x �1 � x � 1 0 � y � p

y � sin�1 x �1 � x � 1

y � tan�1 x �� 	 x 	 �

y � sec�1 x �x � � 1 0 � y � p y �

y � csc�1 x �x � � 1 y � 0

y � cot�1 x �� 	 x 	 � 0 	 y 	 p

�
p

2
 � y � p

2
 , 

p

2
 ,

�
p

2
 	 y 	 p

2

�
p

2
 � y � p

2



Tα πεδία ορισμού και τιμών των αντίστροφων συναρτήσεων επιλέ-
γονται (όπου αυτό είναι απαραίτητο) έτσι ώστε να ισχύουν οι παρακά-
τω σχέσεις μεταξύ των συναρτήσεων:

Όταν το κομπιουτεράκι μας διαθέτει πλήκτρα άμεσου υπολογισμού μό-
νο για τις συναρτήσεις cos�1 x sin�1 x και tan�1 x, τότε από τις παρα-
πάνω σχέσεις βρίσκουμε τις τιμές των sec�1 x csc�1 x και cot�1 x. , ,

 , ,

  cot�1 x � p / 2 �  tan�1 x .

  csc�1 x �  sin�1 (1 / x) ,

  sec�1 x �  cos�1 (1 / x) ,
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ΣΧΗΜΑ 50 Γραφικές παραστάσεις των (α) y � cos�1 x (β) y � sin�1 x
(γ) y � tan�1 x (δ) y � sec�1 x (ε) y � csc�1 x και (στ) y � cot�1 x . , , ,

 , ,



Παράδειγμα 5 Συνήθεις τιμές του sin–1 x

Oι γωνίες ανήκουν στο πρώτο και τέταρτο τεταρτημόριο, αφού το πε-
δίο τιμών της συναρτήσεως sin�1 x είναι το διάστημα [�p 2 , p 2] .

Παράδειγμα 6 Συνήθεις τιμές του cos–1 x

Oι γωνίες ανήκουν στο πρώτο και δεύτερο τεταρτημόριο αφού το πε-
δίο τιμών της συναρτήσεως cos�1 x είναι το διάστημα [0, p] .

Παράδειγμα 7 Συνήθεις τιμές της tan–1 x

Oι γωνίες ανήκουν στο πρώτο και τέταρτο τεταρτημόριο, αφού το πε-
δίο τιμών της συναρτήσεως tan�1 x είναι το διάστημα (�p 2, p 2) . /  / 

 /  / 
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Tι σημαίνει το «τόξο» στα τόξα ημι-
τόνου και συνημιτόνου

Tο σχήμα δίνει μια γεωμετρική ερμη-
νεία των συναρτήσεων y � sin�1 x και
y � cos�1 x για γωνίες που μετρώνται
σε ακτίνια και κείνται εντός του πρώ-
του τεταρτημορίου. Για τον μοναδιαίο
κύκλο, η εξίσωση s � ru γίνεται s � u,
δηλαδή οι επίκεντρες γωνίες θα είναι
ίδιου μέτρου με το τόξο που ορίζουν
πάνω στον κύκλο. Aν x � sin y τότε
το y, εκτός από γωνία ημιτόνου x, θα
είναι επίσης το μήκος τόξου επί του
μοναδιαίου κύκλου το οποίο κείται
έναντι γωνίας ημιτόνου x Έτσι κα-
λούμε το y «τόξο του οποίου το ημίτο-
νο είναι x».
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Παράδειγμα 8 Διόρθωση πορείας

Kατά τη διάρκεια μιας αεροπορικής πτήσης από το Chicago στο St.
Louis, ο κυβερνήτης συνειδητοποιεί ότι το αεροσκάφος έχει αποκλί-
νει από την ενδεδειγμένη πορεία του κατά 12 μίλια, όπως φαίνεται
στο Σχήμα 51. Bρείτε τη γωνία a που ορίζει πορεία παράλληλη προς
την αρχική (ορθή) πορεία. Bρείτε ακόμη τη γωνία b και τέλος τη
διορθωτική γωνία c � a � b

Λύση

a � sin–1  12——
180

≈ 0,067 ακτίνια ≈ 3,8°

b � sin–1  12——
62

≈ 0,195 ακτίνια ≈ 11,2°

c � a + b ≈ 15°.

Tαυτότητες τόξου ημιτόνου και τόξου συνημιτόνου
H γραφική παράσταση της y � sin�1 x είναι συμμετρική ως προς την
αρχή των αξόνων, όπως φαίνεται στο Σχήμα 50β. Συνεπώς, το τόξο ημι-
τόνου είναι μια περιττή συνάρτηση:

sin�1 (�x) � �sin�1 x (7)

H γραφική παράσταση της y � cos�1 x δεν παρουσιάζει αντίστοιχη
συμμετρία. Aντ’ αυτής, όπως δείχνει το Σχήμα 52, το τόξο συνημιτόνου
x ικανοποιεί την ταυτότητα 

cos�1 x � cos�1 (�x) � p (8)

ή

cos�1 (�x) � p � cos�1 x (9)

Mπορούμε, δε, να δούμε από το τρίγωνο του Σχήματος 53 ότι για x � 0 ,

sin�1 x � cos�1 x � p 2 . (10)

H Εξίσωση (10) ισχύει και για τις υπόλοιπες τιμές του x στο διάστημα
[�1 , 1].

 / 

 .

 ,

 .

 .
 ,
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Chicago

c

Springfield

St. Louis
����������

179

180

12
62

61

a

b

ΣΧΗΜΑ 51 Tο διάγραμμα δείχνει τη
διόρθωση πορείας (Παράδειγμα 8).
Oι αποστάσεις (που σημειώνονται
σε μίλια) έχουν στρογγυλοποιηθεί
(εκτός κλίμακας σχεδίαση).

x

y

x

cos–1x

–x 0

cos–1(–x)

–1 1

ΣΧΗΜΑ 52 cos�1 x � cos�1 (�x) � � .

x
1

sin–1 x

cos–1 x

ΣΧΗΜΑ 53 Στο σχήμα αυτό,

. sin�1 x �  cos�1 x � p / 2



Aκτίνια, μοίρες, και κυκλικά τόξα
1. Σε κύκλο ακτίνας 10 m, ποιο το μήκος τόξου που ορί-

ζει επίκεντρος γωνία ίση με (α) 4p 5 ακτίνια; (β) 110� ;

2. Σε κύκλο ακτίνας ίσης με 8, μια επίκεντρος γωνία ορί-
ζεται από τόξο μήκους 10p Yπολογίστε τη γωνία σε
ακτίνια (ακτινιακό μέτρο) και σε μοίρες.

Eύρεση τιμών τριγωνομετρικών
συναρτήσεων
3. Aντιγράψτε και συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα

τιμών των συναρτήσεων. Eάν μία συνάρτηση δεν ορί-
ζεται για κάποια γωνία, στην αντίστοιχη θέση γράψτε
«AOP». Mην χρησιμοποιήσετε υπολογιστή ή έτοιμο
πίνακα τιμών.

u �p �2p 3 0 p 2 3p 4

sin u
cos u
tan u
cot u
sec u
csc u

4. Aντιγράψτε και συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα
τιμών των συναρτήσεων. Eάν μία συνάρτηση δεν ορί-
ζεται για κάποια γωνία, στην αντίστοιχη θέση γράψτε
«AOP». Mην χρησιμοποιήσετε υπολογιστή ή έτοιμο
πίνακα τιμών.

u �3p 2 �p 3 �p 6 p 4 5p 6

sin u
cos u
tan u
cot u
sec u
csc u

Στις Aσκήσεις 5 και 6, δίδεται η τιμή μίας εκ των συναρτή-
σεων sin x cos x και tan x. Bρείτε τις τιμές των υπόλοι-
πων δύο συναρτήσεων στα καθορισμένα διαστήματα.

5. (α)

(β)

6. (α)

(β)

Σχεδίαση τριγωνομετρικών συναρτήσεων
Σχεδιάστε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων
που ακολουθούν (Aσκήσεις 7-10). Ποια η περίοδος καθε-
μίας από αυτές;

7. (α) sin 2x (β) cos px

8. (α) �sin (β) �cos 2px

9. (α) (β)

10. (α) (β)

Στις Aσκήσεις 11 και 12, σχεδιάστε τις γραφικές παραστά-
σεις των συναρτήσεων στο επίπεδο ts (οριζόντιος ο άξονας
t, κατακόρυφος ο άξονας s). Ποια είναι η περίοδος κάθε
συναρτήσεως; Tι είδους συμμετρία παρουσιάζουν οι γρα-
φικές παραστάσεις;

11. s � cot 2t 12. s � sec 

Xρήση των τύπων αθροίσματος γωνιών
Στις Aσκήσεις 13 και 14, εκφράστε τη δοθείσα ποσότητα
συναρτήσει των sin x και cos x

13. (α) cos (p � x) (β) sin (2p � x)

14. (α) sin (β) cos 

Xρησιμοποιήστε τους τύπους του αθροίσματος γωνιών για να
αποδείξετε τις ταυτότητες στις Aσκήσεις 15 και 16.

15. (α) cos � sin x

(β) cos (A � B) � cos A cos B � sin A sin B

16. (α) sin � cos x

(β) sin (A � B) � sin A cos B � cos A sin B

17. Tι θα προκύψει αν θέσετε B � A στην ταυτότητα
cos (A � B) � cos A cos B � sin A sin B ; Συμφωνεί το
αποτέλεσμα με κάτι που ήδη γνωρίζατε; 

18. Tι θα προκύψει αν θέσετε B � 2p στους τύπους αθροί-
σματος γωνιών; Συμφωνούν τα αποτελέσματα με κάτι
που ήδη γνωρίζατε; 

Γενικές ημιτονοειδείς καμπύλες
Aφού αντιστοιχίσετε τις συναρτήσεις των Aσκήσεων 19
και 20 με την εξίσωση (2) του κειμένου, βρείτε τις στα-
θερές A B C και D. Σχεδιάστε πρόχειρα τις γραφικές
τους παραστάσεις.

19. (α) y � 2 sin (x � p) � 1

(β) y � sin (px � p) �

20. (α) y �

(β) y � L � 0

21. Θερμοκρασία στο Fairbanks της Aλάσκας Bρείτε (α) το πλά-
τος, (β) την περίοδο, (γ) την οριζόντια μετατόπιση, και
(δ) την κατακόρυφη μετατόπιση της γενικής ημιτονο-
ειδούς συναρτήσεως

L
2p

  sin  2pt
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22. Θερμοκρασία στο Fairbanks της Aλάσκας Xρησιμοποιήστε
την εξίσωση της Aσκήσεως 21 για να απαντήσετε προ-
σεγγιστικά στα παρακάτω ερωτήματα σχετικά με τη
θερμοκρασία στο Fairbanks της Aλάσκας, της οποίας
η γραφική παράσταση δίδεται στο Σχήμα 46. Yποθέ-
στε ότι το έτος έχει 365 ημέρες.

(α) Ποιες οι μέγιστες και ελάχιστες μέσες ημερήσιες
θερμοκρασίες; 

(β) Ποιος είναι ο μέσος όρος των μέγιστων και ελά-
χιστων μέσων ημερήσιων θερμοκρασιών; Γιατί ο
μέσος όρος αυτός ισούται με την κατακόρυφη με-
τατόπιση της συναρτήσεως;

Συνήθεις τιμές των αντίστροφων
τριγωνομερικών συναρτήσεων
Xρησιμοποιήστε τρίγωνα αναφοράς όπως στα Παραδείγ-
ματα 5-7 προκειμένου να υπολογίσετε τις ζητούμενες γω-
νίες στις Aσκήσεις 23-26.

23. (α) tan�1 1 (β) tan�1 (� ) (γ) tan�1

24. (α) sin�1 (β) sin�1 (γ) sin�1

25. (α) cos�1 (β) cos�1 (γ) cos�1

26. (α) sec�1 (� ) (β) sec�1 (γ) sec�1 (�2)

Eφαρμογές και θεωρία
27. Bρισκόσαστε σε μια κινηματογραφική αίθουσα και

καθόσαστε δίπλα στον πλευρικό τοίχο, ενώ κοιτάτε
προς την οθόνη (δείτε το ακόλουθο σχήμα). H οθόνη
έχει 12 μέτρα μήκος και απέχει 3 μέτρα από τον πλευ-
ρικό τοίχο. Δεδομένου ότι απέχετε x μέτρα από τον
τοίχο όπου βρίσκεται η οθόνη, δείξτε ότι η γωνία θέ-
ασης που έχετε είναι

28. Yπολογίστε τη γωνία a

29. Eφαρμόζοντας τον νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο
του σχήματος, βρείτε μια έκφραση για την ποσότητα
cos (A � B) .

30. Eάν εφαρμοσθεί σε σχήμα παρόμοιο με αυτό της
Άσκησης 29, ο νόμος των συνημιτόνων οδηγεί απευ-
θείας σε έναν τύπο για την ποσότητα cos (A � B) .
Ποιο είναι αυτό το σχήμα, και πώς γίνεται η απόδειξη;

31. Aκολουθεί μια άτυπη απόδειξη του ότι tan�1 1 �
tan�12 � tan�1 3 � p Eξηγήστε τι ακριβώς συμβαίνει.

32. Δύο αποδείξεις της ταυτότητας sec�1 (�x) � p � sec�1 x

(α) (Γεωμετρική) Aκολουθεί μια σχηματική απόδειξη
της σχέσης sec�1 (�x) � p � sec�1 x Mπορείτε να
την εξηγήσετε;

(β) (Aλγεβρική) Συνδυάζοντας κατάλληλα τις ακό-
λουθες δύο εξισώσεις, αποδείξτε την ταυτότητα
sec�1 (�x) � p � sec�1 x :

33. H ταυτότητα sin�1 x � cos�1 x � p / 2 Tο Σχήμα 53 τεκμη-
ριώνει την ταυτότητα αυτή για 0 	 x 	 1 . Προκειμέ-
νου να την τεκμηριώσετε και για το υπόλοιπο του δια-
στήματος [�1 , 1] , επαληθεύστε πρώτα με απευθείας
υπολογισμό ότι η ταυτότητα ισχύει για x � 1 , 0 , και

x

y
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f (x) = 20,5 sin
2p

365
 (x – 101)  – 3,8.



�1 . Έπειτα, για x εντός του διαστήματος (�1 , 0) , θέ-
στε x � �a a � 0 , και εφαρμόστε τις Εξισώσεις (7)
και (9) στο άθροισμα sin�1 (�a) � cos�1 (�a) .

34. Δείξτε ότι το άθροισμα tan�1 x � tan�1 (1 x) παρα-
μένει σταθερό.

35. Nόμος των ημιτόνων O νόμος των ημιτόνων μάς λέει ότι
αν a b και c είναι οι απέναντι πλευρές των αντίστοι-
χων γωνιών A B και C ενός τριγώνου, τότε

Kάνοντας κατάλληλη χρήση των ακόλουθων σχημά-
των, καθώς και της ταυτότητας sin (p � u) � sin u απο-
δείξτε τον νόμο αυτόν.

36. Eφαπτομένη αθροίσματος γωνιών O συνήθης τύπος για
την εφαπτομένη του αθροίσματος δύο γωνιών είναι 

Aποδείξτε τον.

Eπίλυση τριγώνων και σύγκριση
συναρτήσεων
37. Eπίλυση τριγώνων

(α) Ένα τρίγωνο έχει πλευρές a � 2 και b � 3 και γω-
νία C � 60� Bρείτε το μήκος της πλευράς c

(β) Ένα τρίγωνο έχει πλευρές a � 2 και b � 3 και γω-
νία C � 40� Bρείτε το μήκος της πλευράς c

38. Eπίλυση τριγώνων

(α) Ένα τρίγωνο έχει πλευρές a � 2 και b � 3 και
γωνία C � 60� (όπως στην Άσκηση 37, ερώτημα
(α)). Yπολογίστε το ημίτονο της γωνίας B κά-
νοντας χρήση του νόμου των ημιτόνων της Aσκή-
σεως 35.

(β) Ένα τρίγωνο έχει πλευρά c � 2 και προσκείμενες
γωνίες A � p 4 και B � p 3 . Yπολογίστε το μή-
κος a της απέναντι πλευράς της γωνίας A

39. H προσέγγιση sin x � x Όταν το x μετριέται σε ακτίνια
και παίρνει μικρές τιμές, η προσέγγιση sin x � x μπο-
ρεί να αποβεί ιδιαίτερα χρήσιμη. Στην Eνότητα 3.6 θα
δούμε γιατί ισχύει η προσέγγιση αυτή. Για τιμές  �x �
	 0,1 , το σχετικό σφάλμα είναι μικρότερο του ενός
πεντακοσιοστού.

(α) Aφού προγραμματίσετε το κομπιουτεράκι σας να
μετρά τις γωνίες σε ακτίνια (οπότε εμφανίζεται
στην οθόνη η ένδειξη “radians”) σχεδιάστε τις συ-
ναρτήσεις y � sin x και y � x σε ενιαίο σχήμα και
σε περιοχή γύρω από την αρχή των αξόνων. Tι
βλέπετε να συμβαίνει καθώς το x πλησιάζει στην
αρχή;

(β) Προγραμματίστε το κομπιουτεράκι σας σε μοίρες
(“degrees”), και κατόπιν σχεδιάστε τις y � sin x
και y � x σε ενιαίο σχήμα και σε περιοχή γύρω
από την αρχή των αξόνων. Σε τι διαφέρει η εικόνα
που βλέπετε από αυτήν που πήρατε στην επιλογή
“radians”;

(γ) Mοίρες ή ακτίνια; Ένας γρήγορος έλεγχος Eίναι προ-
γραμματισμένο το κομπιουτεράκι σας σε ακτίνια;
Yπολογίστε το sin x για x κοντά στο μηδέν, π.χ.
για x � 0,1 . Aν προκύπτει ότι sin x � x τότε το
κομπιουτεράκι σας μετράει γωνίες σε ακτίνια
(“radians”)Ø αλλιώς, όχι. Δοκιμάστε το. 

40. Συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους

(α) Σχεδιάστε τις y � cos x και y � sec x σε ενιαίο
σχήμα για �3p 2 � x � 3p 2 . Σχολιάστε τη συ-
μπεριφορά της συναρτήσεως sec x σχετικά με τα
πρόσημα και τις τιμές του cos x

(β) Σχεδιάστε τις y � sin x και y � csc x σε ενιαίο
σχήμα για �p � x � 2p Σχολιάστε τη συμπερι-
φορά της συναρτήσεως csc x σχετικά με τα πρόση-
μα και τις τιμές του sin x

Στις Aσκήσεις 41 και 42, βρείτε τα πεδία ορισμού και τι-
μών κάθε σύνθετης συνάρτησης. Kατόπιν σχεδιάστε τις
σύνθετες συναρτήσεις σε χωριστά διαγράμματα. Kατανο-
είτε τη συμπεριφορά κάθε γραφικής παραστάσεως; Aιτιο-
λογήστε την απάντησή σας. Σχολιάστε τις όποιες διαφο-
ρές διακρίνετε μεταξύ των γραφημάτων.

41. (α) y � tan�1 (tan x) (β) y � tan (tan�1 x)

42. (α) y � sin�1 (sin x) (β) y � sin (sin�1 x)

Στις Aσκήσεις 43-46, επιλύστε την εξίσωση στο καθορι-
σμένο διάστημα. 

43. tan x � 2,5 , 0 � x 	 2p

44. cos x � �0,7 , 2p � x 	 4p

45. sec x � �3 , �p � x 	 p

46. sin x � �0,5 , �� 	 x 	 �

47. Tριγωνομετρικές ταυτότητες Έστω f(x) � sin x � cos x

(α) Σχεδιάστε την y � f (x) . Περιγράψτε τη γραφική
παράσταση.

(β) Aπό τη γραφική παράσταση βρείτε το πλάτος, την
περίοδο, την οριζόντια μετατόπιση, και την κατα-
κόρυφη μετατόπιση.

(γ) Eπαληθεύστε τις απαντήσεις σας από τον τύπο του
ημιτόνου αθροίσματος δυο γωνιών

sin a cos b � cos a sin b � sin (a � b).

48. Oφιοειδής του Nεύτωνα Σχεδιάστε την οφιοειδή καμπύ-
λη του Nεύτωνα, y � 4x ( � 1) . Kατόπιν σχεδιάστε
σε ενιαίο σχήμα την y � 2 sin (2 tan�1 x). Tι παρατη-
ρείτε; Eξηγήστε.
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 . .

 . .

 tan (A � B) �  tan  A �  tan  B
1 �  tan  A  tan  B

 .

BC C

A

c h
b

a

B C

A

c bh

a

 ,

 sin  A
a  �  sin  B

b
 �  sin  C

c  .
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Hμιτονοειδής παλινδρομική ανάλυση:
μουσικοί φθόγγοι και θερμοκρασία
Δείτε τη σελ. 5 για μια εισαγωγή στην παλινδρομική ανά-
λυση με υπολογιστή. Mια ημιτονοειδής εξίσωση παλιν-
δρομήσεως είναι μια γενική ημιτονοειδής καμπύλη της
μορφής (2). Πολλοί υπολογιστές μπορούν να προσαρμό-
σουν τέτοιες εξισώσεις παλινδρομήσεως σε αριθμητικά
δεδομένα.

49. Eύρεση συχνότητας μουσικού φθόγγου Oι μουσικοί φθόγ-
γοι (νότες) δεν είναι παρά κύματα συμπιέσεως του αέ-
ρα. H κυματική συμπεριφορά στη φύση μπορεί να απο-
δοθεί με μεγάλη ακρίβεια μέσω γενικών ημιτονοειδών
καμπυλών. Yπάρχουν διατάξεις (τα λεγόμενα συστή-
ματα CBL, δηλ. Calculator Based Laboratory� (CBL)
systems) που καταγράφουν τέτοια κύματα συμπιέσεως
με ένα μικρόφωνο. Στον Πίνακα 18 φαίνονται τα απο-
τελέσματα μετρήσεων των μεταβολών της πίεσης ένα-
ντι του χρόνου, οι οποίες προέκυψαν καθώς παλλόταν
ένα διαπασών και μετρήθηκαν από σύστημα CBL.

(α) Bρείτε μια ημιτονοειδή εξίσωση παλινδρόμησης
(γενική ημιτονοειδή καμπύλη) για τα αριθμητικά
δεδομένα του πίνακα, και σχεδιάστε την σε κοινό
σχήμα με το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

(β) H συχνότητα ενός μουσικού φθόγγου, δηλαδή ενός
κύματος, μετριέται σε κύκλους ανά δευτερόλεπτο,
δηλαδή σε Hertz (1 Hz � 1 κύκλος ανά δευτερόλε-
πτο). H συχνότητα είναι αντίστροφη της περιόδου
του κύματος, η οποία μετριέται σε δευτερόλεπτα
ανά κύκλο. Προβείτε σε μία εκτίμηση της συχνό-
τητας του μουσικού φθόγγου που παράγεται από
τοδιαπασών. 

50. Θερμοκρασιακά δεδομένα O Πίνακας 19 δίνει τις μέσες
μηνιαίες θερμοκρασίες στο St. Louis για μια περίοδο
12 μηνών, αρχίζοντας από Iανουάριο. Xρησιμοποιώ-
ντας για τη μηνιαία θερμοκρασία το μοντέλο 

y � a sin (b(t � h)) � k

όπου y η θερμοκρασία σε βαθμούς Kελσίου και t ο
χρόνος σε μήνες, απαντήστε στα εξής ερωτήματα:

(α) Bρείτε την τιμή του b, δεδομένου ότι η περίοδος
είναι 12 μήνες.

(β) Πώς σχετίζεται το πλάτος a με τη θερμοκρασιακή
διαφορά 27° �(–1°);

(γ) Xρησιμοποιήστε το αποτέλεσμα του (β) για να
βρείτε το k .

(δ) Bρείτε το h και γράψτε την πλήρη έκφραση για το
y .

(ε) Σχεδιάστε τη θερμοκρασιακή καμπύλη y σε κοινό
σχήμα με το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

51. Hμιτονοειδής παλινδρόμηση O Πίνακας 20 παρέχει τιμές
της συναρτήσεως

f (x) � a sin (bx � c) � d

με ακρίβεια δύο δεκαδικών ψηφίων.

(α) Bρείτε μια ημιτονοειδή εξίσωση παλινδρομήσεως
για τα δεδομένα.

(β) Ξαναγράψτε την εξίσωση με τα a b c και d
στρογγυλοποιημένα στον πλησιέστερο ακέραιο.

52. Προτείνουμε στους φοιτητές να εργαστούν σε ομάδες των
δύο-τριών ατόμων. Kάθε μουσικός φθόγγος (δηλ. νότα) δεν
είναι παρά μια αλληλουχία κυμάτων συμπιέσεως του αέ-
ρα. O Πίνακας 21 δίνει τη συχνότητα (σε Hertz) κάθε
φθόγγου της διατονικής (δυτικής) μουσικής κλίμακας. Oι
μετρήσεις πίεσης-χρόνου για το παλλόμενο διαπασών
του Πίνακα 22 έγιναν με σύστημα CBL και μικρόφωνο.

 , , ,

 ,

575. Τριγωνομετρικές συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους

Πίνακας 18 Mετρήσεις διαπασών

Xρόνος Πίεση Xρόνος Πίεση

0,00091 �0,080 0,00362 �0,217
0,00108 �0,200 0,00379 �0,480
0,00125 �0,480 0,00398 �0,681
0,00144 �0,693 0,00416 �0,810
0,00162 �0,816 0,00435 �0,827
0,00180 �0,844 0,00453 �0,749
0,00198 �0,771 0,00471 �0,581
0,00216 �0,603 0,00489 �0,346
0,00234 �0,368 0,00507 �0,077
0,00253 �0,099 0,00525 �0,164
0,00271 �0,141 0,00543 �0,320
0,00289 �0,309 0,00562 �0,354
0,00307 �0,348 0,00579 �0,248
0,00325 �0,248 0,00598 �0,035
0,00344 �0,041

Πίνακας 19 Μέση θερμοκρασία στο St. Louis

Xρόνος (μήνες) Θερμοκρασία (°C)

1 1

2 –1

3 4

4 7

5 14

6 19

7 26

8 27

9 22

10 17

11 11

12 4

Πίνακας 20 Tιμές συνάρτησης

x f(x)

1 3,42
2 0,73
3 0,12
4 2,16
5 4,97
6 5,97

T T

T

T



Παραμετρικές εξισώσεις
Παραμετρικοποιήσεις καμπυλών στο επίπεδο • Eυθείες και άλλες

καμπύλες • Παραμετρικοποίηση αντίστροφων συναρτήσεων

• Mια εφαρμογή

Όταν η τροχιά ενός σωματιδίου που κινείται στο επίπεδο μοιάζει με αυ-
τήν του Σχήματος 54, τότε δεν υπάρχει εξίσωση της μορφής y � f(x) που
να την περιγράφει, αφού υπάρχουν κατακόρυφες ευθείες που τέμνουν
την καμπύλη σε περισσότερα από ένα σημεία (δείτε την Άσκηση 25 της
Eνότητας 2). Oμοίως, δεν μπορούμε να περιγράψουμε την καμπύλη εκ-
φράζοντας το x απευθείας ως συνάρτηση του y . Στην παρούσα ενότητα,
θα μάθετε έναν άλλον τρόπο περιγραφής καμπυλών, ο οποίος χρησιμο-
ποιεί μια τρίτη μεταβλητή, που καλείται παράμετρος. H πολύ χρήσιμη
αυτή μέθοδος μπορεί να εφαρμοστεί εξίσου καλά για να περιγράψουμε
συνήθεις συναρτήσεις (και τις αντίστροφές τους, όταν αυτές υπάρχουν),
όπως αυτές που έχουμε ήδη μελετήσει. 

Παραμετρικοποιήσεις καμπυλών στο επίπεδο
Όταν η τροχιά ενός σωματιδίου που κινείται στο επίπεδο μοιάζει με αυ-
τήν του Σχήματος 54, τότε εκφράζουμε τις συντεταγμένες θέσεως του
σωματιδίου ως συναρτήσεις μιας τρίτης μεταβλητής t και περιγράφου-
με την τροχιά με ένα ζεύγος εξισώσεων, x � f (t) και y � g(t) . Όταν με-
λετούμε κίνηση, είθισται η μεταβλητή t να εκφράζει τον χρόνο. Tέ-
τοιου είδους εξισώσεις υπερτερούν σε σχέση με τον καρτεσιανό τύπο
y � y(x,) δεδομένου ότι μας πληροφορούν για τη θέση του σωματιδίου
(x y) � (f (t) , g(t)) σε κάθε μεταγενέστερη χρονική τιμή t . ,
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(α) Bρείτε μια ημιτονοειδή εξίσωση παλινδρόμησης
για τα δεδομένα του Πίνακα 22 και σχεδιάστε την
σε κοινό σχήμα με το διάγραμμα διασποράς των
δεδομένων. 

(β) Προσδιορίστε τη συχνότητα ταλάντωσης της δια-
πασών και αναγνωρίστε έτσι τη νότα που αυτή
παρήγαγε.

Πίνακας 21 Συχνότητες μουσικών φθόγγων

Φθόγγος (νότα) Συχνότητα (Hz)

Nτο 262
Nτο# ή Pεb 277

Pε 294
Pε# ή Mιb 311

Mι 330
Φα 349

Φα# ή Σολb 370
Σολ 392

Σολ# ή Λαb 415
Λα 440

Λα# ή Σιb 466
Σι 494

Nτο (επόμενη οκτάβα) 523

Πηγή: CBL� System Experimental Workbook, Texas
Instruments, Inc., 1994.

Πίνακας 22 Mετρήσεις διαπασών

Xρόνος Πίεση Xρόνος Πίεση

0,0002368 1,29021 0,0049024 �1,06632
0,0005664 1,50851 0,0051520 0,09235
0,0008256 1,51971 0,0054112 1,44694
0,0010752 1,51411 0,0056608 1,51411
0,0013344 1,47493 0,0059200 1,51971
0,0015840 0,45619 0,0061696 1,51411
0,0018432 �0,89280 0,0064288 1,43015
0,0020928 �1,51412 0,0066784 0,19871
0,0023520 �1,15588 0,0069408 �1,06072
0,0026016 �0,04758 0,0071904 �1,51412
0,0028640 1,36858 0,0074496 �0,97116
0,0031136 1,50851 0,0076992 0,23229
0,0033728 1,51971 0,0079584 1,46933
0,0036224 1,51411 0,0082080 1,51411
0,0038816 1,45813 0,0084672 1,51971
0,0041312 0,32185 0,0087168 1,50851
0,0043904 �0,97676 0,0089792 1,36298
0,0046400 �1,51971

( f(t), g(t))

�#�� ��
	��&���
�� ������� ���0
� t

ΣΧΗΜΑ 54 H τροχιά ενός σωματιδίου
που κινείται στο επίπεδο xy δεν
μπορεί πάντα να θεωρηθεί ως η γρα-
φική παράσταση μιας συνάρτησης
του x ή του y .
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Παράδειγμα 1 Kίνηση σε παραβολική καμπύλη

H θέση P(x y) σωματιδίου που κινείται στο επίπεδο xy δίδεται από
τις εξισώσεις και το διάστημα στο οποίο παίρνει τιμές η παράμετρος 

x � , y � t t � 0 .
Προσδιορίστε την τροχιά του σωματιδίου και περιγράψτε την κίνη-
σή του.

Λύση Eπιχειρούμε να προσδιορίσουμε την τροχιά απαλείφοντας
τον χρόνο t από τις εξισώσεις x � και y � t Mε λίγη τύχη, θα
προκύψει μια αναγνωρίσιμη αλγεβρική σχέση μεταξύ των x και y .
Bρίσκουμε ότι

y � t � � .

Έτσι, οι συντεταγμένες θέσεως του σωματιδίου ικανοποιούν την εξί-
σωση y � , δηλαδή το σωματίδιο κινείται στην παραβολική τροχιά
y � .

Θα ήταν λάθος, ωστόσο, να συμπεράνουμε ότι τροχιά του σωμα-
τιδίου είναι η πλήρης παραβολή y � Ø στην πραγματικότητα είναι
μόνο η μισή παραβολή. H συντεταγμένη x δεν παίρνει ποτέ αρνητι-
κές τιμές. Tο σωματίδιο ξεκινά από το σημείο (0, 0) όταν t � 0 και
κινείται πάντα εντός του πρώτου τεταρτημορίου, καθώς ο χρόνος αυ-
ξάνεται (Σχήμα 55).

H μεταβλητή t είναι μια παράμετρος της καμπύλης, το δε πεδίο ορι-
σμού της I είναι το παραμετρικό διάστημα. Aν το I είναι κλειστό διά-
στημα, a � t � b τότε το σημείο ( f (α) , g(α)) είναι το αρχικό σημείο της
καμπύλης, ενώ το σημείο ( f (β) , g(β)) είναι το τελικό σημείο. Όταν δί-
νουμε τις παραμετρικές εξισώσεις και το παραμετρικό διάστημα μίας
καμπύλης, λέμε ότι έχουμε παραμετρικοποιήσει την καμπύλη. Oι
εξισώσεις και το διάστημα μαζί αποτελούν μία παραμετρικοποίηση της
καμπύλης.

Στο Παράδειγμα 1, το παραμετρικό διάστημα είναι το [0 , �) , συνε-
πώς αρχικό σημείο είναι το (0, 0) . Δεν υπάρχει τελικό σημείο.

O υπολογιστής μπορεί να σχεδιάζει παραμετρικές καμπύλες μόνο
σε κλειστό διάστημα, κι έτσι η γραφική παράσταση στην οθόνη του εμ-
φανίζει πάντα ακραία σημεία, ακόμη κι αν η καμπύλη που ζητούμε δεν
διαθέτει τέτοια. Aς το έχετε κατά νου αυτό όταν σχεδιάζετε καμπύλες
με υπολογιστή.

Παράδειγμα  2 Kίνηση με φορά αντίθετη των δεικτών
του ρολογιού (αριστερόστροφη)

Σχεδιάστε τις παραμετρικές καμπύλες

(α)x � cos t y � sin t 0 � t � 2p

(β)x � a cos t y � a sin t 0 � t � 2p . , ,

 , ,

 ,

x2

x2
x2

x2(�t )2

 .�t

 ,�t

 ,
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x

y

0

y � x2, x      0

(1, 1)

t � 1

P(√⎯ t , t)

+������� 0�	
t � 0

≤

ΣΧΗΜΑ 55 Oι εξισώσεις x � και
y � t και το διάστημα t � 0 περιγρά-
φουν την κίνηση ενός σωματιδίου
που διαγράφει το δεξιό ήμισυ της
παραβολής y � . (Παράδειγμα 1)x2

�t

Oρισμοί Παραμετρική καμπύλη, παραμετρικές εξισώσεις
Aν τα x και y δίδονται από τις συναρτήσεις

x � f (t) , y � g(t)

και το t παίρνει τιμές σε κάποιο διάστημα, τότε το σύνολο των
σημείων (x y) � (f (t) , g(t)) που ορίζονται από τις παραπάνω εξι-
σώσεις αποτελεί μια παραμετρική καμπύλη. Oι εξισώσεις αυτές
είναι οι παραμετρικές εξισώσεις της καμπύλης.

 ,

x
0

t

P(cos t, sin t)

x2 � y2 � 1

t � 0
(1, 0)

t � �

t � �–
2

t � 3�—–
2

y

ΣΧΗΜΑ 56 Oι εξισώσεις x � cos t και
y � sin t περιγράφουν κίνηση επί
του κύκλου � � 1 . Tο βέλος
δείχνει τη φορά του χρόνου t (φορά
διαγραφής του κύκλου). (Παράδειγ-
μα 2)

y 2x2



Λύση

(α) Eφόσον � � cos2 t � sin2 t � 1 , η παραμετρική καμπύλη
είναι ο μοναδιαίος κύκλος � � 1 . Kαθώς το t αυξάνεται
από  0 σε 2p το σημείο με συντεταγμένες (x y) � (cos t sin t)
ξεκινά από τη θέση (1, 0) και διαγράφει έναν πλήρη κύκλο με
αριστερόστροφη φορά (Σχήμα 56).

(β) Όταν x � a cos t y � a sin t και 0 � t � 2p έχουμε � �
cos2 t � sin2 t � . H παραμετρικοποίηση περιγράφει τώ-

ρα μια κίνηση που αρχίζει από τη θέση (a 0) και εξελίσσεται
αριστερόστροφα, διαγράφοντας έναν πλήρη κύκλο � �
προτού επιστρέψει στο (a 0) τη χρονική στιγμή t � 2p.

Παράδειγμα 3 Διανύοντας ένα ημικύκλιο με δεξιόστροφη φορά 

Σχεδιάστε την παραμετρική καμπύλη

x � cos t y � �sin t 0 � t � p

Bρείτε μια καρτεσιανή εξίσωση καμπύλης που περιέχει την παραμε-
τρική καμπύλη. Ποιο τμήμα του γραφήματος της καρτεσιανής εξί-
σωσης καλύπτεται από την παραμετρική καμπύλη; Περιγράψτε την
κίνηση.

Λύση Tο σημείο με συντεταγμένες θέσεως (x y) � (cos t �sin t)
κινείται επί του κύκλου � � 1 . Σε αντίθεση με το Παράδειγμα
2, η κίνηση τώρα είναι δεξιόστροφη (ωρολογιακής φοράς). Kαθώς
αυξάνεται ο χρόνος t από 0 σε p, το y παίρνει αρνητικές τιμές και
το x ελαττώνεται. Tο σημείο (x y) κινείται επί του κάτω ημίσεως
του κύκλου, αρχικά κατερχόμενο προς το (0, �1) και κατόπιν ανερ-
χόμενο προς το (�1, 0) . H κίνηση σταματά στο t � p, καλύπτοντας
έτσι μόνο το κάτω ήμισυ του κύκλου (Σχήμα 57).

Eυθείες και άλλες καμπύλες
Πολλές άλλες καμπύλες, συμπεριλαμβανομένων των ευθειών και των
ευθύγραμμων τμημάτων, μπορούν να οριστούν παραμετρικά. 

Παράδειγμα 4 Kίνηση σε ευθεία

Σχεδιάστε και αναγνωρίστε την παραμετρική καμπύλη

x � 3t y � 2 � 2t 0 � t � 1 .

Tι θα συμβεί αν αρθεί ο περιορισμός των τιμών του t;

Λύση Για t � 0 , οι εξισώσεις δίνουν x � 0 και y � 2. Για t � 1 ,
είναι x � 3 και y � 0. Aν αντικαταστήσουμε t � x 3 στην εξίσωση
για το y , παίρνουμε

Kατά συνέπεια, η παραμετρική καμπύλη διατρέχει το τμήμα της ευ-
θείας y � �(2 3)x � 2 από το σημείο (0, 2) στο (3, 0) (Σχήμα 58).

Aν άρουμε τον περιορισμό στο t αλλάζοντας έτσι το παραμε-
τρικό διάστημα από [0, 1] σε (��, �) , η παραμετρικοποίηση θα κα-
λύψει όλη την ευθεία y � �(2 3)x � 2 . / 

 ,
 / 

y � 2 � 2 �x
3� � �2

3
 x � 2 .

 / 

 , ,

 ,

y 2x2
 , ,

 . , ,

 ,
a 2y 2x2

 ,
a 2a 2a 2

y 2x2
 , , ,

 , , ,
y 2x2

y 2x2
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x

y

0

P(cos t, �sin t)

x2 � y2 � 1

+������� 0�	
t � 0

(0, –1)

-��
	���
��
0�	 t � �

t � �–
2

ΣΧΗΜΑ 57 Tο σημείο 
P (cos t �sin t) κινείται με δεξιό-
στροφη φορά καθώς ο χρόνος t αυ-
ξάνεται από 0 σε �. (Παράδειγμα 3)

 ,

[–4, 4]        [–2, 4]

x = 3t, y = 2 –2t

T=0
X=0 Y=2

ΣΧΗΜΑ 58 H γραφική παράσταση του
ευθύγραμμου τμήματος 
x � 3t y � 2 � 2t 0 � t � 1 .
Σημειώνεται το αρχικό σημείο 
(0, 2). (Παράδειγμα 4)

 , ,

επί



Παράδειγμα  5 Παραμετρικοποίηση ευθύγραμμου τμήματος

Bρείτε μια παραμετρικοποίηση για το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα
σημεία (�2, 1) και (3, 5) .

Λύση Xρησιμοποιώντας τις συντεταγμένες του σημείου (�2, 1)
κατασκευάζουμε τις παραμετρικές εξισώσεις

x � �2 � at y � 1 � bt

Aυτές παριστάνουν μια ευθεία, όπως διαπιστώνουμε λύνοντας κάθε
εξίσωση ως προς t και εξισώνοντας τα δεξιά μέλη, οπότε

H ευθεία αυτή διέρχεται από το σημείο (�2, 1) για t � 0. Προσδιο-
ρίζουμε τα a και b έτσι ώστε να διέρχεται και από το (3, 5) για t � 1.

Συνεπώς, η

x � �2 � 5t y � 1 � 4t 0 � t � 1

είναι μια παραμετρικοποίηση του ευθύγραμμου τμήματος με αρχικό
και τελικό σημείο το (�2, 1) και (3, 5) αντίστοιχα.

Παράδειγμα 6 Kίνηση κατά μήκος της έλλειψης x 2
/ a 2 + y 2

/ b2 = 1

Περιγράψτε την κίνηση σωματιδίου του οποίου η θέση P(x y) κατά
τη χρονική στιγμή t δίδεται από τις εξισώσεις

x � a cos t y � b sin t 0 � t � 2p

Λύση Bρίσκουμε πρώτα μια καρτεσιανή εξίσωση των συντεταγ-
μένων του σωματιδίου, απαλείφοντας τον χρόνο t από τις εξισώσεις

H ταυτότητα cos2 t � sin2 t � 1, μας δίνει

Oι συντεταγμένες θέσεως (x y) του σωματιδίου ικανοποιούν τη
σχέση ( ) � ( ) � 1, συνεπώς το σωματίδιο κινείται πάνω
στην έλλειψη αυτή. Για t � 0, οι συντεταγμένες θέσεως είναι

x � a cos (0) � a y � b sin (0) � 0 ,

δηλαδή αφετηρία της κίνησης είναι το σημείο (a 0) . Kαθώς ο χρό-
νος t περνά, το σωματίδιο ανέρχεται κινούμενο προς τα αριστερά, με
αριστερόστροφη φορά. Διαγράφει μια πλήρη έλλειψη, και επι-
στρέφει, τέλος, στην αρχική του θέση (a 0) όταν t � 2p (Σχήμα 59).

Παραμετρικοποίηση αντίστροφων συναρτήσεων
Oποιαδήποτε συνάρτηση y � f (x) μπορεί να παρασταθεί (άρα και να
σχεδιαστεί) παραμετρικά ως εξής: 

x � t και y � f (t) .

 ,

 ,

 ,

b 2
 / y 2a 2

 / x2
 ,

 cos t � xa ,    sin t � 
y
b

 .

 . , ,

 ,

 , ,

 5 � 1 � b   ⇒  b � 4

 3 � �2 � a  ⇒  a � 5

x � 2
a  � 

y � 1
b

 .

 . ,
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x � 3 για t � 1 .

y � 5 για t � 1 .

a cos t

b sin t

x

y

0
t

P

b a

x2
—
a2

y2
—
b2� � 1

ΣΧΗΜΑ 59 H έλλειψη του Παραδείγ-
ματος 6, σχεδιασμένη για a > b > 0
Oι συντεταγμένες του σημείου P εί-
ναι x � a cos t , y � b sin t .

 .

�x
a�

2

 � �y
b�

2

 � 1 ,   or   x2

a 2
 � 

y2

b 2
 � 1 .δηλαδή



Mε εναλλαγή των t και f(t) προκύπτουν οι παραμετρικές εξισώσεις της
αντίστροφης συνάρτησης:

x � f(t) και y � t

(δείτε την Eνότητα 4).
Για παράδειγμα, προκειμένου να σχεδιάσουμε με υπολογιστή την

αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση f(x) � x2 x � 0 , στο ίδιο σχήμα με την
αντίστροφή της καθώς και με την ευθεία y � x x � 0 , θα χρησιμο-
ποιήσουμε την επιλογή «παραμετρικής σχεδίασης» (“parametric”) ως
εξής:

Γράφημα της f : x1 = t ,    y1 = t2,    t ≥ 0

Γράφημα της f –1 : x2 = t2,    y2 = t

Γράφημα της y = x : x3 = t ,    y3 = t

Tο Σχήμα 60 δείχνει τα τρία αυτά γραφήματα.

Mια εφαρμογή

Παράδειγμα 7 Pίψη εφοδίων

Ένα αεροσκάφος του Eρυθρού Σταυρού ρίχνει τρόφιμα και φάρμακα
σε μια περιοχή που υπέστη καταστροφές. Aν το αεροσκάφος αποδε-
σμεύσει τα εφόδια ακριβώς πάνω από το ακραίο σημείο ενός ξέφω-
του που έχει μήκος 220 m, και αν το φορτίο διαγράφει πέφτοντας την
τροχιά 

x � 35t και y � �4,9t2 � 160 , t � 0

τότε θέλουμε να ξέρουμε αν τα εφόδια θα πέσουν μέσα στο ξέφωτο
ή όχι. Oι συντεταγμένες x και y μετρώνται σε μέτρα, και η παράμε-
τρος t (ο χρόνος μετά από την αποδέσμευση των εφοδίων) σε δευτε-
ρόλεπτα. Bρείτε μια καρτεσιανή εξίσωση για την τροχιά του φορ-
τίου, καθώς αυτό πέφτει (Σχήμα 61).

Λύση Tο φορτίο προσγειώνεται όταν y � 0 , το οποίο αντιστοιχεί
σε χρόνο t όπου

–4,9t2 + 160 = 0

t2 = 160—–4,9

t = 40—
7 

sec.

 ,
 ,
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[–1.5, 3] ��� [–1, 2]

ΣΧΗΜΑ 60 Παραμετρικές γραφικές
παραστάσεις της συνάρτησης 
f (x) � x2, x � 0 , της αντίστροφής
της, και της ευθείας y � x .

x

�#�� 	���������� �� ���0
� 
��� 	��&#�
����� ��� �������

-����� ������� ���&���

'#����

y

160

;0 220

ΣΧΗΜΑ 61 H τροχιά του φορτίου εφοδίων που έριξε το αεροσκάφος του
Παραδείγματος 7.

Θέτουμε y � 0 .

Λύνουμε ως προς t .

t � 0



H συντεταγμένη x κατά την αποδέσμευση είναι x � 0. Kατά την
προσγείωση, η συντεταγμένη x είναι

x = 35t = 35 40—
7 

= 200 m.

Eφόσον 200 	 220 , το φορτίο όντως προσγειώνεται μέσα στο ξέφω-
το.

Mε απαλοιφή του χρόνου t από τις παραμετρικές εξισώσεις βρί-
σκουμε μια καρτεσιανή εξίσωση των συντεταγμένων θέσεως του
φορτίου:

y = – 4,9t2 + 160

= – 4,9 ( x—–
35 )2

+ 160

= –     4,9———1225  x2 + 160

δηλαδή

y = –     1——
250 

x2 + 160.

Συνεπώς, το φορτίο κινείται επί της παραβολής 

y = –     1——
250 

x2 + 160.

AΣKHΣEIΣ 6
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Παραμετρική εξίσωση για το y

Aντικαθιστούμε το t από την
εξίσωση x � 35t .

Aπλοποιούμε.

Eύρεση καρτεσιανών εξισώσεων από
παραμετρικές εξισώσεις
Στις Aσκήσεις 1-18 δίδονται παραμετρικές εξισώσεις
και παραμετρικά διαστήματα για την κίνηση σωματιδίου
στο επίπεδο xy. Aναγνωρίστε το είδος της τροχιάς του
σωματιδίου αφού βρείτε μια αντίστοιχη καρτεσιανή εξί-
σωση. Σχεδιάστε την καρτεσιανή εξίσωση. (Oι γραφικές
παραστάσεις ποικίλλουν αναλόγως της εκάστοτε εξίσω-
σης.) Σημειώστε το τμήμα του γραφήματος που καλύπτε-
ται από την κίνηση του σωματιδίου, καθώς και τη φορά
κινήσεως. 

1. x � cos t y � sin t 0 � t � p

2. x � cos 2t y � sin 2t 0 � t � p

3. x � sin (2pt) , y � cos (2pt) , 0 � t � 1

4. x � cos (p � t) , y � sin (p � t) , 0 � t � p

5. x � 4 cos t y � 2 sin t 0 � t � 2p

6. x � 4 sin t y � 5 cos t 0 � t � 2p

7. x � 3t y � 9 , �� 	 t 	 �

8. x � � y � t t � 0

9. x � t y � , t � 0

10. x � sec2 t � 1 , y � tan t �p 2 	 t 	 p 2

11. x � �sec t y � tan t �p 2 	 t 	 p 2

12. x � 2t � 5 , y � 4t � 7, �� 	 t 	 �

13. x � 1 � t y � 1 � t �� 	 t 	 �

14. x � 3 � 3t y � 2t 0 � t � 1 , ,

 , ,

 /  / 
 , ,

 /  / 
 ,

�t ,

 , ,�t

t 2
 ,

 , ,

 , ,

 , ,

 , ,

Συνήθεις παραμετρικοποιήσεις

KYKΛOΣ � � : EΛΛEIΨH :

x � a cos t x � a cos t

y � a sin t y � b sin t

0 � t � 2p 0 � t � 2p

ΣYNAPTHΣH y � f (x): ANTIΣTPOΦH THΣ y � f(x) :

x � t x � f (t)

y � f (t) y � t

x2

a 2
 � 

y 2

b 2
 � 1a 2y 2x2



15. x � t y � , �1 � t � 0

16.

17. x � et � e�t y � et � e�t �� 	 t 	 �

18. x � cos (et ) y � 2 sin (et) �� 	 t 	 �

Eύρεση παραμετρικών εξισώσεων
19. Bρείτε παραμετρικές εξισώσεις, καθώς και ένα παρα-

μετρικό διάστημα, για την κίνηση σωματιδίου που
εκκινεί από το σημείο (a 0) και διαγράφει τον κύκλο

� � ως εξής:

(α) Mία φορά δεξιόστροφα.

(β) Mία φορά αριστερόστροφα.

(γ) Δύο φορές δεξιόστροφα.

(δ) Δύο φορές αριστερόστροφα.

(Yπάρχουν πολλοί τρόποι παραμετρικοποίησης, κι
έτσι οι απαντήσεις σας δεν είναι ανάγκη να συμπί-
πτουν με αυτές του βιβλίου.)

20. Bρείτε παραμετρικές εξισώσεις καθώς και ένα παρα-
μετρικό διάστημα για την κίνηση σωματιδίου που εκ-
κινεί από το σημείο (a 0) και διαγράφει την έλλειψη
( ) � ( ) � 1 ως εξής:

(α) Mία φορά δεξιόστροφα.

(β) Mία φορά αριστερόστροφα.

(γ) Δύο φορές δεξιόστροφα.

(δ) Δύο φορές αριστερόστροφα.

(Όπως και στην Άσκηση 19, υπάρχουν πολλοί τρόποι
παραμετρικοποίησης.)

Στις Aσκήσεις 21-26, βρείτε μία παραμετρικοποίηση για
κάθε καμπύλη:

21. Tο ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία (�1, �3) και
(4, 1) .

22. Tο ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία (�1, 3) και 
(3, �2) .

23. Tο κάτω ήμισυ της παραβολής x � 1 � .
24. Tο αριστερό ήμισυ της παραβολής y � � 2x .

25. H ημιευθεία με αρχικό σημείο το (2, 3) που διέρχεται
από το σημείο (�1, �1) .

26. H ημιευθεία με αρχικό σημείο το (�1, 2) που διέρχε-
ται από το σημείο (0, 0) .

Παραμετρική σχεδίαση
Στις Aσκήσεις 27-30, αντιστοιχίστε τις παραμετρικές εξι-
σώσεις με τα γραφήματά τους. Ποιες περίπου είναι οι δια-
στάσεις κάθε διαγράμματος; Bρείτε ένα παραμετρικό διά-
στημα για το οποίο η κάθε καμπύλη διατρέχεται ακριβώς
μία φορά. 

27. x 5 3 sin (2t) , y � 1,5 cos t

28. x � sin3 t y � cos3 t

29. x � 7 sin t � sin (7t) , y � 7 cos t � cos (7t)

30. x � 12 sin t � 3 sin (6t) , y � 12 cos t � 3 cos (6t)

Στις Aσκήσεις 31-38, χρησιμοποιήστε την επιλογή παραμε-
τρικής σχεδίασης στον υπολογιστή σας για να παραγάγετε
τα γραφήματα των f f �1 και y � x

31. f (x) � ex 32. f (x) � 3x

33. f (x) � 2�x 34. f (x) � 3�x

35. f (x) � ln x 36. f (x) � log x

37. f (x) � sin�1 x 38. f (x) � tan�1 x

Στις Aσκήσεις 39-42, χρησιμοποιήστε τη γραφική παρά-
σταση της καμπύλης

x � 3 � � t � y � t � 1 , �5 � t � 5 ,

που φαίνεται στο σχήμα. Eργαζόμενοι σε ομάδες των δύο-
τριών ατόμων βρείτε τις τιμές του t για τις οποίες το γρά-
φημα εντοπίζεται στο εκάστοτε τεταρτημόριο.

39. Tεταρτημόριο I 40. Tεταρτημόριο II

41. Tεταρτημόριο III 42. Tεταρτημόριο IV

Στις Aσκήσεις 43-48, σχεδιάστε τις εξισώσεις στα δια-
στήματα που δίδονται.

43. Έλλειψη x � 4 cos t y � 2 sin t στο διάστημα

(α) 0 � t � 2p (β) 0 � t � p

(γ) �p 2 � t � p 2 .

44. Kλάδος υπερβολής x � sec t (γράψτε το ως 1 cos (t)) , 
y � tan t (γράψτε το ως sin (t) cos (t)) , στο διάστημα
(α) �1,5 � t � 1,5 (β) �0,5 � t � 0,5

(γ) �0,1 � t � 0,1 .

45. Παραβολή x � 2t � 3 , y � � 1 , �2 � t � 2

46. Mια όμορφη καμπύλη (δελτοειδής)

x � 2 cos t � cos 2t y � 2 sin t � sin 2t 0 � t � 2p

Tι θα συμβεί αν στις εξισώσεις των x και y θέσετε ό-
που 2 το �2; Για να το μάθετε, σχεδιάστε τις εξισώ-
σεις που προκύπτουν. 

47. Mια ακόμη πιο όμορφη καμπύλη

x � 3 cos t � cos 3t y � 3 sin t � sin 3t 0 � t � 2p

Tι θα συμβεί αν στις εξισώσεις των x και y θέσετε
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όπου 3 το �3; Για να το μάθετε, σχεδιάστε τις εξισώ-
σεις που προκύπτουν.

48. Kυκλοειδής x � t � sin t y � 1 � cos t στο διάστημα

(α) 0 � t � 2p (β) 0 � t � 4p

(γ) p � t � 3p

Eπεκτείνοντας τις έννοιες
49. H μάγισσα της Agnesi H επονομαζόμενη «μάγισσα της

Agnesi» είναι μια καμπύλη σχήματος καμπάνας που
μπορεί να κατασκευαστεί ως ακολούθως: Ξεκινάμε με
τον μοναδιαίο κύκλο ακτίνας 1 και κέντρο το σημείο
(0, 1) , όπως φαίνεται στο σχήμα.

Eπιλέγουμε ένα σημείο A επί της ευθείας y � 2 ,
και το ενώνουμε με την αρχή μέσω ενός ευθύγραμμου
τμήματος. Kαλούμε B το σημείο τομής του ευθύγραμ-
μου τμήματος με τον κύκλο. Έστω P το σημείο όπου η
κατακόρυφος από το A τέμνει την οριζόντια ευθεία
που διέρχεται από το B H «μάγισσα» θα είναι η κα-
μπύλη που διατρέχει το P καθώς το A κινείται επί της
ευθείας y � 2 .

Bρείτε μια παραμετρικοποίηση της ευθείας
εκφράζοντας τις συντεταγμένες της «μάγισσας» συ-
ναρτήσει του t το οποίο είναι το ακτινιακό μέτρο της
γωνίας που σχηματίζει το ευθύγραμμο τμήμα OA με
τον θετικό ημιάξονα x. Oι ακόλουθες ισότητες (που
μπορείτε να θεωρήσετε ως δεδομένες) θα σας φανούν
χρήσιμες:

(i) x � AQ

(ii) y � 2 � AB sin t

(iii) AB � AO � (AQ) 2

50. Παραμετρικοποίηση ευθειών και ευθύγραμμων τμημάτων

(α) Δείξτε ότι οι εξισώσεις και το παραμετρικό διά-
στημα

x � x0 � (x1 � x0)t y � y0 � (y1 � y0)t �� 	 t 	 �

περιγράφουν την ευθεία που διέρχεται από τα ση-
μεία (x0 y0) και (x1 y1) (Σχήμα 62).

(β) Για το ίδιο παραμετρικό διάστημα, εκφράστε πα-
ραμετρικά την ευθεία που διέρχεται από το σημείο
(x1 y1) και από την αρχή των αξόνων.

(γ) Για το ίδιο παραμετρικό διάστημα, εκφράστε πα-
ραμετρικά την ευθεία που διέρχεται από τα σημεία
(�1, 0) και (0, 1) .

51. Σχεδίαση της μάγισσας της Agnesi H μάγισσα της Agnesi
είναι η καμπύλη

x � 2 cot t y � 2 sin2 t 0 	 t 	 p

(α) Σχεδιάστε την καμπύλη στην περιοχή που ορίζεται
από το παρακάτω σχήμα. Ποιο κλειστό παραμετρι-
κό διάστημα επιλέξατε στον υπολογιστή σας; Ποια
είναι η φορά διαγραφής της καμπύλης (από δεξιά
προς τα αριστερά ή αντιστρόφως); Mέχρι ποια
απόσταση εκατέρωθεν της αρχής των αξόνων πι-
στεύετε ότι εκτείνεται η καμπύλη;  

(β) Σχεδιάστε τις παραπάνω παραμετρικές εξισώσεις
στα παραμετρικά διαστήματα (�p 2 , p 2), (0, p 2) ,
και (p 2, p) . Περιγράψτε την καμπύλη που προ-
κύπτει σε κάθε περίπτωση, καθώς και τη φορά δια-
γραφής της όπως τη βλέπετε στην οθόνη του υπο-
λογιστή σας.

(γ) Tι θα συμβεί αν στην αρχική παραμετρικοποίηση
αντικαταστήσετε το x � 2 cot t με το x � �2 cot t ;
Tι θα συμβεί αν αντ’ αυτού χρησιμοποιήσετε το 
x � 2 cot (p � t) ;

52. Yπερβολοειδή Έστω x � a sec t και y � b tan t

(α) Mάθετε γράφοντας Θέστε διαδοχικά a � 1, 2, ή 3,
και b � 1, 2, ή 3, και σχεδιάστε τις καμπύλες στο
παραμετρικό διάστημα (�p 2, p 2) . Eξηγήστε τι
βλέπετε και περιγράψτε τον ρόλο των a και b στις
παραπάνω παραμετρικές εξισώσεις. (Προσοχή:
Aν αυτό που βλέπετε μοιάζει με ασύμπτωτες, δοκι-
μάστε την προσεγγιστική έκφραση [�1,57, 1,57]
για το παραμετρικό διάστημα.)

(β) Θέστε a � 2 και b � 3, και σχεδιάστε την καμπύλη
στο παραμετρικό διάστημα (p/2, 3p/2). Eξηγήστε τι
βλέπετε.

(γ) Mάθετε γράφοντας Θέστε a � 2 και b � 3 , και σχε-
διάστε την καμπύλη στο παραμετρικό διάστημα
(�p 2, 3p 2) . Eξηγήστε γιατί πρέπει να είστε
προσεκτικοί όταν σχεδιάζετε στο διάστημα αυτό ή
σε οποιοδήποτε άλλο διάστημα που περιέχει το
�p 2.

(δ) Aποδείξτε αλγεβρικά ότι 

(ε) Έστω x � a tan t και y � b sec t Eπαναλάβετε τα
(α), (β), και (δ), τροποποιώντας κατάλληλα το ερώ-
τημα (δ).

 .
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x = 2 cot t, y = 2 sin2 t
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Mοντέλα μεταβολών
Mαθηματικά μοντέλα • Aπλούστευση • Eπαλήθευση μοντέλου

• Mια διαδικασία κατασκευής μοντέλου • Eμπειρική κατασκευή

μοντέλων: κατανόηση της χαρακτηριστικής συμπεριφοράς των

πειραματικών δεδομένων • Xρήση απειροστικού λογισμού

στην κατασκευή μοντέλων

Για να αποκτήσουμε πληρέστερη κατανόηση του κόσμου που μας περι-
βάλλει, περιγράφουμε (όπου αυτό είναι δυνατόν) τα φαινόμενα που μας
ενδιαφέρουν με μαθηματικό τρόπο (δηλαδή μέσω μίας συνάρτησης ή
μιας εξίσωσης). Ένα τέτοιο μαθηματικό μοντέλο δεν είναι μια απόλυτα
ακριβής περιγραφή, αλλά μια εξιδανίκευση (απλούστευση) του πραγ-
ματικού φαινομένου. Παρόλο που κάθε μοντέλο έχει τους περιορι-
σμούς του, ένα καλό μοντέλο μπορεί να μας προσφέρει χρήσιμα αποτε-
λέσματα και συμπεράσματα. Στην παρούσα ενότητα, θα παρουσιά-
σουμε τη διαδικασία μοντελοποίησης (κατασκευής μοντέλων) και θα
δώσουμε μερικά διαφωτιστικά παραδείγματα.

Mαθηματικά μοντέλα
Όταν κατασκευάζουμε μοντέλα για τον κόσμο που μας περιβάλλει, μας
ενδιαφέρει συχνά η πρόβλεψη της τιμής μιας μεταβλητής σε κάποια
μελλοντική χρονική στιγμή. H μεταβλητή αυτή μπορεί να είναι ένας
πληθυσμός, η αξία ενός ακινήτου, ή ο αριθμός των ασθενών με συγκε-
κριμένη μεταδοτική νόσο. Συχνά ένα μαθηματικό μοντέλο μάς βοηθά
να καταλάβουμε καλύτερα μια δεδομένη συμπεριφορά, ή να
προγραμματίσουμε καλύτερα το μέλλον. Θα θεωρούμε λοιπόν κάθε μα-
θηματικό μοντέλο ως μια μαθηματική κατασκευή σχεδιασμένη με σκο-
πό τη μελέτη ενός συγκεκριμένου πραγματικού συστήματος ή μιας συ-
μπεριφοράς που μας ενδιαφέρει. Tο μοντέλο μάς επιτρέπει να εξαγά-
γουμε μαθηματικά συμπεράσματα σχετικά με τη συμπεριφορά αυτή,
όπως φαίνεται στο Σχήμα 63. H ανάλυση και η ερμηνεία τέτοιων συ-
μπερασμάτων μπορεί να βοηθήσει στη λήψη αποφάσεων και στον σχε-
διασμό μελλοντικών ενεργειών. 

Aπλούστευση
Tα περισσότερα μοντέλα απλουστεύουν την πραγματικότητα. Eν γένει,
τα μοντέλα μπορούν να αποδώσουν μονάχα κατά προσέγγιση τη συμπε-
ριφορά του πραγματικού κόσμου. Mια πολύ ισχυρή σχέση απλουστεύ-
σεως είναι η αναλογία.
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ΣΧΗΜΑ 63 H διαδικασία κατασκευής ενός μοντέλου ξεκινά με την προσε-
κτική εξέταση δεδομένων του πραγματικού κόσμου.

Δεδομένα 
πραγματικού 

κόσμου
Μοντέλο

Μαθηματικά
συμπεράσματα

Προβλέψεις /
εξηγήσεις Ερμηνεία

ΑνάλυσηΕπαλήθευση

Απλούστευση

CD-ROM
Δικτυότοπος



O ορισμός αυτός συνεπάγεται ότι η γραφική παράσταση του y ένα-
ντι του x είναι μια ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. H
παρατήρηση αυτή χρησιμεύει στον έλεγχο του κατά πόσο ένα σύνολο
από αριθμητικά δεδομένα υπακούει σε μια σχέση αναλογίας. Aν η υπό-
θεση της αναλογίας είναι βάσιμη και τοποθετήσουμε σε διάγραμμα τα
σημεία με συντεταγμένες τις τιμές των δύο μεταβλητών, θα πάρουμε
μια γραφική παράσταση που θα μοιάζει με ευθεία διερχόμενη από την
αρχή. Iδού ένα παράδειγμα.

Παράδειγμα 1 Έλεγχος για σχέση αναλογίας στην απόσταση
αντίδρασης οδηγού

Kατά τη διάρκεια ενός απότομου φρεναρίσματος, ο οδηγός του αυτο-
κινήτου καλείται να αντιδράσει άμεσα σε μια κατάσταση επείγουσας
ανάγκης, πατώντας φρένο και ακινητοποιώντας το όχημα. Ποια είναι
μια ασφαλής απόσταση από προπορευόμενο όχημα για τους οδηγούς τρο-
χοφόρων; Προκειμένου να απαντήσουμε στο ερώτημα αυτό, καλό θα
ήταν να γνωρίζουμε πόση απόσταση (από τη στιγμή που η επιτακτική
ανάγκη τροχοπεδήσεως γίνεται αντιληπτή) διανύει ένα όχημα με
δεδομένη ταχύτητα προτού ο οδηγός πατήσει φρένο (απόσταση αντί-
δρασης οδηγού). H Yπηρεσία Δημοσίων Οδών των H.Π.A. (U.S. Bure-
au of Public Roads) έχει συγκεντρώσει στατιστικά στοιχεία για την
απόσταση αντίδρασης και την απόσταση τροχοπέδησης για μεγάλο
αριθμό οδηγών. (H απόσταση τροχοπέδησης είναι αυτή που διανύει το
όχημα από τη στιγμή που πατιέται φρένο μέχρι να ακινητοποιηθεί.)
Στον Πίνακα 23, x είναι η ταχύτητα ενός αυτοκινήτου σε χιλιόμετρα
ανά ώρα (km/h) και y η απόσταση σε μέτρα (m) που διανύει προτού
πατηθεί φρένο.

Yποθέτουμε ότι ο χρόνος που χρειάζεται ένας μέσος οδηγός μέ-
χρι να αντιδράσει πατώντας φρένο είναι περίπου σταθερός (ανεξάρ-
τητος της ταχύτητας). Συνεπώς, η διανυθείσα απόσταση μέχρι να αν-
τιδράσει ο οδηγός θα είναι ανάλογη της ταχύτητας. Aς ελέγξουμε
την υποτιθέμενη αυτή αναλογία απεικονίζοντας σε διάγραμμα τη
διανυθείσα απόσταση έναντι του χρόνου. Bάσει του Σχήματος 64
μπορούμε εύλογα να ισχυριστούμε ότι τα σημεία του διαγράμματος
διατάσσονται κατά μήκος μιας ευθείας που διέρχεται από την αρχή.
Συνεπώς, η υπόθεση περί αναλογίας είναι αξιόπιστη.

Aπό το διάγραμμα μπορούμε ακόμη να εκτιμήσουμε τη σταθερά
αναλογίας. Aπό το πρώτο και τελευταίο σημείο βρίσκουμε ότι η ευ-
θεία που προσεγγίζει τα δεδομένα των μετρήσεων έχει κλίση που δί-
δεται από το πηλίκο μεταβολών � (25,6 � 6,4)/(128 � 32) � 0,2. Tο μο-
ντέλο αναλογίας προβλέπει ότι η απόσταση αντίδρασης του οδηγού
είναι 

y � 0,2x. (1)
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Oρισμός Aναλογία
Δύο μεταβλητές y και x είναι ανάλογες (η μία της άλλης) εάν η
μία είναι πάντα σταθερό πολλαπλάσιο της άλλης· δηλαδή εάν

y � kx,

όπου k μια μη μηδενική σταθερά .

Πίνακας 23 Aπόσταση αντίδρασης οδηγού

x (km/h) 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104 112 120 128

y (m) 6,4 8,2 9,6 11,4 12,8 14,6 16 17,8 19,2 21 22,4 24,2 25,6

6

12

18

24

30

1289664320

y

x

ΣΧΗΜΑ 64 Aπόσταση αντίδρασης
οδηγού έναντι της ταχύτητας.
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Eπαλήθευση μοντέλου
Mπορούμε να εξακριβώσουμε το κατά πόσο ταιριάζει η Εξίσωση (1)
στα δεδομένα υπερθέτοντας το γράφημά της στο διάγραμμα διασποράς
των δεδομένων. Mια εναλλακτική διαδικασία είναι να εξετάσουμε τα
επιμέρους σφάλματα, δηλαδή τα υπόλοιπα (Πίνακας 24):

Yπόλοιπα � παρατηρήσεις � προβλέψεις.

Tα υπόλοιπα του Πίνακα 24 είναι σχετικά μικρά (το μεγαλύτερο είναι
0,2 m) συγκρινόμενα με την απόσταση, η οποία κυμαίνεται από 6,4 έως
25,6 m, και δεν εμφανίζουν κάποια χαρακτηριστική συμπεριφορά που
να εμπνέει ανησυχία. Σημειώστε ότι στην ταχύτητα των 96 km/h, δηλ.
26 m/sec, ο μέσος οδηγός διανύει 20 m προτού πατήσει φρένο. Ένας
συνήθης οδηγός χρειάζεται λοιπόν (20 m) (26 m sec) � 0,76 sec για να
αντιδράσει. Aυτός ο χρόνος αντίδρασης φαίνεται να ισχύει για ένα με-
γάλο και ετερόκλητο πλήθος οδηγών. Δεδομένης της ασαφούς φύσης
του προβλήματος που εξετάζουμε, δεχόμαστε το απλό αυτό μοντέλο ως
κατάλληλο για την πρόβλεψη της αποστάσεως αντίδρασης. Στις ασκή-
σεις, σας ζητείται να αναλύσετε την απόσταση τροχοπεδήσεως προκει-
μένου να προτείνετε μια ασφαλή απόσταση από προπορευόμενο όχημα και
να επινοήσετε έναν απλό κανόνα που θα μπορούν να χρησιμοποιούν οι
αυτοκινητιστές για να υπολογίζουν κατ’ εκτίμηση μια απόσταση ασφα-
λείας.

Mια γόνιμη τεχνική που μας επιτρέπει να κρίνουμε την επάρκεια
ενός μοντέλου, καθώς και να διερευνούμε τρόπους βελτίωσής του, είναι
να απεικονίσουμε σε διάγραμμα τα υπόλοιπα έναντι της ανεξάρτητης με-
ταβλητής. Kατόπιν παρατηρούμε το σχετικό μέγεθος των σφαλμάτων.
Aν το διάγραμμα εμφανίζει μια χαρακτηριστική συμπεριφορά, αυτό ση-
μαίνει ότι το μοντέλο θα μπορούσε να βελτιωθεί αν συλλάβουμε στο μυα-
λό μας και ενσωματώσουμε στο μοντέλο την εν λόγω συμπεριφορά.

Mια διαδικασία κατασκευής μοντέλου
H ακόλουθη διαδικασία έχει αποδειχθεί εκπαιδευτικά χρήσιμη για το
πώς κατασκευάζουμε μοντέλα. Kατά την κατασκευή της Εξισώσεως
(1), ακολουθήσαμε σε γενικές γραμμές τα εξής βήματα:

 /  / 
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Πίνακας 24 Yπολογισμός υπολοίπων

Tαχύτητα (km/h) Παρατήρηση (m) Πρόβλεψη (m) Yπόλοιπα (m)
x y � 0,2x

32 6,4 6,4 0,0
40 8,2 8 0,2
48 9,6 9,6 0,0
56 11,4 11,2 0,2
64 12,8 12,8 0,0
72 14,6 14,4 0,2
80 16 16 0,0
88 17,8 17,6 0,2
96 19,2 19,2 0,0

104 21 20,8 0,2
112 22,4 22,4 0,0
120 24,2 24 0,2
128 25,6 25,6 0,0



Eμπειρική κατασκευή μοντέλων: κατανόηση της χαρακτηριστικής
συμπεριφοράς των πειραματικών δεδομένων
Στο Παράδειγμα 1, υποθέσαμε την ύπαρξη μιας μαθηματικής σχέσης
μεταξύ της εξαρτημένης και της ανεξάρτητης μεταβλητής. Mια άλλη
μέθοδος κατασκευής μοντέλων είναι η συλλογή πειραματικών δεδομέ-
νων και η εύρεση ενός μοντέλου που αποδίδει τη χαρακτηριστική συ-
μπεριφορά των δεδομένων. H εμπειρική αυτή μέθοδος παρουσιάζει τό-
σο πλεονεκτήματα όσο και μειονεκτήματα.

Παράδειγμα 2 Eύρεση καμπύλης για την πρόβλεψη πληθυσμών 

Mερικές φορές θέλουμε να προβλέψουμε τον μελλοντικό πληθυσμό
ενός συνόλου ατόμων, π.χ. το πλήθος των ψαριών μιας ιχθυοκαλ-
λιέργειας. Tο Σχήμα 65 δείχνει ένα διάγραμμα διασποράς για δεδο-
μένα που συνέλεξε ο R. Pearl για μια αποικία κυττάρων μαγιάς (ανα-
φέρονται ως βιομάζα στο διάγραμμα) τα οποία σε θρεπτικό περιβάλ-
λον αυξάνονται με τον χρόνο (που μετριέται σε ώρες) .

H καμπύλη που ορίζουν τα σημεία του διαγράμματος φαίνεται αρ-
κετά ομαλή, με τάση καμπύλωσης προς τα πάνω. Θα προσπαθήσουμε
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Tα βήματα κατασκευής ενός μοντέλου

Bήμα 1. Eντοπίζουμε το πρόβλημα. Για να προβούμε σε εκτίμηση
της απόστασης ασφαλείας από προπορευόμενο όχημα, θα πρέ-
πει πρώτα να έχουμε μια εκτίμηση της απόστασης αντίδρασης
του μέσου οδηγού.

Bήμα 2. Kάνουμε υποθέσεις για το ποιες μεταβλητές χρειαζόμαστε,
και ποιες οι σχέσεις μεταξύ τους. H απόσταση αντίδρασης εξαρ-
τάται από πολλούς παράγοντες, όπως την ταχύτητα, την ορατό-
τητα, τον καιρό, καθώς και την ηλικία του οδηγού. Χάριν απλό-
τητας, υποθέτουμε ότι η απόσταση αντίδρασης εξαρτάται μό-
νον από την ταχύτητα, και συγκεκριμένα ότι είναι ανάλογη
προς αυτήν.

Bήμα 3. Bρίσκουμε μια συνάρτηση ή μια γραφική παράσταση που
ικανοποιεί τις σχέσεις αυτές. Eλέγχουμε την ορθότητα της υπό-
θεσής μας περί αναλογίας, προσδιορίζοντας κατά πόσο η γρα-
φική  παράσταση της απόστασης αντίδρασης έναντι της ταχύ-
τητας είναι μια ευθεία που διέρχεται από την αρχή. Eφόσον εί-
ναι ευθεία, μπορούμε να υπολογίσουμε την κλίση, που είναι
και η σταθερά αναλογίας.

Bήμα 4. Eπαληθεύουμε το μοντέλο. Mελετούμε το μέγεθος και
την όποια χαρακτηριστική συμπεριφορά των υπολοίπων.
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(Στοιχεία προερχόμενα από το άρθρο του R. Pearl,
“The Growth of Population,” Quart. Rev. Biol. Vol. 2
(1927), pp. 532–548.
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Χρόνος
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Xρόνος (h)     Bιομάζα
x y

0 9,6
1 18,3
2 29,0  
3  47,2
4   71,1
5   119,1
6   174,6
7   257,3

ΣΧΗΜΑ 65 Bιομάζα καλλιέργειας μικροοργανισμών μαγιάς, έναντι του
χρόνου.



να αποδώσουμε τη συμπεριφορά αυτή προσαρμόζοντας στα δεδομένα
ένα πολυώνυμο (π.χ., το πολυώνυμο δευτέρου βαθμού y � a � bx
�c) , μια καμπύλη δύναμης ( y � axb) ή μια εκθετική καμπύλη ( y �
aebx) Στο Σχήμα 66 χρησιμοποιήσαμε υπολογιστή για να προσαρ-
μόσουμε στα δεδομένα ένα δευτεροβάθμιο μοντέλο.

Tο δευτεροβάθμιο μοντέλο y � 6,10 � 9,28x � 16,43 φαίνεται
να ταιριάζει αρκετά καλά στα πειραματικά δεδομένα (Σχήμα 66β).
Xρησιμοποιώντας το μοντέλο αυτό μπορούμε να προβλέψουμε τον
πληθυσμό μετά από 17 ώρες, οπότε βρίσκουμε y(17) � 1622,65 . Aς
εξετάσουμε λεπτομερέστερα τα δεδομένα του Pearl προκειμένου να
δούμε αν το δευτεροβάθμιο μοντέλο παραμένει αξιόπιστο.

Στο Σχήμα 67 εμφανίζονται όλα τα πειραματικά δεδομένα του
Pearl. Bλέπετε λοιπόν ότι η πρόβλεψη y(17) � 1622,65 υπερεκτιμά
κατά πολύ τον μετρούμενο πληθυσμό, που ισούται με 659,6. Γιατί
λοιπόν αποτυγχάνει το δευτεροβάθμιο μοντέλο; 

Xρόνος (h) Mέτρηση      Πρόβλεψη
x y y

0 9,6   16,4
1 18,3  13,3
2 29,0   22,3
3 47,2  43,5
4 71,1 77,0
5 119,1   22,6
6 174,6 180,5
7 257,3 250,6
8  350,7 332,8
9 441,0 427,3

10 513,3 534,0
11 559,7 652,9
12 594,8 784,0
13 629,4 927,3
14 640,8 1082,9
15 651,1 1250,6
16 655,9 1430,5
17 659,6 1622,7
18 661,8 1827,0

Tο πρόβλημα έγκειται στον κίνδυνο που εγκυμονεί η πρόβλεψη
πέραν του εύρους των δεδομένων που χρησιμοποιήθηκαν για την κα-
τασκευή του εμπειρικού μοντέλου. (Tο εύρος δεδομένων από τα ο-
ποία δομήθηκε το μοντέλο μας ήταν 0 � x � 7.) Tέτοιου είδους συ-

x2

 .
 ,

x2
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QuadReg
y=ax2+bx+c
a=6,103571429
b=–9,277380952
c=16,43333333
R2=0,9951827945

+

+

+
+

++++

1622,65
Y1(17)

ΣΧΗΜΑ 66 Xρήση υπολογιστή για
(α) προσαρμογή μιας δευτερο-
βάθμιας παλινδρομικής εξίσωσης
στα δεδομένα· (β) απεικόνιση
στο ίδιο διάγραμμα των αριθμη-
τικών δεδομένων, του μοντέλου
και των υπολοίπων· και (γ) πρό-
βλεψη της τιμής y(17) .

ΣΧΗΜΑ 67 Tο πλήρες σύνολο των
αριθμητικών δεδομένων του Pearl.
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μπερασμοί μπορούν να αποβούν άκρως επισφαλείς, ιδίως όταν το μο-
ντέλο μας δεν υποστηρίζεται από μια βαθύτερη κατανόηση της δυνα-
μικής του προβλήματος που μελετούμε. Στο παράδειγμα με τη μαγιά,
για ποιον λόγο θα έπρεπε να αναμένουμε ότι η πληθυσμιακή αύξηση
διέπεται από μια δευτεροβάθμια πολυωνυμική συνάρτηση; Γιατί όχι
από μια εκθετική συνάρτηση; Έχοντας κατά νου αυτές τις διαπιστώ-
σεις, πώς λοιπόν θα μπορούμε να προβλέπουμε μελλοντικές τιμές;
Στο σημείο αυτό ο απειροστικός λογισμός μπορεί πολλές φορές να
μας βοηθήσει.

Xρήση απειροστικού λογισμού στην κατασκευή μοντέλων
H εφαρμογή του απειροστικού λογισμού εμπεριέχει τη μελέτη μεταβολών.
O λογισμός έχει τις απαρχές του στην περιέργειά μας σχετικά με την κί-
νηση, και στην ανάγκη μας να αναπτύξουμε μια βαθύτερη κατανόησή της.
H αναζήτηση των νόμων που διέπουν τις κινήσεις των πλανητών, η μελέ-
τη του εκκρεμούς και η εφαρμογή της σχετικής θεωρίας στην ωρο-
λογοποιία, καθώς και οι νόμοι που καθορίζουν την κίνηση της μπάλας του
κανονιού, αποτελούσαν τα είδη των προβλημάτων που ερέθιζαν τη δημι-
ουργική φαντασία των μαθηματικών και των άλλων επιστημόνων κατά τον
δέκατο έκτο και δέκατο έβδομο αιώνα. Σε πολλές περιπτώσεις, παρατη-
ρούμε με ποιον τρόπο συμβαίνει η μεταβολή και διατυπώνουμε υποθέσεις
για τις διάφορες σχέσεις εξάρτησης μεταξύ των μεταβλητών, με τρόπο πα-
ρόμοιο όπως και στο Παράδειγμα 1. Στο Kεφάλαιο 6, θα κατασκευάσουμε
μοντέλα πληθυσμιακής αύξησης εφαρμόζοντας μεθόδους του απειροστι-
κού λογισμού. Στην περίπτωση της καλλιέργειας μαγιάς, θα δείτε ότι η πη-
γή της τροφής που παρέχεται στους μικροοργανισμούς περιορίζει την
ανάπτυξή τους. Mε άλλα λόγια, το περιβάλλον μπορεί να υποστηρίξει (να
θρέψει) μόνον έναν περιορισμένο πληθυσμό. Kαθώς ο πληθυσμός πλη-
σιάζει αυτήν την οριακή του τιμή (που καλείται φέρουσα ικανότητα), επι-
βραδύνεται η περαιτέρω αύξηση. Θα αποδειχθεί ότι το μοντέλο που εκ-
φράζει την πληθυσμιακή αύξηση σε μια καλλιέργεια μαγιάς είναι η λογι-
στική εξίσωση

(2)

H γραφική παράσταση της Eξίσωσης (2), σχεδιασμένη στο ίδιο σχήμα
με το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων του Pearl, φαίνεται στο
Σχήμα 68. Στο Kεφάλαιο 6 θα δείτε πώς προκύπτει η Εξίσωση (2).
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Ιστορικά στοιχεία
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ΣΧΗΜΑ 68 H λογιστική καμπύλη της Εξίσωσης (2) απεικονίζεται στο ίδιο
σχήμα με το διάγραμμα διασποράς των πειραματικών δεδομένων του
Pearl, που δίδονται στο Σχήμα 67.

P = 665

1 + 73,8e–0,55t
 .



1. Σταθερές αναλογίας Προσδιορίστε αν τα παρακάτω α-
ριθμητικά δεδομένα υποστηρίζουν την εκάστοτε υπο-
τιθέμενη σχέση αναλογίας. Aν η υπόθεση αναλογίας
είναι βάσιμη, εκτιμήστε τη σταθερά αναλογίας.

(α) y ανάλογο του x

y 1 2 3 4 5 6 7 8

x 5,9 12,1 17,9 23,9 29,9 36,2 41,8 48,2
(β) y ανάλογο του 

(γ) y ανάλογο του 3x

y 5 15 45 135 405 1215 3645 10.935

x 0 1 2 3 4 5 6 7
(δ) y ανάλογο του ln x

y 2 4,8 5,3 6,5 8,0 10,5 14,4 15,0

x 2,0 5,0 6,0 9,0 14,0 35,0 120,0 150,0

Kατασκευή μοντέλων
2. Eπιμήκυνση ελατηρίου Προκειμένου να σχεδιαστούν ο-

χήματα διαφόρων τύπων (π.χ. τανκ, ανατρεπόμενο φορ-
τηγό, όχημα γενικής χρήσεως, πολυτελές αυτοκίνητο)
που να παρουσιάζουν επιθυμητή συμπεριφορά στις ε-
κάστοτε οδικές συνθήκες, θα πρέπει να βρεθούν μοντέ-
λα της απόκρισης ελατηρίου σε διάφορα φορτία. Eκτε-
λέσαμε ένα πείραμα προκειμένου να μετρήσουμε την
επιμήκυνση y ενός ελατηρίου, μετρούμενης σε cm, συ-
ναρτήσει του αριθμού x των μονάδων της μάζας που
εξαρτώνται από το ελατήριο.

0 1 2 3 4 5

0 0,875 1,721 2,641 3,531 4,391

6 7 8 9 10

5,241 6,120 6,992 7,869 8,741

(α) Kατασκευάστε ένα μοντέλο που να συσχετίζει την
επιμήκυνση του ελατηρίου με τον αριθμό των ε-
ξαρτώμενων από αυτό μονάδων μάζας.

(β) Πόσο καλά ταιριάζει το μοντέλο σας στα πειραμα-
τικά δεδομένα; 

(γ) Kάντε μια πρόβλεψη για την επιμήκυνση του ελα-
τηρίου όταν εξαρτώνται από αυτό 13 μονάδες μά-
ζας. Πόση εμπιστοσύνη έχετε στην πρόβλεψή σας
αυτή; 

3. Aπόσταση τροχοπεδήσεως Πόση απόσταση διανύει ένα
όχημα από τη στιγμή που πατιέται το φρένο του; Mελε-
τήστε τα παρακάτω πειραματικά δεδομένα, όπου x είναι
η ταχύτητα του αυτοκινήτου σε km ανά ώρα, και y είναι
η απόσταση σε m που απαιτείται για να ακινητοποιηθεί
το όχημα από τη στιγμή που φρενάρει ο οδηγός.

x (km/h) 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104 112 120

y (m) 9,7 14,3 19,8 26,534,1 42,6 52,1 62,1 73,4 85,9 99 114,6

Kατασκευάστε και ελέγξτε ένα μοντέλο που να συ-
σχετίζει την απόσταση τροχοπεδήσεως με την ταχύ-
τητα του οχήματος. 

4. Aπόσταση ασφαλείας από προπορευόμενο όχημα Xρησιμο-
ποιήστε την Εξίσωση (1) για την απόσταση αντίδρα-
σης, σε συνδυασμό με το μοντέλο που κατασκευάσατε
στην Άσκηση 3 για την απόσταση τροχοπεδήσεως,
προκειμένου να φτιάξετε ένα μοντέλο για τη συνολική
απόσταση ακινητοποίησης (απόσταση αντίδρασης συν
τροχοπεδήσεως). Ένας κανόνας που δίδεται συχνά για
την απόσταση ασφαλείας είναι να αφήνετε χρόνο αντί-
δρασης 2 sec μεταξύ του αυτοκινήτου σας και του προ-
πορευόμενου οχήματος. Συμφωνεί ο κανόνας αυτός με
το μοντέλο σας για τη συνολική απόσταση ακινητο-
ποίησης; Aν όχι, προτείνετε έναν καλύτερο κανόνα.

5. Kαρδιοπάθεια H φαρμακευτική ουσία διγοξίνη χορη-
γείται σε καρδιοπαθείς. Oι γιατροί πρέπει να χορη-
γούν σε κάθε ασθενή ποσότητα τέτοια ώστε η συγκέ-
ντρωση της ουσίας στο αίμα να διατηρείται πάνω από
ένα αποτελεσματικό επίπεδο, χωρίς όμως να υπερβαίνει
κάποιο επίπεδο ασφαλείας. Mελετήστε αρχικά τον ρυθ-
μό μείωσης της διγοξίνης στο αίμα. Έστω ότι σε κά-
ποιον ασθενή χορηγείται ενδοφλεβίως μια αρχική πο-
σότητα 0,5 mg. Στον πίνακα που ακολουθεί, το x παρι-
στάνει τον αριθμό των ημερών μετά τη χορήγηση της
αρχικής δόσης, ενώ το y παριστάνει την ποσότητα της
διγοξίνης που παραμένει στο αίμα του ασθενή.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8

y 0,5000 0,345 0,238 0,164 0,113 0,078 0,054 0,037 0,026

(α) Kατασκευάστε ένα μοντέλο που να συσχετίζει την
ποσότητα της διγοξίνης στο αίμα με τον αριθμό
των ημερών που παρήλθαν από τη χορήγησή της. 

(β) Πόσο καλά ταιριάζει το μοντέλο σας στα πειραμα-
τικά δεδομένα;

(γ) Kάντε μια πρόβλεψη για την ποσότητα διγοξίνης
στο αίμα μετά από 12 ημέρες.

6. Pαδιενέργεια Mια ραδιενεργός χρωστική ουσία χορη-
γείται ενδοφλεβίως σε ασθενή λίγο πριν την ακτινο-
γράφησή του. Οι ποσότητες ραδιενέργειας στο αίμα
του ασθενούς μετρήθηκαν σε «συμβάντα» ανά λεπτό
(cpm) κατά τη χρονική διάρκεια μετά την ένεση, απο-
δίδοντας τον ακόλουθο πίνακα τιμών.

x χρόνος (min) 0 1 2 3 4 5

10.023 8174 6693 5500 4489 3683

x χρόνος (min) 6 7 8 9 10

3061 2479 2045 1645 1326

(α) Kατασκευάστε ένα μοντέλο που να συσχετίζει τα
επίπεδα της ραδιενέργειας με τον χρόνο.

(β) Συγκρίνετε τις μετρήσεις με τις προβλέψεις σας.

(γ) Στηριζόμενοι στο μοντέλο σας, κάντε μια πρόβλε-
ψη του πότε θα έχει ελαττωθεί η ποσότητα ραδι-
ενέργειας στα 500 cpm.

x1 / 2
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7. Ποσότητα φαρμακευτικής ουσίας Kαθώς ο χρόνος περνά,
η συγκέντρωση στο αίμα μιας φαρμακευτικής ουσίας
που χορηγήθηκε σε πειραματόζωα μειώνεται. Oι συγ-
κεντρώσεις σε μέρη ανά εκατομμύριο (ppm) φαίνονται
στον ακόλουθο πίνακα.

853 587 390 274 189 130

Xρόνος 0 1 2 3 4 5
(ημέρες)

97 67 50 40 31

Xρόνος 6 7 8 9 10
(ημέρες)

(α) Kατασκευάστε ένα μοντέλο που να συσχετίζει την
ποσότητα της φαρμακευτικής ουσίας με τον χρό-
νο.

(β) Συγκρίνετε τις μετρήσεις με τις προβλέψεις σας.

(γ) Στηριζόμενοι στο μοντέλο σας, κάντε μια πρόβλε-
ψη του πότε θα έχει ελαττωθεί η ποσότητα του
φαρμάκου σε 10 μέρη ανά εκατομμύριο (ppm).

8. Πεύκα Στον παρακάτω πίνακα, το x παριστάνει την πε-
ριφέρεια του κορμού ενός πεύκου σε cm, στο ύψος του
ώμουØ το y παριστάνει το συνολικό μήκος δοκών (m)
ξυλείας που προκύπτουν.

x (cm) 43,2 48,3 50,8 58,4 63,5 71,1 81,3 96,5 99,1 104,1

y (m) 5,8 7,6 9,8 17,4 21,6 34,4 37,5 76,8 78,9 89,6

Kατασκευάστε και ελέγξτε τα ακόλουθα δύο μοντέλα:
ότι το εκμεταλλεύσιμο συνολικό μήκος δοκών ξυλείας
είναι ανάλογο (α) του τετραγώνου της περιφέρειας και
(β) του κύβου της περιφέρειας. Ποιο μοντέλο είναι κα-
λύτερο; Κάποιο από τα δύο μοντέλα «ερμηνεύει» κα-
λύτερα τα δεδομένα από ό,τι το άλλο; 

9. Mαύρη πέρκα Tα αριθμητικά δεδομένα που ακολουθούν
παριστάνουν το βάρος w (σε gr) της μαύρης πέρκας της
Nέας Yόρκης για διάφορα μήκη l (σε cm).

l (cm) 31,75 32,08 32,08 35,89 36,83 36,83 43,82 45,09

w (gr) 498,95 469,6 498,95 675,05 763,1 792,45 1203,351438,15

Kατασκευάστε και ελέγξτε ένα μοντέλο που θεωρεί
ότι το βάρος είναι ανάλογο του . Πόσο καλά ταιριά-
ζει στα δεδομένα;

10. Σφυγμοί θηλαστικών Tα αριθμητικά δεδομένα που ακο-
λουθούν συσχετίζουν το βάρος σε γραμμάρια (g) μερι-
κών θηλαστικών, με τον αριθμό των σφυγμών τους ανά
λεπτό (bpm). Aπεικονίστε τα δεδομένα σε ένα διά-
γραμμα διασποράς. Mήπως προκύπτει κάποια χαρα-
κτηριστική συμπεριφορά; Aν ναι, βρείτε μια συ-
νάρτηση που να αποδίδει ικανοποιητικά τη συμπε-
ριφορά αυτή. (Yπόδειξη: Δοκιμάστε μοντέλα του τύπου
y � x�(1/n) , όπου n ακέραιος.)

Σωματικό βάρος Παλμοί
Θηλαστικό x (g) y (bpm)

Vesperugo pipistrellus
(πολύ μικρή νυχτερίδα) 4 660

Ποντίκι 25 670
Aρουραίος 200 420
Iνδικό χοιρίδιο 300 300
Kουνέλι 2.000 205
Mικρόσωμο σκυλί 5.000 120
Mεγαλόσωμο σκυλί 30.000 85
Πρόβατο 50.000 70
Άνθρωπος 70.000 72
Άλογο 450.000 38
Bόδι 500.000 40
Eλέφαντας 3.000.000 48

Συσχέτιση γραφικών παραστάσεων
και συμπεριφορών
Στις Aσκήσεις 11-14, επιλέξτε τον τύπο γραφικής παράστα-
σης (ή προτείνετε έναν δικό σας) που περιγράφει ποιοτικά
την εκάστοτε συμπεριφορά κατά τον καλύτερο τρόπο. Eξη-
γήστε τις επιλογές σας. Πιθανές απαντήσεις είναι: (α) ευ-
θεία (β) κοίλα άνω, αύξουσα (γ) κοίλα άνω, φθίνουσα (δ)
κοίλα κάτω, αύξουσα (ε) κοίλα κάτω, φθίνουσα (στ) λογι-
στική.

11. H συγκέντρωση χορηγούμενου φαρμάκου στο αίμα,
συναρτήσει του χρόνου.

12. H ικανότητά σας σε ένα μαθησιακό αντικείμενο, συ-
ναρτήσει του χρόνου που αφιερώσατε στη μελέτη του.

l 3
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13. H ποσότητα του άνθρακα-14 που απομένει σε ένα έρ-
γο τέχνης, συναρτήσει του χρόνου.

14. Aπό τον πόρο εκροής μιας δεξαμενής χύνεται νερό.
Συσχετίστε: 

(α) Tην ταχύτητα εκχύσεως του νερού, με τον χρόνο
που παρήλθε.

(β) Tο βάθος του νερού στη δεξαμενή, με τον χρόνο
που παρήλθε.

15. (Aντίστροφη διαδικασία των Aσκήσεων 11-14.) Προ-
τείνετε μια συμπεριφορά που αποδίδεται ποιοτικά από
τα παραπάνω διαγράμματα.

16. Για να μειωθεί η ένταση του φωτός χρησιμοποιούνται
επιστρώσεις πλαστικών αποχρώσεων. Συσχετίστε την
ένταση του διερχόμενου φωτός με τον αριθμό των επι-
στρώσεων.

Στις Aσκήσεις 17-20, σχεδιάστε ένα γράφημα που να περι-
γράφει ποιοτικά την κάθε συμπεριφορά.

17. Ένα μπαλάκι του γκολφ αφήνεται να πέσει σε τσιμε-
ντένιο δάπεδο από ύψος 6 μέτρων. Σχεδιάστε σε ποιο-
τικό διάγραμμα το ύψος του συναρτήσει του χρόνου
πτώσεως.

18. Mία γυάλινη μπίλια αφήνεται να πέσει σε έναν κουβά
με λάδι. Σχεδιάστε:

(α) Tην ταχύτητα της μπίλιας έναντι του χρόνου.

(β) Tην απόσταση που διένυσε έναντι του χρόνου.

19. Ένας αλεξιπτωτιστής πηδά από αεροσκάφος. Mετά
από 4 δευτερόλεπτα ελεύθερης πτώσης, ανοίγει το
αλεξίπτωτο. Κάντε ένα ποιοτικό διάγραμμα:

(α) Tης ταχύτητας του αλεξιπτωτιστή έναντι του χρό-
νου.

(β) Tης απόστασης που διένυσε έναντι του χρόνου.

20. Mια περιοχή απαγόρευσης θήρευσης μπορεί να θρέ-
ψει έναν πληθυσμό 500 ελαφιών. Σχεδιάστε τον πλη-
θυσμό των ελαφιών έναντι του χρόνου, αν στην περιο-
χή τοποθετηθούν αρχικά: 

(α) 300 ελάφια.

(β) 500 ελάφια.

(γ) 600 ελάφια.

21. Περιγράψτε μια συμπεριφορά που παριστάνεται ποιο-
τικά από καθεμία από τις ακόλουθες γραφικές παρα-
στάσεις.

(α)

(β)

22. Eντοπισμός προβλήματος Για καθένα από τα ακόλουθα
σενάρια που περιγράφονται με γενικόλογο τρόπο, κα-
λείστε να διακρίνετε ένα μαθηματικό πρόβλημα που
θα είχε νόημα να μελετήσετε. Ποιες μεταβλητές επη-
ρεάζουν το πρόβλημα αυτό; Aπό αυτές, ποιες είναι οι
σπουδαιότερες;

(α) H πληθυσμιακή αύξηση ενός είδους.

(β) Ένα αντικείμενο αφήνεται να πέσει από μεγάλο
ύψος. Πότε και με ποια ταχύτητα θα συγκρουστεί
με το έδαφος;

(γ) Πόσο μεγάλη ταχύτητα μπορεί να αναπτύξει ένας
σκιέρ σε μια χιονισμένη βουνοπλαγιά;

(δ) Ένας φυσικός επιστήμονας μελετά το φως και τις
ιδιότητές του. Θέλει να κατανοήσει τη διαδρομή
μιας ακτίνας φωτός που προσπίπτει, διαμέσου του
αέρα, στην ήρεμη επιφάνεια μιας λίμνης. Tον εν-
διαφέρει ιδιαίτερα το τι συμβαίνει στη διαχωρι-
στική επιφάνεια των δύο μέσων (νερού και αέρα).

(ε) O Oργανισμός Tροφίμων και Φαρμάκων των
H.Π.A. (U.S. Food and Drug Administration) ενδι-
αφέρεται να μάθει πόσο αποτελεσματικό είναι ένα
καινούριο φάρμακο στον περιορισμό των κρουσμά-
των μίας νόσου.

(στ) Oι ιδιοκτήτες ενός καταστήματος λιανικής πώλη-
σης προτίθενται να φτιάξουν έναν χώρο στάθμευ-
σης πελατών. Πώς πρέπει να φωτίζεται ο χώρος αυ-
τός;

y

x

y

x
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Eπαναληπτικές ερωτήσεις 

1. Πώς προκύπτει η εξίσωση μιας ευθείας όταν δίδονται
οι συντεταγμένες δύο σημείων της; Όταν δίδονται η
κλίση της και οι συντεταγμένες ενός σημείου της; Ό-
ταν δίδονται η κλίση της και η τεταγμένη της από την
αρχή; Δώστε παραδείγματα.

2. Ποιες είναι οι συνήθεις εξισώσεις ευθειών κάθετων
στους άξονες συντεταγμένων; 

3. Ποια σχέση υπάρχει μεταξύ των κλίσεων δύο αμοι-

βαία κάθετων ευθειών; Ποια η αντίστοιχη σχέση για
παράλληλες ευθείες; Δώστε παραδείγματα.

4. Tι είναι συνάρτηση; Δώστε παραδείγματα. Πώς σχε-
διάζουμε μια συνάρτηση της οποίας τα  πεδία ορισμού
και τιμών περιέχουν πραγματικούς αριθμούς; Tι είναι
αύξουσα και τι φθίνουσα συνάρτηση; 

5. Tι είναι άρτια και τι περιττή συνάρτηση; Ποιες συμ-
μετρίες παρουσιάζουν οι γραφικές παραστάσεις των



συναρτήσεων αυτών και πώς μπορούμε να τις εκμε-
ταλλευτούμε; Δώστε ένα παράδειγμα συνάρτησης που
δεν είναι ούτε άρτια ούτε περιττή.

6. Tι είναι μια κατά τμήματα οριζόμενη συνάρτηση; Δώ-
στε παραδείγματα. Δώστε τον ορισμό της συνάρ-
τησης απόλυτης τιμής και σχεδιάστε τη γραφική της
παράσταση.

7. Πότε είναι δυνατή η σύνθεση δύο συναρτήσεων; Δώ-
στε παραδείγματα σύνθετων συναρτήσεων υπολογί-
ζοντας τις τιμές τους σε διάφορα σημεία. Έχει σημα-
σία η σειρά με την οποία συντίθενται οι συναρτήσεις;

8. Πώς αλλάζουμε την εξίσωση y � f(x) προκειμένου να
μετατοπίσουμε το γράφημά της πάνω-κάτω, ή δεξιά-
αριστερά; Δώστε παραδείγματα.

9. Tι είναι η εκθετική συνάρτηση; Δώστε παραδείγματα.
Ποιες είναι οι ιδιότητες εκθετικών; Σε τι διαφέρει η
εκθετική συνάρτηση από την απλή συνάρτηση δύνα-
μης του τύπου f(x) � xn ; Για ποια είδη φαινομένων του
πραγματικού κόσμου χρησιμεύουν ως μοντέλα οι εκθε-
τικές συναρτήσεις;

10. Ποιος είναι ο αριθμός e και πώς ορίζεται; Ποια τα
πεδία ορισμού και τιμών της f (x) � ex ; Πώς είναι η
γραφική της παράσταση; Πώς σχετίζονται οι τιμές
της συνάρτησης ex με αυτές των , , κ.ο.κ.;

11. Ποιες συναρτήσεις διαθέτουν αντίστροφες; Πώς ξέ-
ρουμε αν δυο συναρτήσεις f και g είναι αντίστροφες η
μία της άλλης; Δώστε παραδείγματα συναρτήσεων
που είναι (ή δεν είναι) μεταξύ τους αντίστροφες. 

12. Πώς σχετίζονται τα πεδία ορισμού και τιμών καθώς
και οι γραφικές παραστάσεις μιας συνάρτησης και
της αντίστροφής της; Δώστε ένα παράδειγμα.

13. Mε ποια διαδικασία μπορούμε μερικές φορές να εκ-
φράσουμε την αντίστροφη μιας συναρτήσεως του x ως
συνάρτηση του x ; Mε ποιον τρόπο μπορούμε να σχε-
διάσουμε παραμετρικά μια συνάρτηση y � f(x) μαζί
με την αντίστροφή της y � f �1(x) στην οθόνη ενός
υπολογιστή;

14. Tι είναι η συνάρτηση λογαρίθμου και ποιες οι ιδιό-
τητές της; Tι είναι η συνάρτηση φυσικού λογαρίθμου;
Ποια τα πεδία ορισμού και τιμών της y � ln x ; Πώς εί-
ναι η γραφική της παράσταση;

15. Πώς σχετίζεται το γράφημα της συνάρτησης loga x με
αυτό της ln x ; Kατά πόσο είναι αληθής η δήλωση ότι

κατά βάθος υπάρχει μόνο μία εκθετική συνάρτηση
και μία λογαριθμική συνάρτηση; 

16. Tι είναι το ακτινιακό μέτρο; Πώς μετατρέπουμε τα
ακτίνια σε μοίρες και πώς τις μοίρες σε ακτίνια;

17. Σχεδιάστε τις γραφικές παραστάσεις των έξι βασικών
τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Tι είδους συμμετρίες
παρουσιάζουν αυτές; 

18. Mερικές φορές είναι δυνατόν να βρούμε τις τιμές τρι-
γωνομετρικών συναρτήσεων από τρίγωνα. Eξηγήστε
πώς μπορεί αυτό να γίνει και δώστε παραδείγματα.

19. Tι είναι μια περιοδική συνάρτηση; Δώστε παραδείγ-
ματα. Ποιες είναι οι περίοδοι των έξι βασικών τριγω-
νομετρικών συναρτήσεων;

20. Ποια η σχέση μεταξύ του τύπου της γενικής ημιτο-
νοειδούς συναρτήσεως f(x)�Asin((2p B)(x � C)) � D
και των διαδικασιών μετατόπισης, επιμήκυνσης, συρ-
ρίκνωσης και κατοπτρισμού της γραφικής της παρα-
στάσεως; Δώστε παραδείγματα. Σχεδιάστε τη γενική
ημιτονοειδή καμπύλη και σημειώστε στο γράφημα τις
σταθερές A B C και D

21. Mε αφετηρία την ταυτότητα cos2 u � sin2 u � 1 και
τους τύπους αθροίσματος γωνιών cos (A � B) και 
sin (A � B), δείξτε πώς μπορούν να προκύψουν και
διάφορες άλλες τριγωνομετρικές ταυτότητες.

22. Πώς ορίζονται οι αντίστροφες τριγωνομετρικές συ-
ναρτήσεις; Πώς μπορούμε με χρήση ορθογώνιων τρι-
γώνων να βρούμε τις τιμές των συναρτήσεων αυτών;
Δώστε παραδείγματα.

23. O υπολογιστής μας έχει δυνατότητα υπολογισμού τι-
μών των συναρτήσεων cos�1 x sin�1 x και tan�1 x .
Eξηγήστε πώς μπορούμε να βρούμε τις τιμές των συ-
ναρτήσεων sec�1 x csc�1 x και cot�1 x .

24. Tι είναι μια παραμετρικοποιημένη καμπύλη στο επίπε-
δο xy; Tι ονομάζουμε αρχικό σημείο της και τι τελικό;
Aν για την τροχιά σωματιδίου στο επίπεδο σας προκύ-
ψει μια καρτεσιανή εξίσωση που ορίζεται παραμετρικά,
ποια σχέση αναμένετε να υπάρχει μεταξύ του γραφή-
ματος της καρτεσιανής εξίσωσης και της τροχιάς του
σωματιδίου; Δώστε παραδείγματα.

25. Ποια είναι η συνήθης παραμετρικοποίηση του κύκλου
� � ; Ποια της έλλειψης ( ) � ( ) � 1 ;

Tου γραφήματος μιας συναρτήσεως y � f(x) ; Tης
αντίστροφης μιας συναρτήσεως y � f (x) ;

b 2
 / y 2a 2

 / x2a 2y 2x2

 , ,

 , ,

 . , , ,

 / 

x3x2

 ,
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Eυθείες

Στις Aσκήσεις 1-12, γράψτε μια εξίσωση για την ευθεία
που ορίζεται ως εξής:

1. Διέρχεται από το σημείο (1, �6) με κλίση 3 .

2. Διέρχεται από το σημείο (�1, 2) με κλίση �1 2 .

3. Eίναι κατακόρυφη και διέρχεται από το σημείο
(0, �3) .

4. Διέρχεται από τα σημεία (�3, 6) και (1, �2) .

5. Eίναι οριζόντια και διέρχεται από το σημείο (0, 2) .

6. Διέρχεται από τα σημεία (3, 3) και (�2, 5) .

7. Έχει κλίση �3 και τεταγμένη 3 .

8. Διέρχεται από το σημείο (3, 1) και είναι παράλληλη
στην 2x � y � �2.

9. Διέρχεται από το σημείο (4, �12) και είναι παράλ-
ληλη στην 4x � 3y � 12 .

10. Διέρχεται από το σημείο (�2, �3) και είναι κάθετη
στην 3x � 5y � 1.

11. Διέρχεται από το σημείο (�1, 2) και είναι κάθετη
στην (1 2)x � (1 3)y � 1.

12. Έχει τετμημένη 3 και τεταγμένη �5 .

 /  / 

 / 



Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις

13. Bρείτε μια έκφραση για το εμβαδόν και την περί-
μετρο κύκλου, συναρτήσει της ακτίνας του κύκλου.
Kατόπιν εκφράστε το εμβαδόν συναρτήσει της περι-
μέτρου.

14. Bρείτε μια έκφραση για την ακτίνα σφαίρας συναρ-
τήσει του εμβαδού της επιφάνειάς της. Kατόπιν εκ-
φράστε το εμβαδόν της επιφάνειας συναρτήσει του
όγκου της σφαίρας.

15. Ένα σημείο P στο πρώτο τεταρτημόριο είναι σημείο
της παραβολής y � . Eκφράστε τις συντεταγμένες
του P συναρτήσει της γωνίας που σχηματίζει ο άξο-
νας x με την ευθεία που συνδέει το P με την αρχή.

16. Kαθώς ένα αερόστατο απογειώνεται κινούμενο κατα-
κόρυφα από επίπεδη περιοχή, εντοπίζεται από μια συ-
σκευή ραδιοεντοπισμού η οποία απέχει 500 m από το
σημείο απογείωσης. Bρείτε μια έκφραση για το ύψος
του αερόστατου συναρτήσει της γωνίας που σχη-
ματίζει το έδαφος με την ευθεία που συνδέει τη συ-
σκευή με το αερόστατο.

Στις Aσκήσεις 17-20, προσδιορίστε αν η γραφική παρά-
σταση της συναρτήσεως είναι συμμετρική ως προς τον
άξονα y , ως προς την αρχή, ή ως προς τίποτα από τα δύο. 

17. y � /5 18. y � /5

19. y � � 2x � 1 20. y �

Στις Aσκήσεις 21-28, προσδιορίστε αν η συνάρτηση είναι
άρτια, περιττή, ή τίποτα από τα δύο.

21. y � � 1 22. y � � � x

23. y � 1 � cos x 24. y � sec x tan x

25. y � 26. y � 1 � sin x

27. y � x � cos x 28. y �

Στις Aσκήσεις 29-38, βρείτε τα πεδία (α) ορισμού και (β)
τιμών.

29. y � �x � � 2 30. y � �2 �

31. y � 32. y � 32�x � 1

33. y � 2e�x � 3 34. y � tan (2x � p)

35. y � 2 sin (3x � p) � 1 36. y � /5

37. y � ln (x � 3) � 1 38. y � �1 �

Τμηματικά οριζόμενες συναρτήσεις

Στις Aσκήσεις 39 και 40, βρείτε τα πεδία (α) ορισμού και
(β) τιμών.

39.

40.

Στις Aσκήσεις 41 και 42, γράψτε έναν τύπο που να ορίζει
κατά τμήματα τη σχεδιασθείσα συνάρτηση. 

41. 42.

Σύνθεση συναρτήσεων

Στις Aσκήσεις 43 και 44, υπολογίστε τις ποσότητες:

(α) ( f � g)(�1) (β) (g � f )(2)

(γ) ( f � f )(x) (δ) (g � g)(x)

43.

44. f (x) � 2 � x g(x) �

Στις Aσκήσεις 45 και 46, (α) γράψτε έναν τύπο για τις f � g
και g � f και βρείτε τα πεδία (β) ορισμού και (γ) τιμών της
καθεμίας.

45. f (x) � 2 � , g(x) �

46. f (x) � , g(x) �

Σύνθεση με απόλυτες τιμές Στις Aσκήσεις 47-52, σχεδιάστε
τις f1 και f2 σε κοινό διάγραμμα, προκειμένου να συμπε-
ράνετε και να περιγράψετε πώς επηρεάζεται η γραφική
παράσταση μιας συναρτήσεως f1 αν πάρουμε απόλυτες τι-
μές προτού την εφαρμόσουμε.

f1(x) f2(x ) � f1 ( �x �)

47. x �x �

48. �x �3

49. �x �2

50.

51.

52. sin x sin �x �

Σύνθεση με απόλυτες τιμές Στις Aσκήσεις 53-56, σχεδιάστε
τις g1 και g2 σε κοινό διάγραμμα, προκειμένου να συμπε-
ράνετε και να περιγράψετε πώς επηρεάζεται η γραφική
παράσταση μιας συναρτήσεως g1 αν πάρουμε απόλυτες τι-
τιμές αφού την εφαρμόσουμε.

g1 ( x ) g 2 ( x ) �
�g 1 ( x ) �

53.

54.

55. 4 � �4 � �

56. � x � � x �

Aντίστροφες συναρτήσεις

57. (α) Σχεδιάστε τη συνάρτηση f(x)� , 0�x� 1 .
Tι είδους συμμετρία παρουσιάζει η γραφική παρά-

�1 � x2

x2x2

x2x2

� �x ��x

� x3
 �x3

��x ��x

1
� x �

1
x

x2

x3

�1 � x�x

�x � 2x2

�3 x � 1 ,

f (x) � 1x ,   g(x) � 1

�x � 2

x

5
(2, 5)

0 4

y

x

1

10 2

y

y � ��x � 2 ,
�x ,
�x � 2 ,

�2 � x � �1
�1 	 x � 1
 1 	 x � 2

y � ���x ,
�x ,

�4 � x � 0
 0 	 x � 4

�3 2 � x

x2

�16 � x2

�1 � x

�x4 � 1

x4 � 1
x3 � 2x

x3x5x2

e�x2

x2

x2x1

x2
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σταση;

(β) Δείξτε ότι η συνάρτηση f είναι η αντίστροφη του
εαυτού της. (Θυμηθείτε ότι � x για x � 0 .)

58. (α) Σχεδιάστε τη συνάρτηση f(x) � 1 x Tι είδους
συμμετρία παρουσιάζει η γραφική παράσταση;

(β) Δείξτε ότι η συνάρτηση f είναι η αντίστροφη του
εαυτού της.

Στις Aσκήσεις 59 και 60:

(α) Bρείτε την f �1 και δείξτε ότι 
( f � f �1)(x) � ( f �1

� f )(x) � x

(β) Σχεδιάστε τις f και f �1 σε κοινό διάγραμμα.

59. f(x) � 2 � 3x

60. f(x) � (x � 2)2 x � �2

61. (α) Δείξτε ότι οι f(x) � και g(x) � είναι αντί-
στροφες η μία της άλλης.

(β) Σχεδιάστε τις f και g σε κατάλληλα μεγάλο διά-
στημα τιμών του x ώστε να φαίνεται ότι οι δύο γρα-
φικές παραστάσεις τέμνονται στα σημεία (1, 1) και
(�1, �1) . Bεβαιωθείτε ότι η εικόνα που βλέπετε
εμφανίζει την απαιτούμενη συμμετρία ως προς
την ευθεία y � x

62. (α) Δείξτε ότι οι h(x) � 4 και k(x) � (4x)1/ 3 είναι
αντίστροφες η μία της άλλης.

(β) Σχεδιάστε τις h και k σε κατάλληλα μεγάλο διά-
στημα τιμών του x ώστε να φαίνεται ότι οι δύο γρα-
φικές παραστάσεις τέμνονται στα σημεία (2, 2) και
(�2, �2) . Bεβαιωθείτε ότι η εικόνα που βλέπετε
εμφανίζει την απαιτούμενη συμμετρία ως προς
την ευθεία y � x

63. (α) Bρείτε την αντίστροφη της f (x) � x � 1. Σχε-
διάστε την f και την αντίστροφή της σε κοινό διά-
γραμμα. Eπίσης σχεδιάστε με διακεκομμένες
γραμμές την ευθεία y � x.

(β) Bρείτε την αντίστροφη της f(x) � x � b (όπου b
σταθερά). Ποια σχέση έχει το γράφημα της f �1 με
αυτό της f ;

(γ) Tι συμπεραίνετε για τις αντίστροφες συναρτή-
σεων των οποίων οι γραφικές παραστάσεις είναι
ευθείες παράλληλες στην ευθεία y � x ;

64. (α) Bρείτε την αντίστροφη της f (x) � �x � 1 . Σχε-
διάστε την ευθεία y � �x � 1 σε κοινό διάγραμ-
μα με την y � x Tι γωνία ορίζουν τεμνόμενες οι
δύο ευθείες;

(β) Bρείτε την αντίστροφη της f(x) � �x � b (b στα-
θερά). Tι γωνία σχηματίζει η ευθεία y � �x � b
με την ευθεία y � x ;

(γ) Tι συμπεραίνετε για τις αντίστροφες συναρτή-
σεων των οποίων οι γραφικές παραστάσεις είναι
ευθείες κάθετες στην ευθεία y � x ;

65. Δεκαδικό ανάπτυγμα του e Yπολογίστε τον αριθμό e σε
όσα περισσότερα δεκαδικά ψηφία σάς επιτρέπει ο
υπολογιστής σας, λύνοντας την εξίσωση ln x � 1 .

66. H σχέση αντιστροφής μεταξύ του e x και του ln x Bρείτε
πόσο αξιόπιστα υπολογίζει ο υπολογιστής σας τις
σύνθετες συναρτήσεις 

elnx και ln (e x).

Aλγεβρικοί υπολογισμοί με εκθετικά και λογαρίθμους

Aπλοποιήστε τις ποσότητες που δίδονται στις Aσκήσεις
67-70.

67. (α) eln 7,2 (β) (γ)

68. (α) (β) e–ln 0,3 (γ) eln �x–ln 2

69. (α) 2 ln (β) ln (ln ee) (γ)

70. (α) ln (esec θ) (β) (γ)

Tριγωνομετρία

Στις Aσκήσεις 71 και 72, βρείτε το μέτρο της γωνίας σε
ακτίνια και μοίρες.

71. sin�1 (0,6) 72. tan�1 (�2,3)

73. Yπολογίστε τις τιμές των έξι βασικών τριγωνομετρι-
κών συναρτήσεων της γωνίας u � cos�1 (3 7) . Δώστε
ακριβείς απαντήσεις.

74. Λύστε την εξίσωση sin x � �0,2 στα παρακάτω δια-
στήματα.

(α) 0 � x 	 2p (β) �� 	 x 	 �

Στις Aσκήσεις 75 και 76, σχεδιάστε τη γραφική παρά-
σταση και συνακόλουθα βρείτε την περίοδο της συναρτή-
σεως που δίδεται. 

75. y � sin 

76. y � cos 

77. Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

y � 2 cos .

78. Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

y � 1 � sin .

Στις Aσκήσεις 79-82, το ABC είναι ένα ορθογώνιο τρίγω-
νο με ορθή γωνία στην κορυφή C Oι απέναντι πλευρές
των γωνιών A B και C έχουν μήκη a b και c αντί-
στοιχα.

79. (α) Yπολογίστε τα a και b αν c � 2 , B � p 3.

(β) Yπολογίστε τα a και c αν b � 2 , B � p 3.

80. (α) Eκφράστε το a συναρτήσει των A και c.

(β) Eκφράστε το a συναρτήσει των A και b.

81. (α) Eκφράστε το a συναρτήσει των B και b.

(β) Eκφράστε το c συναρτήσει των A και a.

82. (α) Eκφράστε το sin A συναρτήσει των a και c.

(β) Eκφράστε το sin A συναρτήσει των b και c.

Στις Aσκήσεις 83 και 84, δείξτε ότι οι συναρτήσεις είναι
περιοδικές και βρείτε την περίοδό τους.

83. y � sin3 x 84. y � � tan x �

Xρησιμοποιήστε τους τύπους του αθροίσματος γωνιών για να
παραγάγετε τις ταυτότητες των Aσκήσεων 85 και 86.

85.  cos �x � p
2� � �sin  x

 / 

 / 

 , , , , ,
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�x � p
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2
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2
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ln (e2 ln x)ln (eex
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ln (e�x2�y2
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86.

87. Yπολογίστε το sin  7p——
12

γράφοντάς το ως 

88. Yπολογίστε το cos 11p——
12

γράφοντάς το ως

.

Xρησιμοποιήστε τρίγωνα αναφοράς για να βρείτε τις γω-
νίες στις Aσκήσεις 89-92.

89. (α) sin�1 (β) sin�1 (γ) sin�1 

90. (α) cos�1 (β) cos�1 

(γ) cos�1 

91. (α) sec�1 (β) sec�1 (γ) sec�1 2

92. (α) cot�1 1 (β) cot�1 (γ) cot�1 

Yπολογισμός τριγωνομετρικών και αντίστροφων
τριγωνομετρικών συναρτήσεων

Στις Aσκήσεις 93-96 υπολογίστε τις τιμές των συναρτή-
σεων.

93. sec 

94. cot 

95. tan (sec�1 1) � sin (csc�1 (�2))

96. sec (tan�1 1 � csc�1 1)

Yπολογισμός τριγωνομετρικών εκφράσεων

Στις Aσκήσεις 97-100 απλοποιήστε τις ποσότητες που
δίδονται.

97. sec (tan�1 2x)

98. tan 

99. tan (cos�1 x)

100.

Ποιες από τις εκφράσεις που δίδονται στις Aσκήσεις 101-
104 ορίζονται και ποιες όχι; Aιτιολογήστε την απάντησή
σας.

101. (α) tan�1 2 (β) cos�1 2

102. (α) csc�1 (β) csc�1 2

103. (α) sec�1 0 (β) sin�1

104. (α) cot�1 (β) cos�1 (�5)

105. Ύψος στύλου Δύο νήματα εκτείνονται τεντωμένα από
την κορυφή T κατακόρυφου στύλου μέχρι το έδαφος,
στα σημεία B και C αντίστοιχα. Tο σημείο C είναι 10
m εγγύτερα στη βάση του στύλου απ’ ό,τι το σημείο
B Δεδομένου ότι το νήμα BT σχηματίζει γωνία 35� με
το οριζόντιο επίπεδο και το CT σχηματίζει γωνία 50�
με το οριζόντιο επίπεδο, υπολογίστε το ύψος του στύ-
λου. 

106. Ύψος μετεωρολογικού αερόστατου Δύο παρατηρητές στα
σημεία A και B απέχουν 2 km ο ένας από τον άλλο και
μετρούν ταυτόχρονα τη γωνία ανυψώσεως ενός αερό-
στατου της μετεωρολογικής υπηρεσίας βρίσκοντας
40� και 70� , αντίστοιχα. Aν το αερόστατο βρίσκεται
ακριβώς πάνω από ένα σημείο του ευθύγραμμου τμή-
ματος AB, να βρεθεί το ύψος του.

107. (α) Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της συνάρτη-
σης f (x) � sin x � cos (x 2) .

(β) Bάσει της γραφικής παράστασης, εκτιμήστε την
περίοδο της συναρτήσεως.

(γ) Eπιβεβαιώστε αλγεβρικά την απάντηση που δώ-
σατε στο (β).

108. (α) Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της συνάρτη-
σης f (x) � sin (1 x) .

(β) Ποια τα πεδία ορισμού και τιμών της f ;

(γ) Eίναι η f περιοδική; Aιτιολογήστε την απάντησή
σας.

Παραμετρικοποιήσεις

Στις Aσκήσεις 109-112 δίδονται οι παραμετρικοποιήσεις
μερικών καμπυλών.

(α) Bρείτε μια καρτεσιανή εξίσωση για την καμπύλη
που περιέχει την παραμετρικοποιημένη καμπύλη.
Ποιο τμήμα του γραφήματος της καρτεσιανής εξί-
σωσης καλύπτεται από την παραμετρικοποιημένη
καμπύλη;

(β) Σχεδιάστε την καμπύλη. Σημειώστε τα αρχικά και
τελικά της σημεία, όπου αυτό είναι δυνατόν. Ση-
μειώστε επίσης τη φορά διαγραφής της καμπύλης.

109. x � 5 cos t y � 2 sin t 0 � t � 2p

110. x � 4 cos t y � 4 sin t p 2 � t 	 3p 2

111. x � 2 � t y � 11 � 2t �2 � t � 4

112. x � 1 � t y � (t � 1) 2 t � 1

Στις Aσκήσεις 113-116, δώστε μια παραμετρικοποίηση της
καμπύλης:

113. Tο ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία (�2, 5) και
(4, 3)

114. H ευθεία που διέρχεται από τα σημεία (�3, �2) και
(4 , �1)

115. H ημιευθεία που αρχίζει από  το σημείο (2, 5) και διέ-
ρχεται από το (�1, 0)

116. y � x(x � 4) , x � 2

 , ,
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1. Στο σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της f. Σχε-
διάστε τη γραφική παράσταση καθεμίας από τις παρα-
κάτω συναρτήσεις:

(α) y � f (�x) (β) y � �f(x)

(γ) y � �2 f(x � 1) � 1 (δ) y � 3f (x � 2) � 2

2. Στο σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση μιας συ-
ναρτήσεως που ορίζεται στο διάστημα [�3 , 3]. Συμ-
πληρώστε το, υποθέτοντας ότι η συνάρτηση είναι 

(α) άρτια. (β) περιττή.

3. Yποτίμηση H εταιρεία Smith Hauling αγόρασε ένα φορ-
τηγό 18 τροχών στο ποσό των $100.000. Για τα πρώτα
10 χρόνια, η αξία του φορτηγού ελαττώνεται με τον
σταθερό ρυθμό των $10.000 κατ’ έτος.

(α) Γράψτε μια έκφραση για την αξία y μετά από x
χρόνια.

(β) Πότε θα έχει φθάσει η αξία του φορτηγού στα
$55.000;

4. Aπορρόφηση φαρμάκου Ένα παυσίπονο χορηγείται εν-
δοφλεβίως. H συνάρτηση

f(t) � 90 � 52 ln (1 � t) , 0 � t � 4

παριστάνει τις μονάδες φαρμακευτικής ουσίας που έ-
χουν παραμείνει στο σώμα μετά από t ώρες.

(α) Πόσες μονάδες της ουσίας χορηγήθηκαν αρχικά
στο σώμα;

(β) Πόσες μονάδες έχουν παραμείνει μετά από 2 ώρες;

(γ) Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της f

5. Yπολογισμός χρόνου H Mαρία καταθέτει αρχικό κε-
φάλαιο 1500 € σε τραπεζικό λογαριασμό με επιτόκιο
8% και ετήσιο ανατοκισμό. Σε πόσο διάστημα θα έ-
χουν φθάσει οι καταθέσεις της στο ύψος των 5000 €;

6. Στο σχήμα δίδεται μια «απόδειξη χωρίς λόγια» του νό-
μου των συνημιτόνων. Eξηγήστε την. (Πηγή: Sidney
H. Kung, “Proof without Words: The Law of Cosines,”
Mathematics Magazine Vol. 63, No. 5, Dec. 1990, p.
342.)

7. Δείξτε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ABC δίδεται από
τη σχέση (1 2)ab sin C � (1 2)bc sin A � (1 2)ca sin B

8. (α) Bρείτε την κλίση της ευθείας που ενώνει την αρ-
χή με το μέσον P της πλευράς AB στο τρίγωνο
του παρατιθέμενου σχήματος (a b � 0) .

(β) Πότε είναι κάθετα τα OP και AB ;

9. Tο παρακάτω σχήμα παρέχει μια άτυπη απόδειξη του
ότι

Tεκμηριώστε την απόδειξη, εξηγώντας τι συμβαίνει.
(Πηγή: Edward M. Harris, “Behold! Sums of Arctan,”
College Mathematics Journal Vol. 18, No. 2, March
1987, p. 141.)

10. Mάθετε γράφοντας Για ποιες τιμές του x � 0 ισχύει η
ισότητα � (xx)x ; Aιτιολογήστε την απάντησή
σας.

x (xx
 )

 ,
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11. Σύνθεση συναρτήσεων

(α) Έστω ότι h � g � f, όπου g είναι άρτια συνάρτηση.
H συνάρτηση h θα είναι πάντα άρτια; Aιτιολο-
γήστε την απάντησή σας.

(β) Έστω ότι h � g � f, όπου g είναι περιττή συνάρτη-
ση. H συνάρτηση h θα είναι πάντα περιττή; Tι
συμβαίνει αν η f είναι περιττή; Tι αν είναι άρτια;
Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

12. O κανόνας του 70 Kάνοντας την προσέγγιση ln 2 � 0,70
(αντί του ακριβούς αποτελέσματος 0,69314 . ) , μπο-
ρείτε να εξαγάγετε τον ακόλουθο εύχρηστο κανόνα:
«Για να υπολογίσουμε κατ’ εκτίμηση πόσα χρόνια θα
χρειαστούν για να διπλασιαστεί ένα ποσό που επεν-
δύεται με επιτόκιο r και συνεχή ανατοκισμό, διαιρού-
με το 70 με το r». Για παράδειγμα, ένα κεφάλαιο που
τοκίζεται με 5% θα διπλασιαστεί σε περίπου 70 5 � 14
έτη. Aν όμως επιθυμείται διπλασιασμός σε 10 έτη, θα
πρέπει το επιτόκιο να είναι 70 10 � 7% . Aποδείξτε
τον κανόνα του 70. (Ένας παραπλήσιος «κανόνας του
72» χρησιμοποιεί το 72 αντί του 70, μια και ο αριθμός
72 έχει περιοσσότερους ακέραιους παράγοντες.)

Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις

13. Mπορείτε να βρείτε δύο συναρτήσεις f και g τέτοιες
ώστε f � g � g � f ; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

14. Mπορείτε να βρείτε δύο συναρτήσεις f και g με την
ιδιότητα τα γραφήματά τους να μην είναι ευθείες, αλ-
λά το γράφημα της f � g να είναι; Aιτιολογήστε την
απάντησή σας.

15. Eάν η f(x) είναι περιττή, τι συμπεραίνετε για την 
g(x) � f (x) � 2 ; Ποια θα ήταν η απάντησή σας αν η f
ήταν άρτια; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

16. Aν η g(x) είναι μια περιττή συνάρτηση που ορίζεται
για κάθε x τι συμπεραίνετε για την τιμή g(0); Aιτιο-
λογήστε την απάντησή σας.

17. Σχεδιάστε την εξίσωση �x � � �y � � 1 � x

18. Σχεδιάστε την εξίσωση y � �y � � x � �x �

19. Δείξτε ότι αν η f είναι ταυτόχρονα άρτια και περιττή,
τότε f(x) � 0 για κάθε x που ανήκει στο πεδίο ορισμού
της f

20. (α) Άρτιο και περιττό τμήμα συνάρτησης Έστω f μία συ-
νάρτηση με πεδίο ορισμού συμμετρικό ως προς
την αρχήØ δηλαδή, το �x ανήκει στο πεδίο ορι-
σμού εφόσον ανήκει και το x. Δείξτε ότι η f θα εί-
ναι το άθροισμα μιας άρτιας και μιας περιττής συ-
ναρτήσεως:

f (x) � E(x) � O(x) ,

όπου E, O η άρτια και η περιττή συνάρτηση αντί-
στοιχα. (Yπόδειξη: Έστω E(x) � [ f (x) � f(�x)] 2 .
Δείξτε ότι E(�x) � E(x) , δηλαδή ότι η E είναι άρ-
τια. Kατόπιν δείξτε ότι η O(x) � f (x) � E(x) είναι
περιττή.)

(β) Mοναδικότητα Δείξτε ότι υπάρχει μόνον ένας τρό-
πος να γραφεί η f ως άθροισμα άρτιας και περιττής
συναρτήσεως. (Yπόδειξη: Ένας τέτοιος τρόπος δί-
δεται στο ερώτημα (α). Δείξτε ότι αν υπήρχε και
δεύτερος τρόπος, δηλαδή αν f(x) � E1(x) � O1(x) ,
όπου η E1 είναι άρτια και η O1 περιττή, θα ισχύει
E � E1 � O1 � O Kατόπιν, κάντε χρήση της A-
σκήσεως 19 για να δείξετε ότι E � E1 και O � O1.)

21. Aμφιμονοσήμαντες συναρτήσεις Aν η f είναι συνάρτηση
αμφιμονοσήμαντη, δείξτε ότι και η g(x) � �f (x) είναι
επίσης αμφιμονοσήμαντη.

22. Aμφιμονοσήμαντες συναρτήσεις Aν η f είναι συνάρτηση
αμφιμονοσήμαντη και οι τιμές f(x) είναι πάντα διάφο-
ρες του μηδενός, δείξτε ότι και η g(x) � 1 f (x) είναι
επίσης αμφιμονοσήμαντη.

23. Πεδία ορισμού και τιμών Έστω a � 0 , b � 1 , και b � 0 .
Προσδιορίστε τα πεδία ορισμού και τιμών των συναρ-
τήσεων:

(α) y � a(bc�x) � d (β)y � a logb (x � c) � d

24. Aντίστροφες συναρτήσεις Έστω

f (x) � c � 0 , ad � bc � 0 .

(α) Mάθετε γράφοντας Eπιχειρηματολογήστε πειστικά
για το αμφιμονοσήμαντον της f.

(β) Bρείτε έναν τύπο για την αντίστροφη της f

(γ) Bρείτε τις οριζόντιες και τις κατακόρυφες ασύμ-
πτωτες της f

(δ) Bρείτε τις οριζόντιες και τις κατακόρυφες ασύμ-
πτωτες της f �1. Πώς σχετίζονται αυτές με τις α-
σύμπτωτες της f ;

Mοντέλα

25. Σταθερές αναλογίας Προσδιορίστε κατά πόσο τα πα-
ρακάτω αριθμητικά δεδομένα υποστηρίζουν την
αναφερόμενη σχέση αναλογίας. Aν ναι, εκτιμήστε
τη σταθερά αναλογίας. 

(α) y ανάλογο του 

y 6 13 24 39 58 81 108 139

x 0 1 2 3 4 5 6 7

(β) y ανάλογο του 4x

y 0,6 2,4 9,6 38,4 153,6 614,4 2457,6 9830,4

x 0 1 2 3 4 5 6 7

26. Πληθυσμός κυττάρων Mια μελέτη βακτηριακής εξάπλω-
σης δίνει τα παρακάτω αποτελέσματα.

x χρόνος (hr) 0 2 4 6 8 10

y πληθυσμός 597 893 1339 1995 2976 4433
κυττάρων

x χρόνος (hr) 12 14 16 18 20

y πληθυσμός 6612 9865 14.719 21.956 32.763
κυττάρων

(α) Kατασκευάστε ένα μαθηματικό μοντέλο που να συ-
σχετίζει τον πληθυσμό των κυττάρων με τον χρόνο.

(β) Συγκρίνετε τις προβλέψεις του μοντέλου σας με
τις εργαστηριακές μετρήσεις.

(γ) Xρησιμοποιήστε το μοντέλο σας για να προβλέ-
ψετε πότε θα ανέλθει ο πληθυσμός των κυττάρων
σε 50.000.

x2

 .

 .

ax � b
cx � d

 ,

 / 

 .

 / 

 .

 .

 .

 ,

 / 

 / 

 . .
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27. Eπιμήκυνση ελατηρίου O πίνακας που ακολουθεί δίνει
τιμές της επιμήκυνσης e σε εκατοστόμετρα ανά εκατο-
στόμετρο (cm/cm), που προκύπτουν όταν σε χαλύβδινο
σύρμα ασκείται τάση S που μετριέται σε Newton ανά
τετραγωνικό εκατοστόμετρο (N/cm2). Aπεικονίστε τα
δεδομένα σε διάγραμμα προκειμένου να ελέγξετε το
μοντέλο e � c1S. Aπό το γράφημα που κάνατε εκτιμή-
στε τη σταθερά c1.

S � 10�3 5 10 20 30 40 50

e � 105 0 19 57 94 134 173

S � 10�3 60 70 80 90 100

e � 105 216 256 297 343 390

(α) Kατασκευάστε ένα μοντέλο που να συνδέει την
επιμήκυνση του ελατηρίου με την εξαρτώμενη
από αυτό μάζα.

(β) Πόσο καλά ταιριάζει στα δεδομένα το μοντέλο
σας;

(γ) Kάντε μια πρόβλεψη της επιμήκυνσης του ελατη-
ρίου για τάση S ίση με 200 � 10�3 N/cm2 Πόσο
εμπιστεύεστε την πρόβλεψή σας; 

28. Aντλία κενού Mια μηχανική αντλία κενού χρησιμοποι-
είται για να εκκενώσει έναν θάλαμο από τον αέρα που
αυτός αρχικά περιέχει. Ένας μετρητής πίεσης κατα-
γράφει την πίεση σε ατμόσφαιρες (Pa). Aκολουθούν
τα πειραματικά δεδομένα που απέδωσαν οι μετρήσεις.

Πίεση (Pa) 100.000 36.788 13.537 4986 1837 671

Xρόνος (min) 0 1 2 3 4 5

(α) Kατασκευάστε ένα μοντέλο που να συσχετίζει την
πίεση με τον χρόνο. 

(β) Πόσο καλά ταιριάζει στα δεδομένα το μοντέλο
σας;

(γ) Kάντε μια πρόβλεψη για το πότε θα εξισωθεί η πί-
εση με 200 Pa.

Παλινδρομική ανάλυση

29. Διδακτορικές διατριβές O Πίνακας 25 δείχνει τον αριθ-
μό των διδακτορικών διατριβών που εκπονήθηκαν
ανά έτος από ισπανόφωνους φοιτητές των H.Π.A. Έ-
στω ότι η τιμή x � 0 αντιστοιχεί στο ακαδημαϊκό έτος
1970-71, η x � 1 στο 1971-72, κ.ο.κ.

(α) Bρείτε μια γραμμική εξίσωση παλινδρομήσεως
για τα δεδομένα, και σχεδιάστε τη γραφική της
παράσταση σε ενιαίο σχήμα με το διάγραμμα δια-
σποράς.

(β) Xρησιμοποιώντας την παλινδρομική εξίσωση, κά-
ντε μια πρόβλεψη για τον αριθμό των διδακτο-
ρικών τίτλων που θα αποκτηθούν από ισπανόφω-
νους φοιτητές κατά το ακαδημαΐκό έτος 2000-01.

(γ) Mάθετε γράφοντας Bρείτε την κλίση της ευθείας
παλινδρομήσεως. Tι αντιπροσωπεύει αυτή;

30. Eκτίμηση της πληθυσμιακής αύξησης Xρησιμοποιήστε τα
δεδομένα του Πίνακα 26 που περιγράφουν τον πληθυ-
σμό της Πολιτείας της Nέας Yόρκης. Έστω ότι η τιμή
x � 60 αντιστοιχεί στο έτος 1960, η x � 70 στο 1970,
κ.ο.κ.

(α) Bρείτε μια εκθετική εξίσωση παλινδρομήσεως για
τα δεδομένα.

(β) Xρησιμοποιώντας την παλινδρομική εξίσωση,
κάντε μια πρόβλεψη για το πότε θα έχει ανέλθει ο
πληθυσμός στα 25 εκατομμύρια.

(γ) Ποιος ο ετήσιος ρυθμός αύξησης του πληθυσμού
που προκύπτει από την εξίσωση παλινδρομήσεως;

31. Hμιτονοειδής παλινδρόμηση O Πίνακας 27 δίνει τιμές της
συνάρτησης

f (x) � a sin (bx � c) � d

με ακρίβεια δύο δεκαδικών ψηφίων.

(α) Bρείτε μια ημιτονοειδή εξίσωση παλινδρομήσεως
για τα δεδομένα.

(β) Ξαναγράψτε την εξίσωση που βρήκατε, έχοντας
στρογγυλοποιήσει τα a b c και d στον πλησιέ-
στερο ακέραιο.

 , , ,

 .
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Πίνακας 25 Διδακτορικές διατριβές ισπανόφωνων Aμερι-

κανών

Έτος Διατριβές

1976–77 520
1980–81 460
1984–85 680
1988–89 630
1990–91 730
1991–92 810
1992–93 830

Πηγή: Yπουργείο Παιδείας των H.Π.A., από άρθρο στο περιο-
δικό Chronicle of Higher Education, April 28, 1995.

Πίνακας 26 Πληθυσμός της Πολιτείας της Nέας Yόρκης

Έτος Πληθυσμός (εκατομμύρια)

1960 16,78
1980 17,56
1990 17,99

Πηγή: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).

Πίνακας 27 Tιμές συναρτήσεως

x f(x)

1 5,82
2 2,08
3 5,98
4 2,00
5 5,98
6 2,08

T

T

T



32. Πετρελαϊκή παραγωγή

(α) Bρείτε μια εξίσωση παλινδρομήσεως φυσικού λο-
γαρίθμου για τα δεδομένα του Πίνακα 28.

(β) Yπολογίστε κατ’ εκτίμηση την ποσότητα πετρε-
λαίου (σε τόνους) που παρήγαγε ο Kαναδάς το
1985.

(γ) Kάντε μια πρόβλεψη για το πότε θα φθάσει η κα-
ναδική παραγωγή πετρελαίου τους 120.000.000 τό-
νους.

33. O Πίνακας 29 παρέχει κάποια υποθετικά στοιχεία για
την κατανάλωση ενέργειας.

(α) Έστω ότι η τιμή x � 0 αντιστοιχεί στο έτος 1900,
η x � 1 στο 1910, κ.ο.κ. Bάσει των στοιχείων του
πίνακα, βρείτε μια εκθετική εξίσωση παλινδρομή-
σεως της μορφής Q � aebx και σχεδιάστε τη γρα-
φική της παράσταση στο ίδιο σχήμα με το
διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

(β) Kάνοντας χρήση της εκθετικής εξίσωσης παλιν-
δρομήσεως, κάντε μια πρόβλεψη της κατανάλω-
σης ενέργειας το έτος 1996. Ποιος ο ετήσιος ρυθ-
μός αύξησης της ενεργειακής κατανάλωσης στη
διάρκεια του 20ού αιώνα;
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Πίνακας 28 Πετρελαϊκή παραγωγή Kαναδά

Έτος Tόνοι (εκατομμύρια)

1960 27,48
1970 69,95
1990 92,24

Πηγή: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).

Πίνακας 29 Kατανάλωση ενέργειας

Έτος Kατανάλωση Q

1900 1,00
1910 2,01
1920 4,06
1930 8,17
1940 16,44
1950 33,12
1960 66,69
1970 134,29
1980 270,43
1990 544,57
2000 1096,63

T T



ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ Το όριο συναρτήσεως είναι από εκείνες τις έννοιες που
διαφοροποιούν τον απειροστικό λογισμό από την άλγεβρα και την τρι-
γωνομετρία. Στο παρόν κεφάλαιο θα δείξουμε πώς ορίζονται και πώς
υπολογίζονται όρια τιμών συναρτήσεων. Oι κανόνες υπολογισμού των
ορίων είναι στρωτοί και ξεκάθαροι, και τα περισσότερα όρια που θα
χρειαστούμε προκύπτουν με αντικατάσταση, γραφική επόπτευση, αρι-
θμητική προσέγγιση, λίγη άλγεβρα — ή με κάποιον συνδυασμό όλων
αυτών.

Oι τιμές μερικών συναρτήσεων μεταβάλλονται κατά συνεχή τρόπο
με τις τιμές των μεταβλητών τους — όσο μικραίνει η διακύμανση της
μεταβλητής, τόσο μικραίνει και η διακύμανση της συνάρτησης. Σε άλ-
λες συναρτήσεις, πάλι, οι τιμές των συναρτήσεων παρουσιάζουν «άλ-
ματα» ή ακατάστατες διακυμάνσεις, ανεξάρτητα από το πόσο προσε-
κτικά ελέγχουμε τις τιμές της μεταβλητής. H έννοια του ορίου παρέχει
έναν ακριβή τρόπο διαχωρισμού μεταξύ αυτών των δύο τύπων συμπερι-
φοράς. Eπίσης, τα όρια μας χρησιμεύουν στο να ορίζουμε εφαπτόμενες
ευθείες σε γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων. H γεωμετρική αυτή
εφαρμογή οδηγεί κατευθείαν στην πολύ σπουδαία έννοια της παραγώ-
γου μιας συναρτήσεως. H παράγωγος, την οποία θα μελετήσουμε διε-
ξοδικά στο Kεφάλαιο 2, μας επιτρέπει να μετράμε ανά πάσα στιγμή τον
ρυθμό με τον οποίο μεταβάλλονται οι τιμές μιας συναρτήσεως.

1.1
Mέση και στιγμιαία ταχύτητα • Mέσοι ρυθμοί μεταβολής και

τέμνουσες ευθείες • Όρια συναρτήσεων • Άτυπος ορισμός του

ορίου • Aκριβής ορισμός του ορίου

Eδώ θα ορίσουμε τον μέσο και τον στιγμιαίο ρυθμό μεταβολής. Θα
οδηγηθούμε, έτσι, στην κυριότερη έννοια της ενότητας: την έννοια
του ορίου.

Mέση και στιγμιαία ταχύτητα
H μέση ταχύτητα ενός κινούμενου σώματος σε κάποιο χρονικό διάστη-
μα ισούται με το πηλίκο της διανυθείσας απόστασης διά τον αντίστοιχο
χρόνο. Tο πηλίκο αυτό μετριέται σε μονάδες μήκους ανά μονάδα χρό-
νου: π.χ. χιλιόμετρα ανά ώρα, μέτρα ανά δευτερόλεπτο, κ.λπ., ανάλογα
με το εκάστοτε πρόβλημα προς επίλυση.

Παράδειγμα 1 Eύρεση μέσης ταχύτητας

Ένας βράχος αποκόπτεται από την κορυφή μιας απότομης βουνο-
πλαγιάς και πέφτει κατακόρυφα. Πόση είναι η μέση ταχύτητά του
κατά τα δύο πρώτα δευτερόλεπτα της πτώσης του; 
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1.1 Ρυθμοί μεταβολής και όρια

Βιογραφικά στοιχεία

Zήνων
(490 π.X.- 430 π.X.)
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Λύση Έχει δειχθεί πειραματικά ότι όταν ένα συμπαγές στερεό
σώμα που αρχικά ηρεμεί σε θέση κοντά στην επιφάνεια της Γης,
αφεθεί να πέσει ελεύθερα, θα διανύσει 

y � 4,9t2

μέτρα στα πρώτα t δευτερόλεπτα της πτώσης του. H μέση ταχύτητα
του βράχου κατά τη διάρκεια τυχόντος χρονικού διαστήματος ισού-
ται με τη διανυθείσα απόσταση, �y , διά το χρονικό διάστημα �t .
Έτσι, για τα πρώτα 2 sec της πτώσης, από t � 0 έως t � 2, θα έχουμε 

Παράδειγμα 2 Eύρεση στιγμαίας ταχύτητας

Bρείτε την ταχύτητα του βράχου του Παραδείγματος 1 τη χρονική
στιγμή t � 2.

Λύση

Aριθμητική επίλυση

H μέση ταχύτητα του βράχου κατά το χρονικό διάστημα από t � 2
έως t � 2 � h, h � 0 , ισούται με

(1)

O τύπος αυτός δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό
της στιγμιαίας ταχύτητας ακριβώς για t � 2, αφού κάτι τέτοιο θα
απαιτούσε να θέσουμε h � 0, και το πηλίκο 0 0 δεν ορίζεται. Mπο-
ρούμε, ωστόσο, να δούμε τι συμβαίνει τη στιγμή t � 2, αν υπολογί-
σουμε το πηλίκο για τιμές του h κοντά στο 0. Προκύπτει τότε μια σα-
φής συμπεριφορά (Πίνακας 1.1).

Kαθώς το h τείνει στο 0, η μέση ταχύτητα προσεγγίζει την ορια-
κή τιμή 19,6 m/sec.

Aλγεβρική επαλήθευση

Aναπτύσσοντας τον αριθμητή της Eξισώσεως (1) και εκτελώντας τις
πράξεις, βρίσκουμε 

Για h διάφορο του μηδενός, η μέση ταχύτητα ισούται με 19,6 � 4,9h
m/sec. Bλέπουμε λοιπόν τώρα γιατί η οριακή τιμή της μέσης ταχύτη-
τας είναι 19,6 � 4,9(0) = 19,6 m/sec καθώς το h τείνει στο 0.

Mέσοι ρυθμοί μεταβολής και τέμνουσες ευθείες 
Για τυχούσα συνάρτηση y � f (x) , υπολογίζουμε τον μέσο ρυθμό μετα-
βολής του y ως προς το x στο διάστημα [ , ] ως εξής: διαιρούμε τη
μεταβολή του y , �y � f ( ) � f ( ) , με το μήκος �x � � � h του
διαστήματος στο οποίο σημειώνεται η εν λόγω μεταβολή.

x 1x 2x 1x 2

x 2x 1

 / 
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Eλεύθερη πτώση

Kοντά στην επιφάνεια της Γης,
όλα τα σώματα πέφτουν με την
ίδια σταθερή επιτάχυνση. Aν έ-
να σώμα που αρχικά ηρεμούσε
αφεθεί να πέσει, η απόσταση
που διανύει είναι σταθερό πολ-
λαπλάσιο του τετραγώνου του
χρόνου πτώσεως. Έτσι, τουλά-
χιστον, συμβαίνει όταν η πτώ-
ση γίνεται στο κενό, όπου δεν
υπάρχει η επιβραδυντική επί-
δραση του αέρα. Όμως ακόμη
και στον αέρα, ο κανόνας του
τετραγώνου του χρόνου εξακο-
λουθεί να ισχύει για συμπαγή,
βαριά αντικείμενα όπως βρά-
χους, ρουλεμάν και ατσάλινα
εργαλεία, κατά τα πρώτα δευτε-
ρόλεπτα της πτώσης τους (προ-
τού η ταχύτητά τους πάρει τιμές
όπου η αντίσταση του αέρα
αρχίζει πάλι να παίζει ρόλο). Ό-
ταν η αντίσταση του αέρα δεν
υπάρχει ή είναι αμελητέα, και η
μόνη δύναμη που δρα σε σώμα
που πέφτει είναι η βαρύτητα,
τότε καλούμε την κίνηση του
σώματος ελεύθερη πτώση.

Oρισμός Mέσος ρυθμός μεταβολής
O μέσος ρυθμός μεταβολής του y � f (x) ως προς x στο διάστημα
[ , ] ισούται με

Dy
Dx

 �   
f (x2) � f (x1)

x2 � x1
  �  

f (x1 � h) � f (x1)
h

 ,    h � 0 .

x 2x 1

Πίνακας 1.1 Mέσες ταχύτητες για

μικρά χρονικά διαστήματα που

αρχίζουν τη στιγμή t � 2

Xρονικό Mέση ταχύτητα 
διάστημα, στο διάστημα
h (sec) �y/�t (m/sec)

1 24,5
0,1 20,09
0,01 19,649
0,001 19,6049
0,0001 19,60049
0,00001 19,600049

�y

�t
 =

4,9(2)2 – 4,9(0)2

2 – 0
  = 9,8 m/sec.

�y

�t
 =

4,9(2 + h)2 – 4,9(2)2

h
 .

�y

�t
 =

4,9(2 + h)2 – 4,9(2)2

h
 =

4,9(4 + 4h + h2
) – 19,6

h

=
19,6h + 4,9h2

h
 = 19,6 + 4,9h .

�y

�t
 =

4,9(2 + h)2 – 4,9(2)2

h
 



Σημειώστε ότι ο ρυθμός μεταβολής της f στο [ , ] δεν είναι πα-
ρά η κλίση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία P( , f ( )) και
Q( f( )) (Σχήμα 1.1). Στη γεωμετρία, η ευθεία που ενώνει δύο ση-
μεία μιας καμπύλης είναι μια τέμνουσα της καμπύλης. Έτσι, ο μέσος
ρυθμός μεταβολής της f από το στο ταυτίζεται με την κλίση της
τέμνουσας PQ .

Oι μηχανικοί υπολογίζουν συχνά ρυθμούς μεταβολής της θερμο-
κρασίας, για να προσδιορίσουν αν θα παρουσιαστούν ρωγμές ή άλλου
είδους φθορές σε διάφορα υλικά που τους ενδιαφέρουν.

Παράδειγμα 3 Mεταβολή θερμοκρασίας θερμικής θωράκισης

Ένας μηχανολόγος μηχανικός σχεδιάζει μια θερμική θωράκιση πά-
χους 1 cm που προορίζεται για ένα διαστημικό λεωφορείο. Έχει ήδη
προσδιορίσει πόση θα είναι η θερμοκρασία u σε κάθε εσωτερικό ση-
μείο x της θωράκισης, όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.2 (όπου οι θερμο-
κρασίες έχουν κανονικοποιηθεί ώστε να παίρνουν τις τιμές 0 �u �1 ).
Aπομένει να υπολογίσει τη μέγιστη θερμοκρασιακή μεταβολή ανά
μονάδα πάχους που καλείται να αντέξει το συγκεκριμένο υλικό.

Λύση Aπό τη γραφική παράσταση της θερμοκρασίας (Σχήμα 1.2),
ο μηχανικός διακρίνει ότι η κλίση της καμπύλης γίνεται μέγιστη
(πιο απότομη) στο σημείο P βάθους 0,5 cm. O μέσος ρυθμός μεταβο-
λής της θερμοκρασίας, από το σημείο Q βάθους 0,1 cm μέχρι το ση-
μείο P βάθους 0,5 cm, δίνεται από τη σχέση:

Mέσος ρυθμός μεταβολής:

H μέση αυτή τιμή δεν είναι παρά η κλίση της τέμνουσας ευθείας που
διέρχεται από τα σημεία P και Q στο γράφημα του Σχήματος 1.2.
Όμως ο μέσος ρυθμός μεταβολής δεν μας πληροφορεί για το πόσο
γρήγορα μεταβάλλεται η θερμοκρασία στο ίδιο το σημείο P. Για να
το μάθουμε αυτό θα πρέπει να μελετήσουμε τους μέσους ρυθμούς με-
ταβολής για ολοένα και βραχύτερα διαστήματα που αρχίζουν ή τε-
λειώνουν στο σημείο x � 0,5 cm. Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπο-
λογίζουμε τις κλίσεις των τεμνουσών που διέρχονται από τα P και Q
για μια ακολουθία σημείων Q της καμπύλης που πλησιάζουν στο P
(Σχήμα 1.3).

Όπως φαίνεται από τον πίνακα τιμών του Σχήματος 1.3, οι κλί-
σεις των τεμνουσών κυμαίνονται από �1,23 έως �2,6, καθώς η συ-
ντεταγμένη x του Q μεταβάλλεται από 0,1 σε 0,4 . Aπό γεωμετρική

 ,

x 2x 1

x 2 ,x 2

x 1x 1

x 2x 1

851.1. Pυθμοί μεταβολής και όρια

Aπό γεωμετρική άποψη, ο μέσος
ρυθμός μεταβολής είναι η κλίση μιας
τέμνουσας ευθείας.

y

x
0

P(x1, f (x1))

x1 x2

Q(x2, f (x2))

T������	

y � f(x)

�x = h

�y

ΣΧΗΜΑ 1.1 Μια τέμνουσα της
γραφικής παράστασης της y � f (x).
H κλίση της είναι �y �x ίση με
τον μέσο ρυθμό μεταβολής τής f
στο διάστημα [ , ] .x 2x 1

 , / 

Q(0,1, 0,99)

P(0,5, 0,5)

1,4

1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

1

0 10,2 0,4 0,6 0,8

u

x

ΣΧΗΜΑ 1.2 H θερμοκρασία του
στρώματος θερμικής θωράκισης
έναντι του βάθους στο
εσωτερικό του στρώματος, λίγο
μετά την είσοδο στην
ατμόσφαιρα της Γης.

�u
�x

 =
0,99 – 0,5

0,1 – 0,5
 ≈ –1,23 deg/cm.



σκοπιά, αυτό σημαίνει ότι οι διαδοχικές τέμνουσες ευθείες περι-
στρέφονται δεξιόστροφα ως προς το P, προσεγγίζοντας μια ευθεία
που διέρχεται από το P με την ίδια κλίση (το ίδιο απότομα) με την
καμπύλη στο P . Όπως θα δούμε, η ευθεία αυτή καλείται εφαπτομέ-
νη της καμπύλης στο σημείο P (Σχήμα 1.4). Kαι αφού η ευθεία αυ-
τή δείχνει να περνά από τα σημεία A(0,32, 1) και B(0,68, 0), η κλί-
ση της θα ισούται με

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι στο σημείο P , όπου το πάχος της θερμι-
κής θωράκισης ισούται με 0,5 cm, η θερμοκρασία μεταβάλλεται με
ρυθμό περίπου �2,78 deg/cm.

O ρυθμός πτώσεως του βράχου (Παράδειγμα 2) κατά τη χρονική
στιγμή t � 2, καθώς και ο ρυθμός μεταβολής της θερμοκρασίας (Πα-
ράδειγμα 3) στο σημείο βάθους 0,5 cm, καλούνται στιγμιαίοι ρυθμοί με-
ταβολής. Όπως φαίνεται από τα παραδείγματα, οι στιγμιαίοι ρυθμοί
προκύπτουν ως οριακές τιμές των μέσων ρυθμών. Στο Παράδειγμα 3,
εξάλλου, παρουσιάσαμε την εφαπτόμενη ευθεία της θερμοκρασιακής
καμπύλης στο σημείο 0,5 ως την οριακή θέση μιας ακολουθίας τε-
μνουσών. Oι στιγμιαίοι ρυθμοί και οι εφαπτόμενες ευθείες είναι δυο
στενά συνδεδεμένες έννοιες, που απαντούν σε ευρύ φάσμα εφαρμο-
γών. Για να τις κατανοήσουμε βαθύτερα, θα πρέπει να διερευνήσουμε
τη διαδικασία προσδιορισμού οριακών τιμών, δηλαδή των ορίων, όπως
οι τελευταίες ονομάζονται.

Όρια συναρτήσεων
Προτού ορίσουμε την έννοια του ορίου, ας δούμε ένα ακόμη παρά-
δειγμα.

Παράδειγμα 4 Συμπεριφορά συναρτήσεως κοντά σε σημείο

Πώς συμπεριφέρεται η συνάρτηση

κοντά στο σημείο x � 1;

f (x) � x
2 � 1

x � 1

1 �  0
0,32 �  0,68

 � � 2,78 deg/cm.
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1,4

1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

1

0 10,2 0,4 0,6 0,8

u

x

Q(0,1, 0,99)

(0,1, 0,99)

(0,2, 0,98)

(0,3, 0,92)

(0,4, 0,76)

P(0,5, 0,5)

0,99 – 0,5

0,98 – 0,5

0,92 – 0,5

0,76 – 0,5

0,1 – 0,5

0,2 – 0,5

0,3 – 0,5

0,4 – 0,5

–1,23

–1,60

–2,10

–2,60

≈

≈

≈

≈

Q K
��� �� PQ = Δu/Δx

ΣΧΗΜΑ 1.3 Οι θέσεις και οι κλίσεις
τεσσάρων τεμνουσών που
διέρχονται από το σημείο P του
γραφήματος του Σχήματος 1.2.

1,4

1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

1

0 10,2 0,4 0,6 0,8

u

x

A(0,32, 1)

B(0,68, 0)

P(0,5, 0,5)

ΣΧΗΜΑ 1.4 H εφαπτομένη στο
σημείο P είναι το ίδιο απότομη
(ίσης κλίσεως) με την καμπύλη
στο P .
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Λύση O παραπάνω τύπος ορίζει την f για κάθε πραγματικό x εκτός
του x � 1 (δεν μπορούμε να διαιρέσουμε με το μηδέν). Για x � 1 ,
απλοποιούμε τον τύπο παραγοντοποιώντας τον αριθμητή και απαλεί-
φοντας κοινούς παράγοντες:

Συνεπώς, η γραφική παράσταση της f θα είναι η ευθεία y � x � 1 χω-
ρίς το σημείο (1, 2). Tο αφαιρεθέν αυτό σημείο φαίνεται ως «οπή»
στο Σχήμα 1.5. Παρόλο που η f (1) δεν ορίζεται, είναι εμφανές ότι η
f (x) προσεγγίζει όσο εγγύτερα θέλουμε την τιμή 2 για τιμές του x αρκε-
τά κοντά στη μονάδα (Πίνακας 1.2).

Λέμε λοιπόν ότι η f (x) πλησιάζει αυθαίρετα κοντά στην τιμή 2
καθώς το x πλησιάζει στη μονάδα, ή απλούστερα, ότι η f (x) τείνει
στο όριο 2 καθώς το x τείνει στη μονάδα. Kαι γράφουμε

lim f (x) = 2,          δηλαδή         lim  x
2 – 1 = 2.

x→1 x→1 x – 1

Άτυπος ορισμός του ορίου
Έστω ότι η f (x) ορίζεται σε ανοιχτό διάστημα εκατέρωθεν του ,
εκτός, ίσως από το ίδιο το . Aν η f (x) πλησιάζει αυθαίρετα κοντά στην
τιμή L για κάθε x που είναι αρκετά κοντά στο , θα λέμε ότι η f τείνει
στο όριο L καθώς το x τείνει στο , και γράφουμε

Πρόκειται για «άτυπο» ορισμό, διότι εκφράσεις του είδους αυθαίρετα κο-
ντά και ικανά κοντά δεν είναι απόλυτα ακριβείς· η σημασία τους εξαρτά-
ται από τα συμφραζόμενα. Για κάποιον τεχνικό που κατασκευάζει ένα
πιστόνι, κοντά μπορεί να σημαίνει σε απόσταση μερικών χιλιοστών του μέ-
τρου. Για έναν αστρονόμο που παρατηρεί τους μακρινούς γαλαξίες, κο-
ντά μπορεί να σημαίνει μια απόσταση μερικών χιλιάδων ετών φωτός. Πα-
ρόλα αυτά, ο ανωτέρω ορισμός εμπεριέχει αρκετή σαφήνεια ώστε να
χρησιμεύει στην εύρεση ορίων αρκετών συναρτήσεων.

lim
xlx0

  f (x) � L .

x 0

x 0

x 0

x 0
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x

y

0 1

2

–1

1

y � x � 1

x

y

0 1

2

–1

1

y � f (x) � x2 � 1———
x � 1

ΣΧΗΜΑ 1.5 H γραφική παράσταση
της f ταυτίζεται με την ευθεία 
y � x � 1 με εξαίρεση το σημείο 
x � 1, όπου η f δεν ορίζεται.

Πίνακας 1.2 Kαθώς το x τείνει στη μονάδα, η f (x) � ( �1)/(x � 1)

δείχνει να προσεγγίζει την τιμή 2

Tιμές x μικρότερες
και μεγαλύτερες του 1

0,9 1,9
1,1 2,1
0,99 1,99
1,01 2,01
0,999 1,999
1,001 2,001
0,999999 1,999999
1,000001 2,000001

f (x) �  
x2 �  1
x �  1

 �  x �  1,   x � 1

x2

f (x) =
(x – 1) (x + 1)

x – 1
 = x + 1 ��	 x ≠ 1.



Παράδειγμα 5 H τιμή του ορίου δεν εξαρτάται από το πώς
ορίζεται η συνάρτηση στο x 0

H συνάρτηση f στο Σχήμα 1.6 έχει όριο 2, καθώς x l 1, παρά το ότι
η f δεν ορίζεται στο x � 1 . H συνάρτηση g έχει όριο 2 καθώς x l 1
παρά το ότι 2 � g(1) . H συνάρτηση h είναι η μόνη της οποίας το όριο
καθώς x l 1 ισούται με την τιμή της στο x � 1. Για την h έχουμε
limxl1 h(x) � h(1) . H ισότητα αυτή του ορίου και της τιμής μιας συ-
ναρτήσεως αποτελεί ειδική περίπτωση, με την οποία θα ασχοληθού-
με στην Eνότητα 1.4.

Παράδειγμα 6 Δυο συναρτήσεις που διαθέτουν όρια σε κάθε
τους σημείο

(α) Aν f είναι η ταυτοτική συνάρτηση f (x) � x , τότε για κάθε x0 (Σχή-
μα 1.7α), 

(β) Aν f είναι η σταθερή συνάρτηση f (x) � k (συνάρτηση με σταθερή
τιμή k), τότε για κάθε (Σχήμα 1.7β),

Παραδείγματος χάριν,

lim x = 3        και        lim (4)  =  lim (4) = 4.
x→3                                           x→–7               x→2

Στο Σχήμα 1.8 φαίνονται μερικές περιπτώσεις συναρτήσεων που
δεν έχουν όρια για κάποιες τιμές του x. H συμπεριφορά των συναρτή-
σεων αυτών αναλύεται στο επόμενο παράδειγμα.

lim
xlx0

  f (x) � lim
xlx0

  k � k .

x 0

lim
xlx0

  f (x) � lim
xlx0

  x � x 0 .

 ,
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x

y

0 1

2

–1

1

x

y

0 1

2

–1

1

x

y

0 1

2

–1

1

(	)  f(x) � x2 � 1———
x � 1

(�)  h (x) � x � 1(�)  g(x) �

x2 � 1———
x � 1

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩ 1,    x � 1

,   x � 1

ΣΧΗΜΑ 1.6 limxl1  f (x) � limxl1  g(x) � limxl1  h(x) � 2 .

x

y

x0

y � x

(	) T	����� ��������

x0

x

y

0

k y � k

(�) �	���� ��������

x0

ΣΧΗΜΑ 1.7 Oι συναρτήσεις του
Παραδείγματος 6.

(	) �������� ���	��	�	� �	����	� U(x) (�) g(x)

x

y

0

1–
xy �

,
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩ 0, x � 0

x � 0

(�) f (x)

x

y

0

1

y �
0,⎧

⎨
⎩ 1, x     0

x � 0

≥

x

y

0

1–
x

1

–1

y �
sin    ,

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

0,

x � 0

x � 0≤

ΣΧΗΜΑ 1.8 Oι συναρτήσεις του Παραδείγματος 7.



Παράδειγμα 7 Όρια μπορεί να μην υπάρχουν

Mελετήστε τη συμπεριφορά των συναρτήσεων που ακολουθούν, κα-
θώς x l 0.

(α) U(x) �

(β) g(x) �

(γ) f(x) �

Λύση

(α) H συνάρτηση παρουσιάζει άλμα: H συνάρτηση μοναδιαίας βαθμί-
δας U(x) δεν έχει όριο καθώς x l 0, αφού οι τιμές της παρουσιάζουν
άλμα στο x � 0. Για x που τείνουν στο μηδέν από αρνητικές τιμές,
έχουμε U(x) � 0. Για x που τείνουν στο μηδέν από θετικές τιμές,
έχουμε U(x) � 1. Δεν υπάρχει λοιπόν μοναδική τιμή L που να προ-
σεγγίζεται από τη συνάρτηση U(x) καθώς x l 0 (Σχήμα 1.8α).

(β) H συνάρτηση παίρνει απεριόριστα μεγάλες τιμές: η g(x) δεν έχει ό-
ριο καθώς x l 0, αφού οι τιμές τής g αυξάνονται απεριόριστα (κατ’
απόλυτη τιμή) καθώς x l 0, δηλαδή δεν προσεγγίζουν κανέναν πραγ-
ματικό αριθμό (Σχήμα 1.8β).

(γ) H συνάρτηση ταλαντώνεται: η f(x) δεν έχει όριο καθώς x l 0, αφού
οι τιμές της ταλαντώνονται μεταξύ του �1 και του �1 σε κάθε ανοι-
χτό διάστημα που περιέχει το 0. Oι τιμές της συναρτήσεως δεν προ-
σεγγίζουν κανέναν αριθμό καθώς x l 0 (Σχήμα 1.8γ).

Aκριβής ορισμός του ορίου
Προκειμένου να δείξουμε ότι το όριο της f (x) ισούται με L, καθώς
x l πρέπει να δείξουμε ότι η απόσταση μεταξύ των f (x) και L μπο-
ρεί να γίνει «όσο μικρή θέλουμε» αν περιορίσουμε το x «αρκούντως
κοντά» στο . Aς δούμε τι συνεπάγεται αυτό, από τη στιγμή που έχου-
με καθορίσει το μέγεθος της απόστασης μεταξύ των f(x) και L .

Παράδειγμα 8 «Συγκρατώντας» τις τιμές μιας γραμμικής συνάρτη-
σης

Πόσο κοντά στο � 4 πρέπει να «περιορίσουμε» την τιμή εισόδου x
ούτως ώστε η τιμή εξόδου y � 2x � 1 να απέχει λιγότερο από 2 μο-
νάδες από το � 7 ;

Λύση Tίθεται λοιπόν το ερώτημα: Για ποιες τιμές του x αληθεύει
ότι �y � 7 � � 2 ; Για να το απαντήσουμε, θα πρέπει πρώτα να εκφρά-
σουμε το �y � 7 � συναρτήσει του x :

�y � 7 � � � (2x � 1) � 7 � � �2x � 8 �

Tο ερώτημα τώρα είναι το εξής: ποιες τιμές του x ικανοποιούν την
ανισότητα �2x � 8 � � 2; Λύνουμε την ανισότητα:

 �1 � x � 4 � 1 .

 3 � x � 5

 6 � 2x � 10

 �2 � 2x � 8 � 2

 � 2x � 8 � � 2

 .

y 0

x 0

x 0

 ,x 0

� 

0 ,

 sin  1x ,

x � 0

x � 0

� 

1
x ,

0 ,

x � 0

x � 0

� 

0 ,
1 ,

 x � 0
x � 0
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Βιογραφικά στοιχεία

Aριστοτέλης
(384 π.X.-322 π.X.)

CD-ROM
Δικτυότοπος

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⎧ ⎨ ⎩

y � 2x � 1

x

y

0

5

��� �����	: y � 9

K�� �����	: y � 5

3 54

7

9��	 �	 «���-
��	������»
� y �� 	��
� �!���
��"�

#������$����
� x �� 	��
� ������	

ΣΧΗΜΑ 1.9 Περιορίζοντας το x σε
απόσταση το πολύ μίας μονάδας
από το � 4, καταφέρνουμε να
συγκρατήσουμε το y σε απόσταση
μικρότερη των δύο μονάδων από το

� 7.y 0

x 0



Έτσι, περιορίζοντας το x σε απόσταση το πολύ μίας μονάδας από το
� 4, συγκρατούμε το y σε απόσταση δύο μονάδων από την τιμή 

� 7 (Σχήμα 1.9).

Στο Παράδειγμα 8, προσδιορίσαμε πόσο κοντά σε μια τιμή πρέ-
πει να περιορίσουμε τη μεταβλητή x, προκειμένου να συγκρατηθούν οι
τιμές της f (x) εντός ενός προκαθορισμένου διαστήματος γύρω από το
όριο L Για να δείξουμε ότι το όριο της f (x), καθώς x l , όντως ισού-
ται με L θα πρέπει να δείξουμε ότι η απόσταση μεταξύ της f (x) και του
L μπορεί να γίνει μικρότερη από οποιοδήποτε προκαθορισμένο σφάλμα,
όσο μικρό κι αν είναι αυτό, αρκεί να συγκρατούμε το x αρκετά κοντά
στο .

Έστω ότι παρατηρούμε τις τιμές μιας συναρτήσεως f (x) καθώς το x
τείνει στο (χωρίς όμως να γίνεται ίσο με ). Θα πρέπει να μπορού-
με με βεβαιότητα να αποφανθούμε ότι η f (x) συγκρατείται σε απόστα-
ση μικρότερη π.χ. του ενός δεκάτου της μονάδας από το L, εφόσον το
x περιοριστεί σε μια απόσταση μικρότερη του 	 από το (Σχήμα 1.10).
Bέβαια από μόνο του αυτό δεν αρκεί, διότι καθώς το x συνεχίζει να
πλησιάζει στο , ποιος μας εγγυάται ότι η f(x) δεν θα αυξομειώνεται
αυθαίρετα εντός του διαστήματος από L � 1 10 έως L � 1 10, χωρίς πο-
τέ να τείνει στο L ; Θα εξασφαλίσουμε λοιπόν ότι η f (x) τείνει στο L αν
δείξουμε ότι ανεξάρτητα του πόσο μειώσουμε την απόσταση «ανοχής»
της f(x) από το L , εφόσον εμείς περιορίζουμε το x αρκετά κοντά στο x0,
η f(x) θα παραμένει εντός της απόστασης ανοχής από το L Mε άλλα
λόγια, καθώς το x πλησιάζει ολοένα και εγγύτερα στο , η συνάρτη-
ση y � f (x) προσεγγίζει ολοένα και περισσότερο το L

O ορισμός του ορίου αποδίδεται γραφικά στο Σχήμα 1.11.

Παράδειγμα 9 Έλεγχος του ορισμού

Δείξτε ότι limxl1 (5x � 3) � 2 .

Λύση Στις σχέσεις του ορισμού θέτουμε � 1, f (x) � 5x � 3, και
L � 2 . Για κάθε 
 � 0 , θα πρέπει να βρούμε ένα κατάλληλο 	 � 0 ού-
τως ώστε αν x � 1 και το x απέχει λιγότερο από 	 από το � 1, δη-
λαδή αν

0 � �x � 1 � � 	

η f(x) να απέχει λιγότερο από 
 από το L � 2 , δηλαδή

� f(x) � 2 � � 


Bρίσκουμε το 	 ξεκινώντας από την ανισότητα που ικανοποιεί το 
:

  � x � 1 � � e / 5 .

 5 � x � 1 � � e

 � (5x � 3) � 2 � � � 5x � 5 � � e

 .

 ,

x 0

x 0

 .
x 0

 .

 /  / 

x 0

x 0

x 0x 0

x 0

 ,
x 0 .

x 0

y 0x 0
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Oρισμός Aυστηρός ορισμός του ορίου
Έστω ότι η f (x) ορίζεται σε κάθε σημείο ανοιχτού διαστήματος
που περιέχει το , εκτός ενδεχομένως στο ίδιο το . Λέμε ότι
η f (x) τείνει στο όριο L καθώς το x τείνει στο , και γράφουμε

,

αν για κάθε 
 � 0 υπάρχει ένα αντίστοιχο 	 � 0 τέτοιο ώστε για
κάθε x

0 � �x � � � 	 ⇒ � f (x) � L � � 
 .x 0

 ,

lim
xlx0

  f (x) � L

x 0

x 0x 0

L – 1—
10

x

y

0

L

x

L �

f (x)

H f(x)
���	� ��"

  

x0

1—
10

x0 � 	x0 – 	

		

��	 ���� x � x0

%�� ���	� ��"

ΣΧΗΜΑ 1.10 Προκαταρκτικό στάδιο
στην ανάπτυξη του ορισμού του
ορίου.

L � 


x

y

0

L

x

f (x)

x0 � 	x0 – 	

	

x0

L – 


	

H f(x)
���	� ��"

  ��	 ���� x � x0

%�� ���	� ��"

ΣΧΗΜΑ 1.11 H σχέση μεταξύ του 	
και του 
 στον ορισμό του ορίου.



Συνεπώς, μπορούμε να θέσουμε 	 � 
 5 (Σχήμα 1.12). 
Aν 0 � �x � 1 � � 	 � 
 5, τότε

� (5x � 3) � 2 � � �5x � 5 � � 5�x � 1 � � 5(
 5) � 


οπότε limxl1 (5x � 3) � 2 .

H τιμή αυτή (	 � 
 5) δεν είναι η μόνη για την οποία η ανισό-
τητα 0 � �x � 1 � � 	 μας εξασφαλίζει ότι �5x � 5 � � 
 Kάθε θετική
τιμή του 	 μικρότερη από την παραπάνω είναι εξίσου ικανοποιητι-
κή. Όντως, ο ορισμός δεν απαιτεί να βρούμε ένα «βέλτιστο» θετικό
	, απλώς κάποιο 	 που να ικανοποιεί τις ανισότητες.

Στο Παράδειγμα 9, το διάστημα γύρω από το όπου η ποσότητα
� f (x) � L � είναι μικρότερη του 
 ήταν συμμετρικό ως προς το , και
έτσι το 	 μπορούσε να τεθεί ίσο με το μισό μήκος του διαστήματος. Aν
δεν υπάρχει τέτοιου είδους συμμετρία, όπως συμβαίνει συνήθως, μπο-
ρούμε να θέσουμε το 	 ίσο με την απόσταση από το του πλησιέστε-
ρου άκρου του διαστήματος. Mια τέτοια περίπτωση φαίνεται στο ακό-
λουθο παράδειγμα.

Παράδειγμα 10 Aλγεβρική εύρεση του δ για δεδομένο ε

Για 
 � l , βρείτε ένα 	 � 0 ώστε να ισχύει limxl5 . Mε άλ-
λα λόγια, βρείτε ένα 	 � 0 τέτοιο ώστε για κάθε x

.

Λύση Oργανώνουμε την εύρεση του δ σε δύο βήματα. Πρώτα θα
επιλύσουμε την ανισότητα ώστε να βρούμε ένα
διάστημα (a b) γύρω από το � 5, σε κάθε σημείο x � του οποί-
ου να ικανοποιείται η ανισότητα. Kατόπιν θα βρούμε ένα 	 � 0 τέτοιο
ώστε το διάστημα 5 � 	 � x � 5 � 	 (συμμετρικό ως προς το � 5)
να κείται εντός του (a b) .

Bήμα 1: Eπιλύουμε την ανισότητα � 1 για να βρούμε ένα
διάστημα γύρω από το , όπου να ισχύει η ανισότητα για κάθε x � x0.x 0 � 5

� �x � 1 � 2 �

 ,
x 0

x 0x 0 ,
� �x � 1 � 2 � � 1

0 � � x � 5 � � d  ⇒  � �x � 1 � 2 � � 1

�x � 1 � 2

x 0

x 0

x 0

 .
 / 

 , / 

 / 

 / 
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y � 5x � 3

x

y

0 1 �

–
5

–3

2

1 �

–
5

2 � 


2 � 


1

ΣΧΗΜΑ 1.12 Aν f (x) � 5x � 3 ,
τότε ο περιορισμός 0 � �x �
1 � � 
 5 εγγυάται ότι � f(x) �
2 � � 
 (Παράδειγμα 9) .

 / 



H ανισότητα λοιπόν ισχύει για κάθε x � 5 στο ανοιχτό διάστημα
(2, 10).

Bήμα 2: Bρίσκουμε ένα d � 0 τέτοιο ώστε το διάστημα 5�d � x � 5 � d

να κείται εντός του (2, 10). H απόσταση του 5 από το πλησιέστερο
άκρο του διαστήματος (2, 10) είναι 3 (Σχήμα 1.13). Θέτοντας d � 3 (ή
μικρότερο), η ανισότητα 0 � �x � 5 � � d αυτομάτως τοποθετεί το x
ανάμεσα στο 2 και στο 10, έτσι ώστε (Σχήμα 1.14):

.

AΣKHΣEIΣ 1.1

0 � � x � 5 � � 3  ⇒  � �x � 1 � 2 � � 1

� �x � 1 � 2 � � 1

 2 � x � 10

 1 � x � 1 � 9

 1 � �x � 1 � 3

 �1 � �x � 1 � 2 � 1

 � �x � 1 � 2 � � 1
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x
102 8

3

5

3

ΣΧΗΜΑ 1.13 Tο ανοιχτό
διάστημα ακτίνας 3 γύρω από
το σημείο � 5 κείται εντός
του ανοιχτού διαστήματος (2,
10) .

x 0

x

y

0 1 2

x � 1

5
EKTO� K&IMAKA�

8 10

1

2

3

y � ⎯⎯⎯⎯⎯

3 3

√

ΣΧΗΜΑ 1.14 H συνάρτηση και τα
διαστήματα του Παραδείγματος
10.

Mέσοι ρυθμοί μεταβολής
Στις Aσκήσεις 1-4, βρείτε τον μέσο ρυθμό μεταβολής κάθε
συναρτήσεως στα διαστήματα που δίδονται.

1. f (x) � � 1

(α) [2 , 3] (β) [�1 , 1]

2.

3. h(t) � cot t

(α) [� 4 , 3� 4] (β) [� 6 , � 2]

4. g(t) � 2 � cos t

(α) [0 , �] (β) [�� �]

5. Tαχύτητα ενός Ford Mustang Cobra Tο σχήμα δείχνει τη δια-
νυθείσα απόσταση έναντι του χρόνου για ένα μοντέλο
Ford Mustang Cobra του 1994 που επιταχύνεται από τη
θέση ηρεμίας.

t

s

0 5

200

100

Q1

X����� (sec)

A
%

�
�

	
�

�
 (

m
)

10 15 20

300

400

500

600

650 P

Q2

Q3

Q4

 ,

 /  /  /  / 

R(u) � �4u � 1 ,  [0 , 2]

x3



(α) Eκτιμήστε από το σχήμα τις κλίσεις των τεμνου-
σών , , , και , και καταχωρίστε τις
σε πίνακα. Σε τι μονάδες μετρώνται οι κλίσεις αυ-
τές; 

(β) Στη συνέχεια εκτιμήστε την ταχύτητα του αυτοκι-
νήτου κατά τη χρονική στιγμή t � 20 sec.

6. Tαχύτητα ρουλεμάν που πέφτει Aκολουθεί ένα διάγραμμα
της απόστασης που διανύει πέφτοντας, έναντι του χρό-
νου, ένα ρουλεμάν που αφήνεται να πέσει από την κο-
ρυφή μιας τηλεπικοινωνιακής κεραίας (ύψους 80 m)
στην οροφή διαστημικού σταθμού στη Σελήνη.

(α) Eκτιμήστε από το σχήμα τις κλίσεις των τεμνου-
σών , , , και , και καταχωρίστε τις
σε πίνακα παρόμοιο με αυτόν του Σχήματος 1.3.

(β) Με ποια ταχύτητα περίπου προσέκρουσε στην
οροφή το ρουλεμάν;

7. Tαχύτητα μπάλας Tα δεδομένα του ακόλουθου πίνακα παρι-
στάνουν την απόσταση που διανύει μια μπάλα κατά μή-
κος κεκλιμένου επιπέδου. Eκτιμήστε τη στιγμιαία ταχύ-
τητα για t � 1 βρίσκοντας ένα άνω και ένα κάτω φράγμα
της, και παίρνοντας τη μέση τιμή τους. Mε άλλα λόγια,
βρείτε τα a και b ώστε a � v(1) � b και εκτιμήστε κατό-
πιν τη v(1) ως (a � b) 2 .

Xρόνος t Διανυθείσα 
απόσταση

(sec) (m)

0 0
0,2 0,16
0,4 0,64
0,6 1,44
0,8 2,56
1,0 3,99
1,2 5,75
1,4 7,83

8. Aπόσταση που διανύεται από τρένο Ένα τρένο επιταχύνε-
ται από την ηρεμία μέχρι τη μέγιστη ταχύτητά του,
ενώ αργότερα επιβραδύνεται ώστε να διέλθει από μια
πόλη με σταθερή ταχύτητα. Mόλις εξέρχεται από την
πόλη επιταχύνεται και πάλι αποκτώντας μέγιστη τα-
χύτητα. Tελικά, επιβραδύνεται απαλά και σταματά
φτάνοντας στον προορισμό του. Σχεδιάστε ένα πιθα-
νό διάγραμμα της απόστασης που διένυσε το τρένο,
έναντι του χρόνου.

Eύρεση ορίων από γραφικές παραστάσεις
9. Για τη συνάρτηση g(x) που φαίνεται στο σχήμα, βρείτε

τα ακόλουθα όρια ή εξηγήστε γιατί δεν υπάρχουν. 

(α) (β) (γ)

10. Για τη συνάρτηση f (t) που φαίνεται στο σχήμα, βρείτε
τα ακόλουθα όρια ή εξηγήστε γιατί δεν υπάρχουν.

(α) (β) (γ)

11. Για τη συνάρτηση y � f (x) που φαίνεται στο σχήμα,
ποιες από τις παρακάτω προτάσεις αληθεύουν; 

(α) Tο lim
x→0 

f (x) υπάρχει.

t

s

–1

1s � f (t)

1–2

–1

0

lim
tl0

  f (t)lim
tl�1

  f (t)lim
tl�2

  f (t)

3
x

y

2

1

y � g(x)

1

lim
xl3

  g(x)lim
xl2

  g(x)lim
xl1

  g(x)
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(β)

(γ)

(δ)

(ε)

(στ) Tο lim
x→x0

f(x) υπάρχει για κάθε x0 στο (–1, 1).

12. Για τη συνάρτηση y � f (x) που φαίνεται στο σχήμα,
ποιες από τις παρακάτω προτάσεις αληθεύουν;

(α) Tο lim
x→2 

f (x) δεν υπάρχει.

(β) lim
x→2 

f (x) = 2.

(γ) Tο lim
x→1 

f (x) δεν υπάρχει.

(δ) Tο lim
x→x0

f(x) υπάρχει για κάθε x0 στο (–1, 1).

(ε) Tο lim
x→x0

f(x) υπάρχει για κάθε x0 στο (1, 3).

Ύπαρξη ορίων
Eξηγήστε γιατί δεν υπάρχουν τα όρια των Aσκήσεων 13
και 14.

13. 14.

15. Mάθετε γράφοντας Έστω ότι η συνάρτηση f (x) ορίζεται
για κάθε πραγματικό x πλην του x � . Tι συμπεραί-
νετε για την ύπαρξη του ορίου f (x) ; Aιτιολογή-
στε την απάντησή σας.

16. Mάθετε γράφοντας Έστω ότι η συνάρτηση f (x) ορίζεται
για κάθε x στο [�1 , 1] . Tι συμπεραίνετε για την ύπαρ-
ξη του ορίου limxl0 f (x) ; Aιτιολογήστε την απάντησή
σας.

17. Mάθετε γράφοντας Aν limxl1 f (x) � 5 , είναι απαραίτητο
να ορίζεται η f στο x � 1 ; Aν ορίζεται στο σημείο αυ-
τό, είναι απαραίτητο να ισχύει f (1) � 5 ; Mπορούμε να
συναγάγουμε οποιαδήποτε πληροφορία για την τιμή της f
στο x � 1 ; Eξηγήστε. 

18. Mάθετε γράφοντας Aν f (1) � 5 , είναι απαραίτητο να
υπάρχει το όριο limxl1 f (x) ; Aν υπάρχει, είναι απαραί-
τητο να ισχύει limxl1 f (x) � 5 ; Mπορούμε να συναγά-
γουμε οποιαδήποτε πληροφορία για το limxl1 f (x) ; Eξη-
γήστε.

Eκτίμηση ορίων
Για τις Aσκήσεις 19-26 χρησιμοποιήστε κομπιουτεράκι με
δυνατότητα γραφικής σχεδίασης.

19. Έστω ότι f (x) � ( � 9) (x � 3) .

(α) Kατασκευάστε έναν πίνακα τιμών της f στα σημεία
x � �3,1 , �3,01 , �3,001 , κ.ο.κ., χρησιμοποιώντας
όσα δεκαδικά ψηφία μπορεί να χειριστεί το κομπι-
ουτεράκι σας. Kατόπιν εκτιμήστε το limxl�3 f (x) .
Ποια θα ήταν η απάντησή σας για το όριο, αν υπο-
λογίζατε την f στα σημεία x � �2,9 , �2,99 ,
�2,999 , ;

(β) Eπαληθεύστε τις απαντήσεις σας στο ερώτημα (α)
σχεδιάζοντας την f κοντά στο σημείο � �3, και
χρησιμοποιώντας τις επιλογές “Zoom” και “Tra-
ce” για να εκτιμήσετε τις τιμές y του γραφήματος
καθώς x l �3 .

(γ) Yπολογίστε αλγεβρικά το limxl�3 f (x).

20. Έστω g(x) � ( � 2) (x � ) .

(α) Kατασκευάστε έναν πίνακα τιμών της g στα ση-
μεία x � 1,4 , 1,41 , 1,414 , κ.ο.κ., κάνοντας διαδοχι-
κές δεκαδικές προσεγγίσεις του . Eκτιμήστε το

.

(β) Eπαληθεύστε την απάντησή σας στο ερώτημα (α)
σχεδιάζοντας την g κοντά στο σημείο � , και
χρησιμοποιώντας τις επιλογές “Zoom” και “Tra-
ce” για να εκτιμήσετε τις τιμές y του γραφήματος
καθώς x l .

(γ) Yπολογίστε αλγεβρικά το .

21. Έστω G(x) � (x � 6) ( � 4x � 12).

(α) Kατασκευάστε έναν πίνακα τιμών της G στα ση-
μεία x � �5,9 , �5,99 , �5,999 , κ.ο.κ. Eκτιμήστε το
limxl�6 G(x) . Ποια θα ήταν η απάντησή σας για το
όριο, αν υπολογίζατε την G στα σημεία x � �6,1 ,
�6,01 , �6,001 , … ;

(β) Eπαληθεύστε τις απαντήσεις σας στο ερώτημα (α)
σχεδιάζοντας την G και χρησιμοποιώντας τις επι-
λογές “Zoom” και “Trace” για να εκτιμήσετε τις
τιμές y του γραφήματος καθώς x l �6 .

(γ) Yπολογίστε αλγεβρικά το limxl�6 G(x).

22. Έστω h(x) � ( � 2x � 3) ( � 4x � 3).

(α) Kατασκευάστε έναν πίνακα τιμών της h στα ση-
μεία x � 2,9 , 2,99 , 2,999 , κ.ο.κ. Eκτιμήστε το
limxl3 h(x) . Ποια θα ήταν η απάντησή σας για το
όριο, αν υπολογίζατε την h στα σημεία x � 3,1 ,
3,01 , 3,001 , … ;

(β) Eπαληθεύστε τις απαντήσεις σας στο ερώτημα (α)
σχεδιάζοντας την h κοντά στο σημείο � 3 και
χρησιμοποιώντας τις επιλογές “Zoom” και “Tra-
ce” για να εκτιμήσετε τις τιμές y του γραφήματος
καθώς x l 3 .

(γ) Yπολογίστε αλγεβρικά το limxl3 h(x).

23. Έστω g(�) � (sin �) �

(α) Kατασκευάστε πίνακες τιμών της g καθώς το � τεί-
νει στο �0 � 0 από άνω και από κάτω. Eκτιμήστε το
lim�l0 g(�) .

(β) Eπαληθεύστε την απάντησή σας στο ερώτημα (α)
σχεδιάζοντας την g κοντά στο σημείο �0 � 0 .

 . / 

x 0

x2
 / x2

x2
 / 

limx l �2  g(x)

�2

�2x 0

limx l �2  g(x)
�2

�2 / x2

x 0

 . . .

 / x2

limxlx0

x 0

lim 
xl1

  1
x � 1

lim 
xl0

  x
� x �

x

y

321

1

–1

y � f(x)

–1

–2

x

y

21

1

–1

y � f (x)

–1

lim
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  f (x) � 0 .

lim
xl1

  f (x) � 1 .

lim
xl0

  f (x) � 1 .

lim
xl0

  f (x) � 0 .
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24. Έστω G(t) � (1 � cos t) .

(α) Kατασκευάστε πίνακες τιμών της G καθώς το t τεί-
νει στο � 0 από άνω και από κάτω. Eκτιμήστε το
limtl0 G(t) .

(β) Eπαληθεύστε την απάντησή σας στο ερώτημα (α)
σχεδιάζοντας την G κοντά στο σημείο � 0 .

25. Έστω f (x) � .

(α) Kατασκευάστε πίνακες τιμών της f καθώς το x τεί-
νει στο � 1 από άνω και από κάτω. Δείχνει να
έχει όριο η f καθώς x l 1 ; Aν ναι, ποιο είναι αυτό;
Aν όχι, γιατί όχι;

(β) Eπαληθεύστε τις απαντήσεις σας στο ερώτημα (α)
σχεδιάζοντας την f κοντά στο σημείο � 1.

26. Έστω f (x) � (3x � 1) x

(α) Kατασκευάστε πίνακες τιμών της f καθώς το x τεί-
νει στο � 0 από άνω και από κάτω. Δείχνει να
έχει όριο η f καθώς x l 0 ; Aν ναι, ποιο είναι αυτό;
Aν όχι, γιατί όχι;

(β) Eπαληθεύστε τις απαντήσεις σας στο ερώτημα (α)
σχεδιάζοντας την f κοντά στο σημείο � 0.

Γραφική εύρεση του δ
Στις Aσκήσεις 27-30, κάντε χρήση των γραφικών παραστά-
σεων για να βρείτε ένα 	 � 0 τέτοιο ώστε για κάθε x

0 � �x � � � 	 ⇒ � f (x) � L � � 


26.

27.

28.

29.

Aλγεβρική εύρεση του δ
Σε καθεμία από τις Aσκήσεις 31-36 δίδεται μια συνάρτη-
ση f (x) και οι αριθμοί L , και 
 � 0 . Bρείτε ένα ανοι-
χτό διάστημα γύρω από το στο οποίο να ισχύει η ανι-
σότητα � f (x) � L � � 
. Kατόπιν, δώστε μια τιμή του 	 � 0
τέτοια ώστε, για κάθε x που ικανοποιεί την 0 � �x � � �
	, να ισχύει και η ανισότητα � f (x) � L � � 
.

31. f (x) � x � 1 , L � 5 , � 4 , 
 � 0,01

32. f (x) � 2x � 2 , L � �6 , � �2 , 
 � 0,02

33. f (x) � , L � 1 , � 0 , 
 � 0,1

34. f (x) � , L � 3 , � 10 , 
 � 1

35. f (x) � 1 x L � 1 4 , � 4 , 
 � 0,05

36. f (x) � , L � 3 , � , 
 � 0,1

Θεωρία και παραδείγματα
37. Kατασκευή μηχανικών κυλίνδρων Προκειμένου να κατα-

σκευάσετε μηχανικούς κυλίνδρους εμβαδού διατομής
9 cm2, χρειάζεται να γνωρίζετε πόση απόκλιση από την
ιδανική διάμετρο του κυλίνδρου � 3,385 cm είναι
επιτρεπτή, ώστε το εμβαδόν της διατομής να μην δια-
φέρει περισσότερο από 0,01 cm2 από την απαιτούμενη
τιμή 9 cm2. Για να απαντήσετε στο ερώτημα αυτό, θέ-
στε A � �(x 2)2 και ερευνήστε σε ποιο διάστημα τιμών
πρέπει να περιορίσετε το x έτσι ώστε �A � 9 � � 0,01.
Ποιο διάστημα βρήκατε;

38. Kατασκευή ηλεκτρικών αντιστατών Για ηλεκτρικά κυκλώ-
ματα όπως αυτό του σχήματος, ο νόμος του Ohm μάς
λέει ότι V � RI Eδώ V είναι μια σταθερή τάση, I εί-
ναι το ρεύμα μετρώμενο σε Ampère, και R η αντίστα-
ση μετρώμενη σε Ohm. H εταιρεία σας έχει αναλάβει
μια παραγγελία κατασκευής αντιστατών για κύκλωμα
όπου V = 120 Volt και το ρεύμα I πρέπει να ισούται με
5  0,1 Amp. Ποιο είναι το επιτρεπτό εύρος τιμών της

 .

 / 

x 0

�3x 0x2

x 0 /  , / 

x 0�19 � x

x 0�x � 1

x 0

x 0

x 0

x 0

x 0 ,

y � x2

x

y

0

EKTO� K&IMAKA�

5

4

3

2
√⎯⎯3

f(x) � x2

x0 � 2
L � 4

 � 1

√⎯⎯5

x

y

0

1

1

f (x) � √⎯⎯x
x0 � 1
L � 1


 � y � √⎯⎯x1–
4

3–
4

5–
4

9—
16

25—
16

x

y

0

EKTO� K&IMAKA�

7,65
7,5
7,35

–3
–2,9–3,1

f(x) � �   x � 3

x0 � �3
L � 7,5

 � 0,15

3–
2

y � �   x � 33–
2

x

y

0

EKTO� K&IMAKA�

6,2
6

5,8

5
5,14,9

y � 2x � 4

f (x) � 2x � 4
x0 � 5
L � 6

 � 0,2

 .x 0

 ,

x 0

x 0

 . / 

x 0

x 0

x1 / (1�x)

t0

t0

t 2
 / 

951.1. Pυθμοί μεταβολής και όρια

CD-ROM
Δικτυότοπος



αντίστασης R ώστε το I να αποκλίνει το πολύ κατά 0,1
Amp από την ευκταία τιμή � 5 ;

39. Συγκράτηση τιμών συναρτήσεως Έστω f (x) � .

(α) Δείξτε ότι limxl2 f (x) � 2 � f (2) .

(β) Kάνοντας χρήση του κατάλληλου γραφήματος,
εκτιμήστε τα a και b, ούτως ώστε 1,8 �  f (x) � 2,2
όταν a � x � b

(γ) Kάνοντας χρήση του κατάλληλου γραφήματος,
εκτιμήστε τα a και b, ούτως ώστε 1,99 � f (x) � 2,01
όταν a � x � b

40. Συγκράτηση τιμών συναρτήσεως Έστω f (x) � sin x

(α) Yπολογίστε την τιμή f (� 6) .

(β) Kάνοντας χρήση του κατάλληλου γραφήματος,
βρείτε ένα διάστημα (a b) γύρω από το σημείο x �
� 6 ούτως ώστε 0,3 �  f (x) � 0,7 όταν  a � x � b

(γ) Kάνοντας χρήση του κατάλληλου γραφήματος,
βρείτε ένα διάστημα (a b) γύρω από το σημείο x �
� 6 ούτως ώστε 0,49 �  f(x) � 0,51 όταν  a � x � b

41. Eλεύθερη πτώση Ένα μπαλόνι γεμάτο νερό αφήνεται από
ένα παράθυρο πολυώροφου κτιρίου και διανύει πέφτο-
ντας y � 4,9 m σε t sec. Nα υπολογίσετε

(α) τη μέση ταχύτητά του κατά τα πρώτα 3 sec της πτώ-
σεως.

(β) την ταχύτητά του τη χρονική στιγμή t � 3.

42. Eλεύθερη πτώση σε μικρό πλανήτη που δεν έχει ατμόσφαιρα

Bρισκόμαστε σε έναν μικρό πλανήτη που δεν έχει
ατμόσφαιρα. Ένας βράχος που αρχικά ηρεμεί αφήνε-
ται να πέσει σε χαράδρα βάθους 20 m. Aν πέφτοντας ο
βράχος διανύει y � m σε t sec, όπου g μια σταθερά,
και προσκρούει στο έδαφος σε 4 sec, να υπολογίσετε:

(α) Tην τιμή της σταθεράς g

(β) Tη μέση ταχύτητα πτώσεως.

(γ) Tην ταχύτητα του βράχου τη στιγμή που προσπί-
πτει στο έδαφος.

Aφού συμπληρώσετε τους πίνακες των Aσκήσεων 43-46, δη-
λώστε ποια πιστεύετε ότι είναι η τιμή του ορίου .

(α)

x �0,1 �0,01 �0,001 �0,0001 . . .

f (x) ; ; ; ;

(β)

x 0,1 0,01 0,001 0,0001 . . .

f (x) ; ; ; ;

43. 44.

45. 46. f (x) � x sin (ln �x �)

Γραφική εκτίμηση ορίων
Στις Aσκήσεις 47-50, χρησιμοποιήστε κάποιο σύστημα
υπολογιστικής άλγεβρας για να κάνετε τα εξής:

(α) Σχεδιάστε τη συνάρτηση κοντά στο σημείο .

(β) Aπό τη γραφική παράσταση που κάνατε, προβλέψ-
τε την τιμή του ορίου.

(γ) Bρείτε την ακριβή τιμή του ορίου με συμβολικό
υπολογισμό. Πόσο καλή ήταν η πρόβλεψη που κά-
νατε;

47. 48.

49. 50.

Γραφική εύρεση του δ
Στις Aσκήσεις 51-54, καλείστε να διερευνήσετε περαιτέρω
τη διαδικασία γραφικής εύρεσης τιμών του δ. Xρησιμοποι-
ήστε κάποιο σύστημα υπολογιστικής άλγεβρας για να κά-
νετε τα εξής:

(α) Σχεδιάστε τη συνάρτηση y � f(x) κοντά στο ση-
μείο .

(β) Προβλέψτε την τιμή του ορίου L. Kατόπιν, βρείτε
επακριβώς το όριο με συμβολικό υπολογισμό, για
να δείτε αν η πρόβλεψή σας ήταν σωστή.

(γ) Για 
 � 0,2 , σχεδιάστε στο ίδιο σχήμα τις ευθείες
� L � 
 και � L � 
, καθώς και την f για x κο-

ντά στο .

(δ) Aπό το σχήμα που κάνατε, εκτιμήστε κάποιο 	 � 0
ούτως ώστε για κάθε x να ισχύει

0 � �x � � � 	 ⇒ � f (x) � L � � 


Eλέγξτε την τιμή του δ που επιλέξατε, σχεδιάζον-
τας τις f , , και στο διάστημα 0 � �x � � � 	
Δώστε στον υπολογιστή σας ως διαστάσεις της πε-
ριοχής σχεδίασης τις ακόλουθες

� 2	 � x � � 2	 και L � 2
 � y � L � 2


Aν οποιαδήποτε τιμή της συναρτήσεως f κείται
εκτός του διαστήματος [ L � 
 L � 
 ] , σημαίνει ότι
το 	 που επιλέξατε ήταν υπερβολικά μεγάλο. Ξα-
ναδοκιμάστε επιλέγοντας μικρότερο 	.

(ε) Eπαναλάβετε τα (γ) και (δ) διαδοχικά για 
 � 0,1 ,
0,05 , και 0,001 .

51.

52.

53.

54. f (x) � 
x(1 � cos x)

x � sin x
 ,  x 0 � 0

f (x) � sin 2x
3x

 ,  x 0 � 0

f (x) � 5x3 � 9x2

2x5 � 3x2
 ,  x 0 � 0

f (x) � x
4 � 81
x � 3

 ,  x 0 � 3

 ,

 .x 0x 0

 .x 0y 2y 1

 .x 0
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y 2y 1
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1.2
Iδιότητες ορίων • Aλγεβρική απαλοιφή μηδενιζόμενων

παρονομαστών • Tο θεώρημα «σάντουιτς» • Πλευρικά όρια

• Όρια που περιέχουν όρους (sin �) �

Στην προηγούμενη ενότητα, υπολογίζαμε όρια συναρτήσεων εποπτεύ-
οντας τα γραφήματά τους και εξετάζοντας τη συμπεριφορά των τιμών
τους. Eδώ, θα δούμε ότι πολλά όρια μπορούν να υπολογιστούν αλγε-
βρικά, χρησιμοποιώντας απλή αριθμητική και μερικούς στοιχειώδεις
κανόνες. 

Iδιότητες ορίων
Tο ακόλουθο θεώρημα μας επιτρέπει να υπολογίζουμε όρια αριθμητι-
κών συνδυασμών συναρτήσεων των οποίων τα όρια μας είναι ήδη γνω-
στά. H απόδειξη των ιδιοτήτων δίδεται στο Παράρτημα 2.

Aκολουθούν μερικά παραδείγματα χρήσης του Θεωρήματος 1
στην εύρεση ορίων πολυωνυμικών και ρητών συναρτήσεων.

Παράδειγμα 1 Xρήση των κανόνων ορίων

Kάνοντας χρήση των προφανών σχέσεων limxlck � k και limxlc x �c
καθώς και των ιδιοτήτων των ορίων, να βρείτε τα ακόλουθα όρια.

 / 
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Iστορικά στοιχεία

Όρια
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1.2 Eύρεση ορίων και πλευρικών ορίων

Θεώρημα 1 Ιδιότητες ορίων
Aν L M c και k είναι πραγματικοί αριθμοί και

και , τότε

1. Όριο αθροίσματος:

Tο όριο του αθροίσματος δύο συναρτήσεων ισούται με το
άθροισμα των ορίων τους.

2. Όριο διαφοράς:

Tο όριο της διαφοράς δύο συναρτήσεων ισούται με τη διαφορά
των ορίων τους.

3. Όριο γινομένου:

Tο όριο του γινομένου δύο συναρτήσεων ισούται με το
γινόμενο των ορίων τους.

4. Όριο σταθερού πολλαπλασίου:

Tο όριο του γινομένου σταθεράς επί συνάρτηση ισούται με το
γινόμενο της σταθεράς επί το όριο της συναρτήσεως.

5. Όριο πηλίκου:

Tο όριο του πηλίκου δύο συναρτήσεων ισούται με το πηλίκο
των ορίων τους, δεδομένου ότι το όριο του παρονομαστή δεν
μηδενίζεται. 

6. Όριο δύναμης: Aν r και s είναι ακέραιοι, και s D 0, τότε 

lim
x→c

(f(x))r/s = Lr/s

εφόσον ο Lr/s είναι πραγματικός αριθμός.

Tο όριο ρητής δύναμης συναρτήσεως ισούται με το όριο της
συνάρτησης υψωμένο στη δύναμη αυτή, εφόσον το όριο της
συνάρτησης είναι πραγματικός αριθμός.

lim
xlc

  
f (x)
g(x)

 � L
M

 ,  M � 0

lim
xlc

  (k � f (x)) � k  � L

lim
xlc

  ( f (x) � g(x)) � L � M

lim
xlc

  ( f (x) � g(x)) � L � M

lim
xlc

  ( f (x) � g(x)) � L � M

lim
xlc

  g(x) � Mlim
xlc

  f (x) � L
 , , ,



(α) (β) (γ)

Λύση

(α) 

(β) 

(γ) 

Όπως φαίνεται από το Παράδειγμα 1, οι σχέσεις του Θεωρήματος 1
μας επιτρέπουν να βρίσκουμε τα όρια πολυωνυμικών συναρτήσεων με
απλή αντικατάσταση. Tο ίδιο ισχύει για ρητές συναρτήσεις των οποίων
οι παρονομαστές δεν μηδενίζονται στο σημείο υπολογισμού.

Παράδειγμα 2 Όριο ρητής συναρτήσεως

Tο όριο αυτό είναι παρόμοιο με το δεύτερο όριο του Παραδείγματος
1 για c � �1, όπου ο υπολογισμός γίνεται τώρα σε ένα μόνο βήμα.

lim
xl�1

  
x3 � 4x2 � 3

x2 � 5
 � 

(�1)3 � 4(�1)2 � 3

(�1)2 � 5
 � 0

6
 � 0

 � �13

 � �16 � 3

 � �4(�2)2 � 3

 � � lim
xl�2

  4x2 � lim
xl�2

  3

lim
xl�2

  �4x2 � 3 � � lim
xl�2

  (4x2 � 3)

 � c
4 � c 2 � 1

c 2 � 5

 � 
lim
xlc

  x4 � lim
xlc

  x2 � limxlc  
1

lim
xlc

  x2 � lim
xlc

 5

 lim
xlc

  x
4 � x2 � 1

x2 � 5
 � 

lim
xlc

  (x4 � x2 � 1)

lim
xlc

  (x2 � 5)

 � c 3 � 4c 2 � 3

 lim
xlc

  (x3 � 4x2 � 3) � lim
xlc

 x3 � lim
xlc

 4x2 � lim
xlc

 3

lim
xl�2

  �4x2 � 3lim
xlc

  x
4 � x2 � 1

x2 � 5
lim
xlc

  (x3 � 4x2 � 3)
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Όρια αθροίσματος και
διαφοράς

Όρια γινομένου και 
πολλαπλασίου

Όριο πηλίκου

Όρια αθροίσματος και
διαφοράς

Όριο γινομένου 

Όριο δύναμης r/s � 2

Όρια αθροίσματος και 
διαφοράς

Όρια γινομένου και 
πολλαπλασίου

Θεώρημα 2 Tα όρια πολυωνύμων προκύπτουν με
αντικατάσταση
Aν P(x) � anxn � an�1 xn�1 � ... � , τότε

P(x) � P(c) � ancn � an�1c
n�1 � . . . �  .a 0lim

xlc

a 0

Θεώρημα 3 Tα όρια ρητών συναρτήσεων προκύπτουν με
αντικατάσταση αρκεί να μην μηδενίζεται το όριο του
παρονομαστή 
Aν P(x) και Q(x) είναι πολυώνυμα, και Q(c) � 0 , τότε

lim
xlc

  
P(x)
Q(x)

 � 
P(c)
Q(c)

 .



Aλγεβρική απαλοιφή μηδενιζόμενων παρονομαστών
Tο Θεώρημα 3 ισχύει μονάχα αν ο παρονομαστής της ρητής συναρτή-
σεως δεν μηδενίζεται στο σημείο c . Aν ο παρονομαστής είναι μηδέν,
ενδέχεται η απαλοιφή κοινών παραγόντων στον αριθμητή και στον πα-
ρονομαστή να οδηγήσει σε κλάσμα μη μηδενιζόμενου παρονομαστή
στο c . Στην περίπτωση αυτή, μπορούμε να βρούμε το όριο με αντικατά-
σταση στο απλοποιημένο κλάσμα.

Παράδειγμα 3 Aπαλοιφή κοινού παράγοντα

Yπολογίστε το 

.

Λύση Δεν μπορούμε να αντικαταστήσουμε x � 1 αφού τότε μηδε-
νίζεται ο παρονομαστής. Eλέγχουμε λοιπόν τον αριθμητή για ενδε-
χόμενο μηδενισμό στο x � 1 . Όντως ο αριθμητής μηδενίζεται, άρα
θα έχει έναν κοινό παράγοντα (x � 1) με τον παρονομαστή. Aπαλεί-
φοντας τον παράγοντα (x � 1) από αριθμητή και παρονομαστή, προ-
κύπτει ένα απλούστερο κλάσμα που για x � 1 παίρνει τις ίδιες τιμές
με το αρχικό:

αν x � 1 .

Aπό το απλούστερο κλάσμα, με αντικατάσταση, βρίσκουμε το ζητούμε-
νο όριο για x l 1:

.

Δείτε το Σχήμα 1.15.

Παράδειγμα 4 Δημιουργία και απαλοιφή κοινού παράγοντα

Yπολογίστε το

Λύση Δεν μπορούμε να αντικαταστήσουμε h � 0, ενώ ο αριθμητής
και ο παρονομαστής δεν έχουν κοινούς παράγοντες. Mπορούμε, ό-
μως, να δημιουργήσουμε έναν κοινό παράγοντα, πολλαπλασιάζοντας
αριθμητή και παρονομαστή με τη συζυγή έκφραση , η
οποία προκύπτει αλλάζοντας το πρόσημο μεταξύ των δύο ριζών:

Συνεπώς,

 � 1
2�2

.

 � 1
�2 � 0 � �2

 lim
hl0

  �2 � h � �2
h

 � lim
hl0

  1

�2 � h � �2

 � 1
�2 � h � �2

 .

 � h

h(�2 � h � �2)

 � 2 � h � 2

h(�2 � h � �2)

 �2 � h � �2
h

 � �2 � h � �2
h

 � �2 � h � �2

�2 � h � �2

�2 � h � �2

hl0
lim  �2 � h � �2

h
 .

lim
xl1

  x
2 � x � 2
x2 � x

 � lim
xl1

  x � 2
x  � 1 � 2

1
 � 3

x2 � x � 2
x2 � x

 � 
(x � 1)(x � 2)

x(x � 1)
 � x � 2

x  ,

lim
xl1

  x
2 � x � 2
x2 � x
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Eντοπισμός κοινών παραγόντων
Mπορεί να δειχτεί ότι αν το Q(x) είναι
πολυώνυμο και Q(c) � 0, τότε το Q(x)
θα έχει ως παράγοντα το (x � c).
Συνεπώς, αν ο αριθμητής και ο
παρονομαστής μιας ρητής συνάρτησης
του x μηδενίζονται αμφότεροι στο
x � c θα έχουν ως κοινό παράγοντα το
(x � c).

 ,

x

y

1–2 0

(1, 3)

(�)

3

x

y

1–2 0

y � x2 � x � 2—————
x2 � x

(1, 3)

(	)

3

y � x � 2———
x

ΣΧΗΜΑ 1.15 H γραφική παράσταση
της f (x) � ( � x � 2) ( � x)
στο (α) συμπίπτει με αυτήν της g(x)
� (x � 2) x στο (β), με εξαίρεση το
σημείο x � 1 , όπου η f δεν ορίζεται.
Oι δύο συναρτήσεις έχουν κοινό
όριο καθώς x l 1 .

 / 

x2
 / x2

Kοινός παράγοντας h

Aπαλοιφή του h για h � 0 .

Παρονομαστής
διάφορος του 0 για 
h � 0 · αντικατάσταση



Σημειώστε ότι η ποσότητα είναι η κλίση της τέ-
μνουσας που διέρχεται από τα σημεία P(2 , ) και Q(2 � h )
της καμπύλης y � . H τέμνουσα αυτή φαίνεται στο Σχήμα 1.16,
για h � 0 . O υπολογισμός μας φανερώνει ότι η κλίση της τέμνουσας
παίρνει την οριακή τιμή 1 (2 ), καθώς το σημείο Q τείνει στο P κι-
νούμενο επί της καμπύλης από οποιαδήποτε κατεύθυνση.

Tο θεώρημα «σάντουιτς»
Aν δεν μπορούμε να βρούμε κάποιο όριο άμεσα, υπάρχει και ο έμμεσος
υπολογισμός, με χρήση του λεγόμενου θεωρήματος «σάντουιτς». Tο
θεώρημα ισχύει για μια συνάρτηση f με τιμές που φράζονται άνω και
κάτω από τις τιμές δύο άλλων συναρτήσεων, g και h . Aν οι g και h έχουν
το ίδιο όριο καθώς x l c τότε και η f θα έχει το όριο αυτό (Σχήμα 1.17).

H απόδειξη του Θεωρήματος 4 δίδεται στο Παράρτημα 2.

Παράδειγμα 5 Eφαρμογή του Θεωρήματος «σάντουιτς»

Δεδομένου ότι

1 –  x
2

—
4    

≤  u(x)  ≤  1 + x
2

—
2

για κάθε x D 0,

να βρεθεί το limxl0 u(x) .

Λύση Eφόσον

και ,

το θεώρημα «σάντουιτς» συνεπάγεται ότι limxl0 u(x) � 1 (Σχήμα
1.18).

lim
xl0

  (1 � (x2
 / 2)) � 1lim

xl0
  (1 � (x2

 / 4)) � 1

 ,

�2 / 

�x
�2 � h ,�2

(�2 � h � �2) / h
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⎩
⎧

x

y

10

P (2, √⎯2)

2 2 � h

y � √⎯x

 √⎯2

 

h

Q(2 � h, √⎯⎯⎯⎯⎯2 � h

√⎯⎯⎯⎯⎯2 � h

)

⎨
–

ΣΧΗΜΑ 1.16 Tο όριο της κλίσεως
της τέμνουσας

PQ, καθώς Q l P κατά μήκος της
καμπύλης, ισούται με .
(Παράδειγμα 4)

1 / (2�2)

(�2 � h � �2) / h

Θεώρημα 4 Θεώρημα «σάντουιτς»
Έστω ότι g(x) � f (x) � h(x) για κάθε x το οποίο ανήκει σε
ανοιχτό διάστημα που περιέχει το c εκτός, ενδεχομένως, για
το ίδιο το σημείο x � c. Aν επιπλέον ισχύει ότι

,

τότε limxlc f (x) � L .

lim
xlc

  g(x) � lim
xlc

  h(x) � L

 ,

x

y

O

L

c

h

f

g

ΣΧΗΜΑ 1.17 H γραφική
παράσταση της f κείται μεταξύ
των γραφικών παραστάσεων
των g και h .

x

y

0 1

2

–1

1

y � u(x)

y � 1 � x2
—
2

y � 1 �
x2
—
4

ΣΧΗΜΑ 1.18 Kάθε
συνάρτηση u(x) με γραφική
παράσταση που κείται
μεταξύ των y � 1 � ( 2)
και y � 1 � ( 4), έχει όριο
1 καθώς x l 0 .

 / x2
 / x2



Παράδειγμα 6   Mία ακόμη εφαρμογή του Θεωρήματος «σάντουιτς»

(α) (Σχήμα 1.19α) Eφόσον ��� � � sin � � �� � για κάθε � και lim�l0

(��� �) � lim�l0 �� � � 0 , θα ισχύει ότι

.

(β) (Σχήμα 1.19β) Eφόσον 0 � 1 � cos � � �� � για κάθε � θα ισχύει
ότι lim�l0 (1 � cos �) � 0 ή ότι

(γ) Για τυχούσα συνάρτηση f (x), αν limxlc � f (x) � � 0, τότε limxlc

f (x) � 0. Aυτό συμβαίνει διότι η f (x) είναι άνω και κάτω φραγμένη,
�� f (x) � � f (x) � � f (x) �, ενώ τόσο η �� f (x) � όσο και η � f (x) � έχουν όριο
το 0 καθώς x l c

Πλευρικά όρια 
Για να έχει μια συνάρτηση f όριο το L καθώς x l a , θα πρέπει να ορί-
ζεται εκατέρωθεν του a και οι τιμές της f (x) να τείνουν στο L καθώς το
x τείνει στο a από οποιαδήποτε πλευρά. Έτσι, τα συνήθη όρια είναι αμ-
φίπλευρα.

Aν η f δεν έχει αμφίπλευρο όριο στο a , μπορεί ωστόσο να έχει
πλευρικό όριο εκεί, δηλαδή να έχει όριο αν το x τείνει στο a από τη
μία πλευρά μονάχα. Aν πρόκειται για τη δεξιά πλευρά, το όριο είναι
δεξιό. Aν πρόκειται για την αριστερή, μιλάμε για αριστερό όριο.

H συνάρτηση f(x) � x �x � (Σχήμα 1.20) έχει όριο το 1 καθώς το x
τείνει στο 0 από δεξιά, και το �1 καθώς το x τείνει στο 0 από αριστερά.

Για τη συνάρτηση f (x) � x �x � του Σχήματος 1.20, έχουμε

και .lim
xl0�

  f (x) � �1lim
xl0�

  f (x) � 1

 / 

 / 

 .

lim
ul0

  cos u � 1 .

 ,

lim
ul0

  sin u � 0
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y = ⎢ı ⎢ 

y = – ⎢ı ⎢ 

y = sin ı  

ı

1

–1

 

y

(	)

–

ΣΧΗΜΑ 1.19 Tο θεώρημα «σάντουιτς» επαληθεύει ότι 
(α) sin � � 0 και (β) (1 � cos �) � 0 .limul0limul0

y = ⎢ı ⎢ 

y = 1 – cos ı

ı

y

(�)

2

2

1

1–1–2 0
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x

y

1

–1

0

y �
x—

| x |

ΣΧΗΜΑ 1.20 Διαφορετικό δεξιό και
αριστερό όριο στην αρχή.

Oρισμοί Δεξιά και αριστερά όρια
Έστω f (x) ορισμένη σε διάστημα (a b) , όπου a � b Aν η f (x)
τείνει στο L καθώς το x τείνει στο a, θα λέμε ότι η f έχει δεξιό
όριο L στο a και θα γράφουμε

.

Έστω f (x) ορισμένη σε διάστημα (c a), όπου c � a Aν η f (x)
τείνει στο M καθώς το x τείνει στο a, θα λέμε ότι η  f έχει
αριστερό όριο M στο a και θα γράφουμε

.lim
xla�

  f (x) � M

 ,

 . ,

lim
xla�

  f (x) � L

 ,

 . ,

CD-ROM
Δικτυότοπος



Παράδειγμα 7 Πλευρικά όρια για συνάρτηση ημικυκλίου

Tο πεδίο ορισμού της f (x) � είναι το [�2 , 2] Ø η γραφική πα-
ράσταση είναι το ημικύκλιο του Σχήματος 1.21. Έχουμε

και .

H συνάρτηση δεν έχει αριστερό όριο στο x � �2, ούτε δεξιό όριο
στο x � 2. Δηλαδή δεν έχει συνήθη αμφίπλευρα όρια στα σημεία �2
και 2.

Tα πλευρικά όρια έχουν όλες τις ιδιότητες του Θεωρήματος 1. Tο
δεξιό όριο του αθροίσματος δύο συναρτήσεων είναι το άθροισμα των
δεξιών ορίων τους, κ.ο.κ. Eπίσης, τα θεωρήματα περί ορίων πολυωνύ-
μων και ρητών συναρτήσεων ισχύουν για πλευρικά όρια, καθώς και το
θεώρημα «σάντουιτς».

H σχέση που υπάρχει μεταξύ των πλευρικών και των αμφίπλευρων
ορίων είναι η εξής: 

Παράδειγμα 8 Όρια της συνάρτησης του Σχήματος 1.22

Στο x � 0: limxl0� f (x) � 1 ,

τα limxl0� f (x) και limxl0 f (x) δεν υπάρχουν. H συ-
νάρτηση δεν ορίζεται αριστερά του σημείου
x � 0 .

lim
xl2�

  �4 � x2 � 0lim
xl�2�

  �4 � x2 � 0

�4 � x2
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x a

A������ %
���� �� a
x → a

+

xa

'���� %
���� �� a
x → a

–

Tα «+» και «�»
H σημασία των προσήμων στον
συμβολισμό των πλευρικών ορίων
είναι η εξής:

x l a� σημαίνει ότι το x τείνει στο
a από αριστερά (από την αρνητική
πλευρά του a), δηλαδή από τιμές
μικρότερες του a

x l a� σημαίνει ότι το x τείνει στο
a από δεξιά (από τη θετική πλευρά
του a) δηλαδή από τιμές
μεγαλύτερες του a .

 ,

 .

x

y

0 2–2

y � √⎯⎯⎯⎯⎯4 � x2

ΣΧΗΜΑ 1.21

και

.limxl�2� �4 � x2 � 0

limxl2�  �4 � x2 � 0

Θεώρημα 5 Σχέση μεταξύ πλευρικών και αμφίπλευρων ορίων
Mια συνάρτηση f (x) έχει (αμφίπλευρο) όριο καθώς το x τείνει
στο c αν και μόνο αν έχει αριστερό και δεξιό όριο στο c και τα
πλευρικά αυτά όρια ταυτίζονται: 

lim f(x) = L ⇔ lim f(x) = L και   lim f(x) = L.
x→c                                     x→c– x→c+

Tο σύμβολο ⇔
Tο σύμβολο ⇔ διαβάζεται «αν και
μόνο αν». Aποτελεί συνδυασμό των
συμβόλων ⇒ (συνεπάγεται ότι) και ⇐
(προκύπτει από το ότι).

x

y

321

2

1

y � f (x)
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Στο x � 1: limxl1� f (x) � 0, παρόλο που f (1) � 1 ,

limxl1� f (x) � 1 ,

το limxl1 f (x) δεν υπάρχει. Tο δεξιό και το αρι-
στερό όριο είναι άνισα.

Στο x � 2: limxl2� f (x) � 1 ,

limxl2� f (x) � 1 ,

limxl2 f (x) � 1 , παρόλο που f (2) � 2 .

Στο x � 3: limxl3� f (x) � limxl3� f (x) � limxl3 f (x) � f (3) � 2

Στο x � 4: limxl4� f (x) � 1 , παρόλο που f (4) � 1 ,

τα limxl4� f (x) και limxl4 f (x) δεν υπάρχουν. H συ-
νάρτηση δεν ορίζεται δεξιά του σημείου x � 4 .

Σε κάθε άλλο σημείο a του διαστήματος [0 , 4] , η f (x) έχει όριο f (a) .

Mέχρι τώρα, οι συναρτήσεις που μελετήσαμε διέθεταν κάποιο εί-
δος ορίου σε καθένα από τα σημεία που εξετάσαμε. Kάτι τέτοιο δεν
ισχύει πάντοτε.

Παράδειγμα 9 Mια συνάρτηση που ταλαντώνεται πάρα πολύ για
να έχει όριο

Δείξτε ότι η y � sin (1 x) δεν έχει όριο καθώς το x τείνει στο μηδέν
από οποιαδήποτε πλευρά (Σχήμα 1.23).

Λύση Kαθώς το x τείνει στο μηδέν, ο αντίστροφός του, 1 x αυξά-
νεται απεριόριστα και οι τιμές τού sin (1 x) ταλαντώνονται ολοένα
και πιο γρήγορα μεταξύ των τιμών �1 και 1. Δεν υπάρχει μοναδικός
αριθμός L τον οποίο να προσεγγίζουν οι τιμές της συναρτήσεως κα-
θώς το x τείνει στο μηδέν, ακόμα και αν περιορίσουμε το x σε θετι-
κές ή αρνητικές μονάχα τιμές. Έτσι η συνάρτηση δεν έχει ούτε δε-
ξιό ούτε αριστερό όριο στο x � 0.

Όρια που περιέχουν όρους (sin θ)/θ

Ένα γεγονός θεμελιώδους σημασίας για τη συνάρτηση (sin � ) � εί-
ναι ότι όταν η γωνία � μετριέται σε ακτίνια και � l 0, η συνάρτηση
έχει όριο 1 . Tο γεγονός αυτό φαίνεται στο Σχήμα 1.24, αλλά το επα-
ληθεύουμε και αλγεβρικά με το θεώρημα «σάντουιτς».

 / 

 / 

 , / 

 / 
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x

y

0

1–
x

1

–1

y � sin

ΣΧΗΜΑ 1.23 H συνάρτηση y � sin (1 x) δεν έχει ούτε δεξιό ούτε
αριστερό όριο καθώς το x τείνει στο μηδέν. (Παράδειγμα 9)

 / 



Aπόδειξη O στόχος είναι να δείξουμε ότι τα όρια από δεξιά και από
αριστερά ισούνται με 1. Tότε και το αμφίπλευρο όριο θα ισούται με 1.

Για το δεξιό όριο, θεωρούμε θετικές γωνίες � μικρότερες του � 2
(Σχήμα 1.25). Σημειώστε ότι

Eμβαδόν �OAP � εμβαδόν κυκλικού τομέα OAP � εμβαδόν �OAT

Eκφράζουμε τα εμβαδά αυτά συναρτήσει του � ως ακολούθως:

Eμβαδόν �OAP � βάση � ύψος � (1)(sin �) � sin �

Eμβαδόν κυκλικού τομέα OAP � r 2� � (1) 2� � (2)

Eμβαδόν �OAT � βάση � ύψος � (1)(tan �) � tan �

Συνεπώς,

sin � � � � tan �

H ανισότητα αυτή διατηρεί τη φορά της αν διαιρέσουμε κάθε μέλος με
τον θετικό αριθμό (1 2) sin � :

1 � 

Παίρνοντας τον αντίστροφο κάθε μέλους, η ανισότητα αλλάζει φορά:

1 � � cos �

Eφόσον limul0� cos � � 1, το θεώρημα «σάντουιτς» δίνει

Θυμηθείτε ότι οι sin � και � είναι περιττές συναρτήσεις (Παράγρα-
φος 0.3). Συνεπώς, η f (�) � (sin �) � θα είναι άρτια συνάρτηση, με γρα-
φική παράσταση συμμετρική ως προς τον άξονα y (Σχήμα 1.24). H συμ-
μετρία αυτή συνεπάγεται ότι υπάρχει το αριστερό όριο στο 0, και
ισούται με το εκεί δεξιό όριο:

άρα limul0 (sin �) � � 1, βάσει του Θεωρήματος 4. / 

lim
ul0�

  sin u
u

  � 1 � lim
ul0�

  sin u
u

 ,

 / 

lim
ul0�

  sin u
u

 � 1 .

 .sin u
u

u

sin u
  �  1

cos u
 .

 / 

 .1
2

1
2

1
2

 .1
2

1
2

1
2

u

2
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

 .

 / 
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1

ΣΧΗΜΑ 1.24 Γραφική παράσταση της f(�) � (sin �) � . / 

Θεώρημα 6

= 1 (� σε ακτίνια) (1)lim
ul0

  sin u
u

x

y

O

1

1

Q

⎧ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩

tan �

A(1, 0)

P

sin �

cos ��

1

T

ΣΧΗΜΑ 1.25 Tο σχήμα χρησιμεύει
στην απόδειξη του Θεωρήματος 6.
TA OA � tan � αλλά OA � 1 ,
συνεπώς TA � tan � .

 , / 

Tο ακτινιακό μέτρο υπεισέρχεται
στην Eξίσωση (2): Tο εμβαδόν του
κυκλικού τομέα OAP ισούται με � 2
μόνο αν η γωνία � μετριέται σε
ακτίνια.

 / 



Παράδειγμα 10 Xρήση του ότι 

Δείξτε ότι (α) lim 
cos h – 1

= 0    και   (b)  lim  
sin 2x

=  
2—
5

.
h→0 h x→0       5x

Λύση

(α) Xρησιμοποιώντας τον γνωστό μας τύπο των ημίσεων γωνιών
cos h � 1 � 2 sin2 (h 2), έχουμε

(β) H Eξίσωση (1) δεν μπορεί να εφαρμοστεί στο κλάσμα ως αυτό έ-
χει. Tον όρο 2x που χρειαζόμαστε στον παρονομαστή (αντί του 5x
που υπάρχει) τον κατασκευάζουμε, πολλαπλασιάζοντας αριθμητή
και παρονομαστή με 2 5 :

AΣKHΣEIΣ 1.2

 � 2
5

 (1) � 2
5

 � 2
5

 lim
xl0

  sin 2x
2x

 lim
xl0

  sin 2x
5x

 � lim
xl0

  
(2 / 5) � sin 2x

(2 / 5) � 5x

 / 

 � �(1)(0) � 0 .

 � � lim
ul0

  sin u
u

 sin u

  l im
hl0

  cos h � 1
h

 �  lim
hl0

  �  
2 sin2 (h / 2)

h

 / 

lim
ul0

  sin u
u

 � 1
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Έστω � � h / 2.

Eδώ εφαρμόζουμε την
Eξ. (1)  για � � 2x .

Γραφική εκτίμηση ορίων
Στις Aσκήσεις 1-6, χρησιμοποιήστε τις γραφικές παραστά-
σεις για να εκτιμήσετε τα όρια και την τιμή της συνάρτη-
σης που ζητούνται, ή εξηγήστε γιατί τα όρια δεν υπάρχουν.

1.

(α) (β) (γ) (δ) f (3)

2.

(α) (β) (γ) (δ) g(�4)

3.

(α) (β) (γ) (δ) f (0)

4.

(α) (β) (γ) (δ) p(�2)lim
sl�2

  p(s)lim
sl�2�

  p(s)lim
sl�2�

  p(s)

y

s

y = p(s)
–2

lim
hl0

  f (h)lim
hl0�

  f (h)lim
hl0�

  f (h)

2

h

y
y = f(h)

lim
tl�4

  g(t)lim
tl�4�

  g(t)lim
tl�4�

  g(t)

t

y

y = g(t)

–4

lim
xl3

  f (x)lim
xl3�

  f (x)lim
xl3�

  f (x)

3
x

y

y = f(x)

CD-ROM
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5.

(α) (β) (γ) (δ) F(0)

6.

(α) (β) (γ) (δ) G(2)

Xρήση κανόνων ορίων
7. Έστω limxl0 f ( x) � 1 και limxl0 g(x) � �5. Aναφέρε-

τε ποιους κανόνες του Θεωρήματος 1 έχουμε εφαρμό-
σει στα βήματα  (α), (β), και (γ) του ακόλουθου υπολο-
γισμού.

(α)

(β)

(γ)

8. Έστω limxl1 h(x) � 5 , limxl1 p(x) �1 , και limxl1 r(x) �
�2 . Aναφέρετε ποιους κανόνες του Θεωρήματος 1
έχουμε εφαρμόσει στα βήματα  (α), (β), και (γ) του ακό-
λουθου υπολογισμού.

(α)

(β)

(γ)

9. Έστω limxlc f (x) � 5 και limxlc g(x) � �2. Nα βρεθούν
τα όρια:

(α) (β)

(γ) (δ)

10. Έστω limxl4 f (x) � 0 και limxl4 g(x) � �3. Nα βρεθούν
τα όρια:

(α) (β)

(γ) (δ)

Yπολογισμοί ορίων
Στις Aσκήσεις 11-14, να βρεθούν τα όρια:

11. (α) (β)

(γ) (δ)

12. (α) (β)

(γ) (δ)

13. (α) (β)

(γ)

14. (α) (β)

(γ)

Xρήση του θεωρήματος «σάντουιτς»
15. Mάθετε γράφοντας (α) Mπορεί να δειχτεί ότι οι ανισότη-

τες

ισχύουν για κάθε x κοντά στο μηδέν. Τι συμπεραί-
νετε για την τιμή του ορίου

;

Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

(β) Στο ίδιο σχήμα, σχεδιάστε τις y � 1 � ( /6) , y �
(x sin x)/(2 � 2 cos x) , και y � 1, για �2 � x � 2 .
Σχολιάστε τη συμπεριφορά των γραφημάτων, κα-
θώς x l 0 .

16. Mάθετε γράφοντας (α) Oι ανισότητες

1
2

 � x
2

24
  �  1 � cos x

x2
  �  1

2

x2

lim
xl0

  x sin x
2 � 2 cos x

1 �  x
2

6
  � x sin x

2 � 2 cos x
  � 1

lim
tl9

  3 � �t
9 � t

lim
ul1

  u
4 � 1

u 3 � 1
lim

xl�1
  �x2 � 8 � 3

x � 1

lim
yl1

  
y � 1

�y � 3 � 2

lim
xl�2

  �2x � 4
x3 � 2x2

lim
tl�5

  t
2 � 3t � 10

t � 5

lim
ul5

  u � 5
u 2 � 25

lim
yl�3

  (5 � y)4 / 3

lim
xl2

  x � 3
x � 6

lim
rl�2

  (r 3 � 2r 2 � 4r � 8)

lim
hl0

  3

�3h � 1 � 1
lim
yl2

  
y � 2

y 2 � 5y � 6

lim
tl6

  8(t � 5)(t � 7)lim
xl�7

  (2x � 5)

lim
xl4

  
g(x)

f (x) � 1
lim
xl4

  (g(x))2

lim
xl4

  x f (x)lim
xl4

  (g(x) � 3)

lim
xlc

  
f (x)

f (x) � g(x)
lim
xlc

  ( f (x) � 3g(x))

lim
xlc

  2f (x)g(x)lim
xlc

  f (x)g(x)

 � 
�(5)(5)

(1)(4 � 2)
 � 5

2

 � 
�5 lim 

xl1
h(x)

�lim
xl1

  p(x)��lim
xl1

  4 � lim
xl1

 r(x)�

 � 
�lim

xl1
  5h(x)

�lim
xl1

  p(x)��lim
xl1

 (4 � r(x))�

 � 
lim
xl1

  �5h(x)

lim
xl1

  ( p(x)(4 � r(x)))

 lim 
xl1

  
�5h(x)

p(x)(4 � r(x))

 � 
(2)(1) � (�5)

(1 � 7)2 / 3
 � 7

4

 � 
2 lim

xl0
  f (x) � lim

xl0
 g(x)

  �lim
xl0

  f (x) � lim
xl0

  7�
2 / 3

 � 
lilim

xl0
 2 f (x) � lim

xl0
  g(x)

�lim
xl0

  ( f (x) � 7)�
2 / 3

 � 
lim
xl0

  (2 f (x) � g(x))

lim
xl0

  ( f (x) � 7)2 / 3

 lim
xl0

  
2 f (x) � g(x)

( f (x) � 7)2 / 3

lim
xl2

  G(x)lim
xl2�

  G(x)lim
xl2�

  G(x)

y

x

y = G(x)

2

lim
xl0

  F(x)lim
xl0�

  F(x)lim
xl0�

  F(x)

y

x

y = F(x)4
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ισχύουν για x κοντά στο μηδέν. Τι συμπεραίνετε
για την τιμή του ορίου

;

Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

(β) Στο ίδιο σχήμα, σχεδιάστε τις y � (1 2) � ( 24) ,
y � (1 � cos x) , και y � 1 2, για �2 � x � 2 .
Σχολιάστε τη συμπεριφορά των γραφημάτων, κα-
θώς x l 0 .

Όρια μέσων ρυθμών μεταβολής
Στον απειροστικό λογισμό, όρια του τύπου 

προκύπτουν συχνά κατά τη μελέτη των τεμνουσών και των
εφαπτόμενων ευθειών, καθώς και των στιγμιαίων μεταβο-
λών. Στις Aσκήσεις 17-20, να υπολογίσετε το παραπάνω
όριο για τα και τις συναρτήσεις f που δίδονται. 

17. f (x) � , � 1

18. f (x) � 3x � 4 , � 2

19. f (x) � 1 x � �2

20. f (x) � , � 7

Γραφική εύρεση ορίων
21. Ποιες από τις ακόλουθες προτάσεις, σχετικά με τη συ-

νάρτηση y � f(x) που έχει σχεδιαστεί παρακάτω, είναι
αληθείς και ποιες όχι; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

(α) (β)

(γ) (δ)

(ε) Tο υπάρχει. (στ)

(ζ) (η)

(θ) (ι)

(ια) Tο δεν υπάρχει. (ιβ)

22. Έστω

(α) Bρείτε τα limxl2� f (x) και limxl2� f (x) .

(β) Yπάρχει το limxl2 f (x); Aν ναι, ποια η τιμή του; Aν
όχι, γιατί όχι;

(γ) Bρείτε τα limxl4� f (x) και limxl4� f (x) .

(δ) Yπάρχει το limxl4 f (x); Aν ναι, ποια η τιμή του; Aν
όχι, γιατί όχι;

23. Έστω 

(α) Yπάρχει το limxl0� f (x); Aν ναι, ποια η τιμή του;
Aν όχι, γιατί όχι;

(β) Yπάρχει το limxl0� f (x); Aν ναι, ποια η τιμή του;
Aν όχι, γιατί όχι;

(γ) Yπάρχει το limxl0 f (x); Aν ναι, ποια η τιμή του; Aν
όχι, γιατί όχι;

24. Έστω g(x) � sin (1 x) .

(α) Yπάρχει το limxl0� g(x); Aν ναι, ποια η τιμή του;
Aν όχι, γιατί όχι;

(β) Yπάρχει το limxl0� g(x); Aν ναι, ποια η τιμή του;
Aν όχι, γιατί όχι;

(γ) Yπάρχει το limxl0 g(x); Aν ναι, ποια η τιμή του; Aν
όχι, γιατί όχι;

2—
�

x
0

y � √⎯⎯x

1

1–
x

1

(�
*

�
�
��

�
�

�
�
 �

�
 M

a
th

em
a
ti

ca
)

1—
�

1—
2�

–1

y � √⎯⎯x  sin

y

 / �x

x

y

0

1–x

1

–1

y �
sin    ,

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

0,

x � 0

x � 0≤

f (x) � � 

0 ,

sin 1x ,

x � 0

x � 0 .

x

y

3

2

y � 3 � x

0

y �    � 1x–
2

4

f (x) � � 

3 � x ,

 x
2

 � 1 ,

x � 2

x � 2 .

 .lim
xl2�

  f (x) � 0lim
xl�1�

  f (x)

 .lim
xl2�

  f (x) � 2 .lim
xl1

  f (x) � 0

 .lim
xl1

  f (x) � 1 .lim
xl0

  f (x) � 1

 .lim
xl0

  f (x) � 0lim
xl0

  f (x)

lim
xl0�

  f (x) � lim
xl0�

  f (x) ..lim
xl0�

  f (x) � 1

 .lim
xl0�

  f (x) � 0 .lim
xl�1�

  f (x) � 1

x

y

21

1

–1 0

y � f(x)

x 0�x

x 0 , / 

x 0

x 0x2

x 0

lim
hl0

  
f (x 0 � h) � f (x 0 )

h

 / x2
 / 

 / x2
 / 

lim
xl0

  1 � cos x
x2
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Aφού σχεδιάσετε τις συναρτήσεις στις Aσκήσεις 25 και
26, απαντήστε στα εξής ερωτήματα.

(α) Ποια τα πεδία ορισμού και τιμών της f ;

(β) Σε ποια σημεία c αν υπάρχουν τέτοια, υπάρχει το
limxlc f (x);

(γ) Σε ποιο σημείο υπάρχει μόνο το αριστερό όριο;

(δ) Σε ποιο σημείο υπάρχει μόνο το δεξιό όριο;

25.

26.

Aλγεβρική εύρεση πλευρικών ορίων 
Στις Aσκήσεις 27-32, να βρεθούν τα όρια:

27.

28.

29.

30.

31. (α) (β)

32. (α) (β)

Θεωρία και παραδείγματα
33. Mάθετε γράφοντας Aν � f (x) � για κάθε x στο διά-

στημα [�1 , 1], και � f (x) � για x � �1 ή x � 1 ,
τότε σε ποια σημεία c σας είναι αμέσως γνωστό το
limxlc f (x) και ποια η τιμή του;

34. Mάθετε γράφοντας Έστω g(x) � f (x) � h(x) για κάθε x � 2,
και ότι

Mπορείτε να συμπεράνετε κάτι για τις τιμές των f
g και h στο σημείο x � 2 ; Θα μπορούσε να είναι
f (2) � 0 ; Θα μπορούσε να είναι limxl2 f (x) � 0 ; Aι-
τιολογήστε τις απαντήσεις σας.

35. Υπολογίστε το όριο Δεδομένου ότι limxl�2 � 1 , βρεί-

τε τα

(α) (β)

36. Υπολογίστε το όριο

(α) Δεδομένου ότι � 3 , βρείτε το

limxl2 f (x) .

(β) Δεδομένου ότι = 4 , βρείτε το

limxl2 f (x) .

37. Mάθετε γράφοντας Aν τα limxla� f (x) και limxla� f (x) σας
είναι γνωστά σε ένα εσωτερικό σημείο του πεδίου ορι-
σμού της f τότε ξέρετε και την τιμή του limxla f (x) ;
Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

38. Mάθετε γράφοντας Aν γνωρίζετε ότι το limxlc f (x) υπάρ-
χει, μπορείτε να μάθετε την τιμή του υπολογίζοντας το
limxlc� f (x) ; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

39. Eύρεση του δέλτα Για δεδομένο 
 � 0 , βρείτε ένα διά-
στημα I � (5 , 5 � 	) , 	 � 0, τέτοιο ώστε αν το x ανή-
κει στο I να ισχύει � 
 Ποιο όριο συνάρτη-
σης βρίσκεται έτσι, και ποια η τιμή του;

40. Eύρεση του δέλτα Για δεδομένο 
 � 0, βρείτε ένα διά-
στημα I � (4 � 	 4), 	 � 0, τέτοιο ώστε αν το x ανήκει
στο I να ισχύει � 
 Ποιο όριο συνάρτησης
βρίσκεται έτσι, και ποια η τιμή του;

Άρτιες και περιττές συναρτήσεις
Yπενθυμίζουμε ότι μια συνάρτηση y � f (x), με πεδίο ορι-
σμού D το οποίο είναι συμμετρικό ως προς την αρχή, θα εί-
ναι άρτια αν f (�x) � f (x) για κάθε x στο D και περιττή αν
f (�x) � �f (x) για κάθε x στο D

41. Mάθετε γράφοντας Έστω  f περιττή συνάρτηση του x Aν
ξέρετε ότι limxl0� f (x) � 3, τι μπορείτε να συμπεράνε-
τε για το limxl0� f (x) ; Aιτιολογήστε την απάντησή
σας.

42. Mάθετε γράφοντας Έστω  f άρτια συνάρτηση του x Aν ξέ-
ρετε ότι  limxl2� f (x) � 7, τι μπορείτε να συμπεράνετε
για τα limxl�2� f (x) και limxl�2� f (x) ; Aιτιολογήστε
την απάντησή σας.

43. (α) Σχεδιάστε την g(x) � x sin (1 x) και από το γράφη-
μα εκτιμήστε το limxl0 g(x) , μεγεθύνοντας γύρω
από την αρχή, αν χρειαστεί.

(β) Mάθετε γράφοντας Tώρα σχεδιάστε την k(x)�sin (1/x) .
Συγκρίνετε τη συμπεριφορά των g και k κοντά στην
αρχή. Ποιες ομοιότητες και ποιες διαφορές παρα-
τηρείτε; 

44. (α) Σχεδιάστε την h(x) � cos (1 x) και από το γρά-
φημα εκτιμήστε το limxl0 h(x) , μεγεθύνοντας γύ-
ρω από την αρχή, αν χρειαστεί.

(β) Mάθετε γράφοντας Tώρα σχεδιάστε την k(x)�cos (1/x).
Συγκρίνετε τη συμπεριφορά των h και k κοντά στην
αρχή. Ποιες ομοιότητες και ποιες διαφορές παρα-
τηρείτε;

 / x2

 / 

 .

 .

 .

 .�4 � x ,
 ,

 .�x � 5 ,

 ,

lim
xl2

  
f (x) � 5
x � 2

lim
xl2

  
f (x) � 5
x � 2

lim
xl�2

  
f (x)
xlim

xl�2
  f (x)

f (x)

x2

 ,
 ,

lim
xl2

  g(x) � lim
xl2

  h(x) � �5 .

x4x2
x2x4

lim
xl1�

  
�2x (x � 1)

� x � 1 �
lim
xl1�

 
�2x (x � 1)

� x � 1 �

lim
xl�2�

  (x � 3) 
� x � 2 �

x � 2
lim

xl�2�
  (x � 3) 

� x � 2 �

x � 2

lim
hl0�

  �6 � �5h2 � 11h � 6
h

lim
hl0�

  �h2 � 4h �5 � �5
h

lim
xl�2�

  � x
x � 1� �2x � 5

x2 � x�

lim
xl�0.5�

  �x � 2
x � 1

f (x) � � 

x
1
0

if �1 � x � 0  or  0 � x � 1
if x � 0
if x � �1  or  x � 1

f (x) � � 

�1 � x2

1
2

 
if 0 � x � 1
if 1 � x � 2
if x � 2

 ,
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για 0 ≤ x < 1
για 1 ≤ x < 2
για x = 2

για –1 ≤ x < 0 ή 0 < x ≤ 1
για x = 0
για 0 x < –1 ή x > 1
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1.3
Πεπερασμένα όρια καθώς x l � • Όρια ρητών συναρτήσεων

καθώς x l � • Oριζόντιες και κατακόρυφες ασύμπτωτες: άπειρα

όρια • Tο Θεώρημα «σάντουιτς» • Aκριβείς ορισμοί άπειρων

ορίων • Mοντέλα με δεδομένη συμπεριφορά στα άκρα και πλάγιες

ασύμπτωτες

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε γραφικές παραστάσεις ρητών συ-
ναρτήσεων (πηλίκα πολυωνύμων), καθώς και άλλων συναρτήσεων, που
παρουσιάζουν ενδιαφέρουσα οριακή συμπεριφορά καθώς x l �
Μεταξύ των εργαλείων που θα χρησιμοποιήσουμε είναι οι οριζόντιες
και οι κατακόρυφες ασύμπτωτες.

Πεπερασμένα όρια καθώς x l ± �
Tο σύμβολο του απείρου (�) δεν αντιπροσωπεύει κάποιον υπαρκτό
αριθμό. Tο χρησιμοποιούμε για να περιγράψουμε τη συμπεριφορά
μιας συνάρτησης όταν οι τιμές είτε του πεδίου ορισμού είτε του πεδί-
ου τιμών της υπερβαίνουν κάθε πεπερασμένο όριο. Για παράδειγμα, η
συνάρτηση f (x) � 1 x ορίζεται για κάθε x � 0 (Σχήμα 1.26). Όταν το x
είναι θετικό και αυξάνεται απεριόριστα, το 1 x ελαττώνεται απεριόρι-
στα. Όταν το x είναι αρνητικό και αυξάνεται (κατά μέτρο) απεριόρι-
στα, το 1/x ελαττώνεται και πάλι. Συνοψίζουμε τις παρατηρήσεις αυτές
λέγοντας ότι η f (x) � 1 x έχει όριο 0 καθώς x l �

H μέθοδος υπολογισμού ορίων συναρτήσεων καθώς x l � μοιάζει
με αυτήν που ακολουθήσαμε για πεπερασμένα όρια στην Eνότητα 1.2.
Eκεί είχαμε πρώτα υπολογίσει τα όρια της σταθερής και της ταυτοτικής
συναρτήσεως y � k και y � x αντίστοιχα. Στη συνέχεια επεκτείναμε τα
αποτελέσματα αυτά σε άλλες συναρτήσεις, εφαρμόζοντας ένα θεώρημα
υπολογισμού ορίων αλγεβρικών συνδυασμών. Θα κάνουμε κι εδώ το ίδιο,
με τη διαφορά ότι εδώ οι αρχικές συναρτήσεις είναι οι y � k και y � 1/x,
αντί των y � k και y � x.

Tα δυο πρωταρχικά λοιπόν αποτελέσματα προς επαλήθευση, κα-
θώς x l � , δίδονται στο παράδειγμα που ακολουθεί.

 . / 

 / 

 / 

 .
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Oρισμοί Όρια καθώς x l �
1. Λέμε ότι η f(x) έχει όριο L καθώς το x τείνει στο άπειρο, και
γράφουμε

f (x) � L

αν η f (x) πλησιάζει αυθαίρετα κοντά στο L καθώς το x
απομακρύνεται ολοένα από την αρχή, κινούμενο επί του
θετικού ημιάξονα.

2. Λέμε ότι η f(x) έχει όριο L καθώς το x τείνει στο μείον άπειρο,
και γράφουμε

f (x) � L

αν η f (x) πλησιάζει αυθαίρετα κοντά στο L καθώς το x
απομακρύνεται ολοένα από την αρχή, κινούμενο επί του
αρνητικού ημιάξονα. 

lim
xl��

lim
xl�

y

0

y �

1

1 2 3–1

1–x

4
–1

2

3

4

x

ΣΧΗΜΑ 1.26 H γραφική παράσταση
της  y � 1 x . / 

1.3 Άπειρα όρια
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Παράδειγμα 1 Όρια των 1/x και k καθώς x l �

Δείξτε ότι

(α) 

(β)

Λύση

(α) Aπό το Σχήμα 1.26, είναι φανερό ότι η y � 1/x πλησιάζει όλο και
περισσότερο στο μηδέν καθώς το x απομακρύνεται ολοένα από την αρ-
χή κινούμενο είτε προς τη θετική είτε προς την αρνητική κατεύθυνση.

(β) Aσχέτως του πόσο απέχει το x από την αρχή, η σταθερή συνάρ-
τηση y � k λαμβάνει πάντα την ίδια τιμή k.

Tα όρια στο (συν ή πλην) άπειρο έχουν παρόμοιες ιδιότητες με τα
όρια όπου το x τείνει σε πεπερασμένο αριθμό.

Oι παραπάνω ιδιότητες είναι αντίστοιχες αυτών του Θεωρήματος
1, Eνότητα 1.2, και τις εφαρμόζουμε κατά τον ίδιο τρόπο.

Παράδειγμα 2 Kάνοντας χρήση του Θεωρήματος 7

(α)

(β)

 � p�3 � 0 � 0 � 0

 � lim
xl��

  p �3 � lim
xl��

  1x � lim
xl��

  1x

 lim
xl��

  p�3
x2

 � lim
xl��

  p �3 � 1x � 1x

 � 5 � 0 � 5

 lim
xl�

  �5 � 1x� � lim
xl�

  5 � lim
xl�

  1x

lim
xl�

  k � lim
xl��

  k � k.

lim
xl�

  1x � lim
xl��

  1x � 0
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Tο σύμβολο του απείρου (�)
Όπως έχουμε πει και αλλού, το
σύμβολο � δεν παριστάνει κάποιον
υπαρκτό αριθμό και συνεπώς δεν
μπορούμε να το χρησιμοποιήσουμε
στις συνήθεις αριθμητικές πράξεις.
Σημειώστε επίσης ότι γράφοντας �
εννοούμε ��. Tα δύο αυτά σύμβολα
χρησιμοποιούνται συχνά το ένα αντί
του άλλου.

Θεώρημα 7 Kανόνες ορίων καθώς x l �
Aν L M και k είναι πραγματικοί αριθμοί και ισχύει ότι

και , τότε

1. Όριο αθροίσματος:

2. Όριο διαφοράς:

3. Όριο γινομένου:

4. Όριο σταθερού πολλαπλασίου:

5. Όριο πηλίκου:

6. Όριο δύναμης: Aν r και s είναι ακέραιοι, και s D 0, τότε

lim
x→±�

(f(x))r/s = Lr/s

δεδομένου ότι ο Lr/s είναι πραγματικός αριθμός.

lim
xl�

  
f (x)
g(x)

 � L
M

 ,   M � 0

lim
xl�

  (k � f (x)) � k � L

lim
xl�

  ( f (x) � g(x)) � L � M

lim
xl�

  ( f (x) � g(x)) � L � M

lim
xl�

  ( f (x) � g(x)) � L � M

lim
xl�

  g(x) � Mlim
xl�

  f (x) � L

 , , ,

Όριο αθροίσματος

Γνωστά όρια

Όριο γινομένου

Γνωστά όρια



Όρια ρητών συναρτήσεων καθώς x l ± �

Για να προσδιορίσουμε το όριο μιας ρητής συναρτήσεως καθώς x l �,
μπορούμε να διαιρέσουμε αριθμητή και παρονομαστή με την υψηλό-
τερη δύναμη του x στον παρονομαστή. Tο τι θα συμβεί τότε εξαρτάται
από τους βαθμούς των δύο πολυωνύμων.

Παράδειγμα 3 Aριθμητής και παρονομαστής ίδιου βαθμού

Παράδειγμα 4 Bαθμός αριθμητή μικρότερος του βαθμού παρο-
νομαστή

Παράδειγμα 5 Bαθμός αριθμητή μεγαλύτερος του βαθμού πα-
ρονομαστή

(α)

(β)

 � �

 lim
xl��

  �4x3 � 7x
2x2 � 3x � 10

 � lim
xl��

  
�4x � (7 / x)

2 � (3 / x) � (10 / x2
 )

 � ��

 lim
xl��

  2x2 � 3
7x � 4

 � lim
xl��

  
2x � (3 / x)
7 � (4 / x)

 � 0 � 0
2 � 0

 � 0

 lim
xl��

  11x � 2
2x3 � 1

 � lim
xl��

  
(11 / x2

 ) � (2 / x3
 )

2 � (1 / x3
 )

 � 5 � 0 � 0
3 � 0

 � 5
3

 lim
xl�

  5x2 � 8x � 3
3x2 � 2

 � lim
xl�

  
5 � (8 / x) � (3 / x2

 )

3 � (2 / x2
 )
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O βαθμός του πολυωνύμου anx
n �

an�1xn�1 � . . . � a1x � a0 , an � 0 ,
ισούται με n δηλαδή με τον
μεγαλύτερο εκθέτη.

 ,

Διαιρούμε αριθ-
μητή και παρονο-
μαστή με το x2 .

Δείτε το Σχ. 1.27.

Διαιρούμε αριθμητή
και παρονομαστή με
το x3 .

Δείτε το Σχ. 1.28.

Διαιρούμε αριθμητή και παρονομαστή με
το x.

O αριθμητής τώρα τείνει στο �� ενώ ο
παρονομαστής τείνει στο 7, άρα ο λόγος
τους l ��. Δείτε το Σχ. 1.29.

Διαιρούμε αριθμητή
και παρονομαστή με
το x2.

O αριθμητής l �, ο
παρονομαστής l 2 ·
ο λόγος τους l �.

x

y

0

1

2

–5 5 10

EKTO� K&IMAKA�
–2

–1

y � 5x2 � 8x � 3——————
3x2 � 2

E����	 y � 5–
3

ΣΧΗΜΑ 1.27 H συνάρτηση του
Παραδείγματος 3.

x

y

0 2 4 6

2

–4

y � 11x � 2————
2x3 � 1

–2

4

6

8

–2

–4

–6

–8

ΣΧΗΜΑ 1.28 Γραφική παράσταση
της συναρτήσεως του Παραδείγ-
ματος 4. H καμπύλη τείνει στον
άξονα x καθώς το �x � αυξάνεται.

–2

x

y

2–4

2

y � 2x2 � 3———–
7x � 4

4

4

–4

–2

ΣΧΗΜΑ 1.29 H συνάρτηση του
Παραδείγματος 5(α).



Oριζόντιες και κατακόρυφες ασύμπτωτες: άπειρα όρια
Aπό το γράφημα της f (x) � 1 x (Σχήμα 1.30), παρατηρούμε τα εξής:

(α) Kαθώς x l � (1 x) l 0 , δηλαδή (1 x) = 0.

(β) Kαθώς x l �� (1 x) l 0 , δηλαδή (1 x) = 0.

Λέμε τότε ότι η ευθεία y � 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής
παράστασης της f

Aν η απόσταση μεταξύ του γραφήματος μιας συναρτήσεως και
μιας σταθερής ευθείας τείνει στο μηδέν καθώς απομακρυνόμαστε
ολοένα από την αρχή, λέμε ότι η γραφική παράσταση τείνει (προ-
σεγγίζει, πλησιάζει) ασυμπτωτικά στην ευθεία, και ότι η τελευταία
είναι μια ασύμπτωτη της γραφικής παραστάσεως.

Aς δούμε προσεκτικά τη συμπεριφορά της συναρτήσεως f(x) � 1/x
που έχει σχεδιαστεί στο Σχήμα 1.31. Kαθώς x l 0�, οι τιμές της f αυ-
ξάνονται απεριόριστα, και τελικά υπερβαίνουν κάθε θετικό πραγματι-
κό αριθμό. Mε άλλα λόγια, δοθέντος ενός θετικού πραγματικού αριθ-
μού B οσοδήποτε μεγάλου, οι τιμές της f γίνονται τελικά μεγαλύτερες
του B (Σχήμα 1.31). Συνεπώς, αυστηρά μιλώντας, η f δεν έχει όριο κα-
θώς x l 0�. Ωστόσο ένας πρακτικός τρόπος περιγραφής τέτοιου είδους
συμπεριφοράς της f είναι να πούμε ότι η f (x) τείνει στο � καθώς 
x l 0�. Γράφουμε λοιπόν

.

Kαθώς x l 0� οι τιμές της f (x) � 1 x γίνονται αυθαίρετα μεγάλες
(κατά μέτρο) και αρνητικές. Δοθέντος ενός οποιουδήποτε αρνητικού
πραγματικού αριθμού �B, οι τιμές της f θα κείνται τελικά κάτω του �B.
(Δείτε το Σχήμα 1.31.) Γράφουμε λοιπόν

.

Προσέξτε ότι ο παρονομαστής μηδενίζεται για x � 0, άρα η συνάρτη-
ση δεν ορίζεται στο σημείο αυτό.

Παράδειγμα 6 Aναζήτηση ασυμπτώτων

Nα βρεθούν οι ασύμπτωτες της καμπύλης 

Λύση Mας ενδιαφέρει η συμπεριφορά της καμπύλης καθώς x l �
και καθώς x l �2 , δηλαδή στις περιπτώσεις όπου μηδενίζεται ο πα-
ρονομαστής.

Oι ασύμπτωτες προκύπτουν αμέσως, αν γράψουμε τη ρητή συ-
νάρτηση ως πολυώνυμο συν κάποιο υπόλοιπο, δηλαδή εκτελώντας
τη διαίρεση που δηλώνεται από το κλάσμα:

y � x � 3
x � 2

 .

lim
xl0�

  f (x) � lim
xl0�

  1x � ��

 /  ,

lim
xl0�

  f (x) � lim
xl0�

  1x � �

 ,

 .

 / lim
xl��

 /  ,

 / lim
xl�

 /  ,

 / 
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ΣΧΗΜΑ 1.30 Oι άξονες
συντεταγμένων αποτελούν τις
ασύμπτωτες των κλάδων της
υπερβολής y � 1 x . / 

x

y

0

B

K	�"� � x %
����$��
�� 0, � �	�%!
�
	���*�	� 	%�������	.
7�� ����
� �� 	� ���	�
� B, � ��	����
%	���	�� 	���*�	�
:�
���	

7�� ����� �� 	�
���	� � –B, � ��	����
%	���	�� �	��*�	�

*	��
���	K	�"� � x %
����$�� 
�� 0, � �	�%!
� 

	���*�	� 	%�������	.

y � 
1–x

x x

–B 

ΣΧΗΜΑ 1.31 Τα πλευρικά όρια
απειρίζονται:

lim 1/x = � και   lim 1/x = –�.
x→0+ x→0–

Oρισμοί Oριζόντιες και κατακόρυφες ασύμπτωτες
Mια ευθεία y � b είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής
παράστασης της συναρτήσεως y � f (x) αν

Mια ευθεία x � a είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής
παράστασης, αν

lim
x l�

f(x) = b ή lim
xl–�

f(x) = b.

lim
x la+

f(x) = �� ή lim
xla–

f(x) = ��.



Έτσι γράφουμε:

Aπό εδώ μπορούμε να δούμε ότι η καμπύλη μας δεν είναι άλλη από
την y � 1 x, μετατοπισμένη 1 μονάδα πάνω και 2 μονάδες αριστερά
(Σχήμα 1.32). Έτσι οι ασύμπτωτες δεν είναι πλέον οι άξονες συντε-
ταγμένων (όπως ίσχυε για την y � 1 x), αλλά οι ευθείες y � 1 και
x � �2 .

Παράδειγμα 7 Oι ασύμπτωτες δεν είναι απαραιτήτως
αμφίπλευρες

Nα βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της καμπύλης

.

Λύση Mας ενδιαφέρει η συμπεριφορά της καμπύλης για x l �
και x l 2 , δηλαδή στις περιπτώσεις όπου μηδενίζεται ο παρονο-
μαστής. Προσέξτε ότι η f είναι άρτια συνάρτηση του x με γραφική
παράσταση συμμετρική ως προς τον άξονα y.

Συμπεριφορά καθώς x l � Eφόσον limxl� f (x) � 0 η ευθεία y � 0
είναι μια ασύμπτωτη της καμπύλης στα δεξιά (δηλ. για μεγάλα x).
Kαι λόγω συμμετρίας, θα είναι ασύμπτωτη της καμπύλης και στα
αριστερά (δηλ. για μικρά x) (Σχήμα 1.33).

Συμπεριφορά καθώς x l 2 . Eφόσον 

και

η ευθεία x � 2 είναι μια κατακόρυφη ασύμπτωτη, τόσο από δεξιά
(δηλ. για x l 2+) όσο και από αριστερά (δηλ. για x l 2–). Kαι λόγω
συμμετρίας, το ίδιο θα ισχύει και για την ευθεία x � �2 .

Άλλες ασύμπτωτες δεν υπάρχουν, διότι η f έχει πεπερασμένο
όριο σε κάθε άλλο σημείο. 

Παράδειγμα 8 Kαμπύλες με άπειρο αριθμό ασυμπτώτων

Oι καμπύλες

και

έχουν κατακόρυφες ασύμπτωτες για x � περιττό πολλαπλάσιο του
p/2 , όπου cos x � 0 (Σχήμα 1.34).

y � tan x � sin x
cos xy � sec x � 1

cos x

lim
xl2�

  f (x) � � ,lim
xl2�

  f (x) � ��

 .

 ,

f (x) � � 8
x2 � 4

 / 

 / 

y � 1 � 1
x � 2

 .
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x

y

0 1

1

–1
–1–2

–2

K		������
	�!�%��,
x � �2

y �

2 3–3–4–5–6

–3

–4

2

3

4

5

6

O��$���	
	�!�%��,
y � 1

x + 3——
x + 2

y � 1 � 1——
x + 2

ΣΧΗΜΑ 1.32 Oι ευθείες y � 1 και 
x � �2 είναι ασύμπτωτες της
καμπύλης y � (x � 3) (x � 2) .
(Παράδειγμα 6)

 / 

x

y

0 1

1

K		������
	�!�%��,  x = 2

2
3
4
5
6
7
8

3–1–3

O��$���	
	�!�%��, y = 0

K		������
	�!�%��,

x= –2

4–4

– 8———
x2 – 4

y �

2–2

ΣΧΗΜΑ 1.33 Γραφική παράσταση
της y � �8 ( � 4) . Προσέξτε ότι
η καμπύλη προσεγγίζει τον άξονα
x μόνο από τη μία του πλευρά. Oι
ασύμπτωτες λοιπόν δεν είναι
απαραιτήτως «αμφίπλευρες».
(Παράδειγμα 7)

x2
 / 

x

y

0 � �–� �� �

y � sec x

–
2

3—
2

– –
2

3—
2

–

1
x

y

0 � ����� –

y � tan x

–
2

3—
2

– –
2

3—
2

–

1

–1

ΣΧΗΜΑ 1.34 Γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων sec x και tanx
(Παράδειγμα 8)

 .

x + 3   x + 2
x + 2   1

1



Oι γραφικές παραστάσεις των

και

έχουν κατακόρυφες ασύμπτωτες για x � ακέραιο πολλαπλάσιο του
p, όπου sin x � 0 (Σχήμα 1.35).

Παράδειγμα 9 Oριζόντια ασύμπτωτη της y � ex

H καμπύλη
y � ex

έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία y � 0 (δηλαδή τον άξονα x).
Aυτό προκύπτει από τη γραφική παράσταση του Σχήματος 1.36 και
τον συνοδευτικό πίνακα τιμών. Γράφουμε λοιπόν

Προσέξτε ότι οι τιμές της ex τείνουν στο 0 αρκετά γρήγορα.

Όσο για τη συμπεριφορά της συναρτήσεως y � f (x) στο x l �
μπορούμε να τη διερευνήσουμε υπολογίζοντας το όριο της y � f (1 x)
καθώς x l 0 .

Παράδειγμα 10 Aντικατάσταση με νέα μεταβλητή

Nα βρεθεί το .

Λύση Eισάγουμε μια νέα μεταβλητή, την t � 1 x Aπό το Σχήμα
1.30, γνωρίζουμε ότι t l 0�καθώς x l � Kατά συνέπεια,

.

Mε παρόμοιο τρόπο, μπορούμε να διερευνήσουμε τη συμπεριφορά
της y � f (1 x) καθώς x l 0, εξετάζοντας την y � f (x) καθώς x l �

Παράδειγμα 11 Aντικατάσταση

Nα βρεθεί το .

Λύση Έστω t � 1 x Aπό το Σχήμα 1.31, γνωρίζουμε ότι t l ��
καθώς x l 0� Kατά συνέπεια,

(Σχήμα 1.37).

lim
xl0�

 e1 / x � lim
tl��

 et � 0

 .
 . / 

lim
xl0�

 e1 / x

 . / 

lim
xl�

  sin 1x � lim
tl0�

  sin t � 0

 .
 . / 

lim
xl�

  sin (1 / x)

 / 

 ,

lim
xl��

  ex � 0 .

y � cot x � cos x
sin x

y � csc x � 1
sin x
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x

1

2��
x

0
�

�–
2

�–
2�

�–
2

1

0 ��
2

���� � 2�3�—
2

3—
2

–

y y � csc x y y � cot x

ΣΧΗΜΑ 1.35 Γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων csc x και cot x
(Παράδειγμα 8)

 .

x ex

0 1,00000
�1 0,36788
�2 0,13534
�3 0,04979
�5 0,00674
�8 0,00034

�10 0,00005

x

y � ex

y

1

1

0

ΣΧΗΜΑ 1.36 H ευθεία y � 0 είναι
μια οριζόντια ασύμπτωτη της
γραφικής παράστασης της y � ex.

x

y � e1⁄x

y

–1–2–3–4–5 0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

ΣΧΗΜΑ 1.37 H γραφική παράσταση
της y � για x � 0 δείχνει ότι

� 0 . 
(Παράδειγμα 11)
limxl0�  e1 / x

e1 / x Παράδειγμα 9



Tο θεώρημα «σάντουιτς»
Tο θεώρημα «σάντουιτς» ισχύει επίσης για όρια καθώς x l �

Παράδειγμα 12 Eύρεση ορίου καθώς το x τείνει στο 0 ή στο
�

Eφαρμόζοντας το θεώρημα «σάντουιτς», να βρεθούν οι ασύμπτωτες
της καμπύλης

Λύση Mας ενδιαφέρει η συμπεριφορά της καμπύλης καθώς x l �
και x l 0 , δηλαδή στις περιπτώσεις όπου μηδενίζεται ο παρονομα-
στής. 

Συμπεριφορά καθώς x l 0 . Γνωρίζουμε ότι limx l 0 (sin x) x � 1 , και
άρα δεν υπάρχει ασύμπτωτη στην αρχή των αξόνων.

Συμπεριφορά καθώς x l � Eφόσον

και limx l� �1 x � � 0 , θα είναι limx l� (sin x) x � 0, βάσει του  θε-
ωρήματος «σάντουιτς». Συνεπώς,

,

και άρα η ευθεία y � 2 είναι ασύμπτωτη της καμπύλης τόσο στα δεξιά
όσο και στα αριστερά (Σχήμα 1.38).

Tο παράδειγμα αυτό φανερώνει ότι μια καμπύλη μπορεί να τέ-
μνει, και μάλιστα πολλές φορές, μια οριζόντιά της ασύμπτωτη.

Aκριβείς ορισμοί άπειρων ορίων
Eνώ μέχρι τώρα ορίζαμε όρια απαιτώντας από την f (x) να πλησιάζει αυ-
θαίρετα κοντά σε πεπερασμένο αριθμό L για κάθε x που βρίσκεται αρ-
κετά κοντά στο , θα ορίσουμε τα άπειρα όρια αξιώνοντας από την
f (x) να κείται αυθαίρετα μακριά από την αρχή των αξόνων. Eκτός από
την αλλαγή αυτή, κατά τα άλλα οι διατυπώσεις είναι πανομοιότυπες με
αυτές που ήδη έχουμε δει. Tα Σχήματα 1.39 και 1.40 συνοδεύουν τους
ορισμούς.

x 0

lim
xl�

  �2 � sin x
x � � 2 � 0 � 2

 /  / 

0 � 	 sin x
x 	 � 	 1

x 	
 .

 / 

y � 2 � sin x
x  .

 .
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x

y

–2� –�

1

y � 2 � sin  x——–
x

0–3� 2�� 3�

2

ΣΧΗΜΑ 1.38 Mια καμπύλη μπορεί
να τέμνει την ασύμπτωτή της
άπειρες φορές. (Παράδειγμα 12)

y � f(x)

x

y

0 x0 x0 � 	x0 � 	

B

y � f (x)

x

y

0

x0

x0 � 	x0 � 	

–B

ΣΧΗΜΑ 1.39 f (x) � � .limxlx0
ΣΧΗΜΑ 1.40 f (x) � �� .limxlx0



Παρόμοιοι είναι και οι ακριβείς ορισμοί των πλευρικών άπειρων
ορίων στο . 

Mοντέλα με δεδομένη συμπεριφορά στα άκρα και πλάγιες
ασύμπτωτες
Για μεγάλες αριθμητικά (δηλ. κατά μέτρο) τιμές του x μπορούμε ενίο-
τε να προσομοιώνουμε μια περίπλοκη συνάρτηση με μια απλούστερη
που παρουσιάζει την ίδια συμπεριφορά στις ίδιες περιοχές τιμών του x .

Παράδειγμα 13 Mοντέλα συναρτήσεων για μεγάλα �x �

Έστω f (x) � 3 � 2 � 3 � 5x � 6 και g(x) � 3 . Δείξτε ότι πα-
ρόλο που οι f και g διαφέρουν αρκετά για αριθμητικά μικρές τιμές
του x ουσιαστικά ταυτίζονται για μεγάλα �x � .

Λύση

Γραφική επίλυση

Oι γραφικές παραστάσεις των f και g (Σχήμα 1.41α), αν και αρκετά
διαφορετικές κοντά στην αρχή, ουσιαστικά συμπίπτουν αν ειδωθούν
σε μεγαλύτερη κλίμακα (Σχήμα 1.41β).

 ,

x4x2x3x4

 ,

x 0
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Oρισμός Aπειριζόμενα όρια

1. Λέμε ότι η f (x) τείνει στο άπειρο καθώς το x τείνει στο x0 , και
γράφουμε

,

αν για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό B υπάρχει κάποιο 	 �
0 τέτοιο ώστε για κάθε x να ισχύει ότι

0 � �x � � � 	 ⇒ f (x) � B

2. Λέμε ότι η f (x) τείνει στο μείον άπειρο καθώς το x τείνει στο x0 ,
και γράφουμε

,

αν για κάθε αρνητικό πραγματικό αριθμό �B υπάρχει κάποιο
	 � 0 τέτοιο ώστε για κάθε x να ισχύει ότι

0 � �x � � � 	 ⇒ f (x) � �B .x 0

lim
xlx0

  f (x) � ��

 .x 0

lim
xlx0

  f (x) � �

[–2, 2] �%� [–5, 20]

(	)

y = 3x4 – 2x3 + 3x2 – 5x + 6

[–20, 20] �%� [–100.000, 500.000]

(�)

ΣΧΗΜΑ 1.41 Oι γραφικές παραστάσεις των f (άνω καμπύλη) και g (α)
διαφέρουν για μικρά �x �, και (β) σχεδόν ταυτίζονται για μεγάλα �x � .
(Παράδειγμα 13)

 ,

CD-ROM
Δικτυότοπος



Aναλυτική επαλήθευση

H υπόθεση ότι η g έχει την ίδια συμπεριφορά με την f (και άρα απο-
τελεί μοντέλο της) για αριθμητικά μεγάλες τιμές του x μπορεί να
ελεγχθεί εξετάζοντας τον λόγο των δύο συναρτήσεων καθώς x l

� Bρίσκουμε ότι

γεγονός που αποτελεί πειστήριο του ότι όντως οι f και g παρουσιά-
ζουν κοινή συμπεριφορά για μεγάλα �x � .

Tο μοντέλο μιας συναρτήσεως f στο συν άπειρο δεν αποτελεί ανα-
γκαστικά και μοντέλο της f στο μείον άπειρο.

Παράδειγμα 14 Εύρεση μοντέλων με δεδομένη συμπεριφορά
στο �

Έστω f(x) � x � e�x. Δείξτε ότι η g(x) � x αποτελεί μοντέλο της f στο
συν άπειρο, ενώ η h(x) � e�x αποτελεί μοντέλο της f στο μείον άπει-
ρο. 

Λύση Στο συν άπειρο,

Στο μείον άπειρο,

(Δείτε την Άσκηση 51). H γραφική παράσταση της f στο Σχήμα 1.42
έρχεται σε συμφωνία με τους υπολογισμούς μας. 

Σε μερικές περιπτώσεις μπορούμε να βρούμε μοντέλα συναρτήσε-
ων στο άπειρο για ρητές συναρτήσεις. Aν ο βαθμός του αριθμητή είναι
κατά μία μονάδα μεγαλύτερος του βαθμού του παρονομαστή, τότε η
γραφική παράσταση της ρητής συναρτήσεως f(x) θα έχει μια πλάγια
(λοξή) ασύμπτωτη, όπως στο Σχήμα 1.29. H εξίσωση της ασύμπτωτης
αυτής βρίσκεται αν εκτελέσουμε τη διαίρεση του αριθμητή με τον πα-
ρονομαστή, προκειμένου να εκφράσουμε την f ως μια γραμμική συ-
νάρτηση συν κάποιο υπόλοιπο που τείνει στο μηδέν καθώς  x l �
Aκολουθεί ένα παράδειγμα.

 .

 �1,

 � lim
xl�

  �1 � 2
3x

 � 1
x2

 � 5
3x3

 � 2
x4�

 lim
xl�

  
f (x)
g(x)

 � lim
xl�

  3x4 � 2x3 � 3x2 � 5x � 6
3x4

 .

 ,
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Oρισμός Mοντέλο με δεδομένη συμπεριφορά στα άκρα
H συνάρτηση g είναι

(α) ένα μοντέλο της f στο άπειρο αν και μόνο αν

(β) ένα μοντέλο της f στο μείον άπειρο αν και μόνο αν

lim
xl��

  
f (x)
g(x)

 � 1 .

lim
xl�

  
f (x)
g(x)

 � 1

f (x) � x � e–x

h(x) � e–x

g(x) � x

y

2

3

1

1 2 3 4–1 0
x

(�*�������� �� Mathematica)

ΣΧΗΜΑ 1.42 H γραφική παράσταση
της f (x) � x � μοιάζει με αυτήν
της g(x) � x δεξιά του άξονα y .
Aριστερά του άξονα y, μοιάζει με
τη γραφική παράσταση της 
h(x) � . (Παράδειγμα 14)e�x

e�x

f(x)             x + e–x e–x                                                    e–x
lim

x→�
—— =   lim

x→�
———– =  lim

x→�      (1 + —–) = 1, εφόσον  lim
x→��

—– = 0.
g(x)  x x                                  x

f(x)             x + e–x x xlim
x→��

—— =  lim
x→��

———– =  lim
x→�� (—– +  1) = 1,  εφόσον  lim

x→��
—– = 0.

h(x)  e–x e–x e–x



Παράδειγμα 15 Eύρεση πλάγιας ασύμπτωτης

Nα βρεθεί η πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συ-
νάρτησης

που φαίνεται στο Σχήμα 1.29.

Λύση Eκτελώντας τη διαίρεση, βρίσκουμε

γραμμική συνάρτηση g(x) υπόλοιπο

Kαθώς x l � το υπόλοιπο (η απόλυτη τιμή του οποίου μας δίνει
την κατακόρυφη απόσταση των καμπυλών f και g) τείνει στο μηδέν,
άρα η ευθεία

θα είναι η πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παραστάσεως της  f (Σχή-
μα 1.29). H συνάρτηση g είναι λοιπόν μοντέλο της f τόσο στο συν
άπειρο όσο και στο μείον άπειρο. 

AΣKHΣEIΣ 1.3

g(x) � 2
7

 x � 8
49

 

 ,

 � �2
7

 x � 8
49�  �  �115

49(7x � 4)
 .

 f (x) � 
2x 2 � 3
7x � 4

f (x) � 
2x 2 � 3
7x � 4
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Yπολογισμός ορίων καθώς x l �
Στις Aσκήσεις 1-4, να βρεθούν τα όρια κάθε συναρτήσε-
ως (α) καθώς x l � και (β) καθώς x l �� (Mπορείτε, αν
θέλετε, να ελέγξετε τις απαντήσεις σας σχεδιάζοντας τις
συναρτήσεις σε υπολογιστή.)

1. 2.

3. 4.

Στις Aσκήσεις 5 και 6, να βρεθούν τα όρια.

5. 6.

Όρια ρητών συναρτήσεων
Στις Aσκήσεις 7-14, να βρεθούν τα όρια κάθε συναρτήσε-
ως (α) καθώς x l � και (β) καθώς x l ��

7. 8.

9. 10.

11. 12.

13. 14.

Όρια μη ακέραιων ή αρνητικών δυνάμεων
H ίδια διαδικασία που χρησιμοποιούμε για να προσδιορί-
σουμε τα όρια ρητών συναρτήσεων, μπορεί να εφαρμοστεί
και για πηλίκα συναρτήσεων με μη ακέραιες ή και αρνητι-
κές δυνάμεις του x : Διαιρούμε αριθμητή και παρονομαστή
με τη μεγαλύτερη δύναμη του x στον παρονομαστή, και συ-
νεχίζουμε κατά τα συνήθη. Στις Aσκήσεις 15-20, να βρε-
θούν τα όρια.

15. 16.

17. 18.

19. 20.

Kατασκευή γραφικών παραστάσεων από
τιμές συναρτήσεων και όρια 
Στις Aσκήσεις 21 και 22, σχεδιάστε μια πρόχειρη γραφική
παράσταση της συνάρτησης y � f(x) που ικανοποιεί τις δο-
θείσες συνθήκες. Δεν σας χρειάζεται ο μαθηματικός τύπος
της f(x) · απλώς ονομάστε τους άξονες και σχεδιάστε μια κα-
τάλληλη καμπύλη. (Δεν υπάρχει μία κια μοναδική απάντη-
ση, άρα οι απαντήσεις σας δεν θα συμπίπτουν αναγκαστικά
με αυτές στο τέλος του βιβλίου.)

lim
xl��

  �
3 x � 5x � 3

2x � x2 / 3 � 4
lim
xl�

  2x5 / 3 � x1 / 3 � 7

x8 / 5 � 3x � �x

lim
xl�

  x
�1 � x�4

x�2 � x�3
lim

xl��
  �

3 x � �5 x

�3 x � �5 x

lim
xl�

  2 � �x

2 � �x
lim
xl�

  2�x  � x�1

3x � 7

h(x) � �x4

x4 � 7x3 � 7x2 � 9
h(x) � �2x3 � 2x � 3

3x3 � 3x2 � 5x

f (x) � 2x5 � 3
�x2 � x

g(x) � 3x2 � 6x
4x � 8

h(x) � 7x3

x3 � 3x2 � 6x
f (x) � 1 � 12x3

4x2 � 12

f (x) � x � 1
x2 � 3

f (x) � 2x � 3
5x � 7

 .

lim
tl��

  2 � t � sin t
t � cos t

lim
xl�

  sin 2x
x

h(x) � 
3 � (2 / x)

4 � (�2 /x2 )
h(x) � 

�5 � (7 / x)

3 � (1 / x2
 )

g(x) � 1
2 � (1 / x)

f (x) � p � 2
x2

 .



21. f (0) � 0 , f (1) � 2 , f (�1) � �2 , f (x) � �1 ,
και f (x) � 1

22. f (0) � 0 , f (x) � 0 , f (x) � f (x) � �

f (x) � �� και f (x) � ��

Kατασκευή συναρτήσεων
Στις Aσκήσεις 23 και 24, βρείτε μια συνάρτηση που ικανο-
ποιεί τις δοθείσες συνθήκες και σχεδιάστε μια πρόχειρη
γραφική της παράσταση. (Kαι εδώ οι απαντήσεις δεν είναι
μοναδικές. Kάθε συνάρτηση που ικανοποιεί τις συνθήκες
είναι αποδεκτή. Mπορείτε να χρησιμοποιήσετε και τμημα-
τικά οριζόμενες συναρτήσεις, αν αυτό σας εξυπηρετεί.)

23.

24.

και

Σχεδίαση ρητών συναρτήσεων
Παραστήστε γραφικά τις ρητές συναρτήσεις των Aσκήσε-
ων 25-34. Σε κάθε σχήμα σχεδιάστε τις ασύμπτωτες, γρά-
φοντας και τις σχετικές τους εξισώσεις.

25. 26.

27. 28.

29. 30.

31. 32.

33. (μάγισσα της Agnesi)

34. (οφιοειδής του Nεύτωνα)

Mοντέλα με δεδομένη συμπεριφορά στα
άκρα
Στις Aσκήσεις 35-38, αντιστοιχίστε κάθε συνάρτηση με τη
γραφική παράσταση του μοντέλου της στα άκρα του πεδί-
ου ορισμού

35. 36.

37. 38.

Στις Aσκήσεις 39-42, να βρεθεί μια απλή στοιχειώδης συ-

νάρτηση που αποτελεί μοντέλο της συναρτήσεως (α) στo
συν άπειρο και (β) στo μείον άπειρο.

39. y � ex � 2x 40. y � � e�x

41. y � x � ln �x � 42. y � � sin x

Θεωρία και παραδείγματα
43. (α) Eκτιμήστε την τιμή του ορίου

σχεδιάζοντας τη γραφική παράσταση της συναρ-
τήσεως

.

(β) Aφού συμπληρώσετε έναν πίνακα τιμών της f (x) ,
προβλέψτε την τιμή του ορίου (α). Kατόπιν δείξτε
ότι η πρόβλεψή σας ήταν η ορθή.

44. Bρείτε με γραφικό τρόπο το 
limxl�

και επαληθεύστε αλγεβρικά την απάντησή σας.
45. Mάθετε γράφοντας Πόσες οριζόντιες ασύμπτωτες μπορεί

να έχει η γραφική παράσταση μιας ρητής συναρτήσε-
ως; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

46. Mάθετε γράφοντας Πόσες κατακόρυφες ασύμπτωτες μπο-
ρεί να έχει η γραφική παράσταση μιας ρητής συναρτή-
σεως; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

Σύγκριση μεταξύ συναρτήσεων και
μαθηματικών τύπων 
Σχεδιάστε τις καμπύλες των Aσκήσεων 47-50. Eξηγήστε
τη σχέση μεταξύ κάθε καμπύλης και του αντίστοιχου μα-
θηματικού τύπου. 

47. 48.

49. 50.

Aντικατάσταση του 1/ x

Στις Aσκήσεις 51-54, χρησιμοποιήστε τη γραφική παρά-
σταση της y � f (1 x) για να βρείτε τα limxl� f (x) και
limxl �� f (x) .

51. f (x) � xex 52. f (x) � e�x

53. 54.

55. 56.

57.

58.

Eύρεση ασυμπτώτων
Στις Aσκήσεις 59-62, παραστήστε γραφικά τις συναρτή-
σεις που δίδονται. Ποιες ασύμπτωτες έχουν οι γραφικές
παραστάσεις και γιατί οι ασύμπτωτες αυτές βρίσκονται

lim
xl�

  � 3
x2

 � cos 1x��1 � sin 1x�
lim

xl�
  �3 � 2x��cos 1x�

lim
xl�

  �1
x�

1 / x

lim
xl��

  
cos (1 / x)
1 � (1 / x)

f (x) � x sin 1xf (x) � 
ln � x �

x

x2

 / 

y � sin � p

x2 � 1�y � x2 / 3 � 1
x1 / 3

y � �1

�4 � x2
y � x

�4 � x2

(�x2 � x � �x2 � x)

f (x) � �x2 � x � 1 � x

lim
xl�

  (�x2 � x � 1 � x)

x2

x2

(�)(�)

(�)(	)

y � x
4 � 3x3 � x2 � 1

1 � x2
y � 2x4 � x3 � x2 � 1

2 � x

y � x
5 � x4 � x � 1
2x2 � x � 3

y � 2x3 � 3x2 � 1
x � 3

y � 4x
x2 � 4

y � 8
x2 � 4

y � x
x2 � 1

y � x
2 � x � 1

x � 1

y � x
2 � 4
x �1

y � x
4 � 1
x2

y � x
2 � 1

xy � 2x2 � x � 1
x2 � 1

y � x � 1
x � 2

y � 1
x � 1

 lim
xl0�

  h(x) � 1

lim
xl��

  h(x) � �1 ,  lim
xl�

  h(x) � 1 ,  lim
xl0�

  h(x) � �1 ,

lim
xl�1�

 ,lim
xl1�

 ,lim
xl�1�

lim
xl1�

lim
xl�

lim
xl�

lim
xl��
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lim
x→��

f(x) = 0,  lim
x→2�

f(x) = �,   και   lim
x→2�

f(x) = �



1.4
Σημειακή συνέχεια • Συνεχείς συναρτήσεις • Aλγεβρικοί

συνδυασμοί • Σύνθετες συναρτήσεις • Θεώρημα ενδιάμεσης

τιμής για συνεχείς συναρτήσεις

Όταν τοποθετούμε σε διάγραμμα σημεία που αντιστοιχούν σε πειρα-
ματικά δεδομένα, συνηθίζεται να συνδέουμε τα σημεία με μια συνεχή
γραμμή. Mε αυτόν τον τρόπο δηλώνουμε ποιες πιστεύουμε ότι είναι
(κατά πάσα πιθανότητα) οι τιμές της συναρτήσεως σε ενδιάμεσες πε-
ριοχές όπου δεν πήραμε μετρήσεις (Σχήμα 1.43). Eδώ ενυπάρχει η
υπόθεσή μας ότι έχουμε να κάνουμε με συνεχή συνάρτηση, της οποίας οι
τιμές εξόδου μεταβάλλονται κατά συνεχή τρόπο με τις τιμές εισόδου,
δηλαδή δεν παρουσιάζουν άλματα από μια τιμή σε μια άλλη χωρίς να
παίρνουν όλες τις ενδιάμεσες τιμές.

Kάθε συνάρτηση y � f (x) της οποίας η γραφική παράσταση μπορεί
να σχεδιαστεί κατά συνεχή τρόπο, δηλαδή χωρίς να σηκώσουμε το μο-
λύβι («μονοκοντυλιά»), είναι μια συνεχής συνάρτηση. Στην παρούσα
ενότητα θα εξετάσουμε την έννοια αυτή της συνέχειας. 

Σημειακή συνέχεια
Xρησιμοποιούμε συνεχείς συναρτήσεις για να βρούμε το πλησιέστε-
ρο στον Ήλιο σημείο μιας πλανητικής τροχιάς, ή τη μέγιστη συγκέ-
ντρωση αντισωμάτων στο πλάσμα του αίματος. Συνεχείς συναρτήσεις
χρησιμοποιούμε ακόμη για να περιγράψουμε την κίνηση ενός σώμα-
τος στον χώρο, ή το πώς η ταχύτητα μιας χημικής αντίδρασης αλλάζει
με τον χρόνο. Yπάρχουν τόσες πολλές φυσικές διαδικασίες που εξε-
λίσσονται κατά συνεχή τρόπο, ώστε ήταν σχεδόν αδιανότητο στους
επιστήμονες του 18ου και 19ου αιώνα να ερευνήσουν για κάποιου άλλου
είδους συμπεριφορά στη φύση. Έτσι, προξενήθηκε σάλος στην επι-
στημονική κοινότητα όταν κατά τη δεκαετία του 1920 οι φυσικοί ανα-
κάλυψαν ότι το φως αποτελείται από σωματίδια, και ότι άτομα που
έχουν θερμανθεί εκπέμπουν φως σε διακριτές συχνότητες (Σχήμα
1.44). Ως αποτέλεσμα της ανακάλυψης αυτής και άλλων που ακολού-
θησαν, σε συνδυασμό με την ευρεία χρήση ασυνεχών συναρτήσεων
στην πληροφορική, στη στατιστική, και στην κατασκευή μαθηματικών
μοντέλων, το ζήτημα της συνέχειας έχει αποκτήσει τεράστια πρακτι-
κή αλλά και θεωρητική σημασία. 

Για να καταλάβουμε την έννοια της συνέχειας συναρτήσεως, θεω-
ρούμε μια συνάρτηση όπως αυτή του Σχήματος 1.45, της οποίας τα όρια
εξετάσαμε στο Παράδειγμα 8, Eνότητα 1.2.

Παράδειγμα 1 Mελέτη συνέχειας

Nα βρεθούν τα σημεία συνέχειας και ασυνέχειας της συναρτήσεως f
του Σχήματος 1.45.
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εκεί που βρίσκονται;

59. 60.

61. 62.

Στις Aσκήσεις 63 και 64, παραστήστε γραφικά τις συναρ-
τήσεις που δίδονται. Kατόπιν απαντήστε στα παρακάτω
ερωτήματα.

(α) Πώς συμπεριφέρεται η καμπύλη καθώς x l 0� ;

(β) Πώς συμπεριφέρεται η καμπύλη καθώς x l � ;

(γ) Πώς συμπεριφέρεται η καμπύλη για x � 1 και x �
�1 ;

Aιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

63. 64. y � 3
2

 � x
x � 1�

2 / 3

y � 3
2

 �x � 1x�
2 / 3

y � 2 sin x � 1xy � x3 � 3x

y � x
3 �  x2  �  1

x2  �  1
y � �x2 � 4

x � 1

1.4 Συνέχεια
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Λύση H συνάρτηση f είναι συνεχής παντού στο πεδίο ορισμού της
[0 , 4] εκτός από τα σημεία x �1 , x � 2 , και x � 4 . Στα σημεία αυτά
η γραφική παράσταση «σπάει» και εμφανίζονται κενά. Προσέξτε τη
σχέση μεταξύ του ορίου της f και της τιμής της f σε κάθε σημείο του
πεδίου ορισμού της.

Σημεία συνέχειας της f :

Στο x � 0 , .

Στο x � 3 , .

Για 0 < c < 4, c � 1 , 2 , .

Σημεία ασυνέχειας της f :

Στο x � 1 , το lim f (x) δεν υπάρχει. 
x→1

Στο x � 2 , lim f (x) = 1, αλλά 1 � f (2).
x→2

Στο x � 4 , lim f (x) = 1, αλλά 1 � f (4).
x→4

Για c < 0 , c > 4 , τα σημεία αυτά δεν ανήκουν
στο πεδίο ορισμού της f

Προκειμένου να ορίσουμε τη συνέχεια συναρτήσεως σε κάποιο
σημείο του πεδίου ορισμού της, χρειάζεται να ορίσουμε τη συνέχεια
σε εσωτερικό σημείο (οπότε εξετάζουμε κάποιο αμφίπλευρο όριο), κα-
θώς και σε ακραίο σημείο (οπότε εξετάζουμε κάποιο πλευρικό όριο)
(Σχήμα 1.46).

 .

lim
xlc

  f (x) � f (c)

lim
xl3

  f (x) � f (3)

lim
xl0�

  f (x) � f (0)
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ΣΧΗΜΑ 1.44 Mια από τις συνέπειες
της κατανόησης της φύσεως του
ατόμου ήταν και η εφεύρεση του
λέιζερ. 

x

y

321

2

1

y � f (x)

40

ΣΧΗΜΑ 1.45 H συνάρτηση είναι συνεχής στο διάστημα [0 , 4],
με εξαίρεση τα σημεία x � 1 , x � 2 , και x � 4 . (Παράδειγμα 1)

Oρισμός Σημειακή συνέχεια
Eσωτερικό σημείο: Mια συνάρτηση y � f (x) είναι συνεχής σε ένα
εσωτερικό σημείο c του πεδίου ορισμού της αν

.

Aκραίο σημείο: Mια συνάρτηση y � f (x) είναι συνεχής στο αριστε-
ρό άκρο a ή συνεχής στο δεξιό άκρο b του πεδίου ορισμού της αν

lim
xlc

  f (x) � f(c)

x

y � f (x)

a c b

����*��	
	%� ��;�� ����*��	

	%� 	������

A���%
����
����*��	

ΣΧΗΜΑ 1.46 Συνέχεια στα
σημεία a b και c . , ,

Βιογραφικά στοιχεία

Johann van Waveren
Hudde

(1628-1704)
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lim
x→a�

f(x) = f(a) ή    lim
x→b�

f(x) = f(b),      αντίστοιχα.



Aν μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο σημείο c θα λέμε ότι
η f είναι ασυνεχής στο c και ότι το c είναι ένα σημείο ασυνέχειας της f
Σημειώστε ότι το c δεν οφείλει να ανήκει στο πεδίο ορισμού της f

Mια συνάρτηση f είναι συνεχής από δεξιά στο σημείο x � c του πε-
δίου ορισμού της αν lim f (x) � f (c) . Θα είναι, δε, συνεχής από αρι-
στερά στο σημείο c αν lim f (x) � f(c) . Kατά συνέπεια, μια συνάρ-
τηση θα είναι συνεχής στο αριστερό άκρο a του πεδίου ορισμού της αν
είναι συνεχής από δεξιά στο a Ø και θα είναι συνεχής στο δεξιό άκρο b
του πεδίου ορισμού της  αν είναι συνεχής από αριστερά στο b Mια συ-
νάρτηση θα είναι συνεχής σε εσωτερικό σημείο c του πεδίου ορισμού
της, αν και μόνο αν είναι ταυτόχρονα συνεχής από δεξιά και συνεχής
από αριστερά στο c (Σχήμα 1.46).

Παράδειγμα 2 Mια συνάρτηση συνεχής σε όλο το πεδίο ορι-
σμού της

H συνάρτηση f (x) � παραμένει συνεχής σε κάθε σημείο του
πεδίου ορισμού της, [�2 , 2] (Σχήμα 1.47), συμπεριλαμβανομένου του
x � �2 , όπου είναι συνεχής από δεξιά, και του x � 2 , όπου είναι συ-
νεχής από αριστερά.

Παράδειγμα 3 Mια συνάρτηση με ασυνέχεια άλματος

H συνάρτηση μοναδιαίας βαθμίδας U(x) , που έχει σχεδιαστεί στο
Σχήμα 1.48, είναι συνεχής από δεξιά στο x � 0 , αλλά όχι και από
αριστερά, συνεπώς δεν είναι συνεχής στο 0. Παρουσιάζει μια ασυ-
νέχεια άλματος στο x � 0 .

Συνοψίζουμε την έννοια της σημειακής συνέχειας με τη μορφή
ενός κριτηρίου.

Όταν έχουμε να κάνουμε με πλευρική συνέχεια καθώς και με συ-
νέχεια σε άκρο διαστήματος, τα όρια 2 και 3 του κριτηρίου θα πρέπει
να αντικατασταθούν με τα αντίστοιχα πλευρικά όρια. 

Παράδειγμα 4 Eύρεση σημείων συνέχειας και ασυνέχειας

Nα βρεθούν τα σημεία συνέχειας και τα σημεία ασυνέχειας της συ-
νάρτησης ακέραιας τιμής y � int x (Σχήμα 1.49).

Λύση Για να είναι η y συνεχής στο x � c πρέπει να υπάρχει το
όριο καθώς x l c και να ισούται με την τιμή της συνάρτησης στο εν
λόγω σημείο x � c Kατά συνέπεια, η συνάρτηση y είναι ασυνεχής
σε κάθε ακέραια τιμή του x . Για παράδειγμα,

κι έτσι το όριο καθώς x l 3 δεν υπάρχει. Σημειώστε ότι int 3 � 3 ,

 .

 ,

�4 � x2

 .

xlc�

xlc�

 .
 .

 ,
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x

y

0 2

2

–2

y � √⎯⎯⎯⎯⎯4 � x2

ΣΧΗΜΑ 1.47 H συνάρτηση είναι
συνεχής σε κάθε σημείο του
πεδίου ορισμού της. 

x

y

0

1
y � U(x)

ΣΧΗΜΑ 1.48 H συνάρτηση είναι
συνεχής από δεξιά στην αρχή. Kριτήριο συνέχειας

Mια συνάρτηση f (x) είναι συνεχής στο x � c αν και μόνο αν
πληροί τους ακόλουθους τρεις όρους:

1. υπάρχει το f (c) (το c ανήκει στο πεδίο ορισμού της f )

2. υπάρχει το limxlc f (x) ( η f έχει όριο καθώς x l c)

3. limxlc f (x) � f (c) (το όριο ισούται με την τιμή της
συναρτήσεως)

x

y

3

3

21

2

1

–2

–1

int xy = 

4

4

ΣΧΗΜΑ 1.49 H συνάρτηση int x
είναι συνεχής για κάθε μη ακέραιο
x . Eπίσης είναι συνεχής από δεξιά,
αλλά όχι και από αριστερά, για
κάθε ακέραιο x . (Παράδειγμα 4)

lim
x→3�

int x = 2    και    lim
x→3�

int x = 3,



άρα η συνάρτησή μας είναι συνεχής από δεξιά στο x � 3 . Γενικεύο-
ντας, για τυχόντα ακέραιο n ,

άρα το όριο καθώς x l n δεν υπάρχει. Eφόσον int n � n η συνάρτη-
ση ακέραιας τιμής είναι συνεχής από δεξιά (αλλά όχι και από αρι-
στερά) σε κάθε ακέραιο n.

H συνάρτηση ακέραιας τιμής είναι συνεχής σε κάθε μη ακέραιο
πραγματικό αριθμό. Για παράδειγμα,

Γενικεύοντας, αν n � 1 < c < n όπου n ακέραιος, τότε

.

Στο Σχήμα 1.50 έχουμε «καταλογοποιήσει» τους διαφορετικούς τύ-
πους ασυνέχειας. H συνάρτηση του Σχήματος 1.50α είναι συνεχής στο
x � 0 . H συνάρτηση του Σχήματος 1.50β θα ήταν συνεχής αν ίσχυε ότι
f(0) � 1 . H συνάρτηση του Σχήματος 1.50γ θα ήταν συνεχής αν το f(0)
ισούτο με 1 αντί για 2 . Oι ασυνέχειες των Σχημάτων 1.50β και γ είναι αι-
ρόμενες (θεραπεύσιμες): Kαι στις δύο περιπτώσεις η συνάρτηση έχει
όριο καθώς x l 0 , άρα μπορούμε να άρουμε την ασυνέχεια θέτοντας το
f(0) ίσο με το όριο αυτό.

Oι ασυνέχειες των Σχημάτων 1.50δ έως στ είναι σοβαρότερες: το
limxl0 f (x) δεν υπάρχει, και δεν μπορούμε να βελτιώσουμε την κατά-
σταση αλλάζοντας την τιμή της f στο 0 . H συνάρτηση βαθμίδας στο
Σχήμα 1.50δ παρουσιάζει ασυνέχεια άλματος: Tα πλευρικά όρια υπάρ-
χουν, αλλά διαφέρουν μεταξύ τους. H συνάρτηση f (x) � 1 στο Σχή-
μα 1.50ε παρουσιάζει άπειρη ασυνέχεια. H συνάρτηση στο Σχήμα
1.50στ παρουσιάζει ταλαντευόμενη ασυνέχεια: Tαλαντώνεται τόσο
έντονα ώστε δεν έχει όριο καθώς x l 0 .

x2
 / 

lim
xlc

  int x � n � 1 � int c

 ,

 ,
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y

y � f(x)

(	) (�) (�)

(�)

(�)

y

y � f(x) y � f (x)

x
0

1
y � f (x)

y y

0

0
1–
x

1

–1

y � sin

x xx

x

y

000

y

x

111

2

y � f (x) � 1—
x2

(�)

1

ΣΧΗΜΑ 1.50 H συνάρτηση (α) είναι συνεχής στο x � 0, κάτι που δεν
ισχύει για τις συναρτήσεις (β) έως (στ).

lim
x→n�

int x = n – 1    και    lim
x→n�

int x = n,

lim
x→1,5

int x = 1 = 1,5.
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Συνεχείς συναρτήσεις
Mια συνάρτηση είναι συνεχής σε διάστημα αν και μόνο αν είναι συνε-
χής σε κάθε σημείο του διαστήματος. Mια συνεχής συνάρτηση είναι
συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της. Mια συνεχής συνάρ-
τηση δεν οφείλει να παραμένει συνεχής σε κάθε διάστημα. Για παρά-
δειγμα, η y � 1 x δεν είναι συνεχής στο [�1 , 1] (Σχήμα 1.51).

Παράδειγμα 5 Ταυτοποίηση συνεχούς συναρτήσεως

H συνάρτηση y � 1 x (Σχήμα 1.51) είναι συνεχής συνάρτηση διότι
είναι συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της. Παρουσιάζει
όμως, ένα σημείο ασυνέχειας στο x � 0 , διότι δεν ορίζεται εκεί.

Oι ακόλουθοι τύποι συναρτήσεων είναι συνεχείς σε κάθε ση-
μείο του πεδίου ορισμού τους:

• πολυώνυμα 

• ρητές συναρτήσεις

• συναρτήσεις με ρίζες (y = n÷x,  n θετικός ακέραιος μεγαλύτερος του 1)

• τριγωνομετρικές συναρτήσεις

• αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις

• εκθετικές συναρτήσεις

• λογαριθμικές συναρτήσεις.

Oι πολυωνυμικές συναρτήσεις f είναι συνεχείς σε κάθε αριθμό c
αφού limxlc f(x) � f (c) . Oι ρητές συναρτήσεις είναι συνεχείς σε κάθε
σημείο του πεδίου ορισμού τους· ασυνέχεια παρουσιάζουν στα σημεία
μηδενισμού των παρονομαστών τους. Όσο για τις συναρτήσεις ημιτό-
νου και συνημιτόνου, είναι συνεχείς, όπως φαίνεται και από τις γραφι-
κές τους παραστάσεις. 

H αντίστροφη συνάρτηση κάθε συνεχούς συναρτήσεως είναι συ-
νεχής. Ξέρουμε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f και f �1 αποτελούν
κατοπτρικά είδωλα (ως προς την ευθεία y � x) η μία της άλλης· έτσι,
αν η γραφική παράσταση της f δεν «σπάει» πουθενά, ούτε και της f �1

θα «σπάει», και άρα η f �1 είναι συνεχής.
H εκθετική συνάρτηση y � ορίστηκε έτσι ώστε να είναι συνε-

χής, και συνεπώς η αντίστροφή της y � loga x θα είναι επίσης συνεχής
στο πεδίο ορισμού της.

H συνάρτηση f(x) � �x � είναι συνεχής για κάθε x (Σχήμα 1.52). Aν
x � 0 , τότε f (x) � x που είναι πολυώνυμο (και άρα συνεχής). Aν x �0 ,
τότε f(x) � �x πάλι πολυώνυμο. Tέλος, στην αρχή των αξόνων θα εί-
ναι limxl0 �x � � 0 � �0 �

Aλγεβρικοί συνδυασμοί
Όπως θα έχετε ήδη υποψιαστεί, οι αλγεβρικοί συνδυασμοί συνεχών
συναρτήσεων είναι συνεχείς, όπου ορίζονται. 

 .
 ,

 ,

a  
x

 / 

 / 
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0
x

y

y = 
1
x

ΣΧΗΜΑ 1.51 H συνάρτηση y � 1 x
είναι συνεχής για κάθε x εκτός για 
x � 0 , όπου παρουσιάζει σημεια-
κή ασυνέχεια. (Παράδειγμα 5)

 / 

x

y

0 1

1

3

2

2 3–1–2–3

y � xy � –x

y � �x�

ΣΧΗΜΑ 1.52 Παρά τον γωνιώδη
χαρακτήρα της, η συνάρτηση
παραμένει συνεχής στην αρχή.  

Θεώρημα 8 Iδιότητες συνεχών συναρτήσεων
Aν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο x � c τότε και οι
ακόλουθοι συνδυασμοί είναι συνεχείς στο x � c

1. Aθροίσματα: f � g

2. Διαφορές: f � g

3. Γινόμενα: f � g

4. Σταθερά πολλαπλάσια: k � f για τυχόντα αριθμό k

5. Πηλίκα: f g για g(c) � 0 , / 

 ,

 .
 ,



Tα περισσότερα αποτελέσματα του Θεωρήματος 8 προκύπτουν εύκολα
από τους κανόνες ορίων του Θεωρήματος 1.

Σύνθετες συναρτήσεις
Kάθε σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση. Για
παράδειγμα, οι σύνθετες συναρτήσεις

y � sin ( ) και y � �cos x �

είναι συνεχείς σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού τους. Eδώ η βασι-
κή ιδέα είναι ότι αν η f(x) είναι συνεχής στο x � c και η g(x) είναι συ-
νεχής στο x � f (c) , τότε και η g � f θα είναι συνεχής στο x � c (Σχήμα
1.53). Στην περίπτωση αυτή το όριο της σύνθετης συνάρτησης, καθώς
x l c, ισούται με g( f (c)) .

Aπό διαισθητικής απόψεως το Θεώρημα 9 είναι εύλογο, γιατί
όταν το x παίρνει τιμές κοντά στο c η f (x) θα κείται κοντά στην τιμή
f (c) · και εφόσον η g είναι συνεχής στο f (c) , η g( f (x)) θα κείται κοντά
στην τιμή g( f (c)).

Παράδειγμα 6 Kάνοντας χρήση του Θεωρήματος 9

Δείξτε ότι η

είναι συνεχής.

Λύση H γραφική παράσταση (Σχήμα 1.54) της y � � (x sin x) ( � 2) �
δείχνει ότι η συνάρτηση είναι συνεχής σε κάθε x Aν θέσουμε

g(x) � �x � και f (x) � ,

βλέπουμε αμέσως ότι η y είναι η σύνθεση g � f
Γνωρίζουμε ήδη ότι η συνάρτηση απόλυτης τιμής g είναι συνε-

χής. H συνάρτηση f είναι συνεχής βάσει του Θεωρήματος 8. H σύν-
θεση των δύο θα είναι συνεχής, βάσει του Θεωρήματος 9.

Θεώρημα ενδιάμεσης τιμής για συνεχείς συναρτήσεις
Συναρτήσεις συνεχείς σε κάποιο διάστημα έχουν ιδιότητες που τις κα-
θιστούν εξαιρετικά χρήσιμες στα μαθηματικά και στις εφαρμογές

 .

x sin x
x2 � 2

 .
x2

 / 

y � 	 x sin x
x2 � 2

	

 ,

x2
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 g( f(c))f(c)c

����*��
�� f(c)

����*�� �� c

 g ˚ f

f g

����*��
�� c

ΣΧΗΜΑ 1.53 Συναρτήσεις που προέκυψαν από σύνθεση συνεχών
συναρτήσεων είναι συνεχείς.

Θεώρημα 9 Σύνθεση συνεχών συναρτήσεων
Aν η f είναι συνεχής στο c και η g είναι συνεχής στο f (c), τότε η
σύνθετη συνάρτηση g � f είναι συνεχής στο c .

x

y

π 2π–2π –π 0

0,1

0,2

0,3

0,4

(�*�������� �� Mathematica)

ΣΧΗΜΑ 1.54 Όπως δείχνει η
γραφική παράσταση, η 
y � � (x sin x) ( � 2) � είναι
συνεχής. (Παράδειγμα 6)

x2
 / 



τους. Mία τέτοια ιδιότητα είναι η ιδιότητα ενδιάμεσης τιμής. Λέμε ότι
μία συνάρτηση f έχει την ιδιότητα ενδιάμεσης τιμής, αν μεταξύ δύο
οποιονδήποτε τιμών της, η f παίρνει και όλες τις ενδιάμεσες τιμές. 

Aπό γεωμετρική άποψη, το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής λέει ότι
κάθε οριζόντια ευθεία y � y0 που τέμνει τον άξονα y κάπου μεταξύ των
f (a) και f(b) , θα τέμνει και την καμπύλη y � f (x) σε τουλάχιστον ένα
σημείο του διαστήματος [a b] .

Για να ισχύει το Θεώρημα 10, η συνέχεια της f στο εν λόγω διά-
στημα είναι ουσιώδης. Aν η f παρουσιάζει ασυνέχεια έστω και σε ένα
σημείο του διαστήματος, το συμπέρασμα του θεωρήματος μπορεί να
μην αληθεύει, όπως βλέπουμε στο Σχήμα 1.55.

Συνέπεια για τη σχεδίαση: συνεκτικότητα Tο Θεώρημα 10 είναι ο λό-
γος για τον οποίο η γραφική παράσταση κάθε συναρτήσεως συνεχούς
στο διάστημα I δεν μπορεί να «σπάει» στο διάστημα αυτό. H καμπύλη
θα είναι συνεκτική, δηλαδή ενιαία και αδιάλειπτη, όπως αυτή του sin x
Δεν θα παρουσιάζει άλματα, όπως η καμπύλη της συνάρτησης ακέραι-
ας τιμής int x, ούτε χωριστούς κλάδους, όπως αυτή της 1 x

Συνέπεια για την εύρεση ριζών Kάθε λύση της εξίσωσης f (x) � 0 κα-
λείται ρίζα της εξίσωσης, ή σημείο μηδενισμού της συναρτήσεως f Tο
θεώρημα ενδιάμεσης τιμής μάς λέει ότι αν η f είναι συνεχής, τότε κά-
θε διάστημα όπου η f αλλάζει πρόσημο θα περιέχει τουλάχιστον ένα
σημείο μηδενισμού της συναρτήσεως.

Aπό πρακτική άποψη, όταν βλέπουμε τη γραφική παράσταση μιας
συνεχούς συνάρτησης να διασχίζει τον οριζόντιο άξονα της οθόνης
του υπολογιστή μας, τότε ξέρουμε ότι δεν μπορεί παρά να τον τέμνει
σε σημείο στο οποίο η συνάρτηση μηδενίζεται. H διαπίστωση αυτή
μάς προϊδεάζει για μια μέθοδο προσεγγιστικού υπολογισμού των ση-
μείων μηδενισμού κάθε συνεχούς συναρτήσεως που μπορεί να παρα-
σταθεί γραφικά: 

1. Σχεδιάζουμε τη συνάρτηση σε αρκετά μεγάλο διάστημα, ώστε να 
δούμε περίπου πού αυτή μηδενίζεται. 

2. Eστιάζουμε (μεγεθύνουμε τη γραφική παράσταση) σε κάθε σημείο
μηδενισμού, για να εκτιμήσουμε το x .

 .

 . / 

 .

 ,
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Θεώρημα 10 To θεώρημα ενδιάμεσης τιμής για συνεχείς
συναρτήσεις

Mια συνάρτηση y � f (x) που είναι συνεχής σε κλειστό
διάστημα [a b] παίρνει όλες τις τιμές μεταξύ των f(a) και f (b) .
Mε άλλα λόγια, αν  y0 είναι τυχούσα ενδιάμεση τιμή μεταξύ των
f (a) και f(b), τότε y0 � f (c) για κάποιο c στο [a b] . ,

 ,

x

y

0

y � f(x)

a

f(a)

c b

y0

f(b)

x

y

0

2

1

1 2 3 4

3

ΣΧΗΜΑ 1.55 H συνάρτηση

δεν παίρνει όλες τις τιμές μεταξύ
των  f (1) � 0 και f (4) � 3 ·

παραλείπει τις τιμές μεταξύ του 2
και του 3 .

f (x) � � 

2x �2 ,
3 ,

1 � x � 2
2 � x � 4

Mια διαδικασία γραφικής εύρεσης
ριζών.



Mπορείτε να εφαρμόσετε τη μέθοδο αυτή στον υπολογιστή σας
για μερικές από τις ασκήσεις του κεφαλαίου.

Aπατηλές εικόνες O υπολογιστής σχεδιάζει μία
γραφική παράσταση με τρόπο παρόμοιο με αυτόν
που ακολουθείτε όταν σχεδιάζετε με το χέρι: το-

ποθετώντας σημεία (εικονοψηφίδες, “pixels”) στο χαρτί και
κατόπιν συνδέοντάς τα. H εικόνα που προκύπτει μπορεί να
αποπροσανατολίζει στην περίπτωση εσφαλμένης σύνδεσης
σημείων εκατέρωθεν ενός σημείου ασυνέχειας. Προκειμένου
να αποφευχθούν τέτοιες ατυχείς συνδέσεις, χρησιμοποιήστε
την επιλογή διάκριτης σχεδίασης (“dot mode”) του υπολογι-
στή σας, οπότε τοποθετούνται στο διάγραμμα μόνο τα αληθή
σημεία της γραφικής παράστασης. Tο μειονέκτημα μιας τέτοι-
ας σχεδίασης είναι ότι αυτή ενδέχεται να μην αποκαλύψει ικα-
νή ποσότητα πληροφορίας ώστε να αποδώσει εύγλωττα τη φύ-
ση της γραφικής παράστασης. Σχεδιάστε τις ακόλουθες τέσ-
σερις συναρτήσεις στον υπολογιστή σας. Aν είναι δυνατόν,
δοκιμάστε και τις δύο επιλογές, διάκριτης (“dot mode”) και
«συνεχούς» (“connected mode”) σχεδίασης.

y1 = x int x     στο x = 2   ασυνέχεια άλματος 

y2 = sin 1/x     στο x = 0   ταλαντευόμενη ασυνέχεια

y3 = 1/(x – 2) στο x = 2    άπειρη ασυνέχεια

y4 = (x2 – 2)/(x – ÷2) στο x = �	2 αιρόμενη ασυνέχεια

Παράδειγμα 7 Kάνοντας χρήση του θεωρήματος μέσης τιμής

Yπάρχει πραγματικός αριθμός μικρότερος κατά μία μονάδα από τον
κύβο του; 

Λύση Για να απαντήσουμε στο ερώτημα, εφαρμόζουμε το θεώ-
ρημα μέσης τιμής ως ακολούθως. O ζητούμενος αριθμός θα ικανο-
ποιεί την εξίσωση x � � 1 ή, ισοδύναμα, τη � x � 1 � 0 . Oδη-
γούμαστε λοιπόν στην αναζήτηση των σημείων μηδενισμού της συ-
νεχούς συναρτήσεως f (x) � � x � 1 (Σχήμα 1.56). Mεταξύ των
σημείων x � 1 και x � 2, η συνάρτηση αλλάζει πρόσημο, συνεπώς
θα υπάρχει σημείο c μεταξύ των 1 και 2 όπου f (c) � 0.

x3

x3x3

1271.4. Συνέχεια

YΠOΛOΓIΣTIKH
EΦAPMOΓH

(	)

(�)

(α) Eσφαλμένη σχεδίαση της
� x � int x, με σύνδεση των

τμημάτων της γραφικής
παράστασης (συνεχές
γράφημα). 
(β) Oρθή σχεδίαση της

� x � int x, χωρίς σύνδεση
(διάκριτο γράφημα).
y 1

y 1

x

y

1 2–2 –1 0

(�*�������� �� Mathematica)

–1

1

ΣΧΗΜΑ 1.56 Γραφική παράσταση
της f (x) � � x � 1 .
(Παράδειγμα 7)

x 3
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Συνέχεια και γραφικές παραστάσεις
Eίναι οι παρακάτω συναρτήσεις (Aσκήσεις 1-4) συνεχείς
στο διάστημα [�1 , 3] ; Aν όχι, σε ποια σημεία και γιατί; 

Oι Aσκήσεις 5-10 αναφέρονται στη συνάρτηση

που έχει σχεδιαστεί στο Σχήμα 1.57.

5. (α) Yπάρχει η τιμή f (�1) ;

(β) Yπάρχει το limxl�1� f (x) ;

(γ) Aληθεύει ότι limxl�1� f (x) � f (�1) ;

(δ) Eίναι η f συνεχής στο x � �1 ;

6. (α) Yπάρχει η τιμή f (1) ;

(β) Yπάρχει το limxl1 f (x);

(γ) Yπάρχει το limxl1 f (x) � f (1) ;

(δ) Eίναι η f συνεχής στο x � 1 ;

7. (α) Oρίζεται η f στο x � 2 ; (Συμβουλευτείτε τον ορι-
σμό της f )

(β) Eίναι η f συνεχής στο x � 2 ;

8. Για ποιες τιμές του x είναι συνεχής η f ;

9. Ποια τιμή πρέπει να δοθεί στην f (2) ώστε να διατηρη-
θεί η συνέχεια στο x � 2 ;

10. Ποια τιμή πρέπει να δοθεί στην f (1) ώστε να αρθεί η
ασυνέχεια;

Eφαρμογή του κριτηρίου συνέχειας
Σε ποια σημεία παύουν να είναι συνεχείς οι συναρτήσεις
των Aσκήσεων 11 και 12; Σε ποια από αυτά η ασυνέχεια εί-
ναι αιρόμενη, και σε ποια μη αιρόμενη; Aιτιολογήστε τις
απαντήσεις σας. 

11. Άσκηση 11, Παράγραφος 1.1

12. Άσκηση 12, Παράγραφος 1.1

Σε ποια διαστήματα είναι συνεχείς οι συναρτήσεις των
Aσκήσεων 13-20;

13. 14.

15. 16.

17. r � 18.

19. 20.

Σύνθετες συναρτήσεις
Στις Aσκήσεις 21-24, να βρεθούν τα όρια. Eίναι συνεχείς
οι συναρτήσεις στο σημείο υπολογισμού κάθε ορίου; 

21. sin (x � sin x)

22.

23. sec (y sec2 y � tan2 y � 1)

24.

Θεωρία και παραδείγματα
25. Mάθετε γράφοντας Mια συνάρτηση y � f (x) , συνεχής στο

[0 , 1] , είναι αρνητική στο x � 0 και θετική στο x � 1 .
Tι σας λέει αυτό για την εξίσωση f (x) � 0 ; Kάντε ένα
σχήμα για να δείξετε τι συμβαίνει.

26. Mάθετε γράφοντας Γιατί η εξίσωση cos x � x διαθέτει
τουλάχιστον μία λύση; 

27. Mάθετε γράφοντας Eξηγήστε γιατί τα ακόλουθα πέντε
ερωτήματα απαιτούν τις ίδιες ακριβώς πληροφορίες
για την απάντησή τους. 

(α) Nα βρεθούν τα σημεία μηδενισμού της f (x) � �
3x �1 .

(β) Nα βρεθεί η συντεταγμένη x των σημείων τομής
της καμπύλης y � με την ευθεία y � 3x � 1 .

(γ) Nα βρεθούν όλες οι τιμές του x για τις οποίες �
3x � 1 .

(δ) Nα βρεθούν οι συντεταγμένες x των σημείων όπου

x3

x3

x3

lim
ul0

  tan � p
4

 cos (sin u 1 / 3 )�
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lim
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u
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2
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 � 3x

 .

f (x) � �
  x2 � 1 ,  
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y � f (x)
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ΣΧΗΜΑ 1.57 H γραφική παράσταση στην οποία
αναφέρονται οι Aσκήσεις 5-10.
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y � �2x � 4
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y � f(x)

y x 2



η καμπύλη y � � 3x τέμνει την ευθεία y � 1 .

(ε) Nα λυθεί η εξίσωση � 3x � 1 � 0 .

28. Eπίλυση εξισώσεως Aν f (x) � � 8x � 10 , δείξτε ότι θα
υπάρχει τουλάχιστον μία τιμή του c για την οποία η f (c)
θα ισούται με

(α) �

(β) �

(γ) 5.000.000 .

29. Aιρόμενη ασυνέχεια Δώστε ένα παράδειγμα συναρτή-
σεως f (x) συνεχούς για κάθε x εκτός από x � 2 , όπου
η συνάρτηση παρουσιάζει αιρόμενη ασυνέχεια.
Eξηγήστε γιατί η f είναι ασυνεχής στο x � 2 και για-
τί η εν λόγω ασυνέχεια είναι αιρόμενη.

30. Mη αιρόμενη ασυνέχεια Δώστε ένα παράδειγμα συναρ-
τήσεως g(x) συνεχούς για κάθε x εκτός από x � �1 ,
όπου παρουσιάζει μη αιρόμενη ασυνέχεια. Eξηγή-
στε γιατί η g είναι ασυνεχής στο σημείο αυτό και
γιατί η εν λόγω ασυνέχεια είναι μη αιρόμενη.

31. Παραγοντοποίηση πολυωνύμου Aπό την ακόλουθη παραγο-
ντοποίηση, βρείτε τις σταθερές έως με ακρίβεια
τριών δεκαδικών ψηφίων:

32. Παραγοντοποίηση πολυωνύμου Έστω ότι επιθυμείτε να φέ-
ρετε το πολυώνυμο � 3x � 1 στη μορφή (x � r)q(x) ,
όπου q(x) είναι ένα δευτεροβάθμιο πολυώνυμο. Ποια η
τιμή της σταθεράς r, με ακρίβεια τριών δεκαδικών ψη-
φίων;

33. Mια συνάρτηση ασυνεχής παντού

(α) Mε βάση το γεγονός ότι κάθε μη κενό διάστημα
πραγματικών αριθμών περιέχει τόσο ρητούς όσο
και άρρητους αριθμούς, δείξτε ότι η συνάρτηση

f(x) = � 1

0

είναι ασυνεχής σε κάθε σημείο.

(β) Yπάρχει κανένα σημείο όπου η f είναι συνεχής
από δεξιά ή από αριστερά;

34. Mάθετε γράφοντας Aν οι συναρτήσεις f (x) και g(x) είναι
συνεχείς για 0�x �1 , θα μπορούσε το πηλίκο f (x) g(x)
να παρουσιάζει ασυνέχεια σε κάποιο σημείο του δια-
στήματος [0 , 1] ; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

35. Mάθετε γράφοντας Aληθεύει ότι μια συνεχής συνάρτηση
που δεν μηδενίζεται ποτέ σε κάποιο διάστημα, δεν αλ-
λάζει πρόσημο στο διάστημα αυτό; Aιτιολογήστε την
απάντησή σας.

36. Tεντώνοντας ένα λαστιχάκι Aν τεντώσετε ένα λαστιχάκι
τραβώντας το ένα του άκρο προς τα δεξιά και το άλλο
προς τα αριστερά, θα υπάρχει κάποιο σημείο πάνω στο
λαστιχάκι που θα καταλήξει στην αρχική του θέση;
Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

37. Θεώρημα σταθερού σημείου Έστω ότι η συνάρτηση f είναι
συνεχής στο κλειστό διάστημα [0 , 1] και ότι 0 � f(x) � 1
για κάθε x στο [0 , 1] . Δείξτε ότι οφείλει να υπάρχει αριθ-
μός c στο [0 , 1] τέτοιος ώστε f(c) � c (το c καλείται στα-
θερό σημείο της f ) .

38. H ιδιότητα συνεχών συναρτήσεων να διατηρούν το πρόσημό

τους Έστω ότι η f ορίζεται σε διάστημα (a b) και ότι
f (c) � 0 για κάποιο σημείο c στο οποίο η f είναι συ-
νεχής. Δείξτε ότι υπάρχει μια περιοχή (c � 	 c � 	)
γύρω από το c όπου η f έχει το ίδιο πρόσημο με την
f (c) . Tο συμπέρασμα αυτό είναι άξιο προσοχής. H f ,
αν και ορίζεται στο (a b) , δεν απαιτείται να είναι συ-
νεχής πουθενά εκτός από το c H συνέχεια στο ση-
μείο c και η συνθήκη f (c) � 0 αρκούν για να εξασφα-
λίσουν μη μηδενικές (θετικές ή αρνητικές) τιμές της
f σε όλη την έκταση μιας (μικρής) περιοχής. 

39. Mισθολογική διαπραγμάτευση H Λουίζα εργάζεται ως οξυ-
γονοκολλητής, με σύμβαση εργασίας που της αποδίδει
μισθολογική αύξηση 3,5% κατ’ έτος, για 4 χρόνια. O
αρχικός μισθός της είναι 36.500 €.

(α) Δείξτε ότι ο μισθός της Λουίζας δίδεται από τη
σχέση 

y � 36.500(1,035) int t

όπου t ο χρόνος (σε έτη) αφότου η Λουίζα υπέγρα-
ψε τη σύμβαση.

(β) Παραστήστε γραφικά τη συνάρτηση του μισθού
της Λουίζας. Για ποιες τιμές του t είναι συνεχής η
καμπύλη;

40. Στάθμευση σε αεροδρόμιο Mια εταιρεία χρεώνει 1,10 € ανά
ώρα στάθμευσης (ελάχιστη χρέωση) στον χώρο του αε-
ροδρομίου. H μέγιστη ημερήσια χρέωση είναι 7,25 €.

(α) Γράψτε έναν τύπο που να δίδει τη χρέωση για x
ώρες σταθμεύσεως, όπου 0 � x � 24 . (Yπόδειξη:
Δείτε την Άσκηση 39.)

(β) Παραστήστε γραφικά τη συνάρτηση του ερωτήμα-
τος (α). Για ποιες τιμές του x είναι αυτή συνεχής;

Συνεχής επέκταση σε σημείο
Όπως είδαμε στην Eνότητα 1.2, μια ρητή συνάρτηση μπο-
ρεί να έχει όριο ακόμα και σε σημείο όπου ο παρονομα-
στής της μηδενίζεται.  Aν η f (c) δεν ορίζεται αλλά υπάρχει
το limxlc f (x) � L , μπορούμε να ορίσουμε μια νέα συνάρ-
τηση F(x) ως εξής:

F(x) �

H F είναι συνεχής στο x � c Oνομάζεται συνεχής επέκτα-
ση της f στο x � c Για ρητές συναρτήσεις f η εύρεση συ-
νεχών επεκτάσεων γίνεται συνήθως με απαλοιφή κοινών
παραγόντων.

Στις Aσκήσεις 41-44, παραστήστε γραφικά τη συνάρτηση
f . Aπό το γράφημα που βλέπετε, δείχνει να διαθέτει συνε-
χή επέκταση στην αρχή η f ; Aν ναι, χρησιμοποιήστε τις
εντολές “Trace” και “Zoom” για να βρείτε μια εύλογη τι-
μή συνεχούς επέκτασης της συνάρτησης στο x � 0 . Aν πά-
λι η f δεν μοιάζει να διαθέτει συνεχή επέκταση, μπορεί να
επεκταθεί ώστε να παρουσιάζει τουλάχιστον συνέχεια από
δεξιά ή από αριστερά στην αρχή; Aν ναι, ποιες νομίζετε
ότι πρέπει να είναι οι τιμές της συνάρτησης επέκτασης;

41. f (x) � 42. f (x) � 10 � x � � 1
x

10 x � 1
x

 , .
 .

� 

f (x)
L

 if x is in the domain of f
if x � c .

 ,

 .
 ,

 ,

 ,

 / 

x3

x5 � x4 � 5x3 � (x � r1 )(x � r2 )(x � r3 )(x � r4 )(x � r5 ) .

r5r1

�3

x3

x3

x3
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T
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T

T

αν x ρητός

αν x άρρητος

αν το x ανήκει στο πεδίο ορισμού της f
αν x = c.



43. f (x) � 44. f (x) � (1 � 2x)1/x

Γραφική επίλυση εξισώσεων
Kάνοντας χρήση του υπολογιστή σας, επιλύστε γραφικά
τις εξισώσεις των Aσκήσεων 45-52. Στρογγυλοποιήστε κά-
θε λύση σε τέσσερα δεκαδικά ψηφία.

45. � 3x � 1 � 0 46. 2 � 2 � 2x � 1 � 0

47. x(x � 1) 2 � 1 (μία ρίζα) 48. � 2

49. � 4

50. � 15x � 1 � 0 (τρεις ρίζες)

51. cos x � x (μία ρίζα). Bεβαιωθείτε ότι επιλέξατε μέ-
τρηση γωνιών σε ακτίνια (“radian mode”).

52. 2 sin x � x (τρεις ρίζες). Bεβαιωθείτε ότι επιλέξατε
μέτρηση γωνιών σε ακτίνια (“radian mode”).

x3

�x � �1 � x

x x

x2x3x3

sin x
� x �
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1.5
Tι είναι η εφαπτομένη καμπύλης; • Eύρεση εφαπτομένης της

γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης • Pυθμοί μεταβολής:

Παράγωγος σε σημείο

Θα συνεχίσουμε εδώ τη μελέτη των τεμνουσών και των εφαπτόμενων
ευθειών που αρχίσαμε στην Eνότητα 1.1. Yπολογίζουμε όρια κλίσεων
τεμνουσών προκειμένου να βρούμε εφαπτομένες καμπυλών.

Tι είναι η εφαπτομένη καμπύλης;
Προκειμένου για κύκλους, η έννοια της εφαπτομένης είναι απλή. Mια
ευθεία L εφάπτεται ενός κύκλου στο σημείο P αν η L διέρχεται από το
P κάθετα στην εκεί ακτίνα (Σχήμα 1.58). Mια τέτοια ευθεία μόλις που
αγγίζει τον κύκλο. Aλλά τι έννοούμε όταν λέμε ότι μια ευθεία L εφά-
πτεται μιας άλλου τύπου καμπύλης C σε σημείο P ; Γενικεύοντας την
περίπτωση του κύκλου, θα μπορούσαμε να εικάσουμε ότι η έννοια της
εφαπτομένης συνεπάγεται μια από τις ακόλουθες προτάσεις: 

1. H L διέρχεται από το P κάθετα στην ευθεία που ενώνει το P με το 
κέντρο της C .

2. H L διέρχεται από ένα μόνο σημείο της C , το P .

3. H L διέρχεται από το P και κείται πάντα από τη μία πλευρά της
καμπύλης C .

Παρότι οι παραπάνω προτάσεις αληθεύουν αν η C είναι κύκλος, καμία
τους δεν παραμένει σε πλήρη ισχύ σε γενικότερου τύπου καμπύλες. Oι
περισσότερες καμπύλες δεν διαθέτουν κέντρο, ενώ μια καμπύλη που
θα ονομάζαμε εφαπτομένη ενδέχεται να τέμνει τη C σε άλλα σημεία
της, ή ακόμη και να τη «διασχίζει» στο σημείο επαφής (Σχήμα 1.59).

Για να ορίσουμε την εφαπτομένη μιας γενικής καμπύλης, χρεια-
ζόμαστε μια δυναμική ερμηνεία που να λαμβάνει υπ’ όψιν της τη συ-
μπεριφορά των τεμνουσών που διέρχονται από το P και από γειτονικά

1.5 Eφαπτόμενες ευθείες

P

L

O

ΣΧΗΜΑ 1.58 H ευθεία L εφάπτεται
του κύκλου στο σημείο P αν
διέρχεται από το P κάθετα στην
ακτίνα OP .

H L �*�� ���� � ������
P ����� �� �� C, 	

�
��� ���%�	� �� C.

H L ���%�	� �� C �� P
	

� �*�� %��������	 	%�
��	 ����� �����	 �� �� C.

H L ���%�	� �� C �� P
	

� ���	� ��	������ ��
C 	��! ��	�*�$�� �� C �� P.

C

C
P

P

L C

P

L

L

ΣΧΗΜΑ 1.59 Διευκρινίσεις περί της έννοιας της εφαπτομένης.



σημεία Q, καθώς το Q προσεγγίζει το P, κινούμενο επί της καμπύλης
(Σχήμα 1.60). H δυναμική ερμηνεία έχει ως εξής:

1. Ξεκινούμε με ό,τι μπορούμε να υπολογίσουμε, δηλαδή με την 
κλίση της τέμνουσας PQ

2. Eξετάζουμε το όριο της κλίσης της τέμνουσας, καθώς το Q
προσεγγίζει το P κινούμενο επί της καμπύλης.

3. Aν το όριο αυτό υπάρχει, το θεωρούμε ως την κλίση της καμπύλης
στο P και ορίζουμε ως εφαπτομένη της καμπύλης στο P την ευθεία
που διέρχεται από το P με την κλίση αυτή.

Όταν, στην Eνότητα 1.1, εξετάζαμε με τα παραδείγματα του βράχου
που έπεφτε και της θερμικής θωράκισης, ουσιαστικά εκτελούσαμε την
παραπάνω διαδικασία.

Παράδειγμα 1 Eφαπτόμενη ευθεία σε παραβολή

Nα βρεθεί η κλίση της παραβολής y � στο σημείο P(2 , 4) . Nα
γραφεί μια εξίσωση για την εφαπτομένη στο σημείο αυτό.

Λύση Θεωρούμε την τέμνουσα που διέρχεται από το P(2 , 4) και
από το γειτονικό σημείο Q(2 � h (2 � h)2) . Γράφουμε μια έκφραση
για την κλίση της τέμνουσας PQ και εξετάζουμε την κλίση καθώς το
Q προσεγγίζει το P κινούμενο επί της καμπύλης:

Aν h � 0 , τότε το Q κείται άνω δεξιά του P όπως φαίνεται στο Σχή-
μα 1.61. Aν h � 0, τότε το Q κείται αριστερά του P (δεν φαίνεται). Σε
κάθε περίπτωση, καθώς το Q προσεγγίζει το P κινούμενο επί της κα-
μπύλης, το h τείνει στο 0 και η κλίση της τέμνουσας τείνει στο 4 :

(h � 4) � 4 .

Θεωρούμε ότι η κλίση της παραβολής στο σημείο P ισούται με 4 .
H εφαπτομένη της παραβολής στο P είναι η ευθεία που διέρχε-

ται από το P με κλίση 4 :

  y � 4x � 4 .

  y � 4 � 4(x � 2)

lim
hl0

 ,

 ,

x2

 .
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Q
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ΣΧΗΜΑ 1.60 Δυναμική ερμηνεία της έννοιας της εφαπτομένης.
Eφαπτομένη της καμπύλης στο σημείο P είναι η ευθεία που διέρχεται
από το P με κλίση ίση με το όριο των κλίσεων των τεμνουσών ευθειών
καθώς Q l P (από όποια πλευρά του P κι αν κινείται το Q).

Πώς βρίσκουμε την εφαπτομένη
καμπύλης;
Tο ζήτημα της εφαπτομένης ήταν το
κυριότερο μαθηματικό πρόβλημα των
αρχών του 17ου αιώνα, και η επίλυσή
του αποτελούσε διακαή πόθο των
μεγαλύτερων μαθηματικών της
εποχής. Στην οπτική, η εφαπτομένη
καθορίζει τη γωνία υπό την οποία μια
φωτεινή ακτίνα εισέρχεται σε
καμπύλο φακό. Στη μηχανική, η
εφαπτομένη καθορίζει την
κατεύθυνση της κίνησης σωματιδίου
σε κάθε σημείο της τροχιάς του. Στη
γεωμετρία, οι εφαπτομένες δύο
καμπυλών στο σημείο τομής τους
καθορίζουν τη γωνία που σχηματίζουν
τεμνόμενες οι καμπύλες. O René
Descartes μάλιστα είχε δηλώσει ότι το
πρόβλημα εύρεσης της εφαπτομένης
σε μια καμπύλη ήταν «το χρησιμότερο
και γενικότερο πρόβλημα που
γνωρίζω και που θα ήθελα όσο τίποτε
άλλο να λύσω.» 

Eξίσωση σημείου-κλίσεως

Βιογραφικά στοιχεία

Pierre de Fermat
(1601-1665)
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K
��� ������	� =
�y
�x

 =
(2 + h)2 – 22

h
 =

h2 + 4h + 4 – 4

h

= h2 + 4h
h

 = h + 4.



Eύρεση εφαπτομένης της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης
Για να βρούμε μια εφαπτομένη τυχούσας καμπύλης y � f (x) σε σημείο
της P(x0 f (x0)) , εφαρμόζουμε την ίδια δυναμική διαδικασία. Yπολογί-
ζουμε την κλίση της τέμνουσας που διέρχεται από το P και από το ση-
μείο Q(x0 � h f(x0 � h)) . Kατόπιν εξετάζουμε το όριο της κλίσεως κα-
θώς h l 0 (Σχήμα 1.62). Aν το όριο υπάρχει, το ονομάζουμε κλίση της
καμπύλης στο P και ορίζουμε ως εκεί εφαπτομένη την ευθεία που διέρ-
χεται από το P με την κλίση αυτή.

Όταν διατυπώνουμε κάποιον καινούριο ορισμό, καλό είναι να τον
δοκιμάζουμε πρώτα σε περιπτώσεις όπου γνωρίζουμε την απάντηση
για να βεβαιωθούμε ότι αναπαράγει τα επιθυμητά αποτελέσματα. Tο
Παράδειγμα 2 δείχνει ότι ο νέος ορισμός της κλίσεως συμφωνεί με τον
παλιό ορισμό όταν τον εφαρμόσουμε σε μη κατακόρυφες ευθείες. 

Παράδειγμα 2 Έλεγχος του ορισμού

Δείξτε ότι η ευθεία y � mx � b είναι εφαπτομένη του εαυτού της σε
τυχόν της σημείο (x0 mx0 � b) .

Λύση Έστω f (x) � mx � b . Eκτελούμε τα εξής τρία βήματα.

Bήμα 1: Bρίσκουμε τα f (x0) και f (x0 � h) .

f (x0) � mx0 � b

f (x0 � h) � m(x0 � h) � b � mx0 � mh � b

Bήμα 2: Bρίσκουμε την κλίση ( f (x0 � h) � f(x0)) h

 � lim
hl0

  mh
h

 � m

 lim
hl0

  
f (x 0 � h) � f (x 0 )

h
 � lim

hl0
  

(mx 0 � mh � b) � (mx 0 � b)
h

 . / lim
hl0

 ,

 ,

 ,
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x

y

0

y � x2

2 2 � h

Q(2 � h, (2 � h)2)

Δx � h

K
��� ������	�
(2 � h)2 � 4—————–

h
� h � 4.

K
��� ��	%������� 4

P(2, 4)

Δy � (2 � h)2 � 4

 EKTO� K&IMAKA�

ΣΧΗΜΑ 1.61 Διάγραμμα για την εύρεση της κλίσης της παραβολής y �
στο σημείο P(2, 4) . (Παράδειγμα 1)

x2

0

P(x0,  f(x0))

x0

y � f(x)

h

x0 � h

f(x0 � h) � f(x0)

Q (x0 � h,  f(x0 � h))

y

x

ΣΧΗΜΑ 1.62 H κλίση της
εφαπτομένης ισούται με

lim
hl0

  
f (x 0 � h) � f (x 0 )

h

Oρισμός Kλίση και εφαπτόμενη ευθεία
H κλίση της καμπύλης y � f (x) στο σημείο P(x 0 f (x0)) ισούται
με

(δεδομένου ότι υπάρχει το όριο).

H εφαπτόμενη ευθεία της καμπύλης στο P είναι η ευθεία που
διέρχεται από το P με κλίση ίση με m.

m � lim
hl0

  
f (x 0 � h) � f (x 0 )

h

 ,
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Bήμα 3: Eφαρμόζουμε την εξίσωση σημείου-κλίσεως για να βρούμε την
εφαπτομένη. H εφαπτομένη στο σημείο (x0 mx0 � b) είναι η

Παράδειγμα 3 Kλίση και εφαπτομένη της y � 1 x

(α) Nα βρεθεί η κλίση της καμπύλης  y � 1 x στο x � a

(β) Σε ποια σημεία παίρνει η κλίση αυτή την τιμή �1 4 ;

(γ) Πώς αλλάζει η εφαπτομένη της καμπύλης στο σημείο (a, 1/a) 
καθώς το a μεταβάλλεται;

Λύση

(α) Eδώ έχουμε f(x) � 1 x H κλίση στο σημείο (a 1 a) ισούται με

Προσέξτε ότι εξακολουθούμε να γράφουμε «limhl0» πριν από κάθε
κλάσμα, μέχρι να μπορέσουμε να υπολογίσουμε το όριο αντικαθι-
στώντας h � 0 .

(β) H κλίση της y � 1 x στο σημείο x � a ισούται με �1/a2. Θα ισού-
ται με �1 4 εφόσον

H τελευταία εξίσωση ισοδυναμεί με την  � 4 , άρα a � 2 ή a �
�2 . H καμπύλη έχει κλίση �1 4 στα δύο σημεία (2, 1 2) και (�2,
�1 2) (Σχήμα 1.63).

(γ)  Προσέξτε ότι η κλίση �1 είναι πάντα αρνητική. Kαθώς a l0�,
η κλίση τείνει στο �� και η εφαπτομένη γίνεται όλο και πιο από-
τομη (Σχήμα 1.64). Tο ίδιο συμβαίνει καθώς a l 0�. Kαθώς το a απο-
μακρύνεται από την αρχή (προς οποιαδήποτε κατεύθυνση), η κλίση
τείνει στο 0� και η εφαπτομένη «οριζοντιώνεται».

a 2
 / 

 / 

 /  / 

a 2

� 1
a 2

 � �1
4

 .

 / 

 / 

 � lim
hl0

  �1
a (a � h)

 � � 1
a 2

 .

 � lim
hl0

  �h
ha (a � h)

 � lim
hl0

  1
h

 
a � (a � h)

a(a � h)

 lim
hl0

  
f (a � h) � f (a)

h
 � lim

hl0
  

1
a � h

 � 1a
h

 /  , . / 

 / 

 . / 

 / 

  y � mx � b .

  y � mx 0 � b � mx � mx 0

  y � (mx 0 � b) � m(x � x 0 )

 ,
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Πώς βρίσκουμε την εφαπτομένη της
καμπύλης y � f(x) στο (x 0 y 0)

1. Yπολογίζουμε τις τιμές f(x0) και
f (x0 � h) .

2. Yπολογίζουμε την κλίση 

m � .

3. Aν το παραπάνω όριο υπάρχει, η
εφαπτόμενη ευθεία θα δίδεται από
την εξίσωση y � y0 � m(x � x0) .

lim
hl0

  
f (x 0 � h) � f (x 0 )

h

 ,

x

y
1–
xy �

1–
22,⎛

⎝
⎛
⎝

1–
2

–2,⎛
⎝

⎛
⎝–

ΣΧΗΜΑ 1.63 Οι δύο εφαπτομένες της
καμπύλης y � 1 x, που έχουν κλίση
�1 4 . / 

 / 

x

y
1–
xy �

0

ΣΧΗΜΑ 1.64 Oι εφαπτομενικές
κλίσεις, που είναι απότομες
κοντά στην αρχή, βαθμιαία
εξομαλύνονται καθώς το
σημείο επαφής απομακρύνεται
από την αρχή των αξόνων.



Pυθμοί μεταβολής: Παράγωγος σε σημείο
H έκφραση

καλείται πηλίκο διαφορών της f στο x0 με βήμα h. Aν το πηλίκο διαφο-
ρών έχει όριο καθώς το h τείνει στο μηδέν, το όριο αυτό καλείται πα-
ράγωγος της f στο x0 . Aν ερμηνεύσουμε το πηλίκο διαφορών ως την
κλίση μιας τέμνουσας ευθείας, η παράγωγος δίνει την κλίση της κα-
μπύλης και της εφαπτομένης στο σημείο x � x0 Aν ερμηνεύσουμε το
πηλίκο διαφορών ως κάποιον μέσο ρυθμό μεταβολής, όπως κάναμε
στην Eνότητα 1.1, τότε η παράγωγος δίνει τον ρυθμό μεταβολής (ως
προς x) της συναρτήσεως στο σημείο x � x0 H παράγωγος είναι το ένα
από τα δύο σπουδαιότερα μαθηματικά εργαλεία του απειροστικού λο-
γισμού (το άλλο είναι το ολοκλήρωμα). Mε τις παραγώγους θα ασχο-
ληθούμε διεξοδικότερα στο Kεφάλαιο 2Ø με τα ολοκληρώματα στο Kε-
φάλαιο 4.

Παράδειγμα 4 Στιγμιαία ταχύτητα (συνέχεια των Παραδειγμά-
των 1 και 2 της Eνότητας 1.1)

Στα Παραδείγματα 1 και 2 της Eνότητας 1.1, εξετάσαμε την ταχύτη-
τα ελεύθερης πτώσεως ενός βράχου που αρχικά ηρεμούσε κοντά
στην επιφάνεια της γης. Mας ήταν γνωστό ότι πέφτοντας ο βράχος
διανύει y � 4,9 m κατά τα πρώτα t sec, οπότε χρησιμοποιήσαμε μια
ακολουθία μέσων ρυθμών μεταβολής για ολοένα και μικρότερα χρο-
νικά διαστήματα, για να εκτιμήσουμε την ταχύτητα του βράχου τη
χρονική στιγμή t � 2 . Πόση ακριβώς ήταν η ταχύτητα του βράχου τη
στιγμή εκείνη; 

Λύση Θέτουμε f(t) � 4,9 . Kατά το χρονικό διάστημα μεταξύ t � 2
και t � 2 � h sec, η μέση ταχύτητα του βράχου ήταν

Έτσι η ταχύτητα του βράχου τη στιγμή t � 2 ήταν

4,9(h � 4) � 4,9(0 � 4) � 19,6 m sec .

H αρχική εκτίμησή μας των 19,6 m sec ήταν λοιπόν ορθή. / 

 / lim
hl0

t 2

t 2

 .

 .

f (x 0 � h) � f (x 0)
h
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Βιογραφικά στοιχεία

René François de
Sluse

(1622-1685)

CD-ROM
Δικτυότοπος

Πέντε ταυτόσημες έννοιες
1. H κλίση της y � f (x) στο σημείο x � x0

2. H κλίση της εφαπτομένης της
καμπύλης y � f(x) στο x � x0

3. O ρυθμός μεταβολής της f (x) ως προς
το x στο σημείο x � x0

4. H παράγωγος της f στο σημείο x � x0

5. lim
hl0

  
f (x 0 � h) �f (x 0 )

h

AΣKHΣEIΣ 1.5

Kλίσεις και τέμνουσες ευθείες
Στις Aσκήσεις 1-4, χρησιμοποιήστε τα διαγράμματα για
να κάνετε μια χονδρική εκτίμηση της κλίσεως της κα-
μπύλης (σε μονάδες y ανά μονάδα x) στα σημεία P1 και
P2 Oι γραφικές παραστάσεις μπορεί να έχουν κάπως με-
τατοπιστεί κατά την εκτύπωση του βιβλίου, κι έτσι οι
απαντήσεις σας ενδέχεται να διαφέρουν κάπως από αυτές
στο τέλος του βιβλίου.

x

y

0–1–2 1 2

2

1

P1

P2

–1

–2
x

y

–1

1

2 P2

1

P1

0

 .

1. 2.

f (2 + h) – f(2)        4,9(2 + h)2 – 4,9(2)2 4,9(h2 + 4h)
————–———— = ————————–—–— = ———————= 4,9(h + 4).

h                               h                                h



Στις Aσκήσεις 5-8, βρείτε μια εξίσωση για την εφαπτομέ-
νη της καμπύλης στο σημείο που δίδεται. Σχεδιάστε πρό-
χειρα στο ίδιο σχήμα την καμπύλη και την εφαπτομένη
της.

5. y � 4 � (�1, 3) 6. y � , (1, 2)

7. y � , (�2, �8) 8. y � (�2, �1/8)

Στις Aσκήσεις 9-12, βρείτε την κλίση της γραφικής παρά-
στασης κάθε συνάρτησης στο σημείο που δίδεται. Kατό-
πιν, βρείτε μια εξίσωση για την εφαπτομένη της καμπύλης
στο σημείο αυτό. 

9. f (x) � x � 2 , (1, �1)

10. h(t) � � 3t (1, 4)

11. g(u) � (3, 3)

12. f (x) � , (8, 3)

Στις Aσκήσεις 13 και 14, βρείτε την κλίση της καμπύλης
για την τιμή του x που δίδεται. 

13. y � x � 3 14. y � x � 0

Eφαπτόμενες ευθείες με καθορισμένες
κλίσεις
Σε ποια σημεία γίνονται οριζόντιες οι εφαπτόμενες ευθεί-
ες των γραφημάτων των συναρτήσεων στις Aσκήσεις 15
και 16 ;

15. f (x) � � 4x � 1 16. g(x) � � 3x

17. Bρείτε εξισώσεις για όλες τις εφαπτομένες της καμπύ-
λης y � 1 (x � 1) που έχουν κλίση ίση με �1.

18. Bρείτε μια εξίσωση για την εφαπτομένη της καμπύλης
y � με κλίση 1 4 .

Pυθμοί μεταβολής

19. Aντικείμενο που πέφτει από πύργο Aντικείμενο αφήνεται
να πέσει ελεύθερα από την κορυφή πύργου ύψους 100
m. Mετά από t sec, το ύψος του ισούται με 100 � 4,9
m. Πόσο γρήγορα πέφτει κατά τη χρονική στιγμή 2 sec
μετά την έναρξη της πτώσης του;

20. Tαχύτητα πυραύλου t sec μετά την εκτόξευση πυραύλου,
το ύψος του είναι m. Πόσο γρήγορα ανυψώνεται ο
πύραυλος 10 sec μετά την εκτόξευση;

21. Mεταβαλλόμενο εμβαδόν κύκλου Mε ποιον ρυθμό μεταβάλ-

λεται το εμβαδόν κύκλου (A � p ) ως προς την ακτίνα
r , όταν r � 3 ;

22. Mεταβαλλόμενος όγκος σφαίρας Ποιος είναι ο ρυθμός μετα-
βολής του όγκου σφαίρας (V � (4 3)p ) ως προς την
ακτίνα r , όταν r � 2 ;

23. Eλεύθερη πτώση στον Άρη H εξίσωση που περιγράφει ελεύ-
θερη πτώση στην επιφάνεια του πλανήτη Άρη είναι s �
1,86 m, όπου t ο χρόνος σε sec. Aν ένας βράχος αφήνε-
ται να πέσει κατακόρυφα από την κορυφή απότομης βου-
νοπλαγιάς ύψους 200 m, να βρεθεί η ταχύτητα του βρά-
χου τη στιγμή t � 1 sec.

24. Eλεύθερη πτώση στον Δία H εξίσωση που περιγράφει ελεύ-
θερη πτώση στην επιφάνεια του πλανήτη Δία είναι s �
11,44 m, όπου t ο χρόνος σε sec. Aν ένας βράχος αφή-
νεται να πέσει κατακόρυφα από την κορυφή απότομης
βουνοπλαγιάς ύψους 500 m, να βρεθεί η ταχύτητα του
βράχου τη στιγμή t � 2 sec.

Aναζήτηση εφαπτόμενων ευθειών
25. Mάθετε γράφοντας Δίδεται η συνάρτηση  

Έχει εφαπτομένη στην αρχή η γραφική της παράστα-
ση; Aιτιολογήστε την απάντησή σας. 

26. Mάθετε γράφοντας Δίδεται η συνάρτηση

Έχει εφαπτομένη στην αρχή η γραφική της παράστα-
ση; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

Kατακόρυφες εφαπτομένες
Λέμε ότι η καμπύλη y � f (x) έχει κατακόρυφη εφαπτομένη
στο σημείο x � x0 αν lim hl0 ( f (x0 � h) � f (x0)) h � � ή ��

H ακόλουθη καμπύλη έχει κατακόρυφη εφαπτομένη
στο x � 0 :

 � lim
hl0

  1
h2 / 3

 � �

 lim
hl0

  
f (0 � h) � f (0)

h
 � lim

hl0
  h

1 / 3 � 0
h

 . / 

g(x) � � 

x sin (1 / x) ,
0 ,

 x � 0
x � 0

f (x) � � 

x2 sin (1 / x) ,
0 ,

 x � 0
x � 0

t 2

t 2

r 3
 / 

r 2

t 2

t 2

 / �x

 / 

x3x2

x � 1
x � 1

 ,1
x � 1

 ,

�x � 1

u
u � 2

  ,

 ,t 3

x2

 1
x3

 ,x3

2�x ,x2

y

P1

0–1 1

1

2

3

x

P2

4

–2 2x

y

1 2

2

1 P1 P2

0
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H ακόλουθη καμπύλη δεν έχει κατακόρυφη εφαπτομένη
στο x � 0 : Tο όριο

δεν υπάρχει, αφού το δεξιό όριο είναι � , ενώ το αριστερό
είναι �� .

27. Mάθετε γράφοντας Δίδεται η συνάρτηση

Έχει κατακόρυφη εφαπτομένη στην αρχή η γραφική
της παράσταση; Aιτιολογήστε την απάντησή σας. 

28. Mάθετε γράφοντας Δίδεται η συνάρτηση

Έχει κατακόρυφη εφαπτομένη στο σημείο (0, 1) η γρα-
φική της παράσταση; Aιτιολογήστε την απάντησή
σας. 

Στις Aσκήσεις 29-32, χρησιμοποιήστε υπολογιστή ή κο-
μπιουτεράκι για να βρείτε τον μέσο ρυθμό μεταβολής της
συναρτήσεως σε κάθε διάστημα. 

29. f (x) � ex

(α) [ �2 , 0] (β) [1 , 3]

30. f (x) � ln x

(α) [1 , 4] (β) [100 , 103]

31. f (t) � cot t

(α) [p 4 , 3p 4] (β) [p 6 , p 2]

32. f (t) � 2 � cos t

(α) [0 , p] (β) [�p p]

33. Eπιχορήγηση στο INS O Πίνακας 1.3 παραθέτει τα ποσά
επιχορήγησης που έλαβε η υπηρεσία Immigration and
Naturalization Service (INS) των HΠA για κάποια χρο-
νική περίοδο.

(α) Nα βρεθεί ο μέσος ρυθμός μεταβολής της επιχο-
ρήγησης από το 1993 έως το 1995.

(β) Nα βρεθεί ο μέσος ρυθμός μεταβολής της επιχο-
ρήγησης από το 1995 έως το 1997.

(γ) Έστω ότι η τιμή x � 0 αντιστοιχεί στο 1990, η x �
1 στο 1991, κ.ο.κ. Aφού βρείτε μια δευτεροβάθμια
παλινδρομική εξίσωση που να προσαρμόζεται
στα δεδομένα, σχεδιάστε την μαζί με το διάγραμ-
μα διασποράς. (Για να θυμηθείτε πώς γίνεται πα-
λινδρομική ανάλυση με υπολογιστή, δείτε τη
σελ. 5.)

(δ) Yπολογίστε τους μέσους ρυθμούς μεταβολής στα
ερωτήματα (α) και (β) κάνοντας χρήση της παλιν-
δρομικής εξίσωσης.

(ε) Xρησιμοποιώντας την παλινδρομική εξίσωση,
βρείτε πόσο γρήγορα αυξανόταν η επιχορήγηση
το έτος 1997.

34. Eπιχορήγηση στα πανεπιστήμια από το Kογκρέσο Στον Πίνακα
1.4 παρατίθενται τα ποσά που ενέκρινε το αμερικανικό
Kογκρέσο για την επιχορήγηση ακαδημαϊκών προ-
γραμμάτων, για κάποια χρονική περίοδο.

 ,

 /  /  /  / 

U(x) � � 

0 ,
1 ,

 x � 0
x � 0

f (x) � � 

�1 ,
0 ,
1 ,

 
x � 0
x � 0
x � 0

x

y

0

y � g(x) � x2/3

�EN Y#APXEI KATAKOPY<H E<A#TOMENH �THN APXH

 � lim
hl0

  1
h1 / 3

 lim
hl0

  
g(0 � h) � g(0)

h
 � lim

hl0
  h

2 / 3 � 0
h

x

y

0

y � f(x) � x
1/3

KATAKOPY<H E<A#TOMENH �THN APXH
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YΠOΛOΓIΣTIKEΣ ΔIEPEYNHΣEIΣ

Πίνακας 1.3 Oμοσπονδιακή επιχορήγηση

προς το INS 

Έτος Eπιχορήγηση (δισεκ. $)

1993 1,5
1994 1,6
1995 2,1
1996 2,6
1997 3,1

Πηγή: Immigration and Naturalization Service,
από άρθρο του Bob Laird στην εφημερίδα USA
Today, February 18, 1997.



(α) Έστω ότι η τιμή x�0 αντιστοιχεί στο 1980, η x�1
στο 1981, κ.ο.κ. Kάντε το διάγραμμα διασποράς
των δεδομένων. 

(β) Έστω P το σημείο που αντιστοιχεί στο 1997 και Q
το σημείο που αντιστοιχεί σε οποιοδήποτε από τα
προηγούμενα έτη. Kατασκευάστε έναν πίνακα τι-
μών με τις κλίσεις όλων των δυνατών τεμνουσών
PQ

(γ) Mάθετε γράφοντας Bάσει των υπολογισμών σας, εξη-
γήστε γιατί δεν θα εμπιστευόσασταν μια πρόβλε-
ψη του ρυθμού μεταβολής της επιχορήγησης από
το Kογκρέσο το έτος 1997. 

Γραφικές διερευνήσεις: κατακόρυφες
εφαπτομένες
(α) Σχεδιάστε με υπολογιστή τις καμπύλες των Aσκήσεων

35-44. Σε ποια σημεία δείχνουν να έχουν κατακόρυφες
εφαπτομένες οι γραφικές παραστάσεις; 

(β) Διαβάστε την εισαγωγή στις Aσκήσεις 27 και 28. Kα-
τόπιν, επαληθεύστε τις απαντήσεις σας στο (α) υπολο-
γίζοντας τα κατάλληλα όρια. 

35. y � /5 36. y � /5

37. y � /5 38. y � /5

39. y � 4 /5 � 2x 40. y � /3 � 5 /3

41. y � /3 � (x � 1)1/3 42. y � /3 � (x � 1)1/3

43. 44. y �

Σχεδίαση τεμνουσών και εφαπτόμενων
ευθειών
Mε κάποιο σύστημα υπολογιστικής άλγεβρας, εκτελέστε
τα παρακάτω βήματα στις Aσκήσεις 45-48.

(α) Σχεδιάστε την y � f(x) στο διάστημα x0�1 2�x� x0� 3 .

(β) Για σταθερό x0, το πηλίκο διαφορών στο x0,

q(h) �

γίνεται η συνάρτηση βαθμίδας h Eισάγετε τη συνάρ-
τηση αυτή στο υπολογιστικό σύστημα που χρησιμοποι-
είτε. 

(γ) Bρείτε το όριο του q καθώς h l 0 .

(δ) Oρίστε τις τέμνουσες ευθείες y � f (x0) � q* (x � x0) για
h � 3 , 2 , και 1 . Σχεδιάστε τις σε κοινό σχήμα με την f
και την εφαπτομένη, στην περιοχή τιμών του ερωτή-
ματος (α).

45. f (x) � � 2x , x0 � 0

46. f (x) � x � x0 � 1

47. f (x) � x � sin (2x) , x0 � p 2

48. f (x) � cos x � 4 sin (2x) , x0 � p

 / 

5
x ,

x3

 .

f (x0 � h) � f (x0)
h

 / 

�� 4 � x �y � � 

��� x � ,
�x ,

x � 0
x � 0

x1x2

x2x5x2

x3x1

x4x2

 .
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Πηγή: The Chronicle of Higher Education, March 28, 1997.

Eπαναληπτικές ερωτήσεις

1. Tι είναι ο μέσος ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης
g(t) στο διάστημα από t � a έως t � b και ποια η σχέση
του με τέμνουσες ευθείες; 

2. Ποιος υπολογισμός ορίου απαιτείται για την εύρεση
του ρυθμού μεταβολής της συνάρτησης g(t) στο t � ;

3. Ποιος είναι ο άτυπος ορισμός του ορίου

f (x) � L ;

Γιατί είναι «άτυπος» ο ορισμός αυτός; Δώστε παρα-
δείγματα. Όταν γράφουμε limxl x0 

f (x) � τί ακριβώς εν-
νοούμε;

4. Eξαρτάται η ύπαρξη και η τιμή του ορίου συναρτήσε-
ως limxl x0

f (x) από το τι συμβαίνει στο σημείο x � ;
Eξηγήστε και δώστε παραδείγματα. 

5. Για ποια είδη συμπεριφοράς μιας συνάρτησης παύει να
υπάρχει το όριό της; Δώστε παραδείγματα. 

6. Ποια θεωρήματα έχουμε στη διάθεσή μας για τον υπο-
λογισμό ορίων; Δώστε παραδείγματα για το πώς αυτά
χρησιμοποιούνται.

7. Ποια σχέση υπάρχει μεταξύ πλευρικών ορίων και
ορίων; Πώς μπορούμε, εκμεταλλευόμενοι τη σχέση
αυτή, να υπολογίσουμε κάποιο όριο ή να δείξουμε ότι
δεν υπάρχει; Δώστε παραδείγματα. 

8. Ποια η τιμή του lim�l0 ((sin �) �); Έχει σημασία αν η
γωνία � μετριέται σε μοίρες ή σε ακτίνια; Eξηγήστε.

9. Tι σημαίνουν οι συμβολισμοί lim xl� f (x) � L και
lim xl�� f (x) � L ; Δώστε παραδείγματα. 

 / 

x 0

lim
xlx0

t0

Πίνακας 1.4 Eπιχορήγηση Kογκρέσου προς

πανεπιστήμια των HΠA   

Έτος Eπιχορήγηση (εκατομμύρια $)

1988 225
1989 289
1990 270
1991 493
1992 684
1993 763
1994 651
1995 600
1996 296
1997 440



10. Ποια η τιμή των lim xl� k (όπου k μια σταθερά) και
lim xl� (1 x) ; Πώς μπορούν να χρησιμεύσουν τα όρια
αυτά στην εύρεση ορίων άλλων συναρτήσεων; Δώστε
παραδείγματα. 

11. Πώς βρίσκουμε το όριο ρητής συναρτήσεως καθώς x l

� ; Δώστε παραδείγματα. 

12. Tι είναι οι οριζόντιες, οι κατακόρυφες, και οι πλάγιες
ασύμπτωτες; Δώστε παραδείγματα. 

13. Ποιες συνθήκες πρέπει να πληρούνται για να είναι μια
συνάρτηση συνεχής σε σημείο του πεδίου ορισμού της
(α) εσωτερικό και (β) ακραίο; 

14. Πώς μπορείτε κοιτάζοντας τη γραφική παράσταση
μιας συναρτήσεως να αποφανθείτε για το πού αυτή εί-
ναι συνεχής;

15. Tι εννοούμε όταν λέμε ότι μια συνάρτηση είναι συνε-
χής από δεξιά ή συνεχής από αριστερά σε ένα σημείο;
Πώς συνδέονται οι έννοιες της συνέχειας και της
πλευρικής συνέχειας; 

16. Tι γνωρίζετε για τη συνέχεια των πολυωνυμικών συ-
ναρτήσεων; Tων ρητών συναρτήσεων; Tων τριγωνομε-
τρικών συναρτήσεων; Tων εκθετικών συναρτήσεων;
Tων λογαριθμικών συναρτήσεων; Tων ρητών δυνάμε-
ων και των αλγεβρικών συνδυασμών συναρτήσεων;
Tων σύνθετων συναρτήσεων; Tων απόλυτων τιμών συ-
ναρτήσεων; Tων αντίστροφων συναρτήσεων; 

17. Tι εννοούμε όταν λέμε ότι μια συνάρτηση είναι συνε-
χής σε κάποιο διάστημα; 

18. Tι εννοούμε όταν λέμε ότι μια συνάρτηση είναι συνε-
χής; Δείξτε με μερικά παραδείγματα ότι υπάρχει η πε-

ρίπτωση μια συνάρτηση να μην είναι συνεχής στο
πλήρες πεδίο ορισμού της αλλά σε συγκεκριμένα δια-
στήματα μέσα σε αυτό. 

19. Ποιοι είναι οι κυριότεροι τύποι ασυνέχειας; Δώστε
από ένα παράδειγμα. Tι είναι η αιρόμενη ασυνέχεια;
Δώστε ένα παράδειγμα. 

20. Tι εννοούμε όταν λέμε ότι μια συνάρτηση έχει την
ιδιότητα ενδιάμεσης τιμής; Ποιες συνθήκες μάς εγ-
γυώνται ότι μια συνάρτηση θα έχει την ιδιότητα αυτή
σε κάποιο διάστημα; Tι συνεπάγεται η ιδιότητα ενδιά-
μεσης τιμής για τη γραφική παράσταση της f και την
επίλυση της εξίσωσης f (x) � 0 ;

21. Λέγεται συχνά ότι μια συνάρτηση είναι συνεχής αν
μπορείτε να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση
χωρίς να χρειαστεί να σηκώσετε το μολύβι σας από το
χαρτί. Γιατί; 

22. Tι εννοούμε όταν λέμε ότι μια ευθεία εφάπτεται μιας
καμπύλης C σε ένα σημείο P ;

23. Ποια η σημασία του τύπου 

Δώστε τη γεωμετρική και τη φυσική του ερμηνεία.

24. Πώς βρίσκεται η εφαπτομένη της καμπύλης y � f (x) σε
σημείο ( ) επί της καμπύλης;

25. Πώς συνδέεται η κλίση της καμπύλης y�f (x) στο x�
με τον ρυθμό μεταβολής της συναρτήσεως ως προς x
στο x � ; Πώς συνδέεται με την παράγωγο της f στο

;x 0

x 0

x 0

y 0 ,x 0

lim 
hl0

  
f (x � h) � f (x)

h
 ?

 / 
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Ασκήσεις κεφαλαίου

Όρια και συνέχεια

1. Σχεδιάστε τη συνάρτηση

Kατόπιν μελετήστε λεπτομερώς τα όρια, τα πλευρικά
όρια, τη συνέχεια, και την πλευρική συνέχεια της f
στα σημεία x � �1 , 0 , και 1. Eίναι καμία από τις ασυ-
νέχειες αιρόμενη; Eξηγήστε.

2. Eπαναλάβετε ό,τι κάνατε στην Άσκηση 1 για τη συ-
νάρτηση

3. Έστω ότι οι f (t) και g(t) είναι ορισμένες για κάθε t και
ότι lim tl t0

f (t) � �7 και lim tl t0
g(t) � 0 . Bρείτε τα

όρια, καθώς t l , των ακόλουθων συναρτήσεων:

(α) 3f (t) (β) ( f (t)) 2

(γ) f (t) � g(t) (δ)

(ε) cos (g(t)) (στ) � f (t) �

(ζ) f (t) � g(t) (η) 1 f (t)

4. Έστω ότι οι f (x) και g(x) είναι ορισμένες για κάθε x και
ότι lim xl0 f (x) � 1 2 και lim xl0 g(x) � . Bρείτε τα
όρια, καθώς x l 0, των ακόλουθων συναρτήσεων:

(α) �g(x) (β) g(x) � f (x)

(γ) f (x) � g(x) (δ) 1 f (x)

(ε) x � f (x) (στ)

Στις Aσκήσεις 5 και 6, βρείτε ποια τιμή πρέπει να έχει το
όριο limxl0 g(x) ώστε να αληθεύουν οι ακόλουθες προτά-
σεις.

5. 6.

7. Σε ποια διαστήματα είναι συνεχείς οι ακόλουθες συ-
ναρτήσεις; 

(α) f (x) � x1/3 (β) g(x) � x3/4

(γ) h(x) � x�2/3 (δ) k(x) � x�1/6

8. Σε ποια διαστήματα είναι συνεχείς οι ακόλουθες συ-
ναρτήσεις;

lim
xl�4

  �x lim
xl0

  g(x)� � 2lim
xl0

  �4 � g(x)
x � � 1

f (x) � cos x
x � 1

 / 

�2 / 

 / 

f (t)
g(t) � 7

t0

f(x) � �
0 ,

 1 / x ,
0 ,
1 ,

   

x � �1
0 � � x � � 1
x � 1
x � 1 .

f (x) � � 

1 ,
�x ,

1 ,
�x ,

1 ,

   

x � �1
�1 � x � 0
x � 0
0 � x � 1
x � 1 .



(α) f (x) � tan x (β) g(x) � csc x

(γ) h(x) � e�x (δ) k(x) �

Eύρεση ορίων

Στις Aσκήσεις 9-16, βρείτε κάθε όριο ή εξηγήστε γιατί δεν
υπάρχει.

9.

(α) καθώς x l 0 (β) καθώς x l 2

10.

(α) καθώς x l 0 (β) καθώς x l �1

11. 12.

13. 14.

15. 16.

Στις Aσκήσεις 17-28, να βρεθούν τα όρια .

17. 18.

19. 20.

21. 22.

23.

24.

25. 26.

27. 28.

29. Έστω f (x) � � x � 1 .

(α) Δείξτε ότι η f έχει ένα σημείο μηδενισμού μεταξύ
του �1 και του 2.

(β) Eπιλύστε γραφικά την εξίσωση f(x) � 0 με μέγιστο
επιτρεπόμενο σφάλμα 10�8

(γ) Mπορεί να δειχτεί ότι η ακριβής λύση της εξίσω-
σης του ερωτήματος (β) είναι 

Yπολογίστε την τιμή της λύσης αυτής και συγκρί-
νετέ την με την απάντησή σας στο (β).

30. Έστω f (�) � �3 � 2� � 2 .

(α) Δείξτε ότι η f έχει ένα σημείο μηδενισμού μεταξύ
του �2 και του 0.

(β) Eπιλύστε γραφικά την εξίσωση f (�) � 0 με μέγιστο
επιτρεπόμενο σφάλμα 10�4

(γ) Mπορεί να δειχτεί ότι η ακριβής λύση της εξίσω-
σης του ερωτήματος (β) είναι

Yπολογίστε την τιμή της λύσης αυτής και συγκρί-
νετέ την με την απάντησή σας στο (β).

��19
27

 � 1�
1 / 3

 � ��19
27

 � 1�
1 / 3

 .

�1
2

 � �69
18 �

1 / 3

 � �1
2

 � �69
18 �

1 / 3

 .

x3

lim
xl��

  e1 / xlim
xl�

  e�x2

lim
xl�

  x2 / 3 � x�1

x2 / 3 � cos2 x
lim
xl�

  x � sin x � 2�x
x � sin x

lim
ul�

  cos u � 1
u

lim
xl�

  sin x
int x

lim
xl�

  x4 � x3

12x3 � 128
lim

xl��
  x

2 � 7x
x � 1

lim
xl�

  1
x2 � 7x � 1

lim
xl��

  x
2 � 4x � 8

3x3

lim
xl��

  2x2 � 3
5x2 � 7

lim
xl�

  2x � 3
5x � 7

lim
xl0

  
(2 � x)3 � 8

xlim
xl0

  

1
2 � x

 � 1
2

x

lim
xl0

  
(x � h)2 � x2

h
lim
hl0

  
(x � h)2 � x2

h

lim
xla

  x
2 � a 2

x4 � a 4
lim
xl1

  1 � �x
1 � x

lim  x2 � x
x5 � 2x4 � x3

lim   x2 � 4x � 4
x3 � 5x2 � 14x

sin x
x
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T

T

T

(Aν έχετε υπολογιστή, σχεδιάστε τη
συνάρτηση για �5 � x � 5 .)

(Aν έχετε υπολογιστή, σχεδιάστε την 
f (x) � x(cos (1 x) � 1) κοντά στην αρχή
ώστε να «δείτε» το όριο στο άπειρο.)

 / 

1. Aνάθεση τιμής στο 00 Σύμφωνα με τους κανόνες των εκ-
θετών, � 1 για κάθε μη μηδενικό a Ø επίσης, 0 n � 0
για κάθε θετικό n .

Aν επιχειρούσαμε να επεκτείνουμε τους κανόνες
αυτούς στο 00 θα παίρναμε αντιφατικά αποτελέσματα.
O πρώτος κανόνας δίνει 00 � 1 , ενώ ο δεύτερος δίνει
00 � 0 .

Δεν τίθεται θέμα ποιος από τους δύο κανόνες είναι
σωστός και ποιος λάθος. Kανείς από τους δύο δεν ισχύ-
ει ως έχει, άρα δεν υπάρχει αντίφαση. Mάλιστα, θα
μπορούσαμε να ορίσουμε ότι το 00 ισούται με όποιον
αριθμό μάς κάνει κέφι, αρκεί να μπορούσαμε να πεί-
σουμε και τους άλλους για την επιλογή μας. 

Ποια τιμή θα θέλατε να δώσετε στο 00; Eνδεχομέ-
νως το ακόλουθο παράδειγμα να σας δώσει μια ιδέα.
(Δείτε την Άσκηση 2 πιο κάτω για άλλο ένα παράδειγ-
μα.)

(α) Yπολογίστε το xx για x � 0,1 , 0,01 , 0,001 , κ.ο.κ.
μέχρι όπου φτάνει το κομπιουτεράκι σας. Kατα-
γράψτε τις τιμές που πήρατε. Ποια χαρακτηριστι-
κή συμπεριφορά βλέπετε να διαμορφώνεται;  

(β) Σχεδιάστε τη συνάρτηση y � xx για 0 � x � 1 . Aν

και η συνάρτηση δεν ορίζεται για x � 0 , η γραφι-
κή παράσταση θα τείνει στον άξονα y από δεξιά.
Σε ποια τιμή του y σας φαίνεται ότι συγκλίνει;
Eστιάστε (σχεδιάζοντας την καμπύλη με μεγαλύ-
τερη ανάλυση) για να υποστηρίξετε την άποψή
σας.

2. Ένας λόγος που θα θέλατε το 00 να μην ισούται με 0 ή 1 Kα-
θώς το x αυξάνεται παίρνοντας θετικές τιμές, οι αριθ-
μοί 1/x και 1 (ln x) τείνουν ταυτόχρονα στο μηδέν. Πώς
συμπεριφέρεται ο αριθμός

καθώς το x αυξάνεται; Yπάρχουν δύο τρόποι να το διε-
ρευνήσετε:

(α) Yπολογίστε τις τιμές της f για x � 10 , 100 , 1000 ,
κ.ο.κ. μέχρι όπου φτάνει το κομπιουτεράκι σας.
Ποια χαρακτηριστική συμπεριφορά βλέπετε να
διαμορφώνεται;

(β) Σχεδιάστε την f για διάφορες περιοχές σχεδίασης,
φροντίζοντας σε μερικές από αυτές να περιλαμβά-

f (x) � �1
x�

1 / (ln x)

 / 

 ,

a 0

T



νεται η αρχή των αξόνων. Tι παρατηρείτε; Παρα-
κολουθήστε την εξέλιξη των τιμών του y σε κάθε
σχήμα. Tι συμπεραίνετε;

3. Συστολή Lorentz Σύμφωνα με τη θεωρία της σχετικότη-
τας, το μήκος ενός σώματος, π.χ. ενός πυραύλου, όπως
μετριέται από κάποιον παρατηρητή, δείχνει να εξαρ-
τάται από την ταχύτητα του σώματος ως προς τον πα-
ρατηρητή. Έτσι, αν ο παρατηρητής μετρά το μήκος του
ακίνητου πυραύλου ως L0, τότε για ταχύτητα v το φαι-
νόμενο μήκος θα είναι 

. 

H εξίσωση αυτή είναι ο τύπος συστολής μήκους του
Lorentz. Eδώ, c είναι η ταχύτητα του φωτός στο κενό,
περίπου 3 � 108 m sec. Tι παθαίνει το L καθώς αυξάνε-
ται το v ; Bρείτε το όριο limvlc� L Γιατί έπρεπε να πά-
ρουμε το αριστερό όριο;

4. Eλέγχοντας τη ροή μιας δεξαμενής που αδειάζει O νόμος του
Torricelli μάς λέει ότι αν αδειάσουμε μια δεξαμενή σαν
κι αυτή που φαίνεται στο σχήμα, ο ρυθμός εκροής y του
νερού ισούται με ένα σταθερό πολλαπλάσιο της τετρα-
γωνικής ρίζας του ύψους x της στάθμης του νερού (δεί-
τε το σχήμα). H πολλαπλασιαστική σταθερά εξαρτάται
από τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά (σχήμα και μέγε-
θος) της βαλβίδας εκροής.

Έστω ότι για μια δεδομένη δεξαμενή.
Eπιθυμείτε να διατηρήσετε περίπου σταθερό τον ρυθ-
μό εκροής προσθέτοντας περιοδικά νερό στη δεξαμε-
νή με μια αντλία. Σε πόσο ύψος πρέπει να διατηρήσε-
τε τη στάθμη του νερού αν ο επιθυμητός ρυθμός
εκροής είναι 

(α) y0 � 1 m3 min με απόκλιση το πολύ 0,2 m3 min;

(β) y0 � 1 m3 min με απόκλιση το πολύ 0,1 m3 min;

5. Θερμική διαστολή σε εξοπλισμό ακριβείας Όπως μάλλον γνω-
ρίζετε, τα περισσότερα μέταλλα διαστέλλονται όταν
θερμαίνονται και συστέλλονται όταν ψύχονται. Mερι-
κές φορές οι διαστάσεις εργαστηριακών συσκευών πρέ-
πει να είναι τόσο αυστηρά καθορισμένες, ώστε ακόμη
και το εργοστάσιο που τις κατασκευάζει πρέπει να δια-
τηρείται στην ίδια θερμοκρασία με αυτήν του εργαστη-
ρίου που θα τις χρησιμοποιήσει. Mια συνήθης ράβδος
αλουμινίου πλάτους 10 cm στους 20�C, θα έχει πλάτος

y � 10 � (t � 20) � 10�4

εκατοστά σε μια παραπλήσια θερμοκρασία t Έστω ότι
χρησιμοποιείτε μια τέτοια ράβδο σε έναν ανιχνευτή
βαρυτικών κυμάτων, όπου η επιτρεπόμενη απόκλιση

από το ιδανικό πλάτος των 10 cm είναι 0,0005 cm. Πό-
σο κοντά στην τιμή � 20�C πρέπει να διατηρήσετε
τη θερμοκρασία για να μην υπερβεί τις καθορισμένες
διαστάσεις διαστελλόμενη η ράβδος; 

6. Mάθετε γράφοντας: Έχουμε λόγο να πιστεύουμε ότι θα
πρέπει να υπάρχει πάντα ένα ζεύγος διαμετρικά αντίθε-
των σημείων στον ισημερινό της Γης, των οποίων οι
θερμοκρασίες θα είναι οι ίδιες; Eξηγήστε την άποψή
σας. 

7. Pίζες δευτεροβάθμιας εξίσωσης που είναι σχεδόν γραμμική H
εξίσωση � 2x � 1 � 0 , όπου a είναι σταθερά, έχει
δύο ρίζες αν a � �1 και a � 0 , μια θετική και μια αρ-
νητική:

, .

(α) Tι θα συμβεί στην r
�

(a) καθώς a l 0 ; Kαθώς a l
�1� ;

(β) Tι θα συμβεί στην r
�

(a) καθώς a l 0 ; Kαθώς a l

�1� ;

(γ) Eπιβεβαιώστε τις παραπάνω απαντήσεις σας σχε-
διάζοντας τις r

�
(a) και r

�
(a) ως συναρτήσεις του a .

Περιγράψτε τι βλέπετε.

(δ) Για περαιτέρω κατοχύρωση, σχεδιάστε στο ίδιο
σχήμα πέντε εκδοχές της f (x) � � 2x � 1, δη-
λαδή για a � 1 , 0,5 , 0,2 , 0,1 , και 0,05 .

8. Πλευρικά όρια Aν limxl0� f (x) � A και limxl0� f (x) � B
να βρεθούν τα:

(α) limxl0� f ( � x)

(β) limxl0� f ( � x)

(γ) limxl0� f ( � )

(δ) limxl0� f ( � )

9. Όρια και συνέχεια Ποιες από τις ακόλουθες προτάσεις
αληθεύουν, και ποιες όχι; Aν αληθεύουν, πείτε γιατί.
Aν όχι, δώστε ένα αντιπαράδειγμα (δηλαδή, ένα παρά-
δειγμα που επιβεβαιώνει το ψευδές τους).

(α) Aν υπάρχει το limxla f (x) αλλά δεν υπάρχει το
limxla g(x) , τότε δεν υπάρχει το limxla( f (x) � g(x)) .

(β) Aν δεν υπάρχει ούτε το limxla ( f (x) ούτε το
limxla g(x) , τότε και το limxla f (x) � g(x)) δεν
υπάρχει.

(γ) Aν η f είναι συνεχής στο x τότε και η � f � είναι συ-
νεχής. 

(δ) Aν η � f � είναι συνεχής στο a τότε και η f είναι συ-
νεχής.

10. Pίζα εξίσωσης Δείξτε ότι η εξίσωση x � 2 cos x � 0 έχει
τουλάχιστον μία ρίζα.

Aυστηρός ορισμός του ορίου

Στις Aσκήσεις 11-14, χρησιμοποιήστε τον αυστηρό ορισμό
του ορίου για να δείξετε ότι η συνάρτηση είναι συνεχής
στο .

11. f (x) � � 7 , � 1

12. g(x) � 1 (2x) , � 1 4

13. h(x) � , � 2

14. F(x) � , � 5x 0�9 � x

x 0�2x � 3

 / x 0 / 

x 0x2

x 0

 ,

 ,

x4x2

x4x2

x3

x3

 ,

ax2

r�(a) � �1 ��1 � a
ar�(a) � �1 ��1 � a

a

ax2

t0

 .

 /  / 

 /  / 

y � �x  /  2

x

P����� ������ y m3/ min

 .
 / 

L � L0 �1 � v
2

c 2
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15. Συνάρτηση συνεχής μόνο σε ένα σημείο Έστω

(α) Δείξτε ότι η f είναι συνεχής στο x � 0 .

(β) Bάσει του γεγονότος ότι κάθε μη κενό ανοιχτό διά-
στημα πραγματικών αριθμών περιέχει τόσο ρητούς
όσο και άρρητους αριθμούς, δείξτε ότι η f είναι
ασυνεχής για κάθε x διάφορο του μηδενός.

16. H συνάρτηση Dirichlet Kάθε ρητός αριθμός x μπορεί να
γραφεί με μοναδικό τρόπο ως πηλίκο ακεραίων m n,
όπου n � 0 και οι m και n δεν έχουν κοινούς παράγο-
ντες πλην της μονάδας. (Λέμε τότε ότι το κλάσμα αυτό
είναι ανάγωγο. Για παράδειγμα, ο 6 4 γράφεται ως
3/2 .) Έστω ότι η συνάρτηση f (x) ορίζεται για κάθε x
στο διάστημα [0 , 1] ως εξής:

f(x) = �
1/n αν x = m/n ρητό ανάγωγο κλάσμα

0   αν x άρρητος.

Για παράδειγμα,  f (0) � f (1) � 1 ,  f (1 2) � 1 2 ,
f (1 3) � f (2 3) � 1 3 ,  f (1 4) � f (3 4) � 1 4 , κ.ο.κ.

(α) Δείξτε ότι η f είναι ασυνεχής σε κάθε ρητό αριθμό
στο διάστημα [0 , 1] .

(β) Δείξτε ότι η f είναι συνεχής σε κάθε άρρητο αριθμό
στο διάστημα [0 , 1] . (Yπόδειξη: Aν 
 είναι ένας δο-
σμένος θετικός αριθμός, δείξτε ότι υπάρχει μόνο
πεπερασμένο πλήθος ρητών αριθμών r στο [0 , 1]
τέτοιοι ώστε f (r) � 
 )

(γ) Παραστήστε γραφικά την f .

 .

 /  /  /  /  /  / 

 /  / 

 / 

 / 

f (x) � � 

x  if x is rational
0  if x is irrational.
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Απαντήσεις

KΕΦΑΛΑΙΟ 0

A-1

Eνότητα 0.1, σελ. 7-10
1. (α) �x � �2, �y � �3 (β) �x � 2, �y � �4 

3. (α) m � 3 (β) m �

5. (α) x � 2, y � 3 (β) x � �1, y �

7. (α) y � 1(x � 1) � 1 (β) y � �1(x � 1) � 1 
9. (α) 3x � 2y � 0 (β) y � 1

11. (α) y � 3x � 2 (β) y � �x � 2

13. y �

15. (α) (i) Κλίση: (β) (i) Κλίση: �1

(α) (ii) τεταγμένη y : 3 (ii) τεταγμένη y : 2
(α) (iii) (β) (iii)

17. (α) y � �xØ y � x

(β) y � �2x � 2Ø y � � 3

19. m � b � 21. y � �1

23. y � 1(x � 3) � 4

y � x � 3 � 4

y � x � 1, που είναι η ίδια εξίσωση.

25. (α) k � 2 (β) k � �2

27. 5,97 ατμόσφαιρες (k � 0,0994)

29. (α) Nαι, �40�F είναι το ίδιο με �40�C.

(β) Kαι οι τρεις ευθείες διέρχονται από το σημείο

(�40, �40).

33. (α) y � � b

(β) Oι συντεταγμένες του Q είναι 

(γ) Aπόσταση �

35. 11,5 m
37. (α) y � 4,087 + 0,308 x

(β) H κλίση είναι 0,308. Aντιπροσωπεύει την κατά
προσέγγιση μέση αύξηση βάρους σε kg ανά μήνα.

(γ) (δ) 13,33 kg

39.(α) y � 5632x � 11.080.280
(β) Pυθμός με τον οποίο αυξάνεται η μέση τιμή σε

δολάρια κατ’ έτος
(γ) y � 2732x � 5.362.360
(δ) Στις βορειοανατολικές πολιτείες

Eνότητα 0.2, σελ. 20-24

1. A � x 2, p � 3x

3. x � , A � 2d 2, V �

5. (α) Δεν είναι συνάρτηση του x διότι σε μερικές τιμές του
x αντιστοιχούν δύο τιμές του y

(β) Eίναι συνάρτηση του x διότι σε κάθε x αντιστοιχεί
μία μόνο τιμή του y

7. (α) D: (��, �), R: [1, �) (β) D: [0, �), R: (��, 1]
9. D: [�2, 2], R: [0, 2]

11. (α) Συμμετρική ως προς την αρχή των αξόνων
y

x

y = –x 3

–2 2

–2

2

d 3

3�3

d

�3

�3
4

� Aa � Bb � C �

�A2 � B2

A2b � BC � ABa
A2 � B2 �

�B2a � AC � ABb
A2 � B2

 ,

B
A

 (x � a)

�
3
2

7
2

,

1
2

 x

y

x

y = –x + 2

y

x

y = –     x + 33
4

�
3
4

5
2

 x

4
3

y

B
A

x

5

5

y

B

A

x

5

5

�1
3



(β) Συμμετρική ως προς τον άξονα y

13. (α) Σε κάθε θετική τιμή του x, αντιστοιχούν δύο τιμές
του y.

(β) Σε κάθε x � 0, αντιστοιχούν δύο τιμές του y.

15. (α) Άρτια (β) Περιττή
17. (α) Περιττή (β) Άρτια
19. (α) Tίποτα από τα δύο (β) Άρτια
21. (α) Πεδίο ορισμού � το σύνολο των πραγματικών,

πεδίο τιμών � (��, 2]
(β) Πεδίο ορισμού � το σύνολο των πραγματικών,

πεδίο τιμών � [�3, �)

23. (α)

(β) Tο σύνολο των πραγματικών
(γ) Tο σύνολο των πραγματικών

25. Διότι αν ισχύει το κριτήριο της κατακορύφου, τότε σε
κάθε τετμημένη x αντιστοιχεί το πολύ μία τεταγμένη y
σημείου της καμπύλης. H τεταγμένη αυτή είναι η τιμή
που αναθέτει η συνάρτηση στο x, και συνεπώς η ανά-
θεση τιμών είναι μοναδική.

27. (α) f (x) �

(β) f (x) �

(γ) f (x) �

(δ) f(x) �

29. (α) Θέση 4 (β) Θέση 1
(γ) Θέση 2 (δ) Θέση 3

31. (x � 2)2 � (y � 3)2 � 49

33. y � 1 � (x � 1)2/3

35. y � x

37. (α) 2 (β) 22 (γ) x 2 � 2     (δ) x 2 � 10x � 22
(ε) 5 (στ) �2 (ζ) x � 10 (η) x4 � 6x 2 � 6

39. (α) (β) (γ)   �4
x � 5�

24
x2

 � 54
x2

 � 5

y

x

6

4

2

–2

–4

–6

5–5 7.5–7.5 2.5–2.5

y =     (x + 1) + 5 1
2

or y =     x 1
2

y + 5 =    (x – 1 + 1) + 5 1
2

1
2

y

y = x

y + 1 = (x – 1)

x

2

1

–1

–2

321–1–2–3

2/3

(1, –1)

2/3

y

0
x

(x + 2)2 + (y + 3)2 = 49

x2 + y2 = 49

(–2, –3)

��3x � 3,
�2x � 3,

�1 � x � 0
0 � x � 2

� �x � 2,

�1
3

 x � 5
3

,

0 � x � 2

2 � x � 5

�
2,
0,
2,
0,

0 � x � 1
1 � x � 2
2 � x � 3
3 � x � 4

�x,
�x � 2,

0 � x � 1
1 � x � 2

y

x

4 – x2 ��� x < 1    
3
2

3
2

x   +     ��� 1 ≤ x ≤ 3

x + 3 ��� x > 3
{y

y

x

 y = 2⏐x + 4⏐ – 3 

y

x

y = –⏐3 – x⏐+ 2

y

x
1

y2 = x2

1

–1

–1

y

x
2

2

4

0

–2

–4

4

⏐y⏐ = x

6

y

y = –

x

2

–2

–4

–6

–8

42–2–4

1
x2
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(δ) (ε) (στ)

41. (α) g(f(x)) (β) j (g(x)) (γ) g(g(x))

(δ) j ( j (x)) (ε) g(h( f (x))) (στ) h( j ( f (x)))

43. (α) g(x) � x2 (β) g(x) � (γ) f (x) �

(δ) f (x) � x 2 (Προσοχή: Tο πεδίο ορισμού της σύνθε-
της συνάρτησης είναι [0, �).)

45. (α) D: [0, 2], R: [2, 3] (β) D: [0, 2], R: [�1, 0]

(γ) D: [0, 2], R: [0, 2] (δ) D: [0, 2], R: [�1, 0]

(ε) D: [�2, 0], R: [0, 1] (στ) D: [1, 3], R: [0, 1]

(ζ) D: [�2, 0], R: [0, 1] (η) D: [�1, 1], R: [0, 1]

47. (α) Διότι η περιφέρεια του αρχικού κύκλου ήταν 8�
προτού της αφαιρέσουμε τμήμα μήκους x

(β) r � � 4 �

(γ) h � �

(δ) V � �r 2h �

49. (α) Nαι. Eφόσον ( f � g)(�x) � f (�x) � g(�x) � f(x) � g(x)
� ( f � g)(x), η συνάρτηση ( f � g)(x) θα είναι επίσης
άρτια.

(β) Tο γινόμενο είναι άρτια συνάρτηση, εφόσον
(f � g)(�x) � ( f � g)(x).

(8p � x)2 �16px � x2

24p 2

1
3

�16px � x2

2p
�16 � r 2

x
2p

8p � x
2p

y

1

x
1

y = – f(x + 1) + 1

0–1

2

y

1

x
–1

y = f (–x)

0

2

–2

y

1

x
1

y = f(x – 1)

0

2

2 3

y

1

x
–1 0

2

–2

y = f(x + 2)

y

1

x
1

y = – f (x)

0 2

–1

y

1

x
1

y = 2 f(x)

0

2

2 3

y

1

x
1

y = f (x) – 1

0 2

–1

y

1

x
1

y = f(x) + 2

0

2

3

2 3 4

1
x

1
x � 1

1
(4x � 5)2

1
4x2 � 5� 1

4x � 5�
2 53. (δ) (g � f )(x) � Ø D(g � f ) � [�2, 2]Ø R(g � f ) �

[0, 2] ( f � g)(x) � 4 � � 4 � x for x � 0Ø D( f � g)
� [0, �)Ø R( f � g) � (��, 4]

55. (α) y � 4,44647x0,511414

(β)

(γ) 15 km/h
(δ) 14 km/h, y � 0,913695x � 4,189976Ø η παλινδρομική

καμπύλη δύναμης του ερωτήματος (α) ταιριάζει κα-
λύτερα στα δεδομένα.

Eνότητα 0.3, σελ. 29-31
1. (α) 3.(ε) 5.   (β)
7. Πεδίο ορισμού: το σύνολο των πραγματικών, 

πεδίο τιμών: (��, 3),
τετμημένη x : � 1,585,
τεταγμένη y : 2

9. Πεδίο ορισμού: το σύνολο των πραγματικών, 
πεδίο τιμών: (�2, �), 
τετμημένη x : � 0,405, 
τεταγμένη y : 1

11. 34x 13. 2�6x

15. 17.

19. Aν οι μεταβολές του x είναι σταθερές για μια γραμμική
συνάρτηση, δηλαδή �x � c, τότε οι μεταβολές του y θα
είναι επίσης σταθερές, και μάλιστα, �y � mc.

y

x

y = 3e–x – 2 

y

x

y = –2x + 3

y (km/h)

x (m)

25

20

15

10

5

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

����	
��

�������	��� ��	��� ����	��

���		��� �������	���

(�x)2
�4 � x2
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x y �y
1 �1

2
2 1

2
3 3

2
4 5

x y �y
1 1

3
2 4

5
3 9

7
4 16



21. a � 3, k � 1,5 23. x � 2,3219
25. x � �0,6309 27. 7609,7 εκατομμύρια
29. Mετά από 19 έτη

31. (α) A(t) � 6,6 

(β) Περίπου μετά από 38 ημέρες
33. � 11,433 έτη 35. � 11,090 έτη
37. � 19,108 έτη 39. 248 � 2,815 	 1014

41. (α) Παλινδρομική εξίσωση: P(x) � 6,033(1,030)x, όπου
το x � 0 αντιστοιχεί στο 1900

(β) Περίπου 6,03 εκατομμύρια, που δεν προσεγγίζει
ιδιαίτερα επιτυχώς τον πραγματικό πληθυσμό

(γ) O ετήσιος ρυθμός αύξησης είναι περίπου 3%.

Eνότητα 0.4, σελ. 41-43
1. Ένα προς ένα (1–1) 3. Δεν είναι ένα προς ένα 
5. Ένα προς ένα (1–1) 7. D: (0, 1], R: [0, �)

9. D( f �1) � [0, �)Ø R( f �1) � [0, �)

11. f �1(x) � 13. f �1(x) �

15. f �1(x) � � 1 17. f �1(x) �

19. f �1(x) � (x � 1)1/3 δηλαδή 

21. f �1(x) � �x1/2 δηλαδή �

23. f �1(x) � 2 � (�x)1/2 δηλαδή 2 �

25. f �1(x) � δηλαδή 

27. f �1(x) �

29. y � ex ln 3 �1 

(α) D � (��, �)
(β) R � (�1, �)

1 � 3x
x � 2

1

�x

1
x1/2

��x

�x

�3 x � 1

x � 3
2

�x

�3 x � 1�x � 1

y

x
0

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5

y = f (x) = x 
y = x

y = f –1(x) = x 

3/2

2/3

y

1

x
1

y = f (x)

y = x
y = f –1(x)

y

x

P = 6,033(1,030)x

�1
2�

t/14

31. y � 1 � ln x
(α) D � (0, �)
(β) R � (��, �)
(γ)

33. t � ln 2 / ln 1,045 � 15,75

35. x � ln � �0,96 ή 0,96

37. y � e2t�4

39. (α) f �1(x) � log2

(β) f �1(x) � log1,1

41. (α) Ποσότητα � 8 

(β) 36 ώρες
43. � 44,081 έτη
45. 10 db
47. (4, 5)
49. (α) (1,58, 3)

(β) Δεν υπάρχει σημείο τομής
51. Oι f και g είναι αντίστροφες η μία της άλλης εφόσον

( f � g)(x) � (g � f )(x) � x.
(α) (β) και (γ)

53. Oι f και g είναι αντίστροφες η μία της άλλης εφόσον
( f � g)(x) � (g � f )(x) � x.
(α) (β) και (γ)

55. (α) Tα γραφήματα των y1, δείχνουν να είναι κατακόρυ-
φες μετατοπίσεις των γραφημάτων των y2.

y1, y2

x

1

2

0
1 21,50,5

–4

–3

–2

–1
y1 = ln(ax) ���
a = 2, 3, 4, 5
y2 = ln x
     

y

x
–2–3–4 –1 2 31 4

–

–

2

3

–4

–1

2

3

4

1
( f˚ g)(x) 
(g˚ f ) (x) 

( f˚ g)(x) = 
(g˚ f ) (x) = x

y

x
–2–3–4 –1 2 31 4

–

–

2

3

–4

–1

2

3

4

1
g(x)  

f(x) 

f (x) = 3x
g (x) = x

3

y

x
–2–3 –1 21 3

–

–

2

3

–1

2

3

1

( f  ˚  g) (x)  
(g  ̊ f ) (x) 

( f  ˚  g) (x) = 
(g  ̊ f ) (x) = x

y

x
–2–3 –1 21 3

–

–

2

3

–1

2

3

1

g(x)  

f (x) 
 f (x) = x3

g(x) = x1/3

�1
2�

t/12

� x
50 � x�

� x
100 � x�

�3 
 �5
2 �

y

x
1

1

2

3

4

5

–1
0

3 52 4

y = 1 – ln x

A-4 Απαντήσεις



(β)

(γ) y3 � y1 � y2 � ln ax � ln x � (ln a � ln x) � ln x �
ln a, a σταθερά.

57. x � �0,76666
59. (α) y(x) � �474,31 � 121,13 ln xØ 59,48 εκατομμύρια

τόνοι παρήχθησαν το 1982 και 83,51 εκατομμύρια
τόνοι παρήχθησαν το 2000

(β)

(γ) y(82) � 59 και y(100) � 84

Eνότητα 0.5, σελ. 55-59
1. (α) 8� m (β) m
3.

5. (α) cos x � , tan x �

(β) sin x � , tan x �

7. (α) Περίοδος � (β) Περίοδος 2

y

x

y = cos πx

1

1

–1

20

y

x

y = sin 2x

π–
2

1

–1

π

�2�2�
2�2
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�
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5
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y = –474,31 + 121,13 ln x

y3

y3 = ln(ax) – ln x
��� a = 1, 2, 3, 4, 5
     

x
1 21,50,5

0,5

2,5

1

–1

3

2

1.5

–0,5

A-5Απαντήσεις

� �� 0

sin � 0 0 1

cos � �1 1 0

tan � 0 0 AOP �1

cot � AOP AOP 0 �1

sec � �1 �2 1 AOP

csc � AOP AOP 1 �2� 2

�3

��2

1

�3

�3

� 1

�2
�1

2

1

�2
�

�3
2

3p

4
p

2
�2p

3

9. (α) Περίοδος 2�

(β) Περίοδος 2�

11. Περίοδος , συμμετρική ως προς την αρχή των αξόνων

13. (α) �cos x (β) �sin x
19. (α) A � 2, B � 2�, C � ��, D � �1

(β) A � , B � 2, C � 1, D �

21. (α) 20,5 (β) 365

(γ) Δεξιά 101 (δ) Κάτω 3,8

23. (α) (β) (γ)

25. (α) (β) (γ)

37. (α) c � � 2,646 (β) c � 1,951
39. (α) Oι τιμές του sin x προσεγγίζουν τις τιμές του x. Για

x � 0, και οι δύο συναρτήσεις μηδενίζονται.
(β) Kαι οι δύο συναρτήσεις τείνουν στο μηδέν, αλλά

�7

p

6
3p

4
p

3

p

6
�

p

3
p

4

y

x

1

1 2 3–1–2
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1
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1
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y =      sin (πx – π) + 

1
2

1
2

y

x

1
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y = 2sin (x + π)
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– 3π—
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1
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–
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–π π–
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2
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x

1

0

–1

π
2

3π
2

y = sin π–
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⎛
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1
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για κάθε x διάφορο του μηδενός, η τιμή του sin x
είναι μικρό κλάσμα της τιμής του x.

41. (α) Πεδίο ορισμού: όλοι οι πραγματικοί αριθμοί εκτός

όσων έχουν τη μορφή � k�, όπου k ακέραιοςØ

πεδίο τιμών: � y � .

(β) Πεδίο ορισμού: �� � x � �Ø πεδίο τιμών: �� � y
� �

43. x � 1,190 και x � 4,332 45. x � �1,911 και x � 1,911

47. (α)

(β) Πλάτος � 1,414, περίοδος � 2�, οριζόντια μετατό-
πιση � �0,785 ή 5,498 σε σχέση με το sin x, κατα-
κόρυφη μετατόπιση: 0

49. (α) p � 0,6 sin (2479t � 2,801) � 0,265

(β) � 395 Hz
51. (α) y � 3,0014 sin (0,9996x � 2,0012) � 2,9999

(β) y � 3 sin (x � 2) � 3

Eνότητα 0.6, σελ. 65-67

1. 3.

5. 
y

x
0 4

2

t � 0, 2�

� 1x2
—
16

y2
—
4�

y

x
1

x2 + = 1

t = 1,   t = 0

 y2

1

–1

–1

1
2
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y

x
t = π t = 0

0

x2 + y2 = 1

1

p
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p = 0,6 sin (2479t – 2,801) + 0,265

y

x

y = sin x + cos x

p

2
�

p

2

p

2

7.

9.

11.

13.

15.

17.

19. (α) x � a cos t, y � �a sin t, 0 � t � 2�
(β) x � a cos t, y � a sin t, 0 � t � 2�
(γ) x � a cos t, y � �a sin t, 0 � t � 4�
(δ) x � a cos t, y � a sin t, 0 � t � 4�

y

x

x2 – = 4 y2

–4 4–2 2

–2

2

4

–4

t = n

y

x
10

t � 0

t � –1

y � √ ⎯⎯⎯⎯⎯1 � x2

–1

y

x

2

2

 y = –x + 2 
t > 0

t < 0

t = 0

(1, 1)

y

x
10

t � 0

x2 � y2 � 1

y

x
0 1

1

y � √⎯x

t � 0

y

x
0 1

1

y � x2

t � 0 t � 0
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21. Πιθανή απάντηση: x � �1 � 5t, y � �3 � 4t, 0 � t � 1
23. Πιθανή απάντηση: x � t 2 � 1, y � t, t � 0
25. Πιθανή απάντηση: x � 2 � 3t, y � 3 � 4t, t � 0
27. Γραφική παράσταση (γ), Διαστάσεις: [�4, 4] επί [�3,

3], 0 � t � 2�
29. Γραφική παράσταση (δ), Διαστάσεις: [�10, 10] επί

[�10, 10], 0 � t � 2�

31.

33.

35.

37.

39. 1 � t � 3 41. �5 � t � �3
49. x � 2 cot t, y � 2 sin2 t, 0 � t � �
51. (α) H καμπύλη διατρέχεται από δεξιά προς αριστερά

και εκτείνεται απεριόριστα από την αρχή των αξό-
νων και προς τις δύο κατευθύνσεις.

Eνότητα 0.7, σελ. 73-76
1. (α) H γραφική παράσταση υποστηρίζει την υπόθεση

ότι το y είναι ανάλογο του x. H σταθερά αναλογίας
εκτιμάται από την κλίση της παλινδρομικής ευ-
θείας, που ισούται με 0,166.

(β) H γραφική παράσταση υποστηρίζει την υπόθεση
ότι το y είναι ανάλογο του x1/2. H σταθερά αναλο-
γίας εκτιμάται από την κλίση της παλινδρομικής
ευθείας, που ισούται με 2,03.

3. Παλινδρόμηση με πολυώνυμο δευτέρου βαθμού μάς
δίνει y � 0,064555x 2 � 0,078422x � 4,88961. H καμπύ-
λη παλινδρόμησης δύναμης προσαρμόζεται καλά στα
δεδομένα.

5. (α) Παλινδρόμηση με εκθετική συνάρτηση μάς δίνει
y � 0,5(0,69x) � 0,5e�0,371x.

(β) H εκθετική καμπύλη παλινδρόμησης προσαρμόζε-
ται πολύ καλά στα δεδομένα.

(γ) Tο μοντέλο προβλέπει ότι μετά από 12 ώρες, η πο-
σότητα διγοξίνης στο αίμα θα είναι λιγότερη από
0,006 mg.

7. (α) H εκθετική παλινδρόμηση μάς δίνει
C � 770(0,715t) � 770e�0,336 t.

(β) H εκθετική συνάρτηση δείχνει να αποδίδει πιστά την
τάση που εμφανίζουν τα πειραματικά δεδομένα.
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(γ) Tο μοντέλο προβλέπει ότι η συγκέντρωση φαρμα-
κευτικής ουσίας στο αίμα θα πέσει κάτω από 10
ppm μετά από 12 ημέρες και 22 ώρες.

9. H κλίση της παλινδρομικής ευθείας είναι 0,008435, και
άρα το μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει το βάρος
συναρτήσει του l είναι w � 0,008435l 3.

11. Γράφημα (γ) 13. Γράφημα (γ)
15. (στ)Mία πιθανότητα είναι η εξής: Έστω y το πλήθος

των ατόμων στη σχολή σας που έχουν αρρωστήσει
από γρίππη και έστω x ο αριθμός των ημερών που
πέρασαν από τότε που εκδήλωσε συμπτώματα ο
πρώτος ασθενής. Στην αρχή, η γρίππη δεν μεταδί-
δεται πολύ γρήγορα διότι υπάρχουν λίγα μολυ-
σμένα άτομα  για να τη μεταδώσουν. Aλλά καθώς
αρρωσταίνουν όλο και περισσότεροι, η ασθένεια
εξαπλώνεται ταχύτερα. H ταχύτερη εξάπλωση προ-
κύπτει όταν ο μισός πληθυσμός έχει αρρωστήσει,
διότι τότε υπάρχουν πολλοί ασθενούντες για να
μεταδώσουν τη γρίππη αλλά και πολλοί υγιείς ακό-
μα που μπορούν να μολυνθούν από τον ιό. Kαθώς ο
χρόνος περνά και όλο και περισσότερα άτομα αρ-
ρωσταίνουν, υπάρχουν όλο και λιγότερα άτομα
«διαθέσιμα προς μόλυνση» κι έτσι η εξάπλωση της
ασθενειας αρχίζει να επιβραδύνεται. H συμπεριφο-
ρά αυτή μπορεί να περιγραφεί με μια συνάρτηση
όπως αυτή που δείχνεται στο σχήμα (στ).

17.

19. (α)

1 2 3 4 7 8 95 6 10 13 14 151211 16
0

T�������

X����� (sec)

0

1

2

3

4

5

6

���� (m)

X�����

(β)

21. (α) H γραφική αυτή παράσταση θα μπορούσε να παρι-
στάνει τη γωνία που σχηματίζει με την κατακόρυφο
ένα εκκρεμές καθώς κινείται πέρα δώθε. H μεταβλη-
τή y παριστάνει τη γωνία ενώ η x παριστάνει τον χρό-
νο. Λόγω τριβής, το πλάτος της ταλάντωσης φθίνει,
όπως φαίνετα στο σχήμα. Όταν το y είναι θετικό, το
εκκρεμές βρίσκεται στη μία πλευρά της κατακορύ-
φου, ενώ όταν το y είναι αρνητικό, το εκκρεμές βρί-
σκεται στην άλλη πλευρά.

(β) H γραφική αυτή παράσταση θα μπορούσε να παρι-
στάνει τη γωνία που σχηματίζει με την κατακόρυφο
η κούνια παιδικής χαράς, καθώς το παιδί που κάθε-
ται σε αυτήν  κουνά τα πόδια του ρυθμικά για να
αποκτήσει ώθηση. H μεταβλητή y παριστάνει τη
γωνία ενώ η x παριστάνει τον χρόνο. Eπειδή το παιδί
προσδίδει μηχανική ενέργεια στο σύστημα (κούνια
� παιδί), το πλάτος της ταλάντωσης αυξάνεται με
τον χρόνο, όπως φαίνεται στο σχήμα. Όταν το y είναι
θετικό, η κούνια βρίσκεται στη μία πλευρά της κα-
τακορύφου, ενώ ενώ όταν το y είναι αρνητικό, η κού-
νια βρίσκεται στην άλλη πλευρά.

Aσκήσεις Kεφαλαίου 0, σελ. 77-80
1. y � 3x � 9 3. x � 0
5. y � 2 7. y � �3x � 3

9. y � x � 11. y � x �

13. A � �r 2, C � 2�r, A � 15. x � tan �, y � tan2 �

17. Ως προς την αρχή 19. Ως προς τίποτα από τα 
δύο

21. Άρτια 23. Άρτια
25. Περιττή 27. Tίποτα από τα δύο
29. (α) Πεδίο ορισμού: το σύνολο των πραγματικών

(β) Πεδίο τιμών: [�2, �)
31. (α) Πεδίο ορισμού: [�4, 4]

(β) Πεδίο τιμών: [0, 4]
33. (α) Πεδίο ορισμού: το σύνολο των πραγματικών

(β) Πεδίο τιμών: (�3, �)
35. (α) Πεδίο ορισμού: το σύνολο των πραγματικών

(β) Πεδίο τιμών: [�3, 1]
37. (α) Πεδίο ορισμού: (3, �)

(β) Πεδίο τιμών: το σύνολο των πραγματικών
39. (α) Πεδίο ορισμού: [�4, 4]

(β) Πεδίο τιμών: [0, 2]

41. f(x) �

43. (α) 1

(β)

(γ) x, x � 0

(δ) 1

�1/�x � 2 � 2

�1 � x,
2 � x,

0 � x � 1
1 � x � 2

C 2

4p

8
3

2
3

20
3

�4
3

1 2 3 4 7 8 95 6 10 13 14 151211 16
0

A������� ��!��"� (m)

X����� (sec)
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45. (α) ( f � g)(x) � �x, x � �2, (g � f )(x) �
(β) Πεδίο ορισμού ( f � g): [�2, �), πεδίο ορισμού

(g � f ): [�2, 2]
(γ) Πεδίο τιμών ( f � g): (��, 2], πεδίο τιμών (g � f ):

[0, 2]
47. Aντικαθιστούμε το τμήμα της καμπύλης για x � 0 με το

κατοπτρικό είδωλο του τμήματος για x � 0 έτσι ώστε το
τελικό γράφημα γίνεται συμμετρικό ως προς τον άξονα
y .

49. H γραφική παράσταση δεν επηρεάζεται.
51. Προστίθεται το κατοπτρικό είδωλο του τμήματος για x

� 0 έτσι ώστε το τελικό γράφημα γίνεται συμμετρικό
ως προς τον άξονα y

53. Kατοπτρίζεται το τμήμα της καμπύλης για y � 0 πάνω
στον άξονα x

55. Kατοπτρίζεται το τμήμα της καμπύλης για y � 0 πάνω
στον άξονα x

57. (α) Συμμετρία ως προς την ευθεία y � x

59. (α) f �1(x) �

(β)

61. (α) f (g(x)) � � x, g( f(x)) � � x

(β) y

1

–1

x
1–1

y = x3

2–2

–2

2

y = x1/3

�3 x3(�3 x)3

y

x

y1

y2

y1 = 2 – 3x

y2 = 
2 – x

3

2 � x
3

y

1

x
10

0 ≤ x ≤ 1

y = √⎯⎯⎯⎯1 – x 2

y

x

 y = x 

 y = x 

 y = ⎥ x⎥ 

�4 � x2 63. (α) f �1(x) � x � 1

(β)  f �1(x) � x � b. Tο γράφημα της f �1 είναι μια ευθεία
παράλληλη στο γράφημα της f. Tα γραφήματα των f
και f �1 κείνται εκατέρωθεν της ευθείας y � x από
την οποία και ισαπέχουν.

(γ)  Tα δύο γραφήματα είναι παράλληλα και κείνται
εκατέρωθεν της ευθείας y � x από την οποία και
ισαπέχουν.

65. 2,718281828459
67. (α) 7,2 69. (α) 1

(β) (β) 1

(γ) (γ) �x2 � y2

71. � 0,6435 rad δηλ. 36,8699�

73. cos � � , sin � � , tan � � , sec � � , 

csc � � , cot � �

75. Περίοδος 4�

77.

79. (α) a � 1Ø b �
(β) c � Ø a �

81. (α) a � (β) c �

83. Eφόσον το sin (x) έχει περίοδο 2�, (sin (x � 2�))3 �
(sin (x))3. H συνάρτηση αυτή έχει περίοδο 2�. H
γραφική παράσταση μας πείθει ότι αυτή είναι η μι-
κρότερη δυνατή περίοδος.

87.

89. (α) 91. (α)

(β) (β)

(γ) (γ)

93. 2

95. 97. 99. �1 � x2

x�4x2 � 1�1
2

p

3
p
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101. (α) OρίζεταιØ υπάρχει γωνία εφαπτομένης 2.
(β) Δεν ορίζεταιØ δεν υπάρχει γωνία συνημιτόνου 2.

103. (α) Δεν ορίζεταιØ δεν υπάρχει γωνία τέμνουσας 0.
(β) Δεν ορίζεταιØ δεν υπάρχει γωνία ημιτόνου .

105. � 16,98 m 107. (β) 4�

109. (α) � 1Ø όλη η καμπύλη

(β) Aρχικό σημείο: (5, 0), τελικό σημείο: (5, 0)

111. (α) y � 2x � 7Ø από (4, 15) έως (�2, 3)
(β) Aρχικό σημείο: (4, 15), τελικό σημείο: (�2, 3)

113. Πιθανή απάντηση: x � �2 � 6t, y � 5 � 2t, 0 � t � 1
115. Πιθανή απάντηση: x � 2 � 3t, y � 5 � 5t, 0 � t

Eπιπρόσθετες Aσκήσεις Kεφαλαίου 0, 

σελ. 80-83
1. (α) (β)

(γ) (δ)

3. (α) y � 100.000 � 10000x, 0 � x � 10
(β) Mετά από 4,5 έτη

5. Mετά από � 15,6439 έτη. (Aν η τράπεζα

πληρώνει τον τόκο στο τέλος κάθε έτους, θα χρεια-

στούν 16 έτη.)

11. (α) Nαι
(β) Όχι πάντοτε. Aν η f είναι περιττή, τότε η h είναι

περιττή.

13. Nαι. Για παράδειγμα: f(x) � και g(x) � , ή f(x) � 2x και

g(x) � , ή f (x) � ex και g(x) � ln x.

15. Aν η f(x) είναι περιττή, τότε η g(x) � f(x) � 2 δεν είναι
περιττή. Oύτε και η g(x) είναι άρτια, εκτός αν f(x) � 0
για κάθε x. Aν η f είναι άρτια, τότε και η g(x) � f(x) � 2

x
2

1
x

1
x

ln  (10/3)
ln  1.08

y

x

4

–2 4

(–1, –2)

(2, 4)

(3, –2)

y = 3f(x – 2) – 2y

x

3

2–4

(–4, 1)

(–1, –3)

(0, 1)

y = –2f(x + 1) + 1

y

x

3

–3

–3 3

(–3, 0)

(0, –2)

(1, 0)

y = –f(x)

y

x

3

–3

–3

(–1, 0)

(0, 2)

(3, 0)

y = f(–x)

y

x

y = 2x + 7
–2x ≤ x ≤ 4

y

x

 
= 1+ ⎛

⎝
y–
2

2⎛
⎝

⎛
⎝
x–
5

2⎛
⎝

�x
5�

2

 � �y
2�

2

�2

είναι άρτια.
17.

21. Aν η γραφική παράσταση της f (x) ικανοποιεί το
κριτήριο της οριζόντιας ευθείας, τότε και η g(x) �
�f (x) θα ικανοποιεί το κρίτήριο, ως έχουσα το ίδιο
γράφημα, απλώς κατοπτρισμένο ως προς τον άξονα x.

23. (α) Πεδίο ορισμού: το σύνολο των πραγματικών. Πεδίο
τιμών: Aν a � 0, τότε (d, �)Ø αν a � 0, τότε (��, d ).

(β) Πεδίο ορισμού: (c, �), πεδίο τιμών: το σύνολο των
πραγματικών

25. (α) H γραφική παράσταση δεν υποστηρίζει την υπό-
θεση y � x2.

(β) H γραφική παράσταση υποστηρίζει την υπόθεση y
� 4x. H σταθερά αναλογίας μπορεί να εκτιμηθεί
από την κλίση της παλινδρομικής ευθείας, που
ισούται με 0,6Ø συνεπώς, y � 0,6(4x).

27. (α) Eφόσον η επιμήκυνση του ελατηρίου μηδενίζεται
όταν η τάση είναι 5(10�3)(N/cm2), τα δεδομένα θα
πρέπει να τροποποιηθούν αφαιρώντας την ποσότη-
τα αυτή από κάθε τιμή τάσης στον πίνακα. Έτσι
προκύπτει ο ακόλουθος πίνακας, όπου 

� s � 5(10�3).

H κλίση της καμπύλης είναι = 4,00(108) 

και το μοντέλο είναι 
e � 4(108) ή e � 4(108)(s � 5(10�3)).
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(β) Tο μοντέλο προσαρμόζεται καλά στα δεδομένα.
(γ) c � 780(105)(cm/cm). Eφόσον η τιμή 

s � 200(10�3)(N/cm2) 
πέφτει κατά πολύ έξω από το εύρος δεδομένων που
χρησιμοποιήσαμε για το μοντέλο αυτό, δεν θα τρέ-
φαμε τυφλή εμπιστοσύνη στην πρόβλεψη αυτή
προτού κάνουμε περαιτέρω πειραματικές δοκιμές
του ελατηρίου.

29. (α) y � 20,627x � 338,622

(β) Περίπου 957
(γ) H κλίση ισούται με 20,627. O αριθμός αυτός αντι-

προσωπεύει την κατά προσέγγιση ετήσια αύξηση
του αριθμού των διδακτορικών διατριβών που εκπο-
νήθηκαν από ισπανόφωνους Aμερικανούς κατ’
έτος.

31. (α) f(x) � 2,000268 sin (2,999187x � 1,000966) � 3,999881
(β) f (x) � 2 sin (3x � 1) � 4

33. (α) Q � 1,00(2,0138x) � 1,00e0,7x

(β) H κατανάλωση το 1996 ήταν 828,82. O ετήσιος ρυθ-
μός αύξησης το έτος αυτό ήταν 7,25%.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Eνότητα 1.1, σελ. 92-96
1. (α) 19 (β) 1

3. (α) (β)

5. Eίναι δυνατόν, κατά τη διαδικασία της εκτύπωσης του
βιβλίου, μερικές γραφικές παραστάσεις να έχουν
μετατοπιστεί ως προς τους άξονες συντεταγμένων.
Έτσι οι εκτιμήσεις σας μπορεί να μην συμπίπτουν
απόλυτα με αυτές που παραθέτουμε εδώ.
(α)

Oι κατάλληλες μονάδες είναι μέτρα ανά δευτερόλεπτο.

(β) � 50 m/sec δηλ. 180 km/h

7. Kάτω φράγμα: a � 7,15 m/sec, άνω φράγμα: b � 8,8

m/sec, v(2) � � 7,975 m/sec

9. (α) Δεν υπάρχει. Kαθώς το x τείνει στο 1 από δεξιά, η

a � b
2

�
3�3

p�4
p

1 2 3 4 5 6 7 8 9 100

200

400

600

800

1000

1200

x (
��� 	��# �� 1900)

Q (���������� �����#"��)

����	
��

E��������� �������	���

Q = e0,7x

y

x

y = 20,627x + 338,622

g(x) τείνει στο 0. Kαθώς το x τείνει στο 1 από αρι-
στερά, η g(x) τείνει στο 1. Δεν υπάρχει μοναδικός
αριθμός L στον οποίο τείνουν απεριόριστα όλες οι
τιμές της g(x) καθώς x l 1.

(β) 1
(γ) 0

11. (α) Aληθής (β) Aληθής (γ) Ψευδής
(δ) Ψευδής            (ε) Ψευδής (στ) Aληθής

13. Kαθώς το x τείνει στο 0 από αριστερά, το x/ τείνει
στο �1. Kαθώς το x τείνει στο 0 από δεξιά, το x/
τείνει στο1. Δεν υπάρχει μοναδικός αριθμός L στον ο-
ποίο τείνουν απεριόριστα όλες οι τιμές της συναρ-
τήσεως καθώς x l 0.

15. Δεν μπορούμε να πούμε τίποτε.
17. Όχι
19. (α) f (x) � (x 2 � 9)/(x � 3)

(γ) f(x) � �6

21. (α) G(x) � (x � 6)/(x2 � 4x � 12)

(γ) G(x) � � �0,125

23. (α) g(�) � (sin �)/�

�1
8

lim
xl�6

lim
xl�3

� x �
� x �
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PQ1 PQ2 PQ3 PQ4

43 46 49 50

x �5,9 �5,99 �5,999

G(x) �0,126582 �0,1251564 �0,1250156

x �5,9999 �5,99999 �5,999999

G(x) �0,1250016 �0,12500016 �0,12500002

x �6,1 �6,01 �6,001

G(x) �0,123457 �0,1248439 �0,1249844

x �6,0001 �6,00001 �6,000001

G(x) �0,1249984 �0,12499984 �0,12499998

� 0,1 0,01 0,001

g(�) 0,998334 0,999983 0,999999

� 0,0001 0,00001 0,000001

g(�) 0,999999 0,999999 0,999999

� �0,1 �0,01 �0,001

g(�) 0,998334 0,999983 0,999999

x �3,1 �3,01 �3,001 �3,0001 �3,00001 �3,000001

f (x) �6,1 �6,01 �6,001 �6,0001 �6,00001 �6,000001

x �2,9 �2,99 �2,999 �2,9999 �2,99999 �2,999999

f (x) �5,9 �5,99 �5,999 �5,9999 �5,99999 �5,999999



(β)

Tο όριο δείχνει να είναι το 2,3.

Eνότητα 1.2, σελ. 105-108
1. (α) 3 3. (α) �4

(β) �2 (β) �4
(γ) Δεν υπάρχει το όριο (γ) �4
(δ) 1 (δ) �4

5. (α) 4 (β) �3
(γ) Δεν υπάρχει το όριο (δ) 4

7. (α) Όριο πηλίκου
(β) Όρια διαφοράς και δύναμης
(γ) Όρια αθροίσματος και σταθερού πολλαπλασίου

9. (α) �10 11. (α) �9
(β) �20 (β) �8

(γ) �1 (γ)

(δ) (δ)

13. (α) �7 (β) (γ) 4

15. (α) � 1 � � 1 και 1 � 1Ø

λόγω του θεωρήματος σάντουιτς, � 1.

(β) Για x � 0, η y � (x sin x)/(2 � 2 cos x) κείται μεταξύ
των άλλων δύο καμπυλών στο σχήμα, και τα
γραφήματα συμπίπτουν καθώς x l 0.

17. � (2 � h) � 2

19. � �

21. (α) Aληθής (β) Aληθής (γ) Ψευδής
(δ) Aληθής (ε) Aληθής (στ) Aληθής
(ζ) Ψευδής (η) Ψευδής (θ) Ψευδής
(ι) Ψευδής (κ) Aληθής (λ) Ψευδής

23. (α) Όχι (β) Nαι, 0 (γ) Όχι

�1
4

�h
h(4 � 2h)

lim
hl0

� 1
�2 � h� � � 1

�2�
h

lim
hl0

lim
hl0

(1 � h)2 � 12

h
lim
hl0

y

x

1

0,5

1 2 –1–2

x2

6

y =

g(x) = 1 –      

h(x) = 1 

⎛
⎝

⎛
⎝

x sin x
2 – 2 cos x

x  sin  x
2 � 2  cos  x

lim
xl0

lim
xl0

0
6�1 � x

2

6 �lim
xl0

�1
2

3
2

5
7

1
5
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x �0,1 �0,01 �0,001 �0,0001

f (x) �0,054402 �0,005064 �0,000827 �0,000031

x �0,1 �0,01 �0,001 �0,0001

f (x) 2,0567 2,2763 2,2999 2,3023

x 0,1 0,01 0,001 0,0001

f (x) 2,5893 2,3293 2,3052 2,3029

x 0,1 0,01 0,001 0,0001

f (x) �0,054402 �0,005064 �0,000827 �0,000031

x 0,9 0,99 0,999

f (x) 0,348678 0,366032 0,367695

� 0,9999 0,99999 0,999999

g(�) 0,367861 0,367878 0,367879

x 1,1 1,01 1,001

f (x) 0,385543 0,369711 0,368063

� 1,0001 1,00001 1,000001

g(�) 0,367898 0,367881 0,367880

g(�) � 1

25.(α) f (x) � x1/(1�x)

f (x) � 0,36788

27.  � 0,1

29.  �

31. (3,99, 4,01),  � 0,01
33. (�0,19, 0,21),  � 0,19

35. , d �

37. [3,384, 3,387]. Για να είμαστε βέβαιοι, στρογγυλοποι-
ήσαμε την τιμή του αριστερού άκρου προς τα πάνω, και
την τιμή του δεξιού άκρου προς τα κάτω.

39. (β) Mία πιθανή απάντηση: a � 1,75, b � 2,28
(γ) Mία πιθανή απάντηση: a � 1,99, b � 2,01

41. (α) 14,7 m/sec
(β) 29,4 m/sec

43. (α)

(β)

Tο όριο δείχνει να είναι το 0.

45. (α)

2
3�10

3
, 5�

7
16

lim
xl1

lim
ul0

� �0,0001 �0,00001 �0,000001

g(�) 0,999999 0,999999 0,999999



25. (α) D: 0 � x � 2, R: 0 � y � 1 και y � 2
(β) (0, 1) � (1, 2)      (γ) x � 2           (δ) x � 0

27. 29.

31. (α) 1 (β) �1
35. (α) 4 (β) �2
37. Nαι
39.  � �2, � 0 41. Nαι, f (x) � �3

Eνότητα 1.3, σελ. 118-120
1. (α) � (β) �

3. (α) (β)

5. � � ⇒ � 0 λόγω του θεωρήμα-

τος σάντουιτς

7. (α) (β)

9. (α) �� (β) �
11. (α) � (β) ��

13. (α) (β)

15. 0                             17. 1                       19. �
21. Mία πιθανή γραφική παράσταση. 

23. Mία πιθανή γραφική παράσταση.
y

x
1

3

2

1

0

f(x) = 1———
(x – 2)2

2 3

4

5

4 5

y

1
x

1–1 2 3 4–2–3–4

2
3

–2
–3

(0, 0)

(–1, –2)

(1, 2)

�2
3

�2
3

2
5

2
5

 sin  2x
xlim

xl�

1
x

 sin  2x
x�1

x

�
5
3

�
5
3

lim
xl0�

�x � 5lim
xl5�

2

�5
�3

y

1

x
1

2

2

y =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1,

2, x = 2

1 ≤ x < 2

0 ≤ x < 11 – x2 ,

0

�	
	

25.y � 27. y �

29. y � � x2 �

31. y � � x �

33. y �

35. Γραφική παράσταση (α) 37. Γραφική παράσταση (δ)
39. (α) ex (β) �2x
41. (α) x (β) x

43. (α) (β)

45. Tο πολύ 2

47. y � 49. y � x 2/3 �

y

1

–1

x
1–1

2

3

–2

–3

2 3–2–3

1
––––
x1/3

y = x2/3  + 

y

1

–1

x
1–1

2

–2

2

x
–––––––

4 – x2
y =

–2

x =    2–

x = 2

√

1
x1/3

x

�4 � x2

1
2

1
2

y

x

y = 8/(x2 + 4)

10

2

8
x2 � 4

y

x

y = x

x = 1

1

3

2

y =
1

––––
x – 1y =

x2 – x + 1
––––––––

x – 1

–1

1
x � 1

x2 � x � 1
x � 1

y

1

x
1–1

y = x2

y =
1

–––
x2

2

y =
x4 + 1

––––––
x2

1
x2

x4 � 1
x2

y

0

–1

x
–1 2

y = 2

y = 1——–
x – 1

–2
x = 1

2

3

4

5

1

1 3

y = 2x2 + x – 1—————
x2  – 1

y

5

– 5

x
1–1

y =
1

––––
x – 1

x = 1

2 3 4–2

10

–10

2x2 � x � 1
x2 � 1

1
x � 1
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51. Στο �: �, στο ��: 0 53. Στο �: 0, στο ��: 0
55. 1 57. 3

59. y � � 1 � x �

61. H γραφική παράσταση της συνάρτησης ακολουθεί τον
όρο που κυριαρχεί σε κάθε περιοχή.

63. (α)y l � (δείτε το παρατιθέμενο σχήμα)
(β) y l � (δείτε το παρατιθέμενο σχήμα)
(γ) Σημεία ανακάμψεως για x � 
1 (δείτε το ακόλουθο

σχήμα)

Eνότητα 1.4, σελ. 128-130
1. ΌχιØ ασυνεχής στο x � 2Ø δεν ορίζεται στο x � 2
3. Συνεχής
5. (α) Nαι (β) Nαι (γ) Nαι (δ) Nαι
7. (α) Όχι (β) Όχι
9. 0

13. Aσυνεχής για x � 2
15. Aσυνεχής για t � 3 και για t � 1
17. Aσυνεχής για � � 0

19. Συνεχής στο διάστημα 

21. 0Ø συνεχής
23. 1Ø συνεχής
25. H f(x) είναι συνεχής στο [0, 1] και f(0) � 0, f(1) � 0 ⇒

λόγω του θεωρήματος ενδιάμεσης τιμής η f(x) θα
παίρνει κάθε τιμή μεταξύ των f(0) και f(1) ⇒ η εξίσωση
f(x) � 0 διαθέτει τουλάχιστον μια λύση μεταξύ x � 0
και x � 1.

��
3
2

, ��

y

x

3
2

y =               2/3 
 1

x
x –  

1–1

⎛
⎝

⎛
⎝

y

x

y = 
3
x

3
x

y = x3 + 

y = x3  

y

x

y = –

y = 1 – x

x =  –1

x   – 4
x  + 1

2

3
x � 1

�
x2 � 4
x � 1

27. Kαι τα πέντε ερωτήματα ζητούν το ίδιο πράγμα, εξαι-
τίας της ιδιότητας ενδιάμεσης τιμής συνεχών συναρτή-
σεων.

29. Yπάρχουν πολλές πιθανές εξηγήσεις. Για παράδειγμα,

η f(x) � είναι ασυνεχής στο x � 2 εφόσον

δεν ορίζεται στο σημείο αυτό. Ωστόσο η ασυνέχεια

μπορεί να αρθεί, διότι η f έχει όριο (ίσο με 1) καθώς

x l 2.

31. r1 � � �1,791, r2 � r3 � r4 � 0, και    

r5 � � 2,791

35. Nαι, εξαιτίας της ιδιότητας ενδιάμεσης τιμής
39. (β) Συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού [0, 5)

εκτός στα t � 1, 2, 3, 4

45. x � 1,8794, �1,5321, �0,347347. x � 1,7549
49. x � 3,5156
51. x � 0,7391

Eνότητα 1.5, σελ. 134-137
1. P1: m1 � 1, P2: m2 � 5 3. P1:  m1 � , P2: m2 �

5. y � 2x � 5 7. y � 12x � 16
9. y � 1 � �3(x � 1) 11. y � 3 � �2(u � 3)

13. 15. (�2, �5)

17. Στο x � 0, y � �(x � 1)Ø στο x � 2, y � �(x � 3).
19. 19,6 m/sec 21. 6�
23. 3,72 m/sec 25. Nαι 27. Nαι

29. (α) � 0,432 (β) � 8,684

31. (α) � �1,273 (β) � �1,654

33. (α) 0,3 δισεκατομμύρια δολάρια το έτος
(β) 0,5 δισεκατομμύρια δολάρια το έτος
(γ) y � 0,057x2 � 0,1514x � 1,3943

y

t

y = 0,057x2 – 0,1514x + 1,3943 

0 ≤ x ≤ 10
0 ≤ y ≤ 4

�
3�3

p�4
p

e3 � e
2

1 � e�2

2

�1
4

�1
2

5
2

y

t

y = 36.500 (1.035)int t

0 ≤ t ≤ 4,8
35000 ≤ y ≤ 45000

1 � �21
2

1 � �21
2

 sin  (x � 2)
x � 2

y

x

f(0)

f(1)
 y = f(x)

c
1 

A-14 Απαντήσεις



(δ) 1994 έως 1995: 0,31 δισεκατομμύρια δολάρια το έ-
τος, 1995 έως 1997: 0,53 δισεκατομμύρια δολάρια το
έτος

(ε) 0,65 δισεκατομμύρια δολάρια το έτος
35. (α) Πουθενά 37. (α) Στο x � 0
39. (α) Πουθενά 41. (α) Στο x � 1
43. (α) Στο x � 0

Aσκήσεις κεφαλαίου 1, σελ. 137-139

1. Στο x � �1: f (x) � f (x) � 1, άρα f (x) � 1
�

f (�1)Ø συνεχής στο x � �1

Στο x � 0: f (x) � f(x) � 0, άρα f (x) � 0.
Ωστόσο, f (0) � 0, άρα η f είναι ασυνεχής στο
x � 0. H ασυνέχεια μπορεί να αρθεί αν
ορίσουμε εκ νέου την τιμή f (0)) ως 0.

Στο x � 1: f (x) � �1 και f (x) � 1, άρα το f (x)
δεν υπάρχει. H συνάρτηση είναι ασυνεχής
στο x � 1, και η ασυνέχεια δεν είναι
αιρόμενη.

3. (α) �21 (β) 49 (γ) 0 (δ) 1
(ε) 1 (στ) 7 (ζ) �7 (η)

5. 4
7. (α) (��, ��) (β) [0, �)

(γ) (��, 0) και (0, �) (δ) (0, �)
9. (α) Δεν υπάρχει (β) 0

11. 13. 2x 15. 17.

19. 0 21. �� 23. 0 25. 1

27. 0 29.  (β) 1,324717957

Eπιπρόσθετες Aσκήσεις Kεφαλαίου 1, σελ. 139-141
3. 0Ø χρειαστήκαμε το αριστερό όριο διότι η συνάρτηση

δεν ορίζεται για v � c.
5. 15 � t � 25Ø εντός 5�C
7. (α) r�(a) � 0,5, r�(a) � 1

(β) Tο r�(a) δεν υπάρχει, r�(a) � 1

9. (α) Aληθής (β) Ψευδής

(γ) Aληθής (δ) Ψευδής

lim
al�1�

lim
al0

lim
al�1�

lim
al0

2
5

�1
4

1
2

�1
7

y

x

1

–1

10

y = f(x)

–1

lim
xl1

lim
xl1�

lim
xl1�

lim
xl0

lim
xl0�

lim
xl0�

lim
xl�1

lim
xl�1�

lim
xl�1�

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Eνότητα 2.1, σελ. 152-155
1. �2x, 6, 0 3. 3t 2 � 2t, 5

5. 7. 2x � 1, 2

9. 4x2, 8x
11. y� � 2x3 � 3x � 1 ⇒ y� � 6x 2 � 3 ⇒ y� � 12x ⇒ y(4) � 12

⇒ y(n) � 0 για κάθε n � 5

13. (α) = 3x2 � 4, y � 1 � 8(x � 2)

(β) [�4, �)
(γ) H εξίσωση μιας τέτοιας εφαπτομένης βρέθηκε ήδη

στο ερώτημα (α) για x � 2. H εξίσωση της εφαπτο-
μένης την καμπύλης στο σημείο (�2, 1) είναι y � 1
� 8(x � (�2)).

15. (β) 17. (δ)
19. (α) H f � δεν ορίζεται για x � 0, 1, 4. Στα σημεία αυτά, οι

αριστερές και οι δεξιές παράγωγοι δεν είναι ίσες.
(β)

21. � 0, � 1 ⇒ η

παράγωγος f�(0) δεν υπάρχει

23. (α) H συνάρτηση είναι διαφορίσιμη στο πεδίο ορισμού
της �2 � x � 3.

(β) Πουθενά (γ) Πουθενά
25. (α) Για �1 � x � 0 και 0 � x � 2

(β) Στο x � 0 (γ) Πουθενά
27. (α) y� � �2x

(β)

(γ) x � 0, x � 0, x � 0
(δ) �� � x � 0, 0 � x � �

29. (α) y� � x 2

(β)

(γ) x � 0, x � 0, πουθενά
(δ) �� � x � �, πουθενά

y

x
1–1

–1

1

0

y = x3
––
3

y'

x
1–1

1

0

y' = x2

y

x

y = –x2 

y

x

y' = –2x   

–1

–1

1

–1

1

1 –1 1

f(0 � h) � f(0)
h

lim
hl0�

f(0 � h) � f(0)
h

lim
hl0�

y

2

x
62–2

f ' ��� (–4, 6)
3

84–4–6–8

4

1

–1
–2
–3
–4

0

dy

dx

3

2�3u
, �3
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