
ALGEBRA, ASKHSEIS #7

Prìblhma 1. Sthn om�da S4 breÐte thn kuklik  upoom�da H = 〈(1324)〉 kai ta
arister� kai dexi� sÔmploka t c H sthn S4.

Prìblhma 2. Sthn om�da (Z18,+) breÐte thn kuklik  upoom�da H = 〈6 mod18〉
kai ta arister� (pou sumpÐptoun me ta dexi�) sÔmploka t c H sthn Z18.

Prìblhma 3. Jewr ste toÔc akeraÐouc Z wc upoom�da t c om�dac (R,+)
kai apodeÐxte ìti ìla ta arister� sÔmploka t c Z (pou sumpÐptoun me ta dexi�) eÐnai
t c morf c ξ + Z, me 0 ≤ ξ < 1.

Prìblhma 4. 'Estw om�da G, t c opoÐac h t�xh eÐnai pq, ìpou p, q pr¸toi
arijmoÐ. DeÐxte ìti k�je gn sia upoom�da t c G eÐnai kuklik .

Prìblhma 5. ApodeÐxte ìti, an mÐa om�da èqei dÔo, toul�qiston, stoiqeÐa
kai h mình gn sia upoom�da thc eÐnai h tetrimmènh, tìte h om�da eÐnai peperasmènh
kai h t�xh thc eÐnai pr¸toc arijmìc (Upìdeixh: p�rte èna stoiqeÐo a 6= e t c om�dac
kai exet�ste thn kuklik  upoom�da < a >).

Prìblhma 6. Estw G om�da kai H upoom�da t c G me (G : H) = 2. Na
apodeiqjeÐ ìti a2 ∈ H, gi� k�je a ∈ G.

Prìblhma 7. Se k�je mÐa apì tic parak�tw peript¸seic, exet�ste �n h a-
peikìnish, pou dÐnetai, eÐnai omomorfismìc. Sthn perÐptwsh pou eÐnai omomorfismìc
breÐte tin pur na tou kai thn eikìna tou.

1. <Om�dec (Z,+), (R,+) kai φ : Z −→ R, orizìmenh apì th sqèsh φ(n) = −2n.

2. Om�dec (R,+), (Z,+) kai φ : R −→ Z, orizìmenh apì th sqèsh φ(x) = [x].

3. Om�da (R∗, ·) kai φ : R∗ −→ R∗, orizìmenh apì t  sqèsh φ(x) = |x|.

4. Om�da (G, ?) kai φ : G −→ G, orizìmenh apì th sqèsh φ(g) = g−1.

5. Om�dec (R,+), (R∗, ·) kai φ : R −→ R∗, orizìmenh apì th sqèsh φ(x) = ex.

6. Om�dec (Z6,+), (Z2,+) kai φ : Z6 −→ Z2, orizìmenh apì th sqèsh
φ(amod6) = amod2.

7. Om�dec (Z9,+), (Z2,+) kai φ : Z9 −→ Z2, orizìmenh apì th sqèsh
φ(amod9) = amod2.

8. Om�dec (F,+), (R,+), ìpou F to sÔnolo twn suneq¸n sunart sewn apì to R

sto R, kai φ : F −→ R, orizìmenh apì th sqèsh φ(f) =
∫ 4

0
f(x)dx.
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Prìblhma 8. Estw φ : G1 −→ G2 isomorfismìc om�dwn. DeÐxte ìti h antÐstrofh
apeikìnish φ−1 : G2 −→ G1 (h opoÐa up�rqei diìti h φ wc apeikìnish eÐnai 1-1 kai
epÐ) eÐnai omomorfismìc om�dwn (�ra kai isomorfismìc om�dwn).

Prìblhma 9. 'Estw φ : G1 −→ G2 omorfismìc om�dwn. DeÐxte ìti:
a) ∀a ∈ G1 èqome ord(φ(a)) | ord(a).
b) An, epiplèon o φ eÐnai isomorfismìc, tìte deÐxte ìti ord(φ(a)) = ord(a).

Prìblhma 10. a) Estw A mÐa kuklik  om�da me A =< a > kai èstw B
mi� om�da. 'Estw φ : A −→ B omomorfismìc om�dwn me φ(a) = b. Ekfr�ste ta
φ(a

′
) sunart sei toÔ b, gi� k�je a

′ ∈ A. Sumper�nate ìti ènac omomorfismìc mi�c
kuklik c om�dac se mi� �llh om�da kajorÐzetai apì thn tim  toÔ genn tora.
b) An h om�da B eÐnai epÐshc kuklik , deÐxte ìti o φ eÐnai epimorfismìc e�n kai
mìnon e�n to φ(a) eÐnai genn torac t c B.

2


