
ALGEBRA, ASKHSEIS #9

Prìblhma 1. a) ApodeÐxte ìti dÔo kuklikèc om�dec me thn Ðdia t�xh eÐnai
isìmorfec.
b) UpologÐste ta stoiqeÐa t c om�dac (Z?

7, ·) (dhl. t c om�dac twn antistrèyimwn
stoiqeÐwn toÔ daktulÐou Z7) kai apodeÐxte ìti aut  eÐnai isìmorfh me thn om�da
(Z6,+). BreÐte ènan isomorfismì.
g) UpologÐste ta stoiqeÐa t c om�dac (Z?

18, ·) (dhl. t c om�dac twn antistrèyimwn
stoiqeÐwn toÔ daktulÐou Z18) kai apodeÐxte ìti aut  eÐnai isìmorfh me thn om�da
(Z6,+). BreÐte ènan isomorfismì.

Prìblhma 2. ApodeÐxte ìti, en¸ oi om�dec (6Z,+) kai (3Z,+) eÐnai isìmor-
fec, oi daktÔlioi (6Z,+, ·) kai (3Z,+, ·) den eÐnai. M�lista, oÔte k�n epimorfismìc
daktulÐwn φ : 6Z → 3Z dèn up�rqei.

Prìblhma 3. Up�rqei, mh mhdenikìc, omomorfismìc daktulÐwn apì to s¸ma
Q twn rht¸n ston daktÔlio Z twn akeraÐwn?

Prìblhma 4. a) ApodeÐxte ìti oi mìnoi upodaktÔlioi toÔ daktulÐou Z eÐnai
oi nZ, n akèraioc me n ≥ 0 .
b) 'Estw R daktÔlioc me monadiaÐo stoiqeÐo 1R. OrÐzoume thn apeikìnish φ : Z −→ R
me φ(n) = n 1R (to n 1R, n ∈ Z, orÐzetai me ton gnwstì trìpo, jewr¸ntac to
stoiqeÐo 1R wc stoiqeÐo t c prosjetik c om�dac (R,+)). DeÐxte ìti o φ eÐnai
omomorfismìc daktulÐwn.
g) An o φ toÔ erwt matoc b) eÐnai monomorfismìc deÐxte ìti n 1R 6= 0R, gia k�je
n ∈ Z. An o φ den eÐnai monomorfismìc deÐxte, me qr sh toÔ er¸thmatoc a), ìti
Kerφ = nZ gia k�poio n ∈ N. DeÐxte ìti to parap�nw n eÐnai o el�qistoc fusikìc
me thn idiìthta ìti n a = 0R gia k�je a ∈ R.

Prìblhma 5. 'Estw A = {m
2n , ìpou m ∈ Z, kai n ∈ N0} ⊂ Q. DeÐxte ìti

to A eÐnai upodaktÔlioc toÔ daktulÐou Q kai breÐte ta antistrèyima stoiqeÐa tou
(tic mon�dec tou).

Prìblhma 6. Estw R antimetajetikìc daktÔlioc.
a) DeÐxte, me epagwg , ìti an a, b ∈ R, tìte gia k�je fusikì n èqoume
(a + b)n =

∑n
i=0

n!
i!(n−i)!a

ibn−i.

b) DeÐxte ìti an amodp, b modp ∈ Zp , ìpou p pr¸toc arijmìc, tìte
(amodp + b modp)p = (amodp)p + (b modp)p.

Prìblhma 7. 'Estw R daktÔlioc kai R[x]0 to uposÔnolo toÔ R[x] pou pe-
rièqei ta polu¸numa me stajerì ìro mhdèn (dhl. a0 = 0). DeÐxte ìti to R[x]0 eÐnai
upodaktÔlioc toÔ R[x].

Prìblhma 8. Na upologÐsete ta parak�tw ginìmena sto Z5[x]:
a) (−4̄ + 1̄x + 3̄x2)(3̄− x + 3̄x2).
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b) (1̄− 2̄x2 + 3̄x6)(2̄ + 2̄x + 7̄x2), ìpou me ā sumbolÐzoume ta stoiqeÐa toÔ Z5.

Prìblhma 9. Na brejoÔn ìla ta polu¸numa f(x) toÔ Z[x] pou ikanopoioÔn
thn sunj kh f(x) = f(−x). OmoÐwc, na brejoÔn ìla ta polu¸numa toÔ Z2[x] pou
ikanopoioÔn thn parap�nw sunj kh.
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