
ALGEBRA I-METAPTUQIAKO, QEIMERINO EXAM. 2006-07
ASKHSEIS #1

ShmeÐwsh: Sta parak�tw oi daktÔlioi eÐnai antimetajetikoÐ me monadiaÐo stoiqeÐo,
ektìc an �llwc anafèretai.

*Prìblhma 1. 'Estw I ide¸dec daktulÐou R. DeÐxte ìti
a) To RadI eÐnai ide¸dec toÔ R.
b) To RadRadI = RadI.

*Prìblhma 2. 'Estw R daktÔlioc kai a stoiqeÐo tou.
a) DeÐxte ìti an to a 6= 0R eÐnai mhdenodÔnamo, tìte eÐnai mhdenodiairèthc.
b) BreÐte ta mhdenodÔnama stoiqeÐa twn daktulÐwn Z8, Z10.
g) Upojètoume ìti o daktÔlioc R èqei monadiaÐo stoiqeÐo to 1R kai èstw a k�poio
mhdenodÔnamo stoiqeÐo tou. DeÐxte ìti to stoiqeÐo 1R + a eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo
toÔ R.

*Prìblhma 3. a) Up�rqei, mh mhdenikìc, omomorfismìc daktulÐwn apì to
s¸ma Q twn rht¸n ston daktÔlio Z twn akeraÐwn?
b) Up�rqei isomorfismìc daktulÐwn apì ton daktÔlio 2Z ston daktÔlio 3Z?

**Prìblhma 4. DeÐxte ìti k�je akèraia perioq  me peperasmèno pl joc
idewd¸n eÐnai s¸ma.

**Prìblhma 5. 'Estw R daktÔlioc gi� ton opoÐo isqÔei ìti k�je upodak-
tÔliìc tou eÐnai kai ide¸dec. DeÐxte ìti R = 0   R = Z   R = Zn. An ìmwc
upojèsoume ìti o daktÔlioc den èqei monadiaÐo stoiqeÐo, tìte up�rqoun kai �lloi
daktÔlioi pou ikanopoioÔn thn dojeÐsa sunj kh, pèran twn parap�nw.

**Prìblhma 6. 'Estw R daktÔlioc.
a) DeÐxte ìti to sÔnolo N(R) = {a ∈ R, an = 0 gai k�poion fusikì arijmì n} eÐnai
ide¸dec toÔ R.
b) 'Estw Zm o daktÔlioc twn akeraÐwn modm. DeÐxte ìti ta akìlouja eÐnai
isodÔnama:
(A) N(Zm) = 0.
(B) O m den diaireÐtai apì to tetr�gwno k�poiou fusikoÔ arijmoÔ.
Upìdeixh: K�nete qr sh thc an�lushc toÔ m se pr¸touc arijmoÔc.

**Prìblhma 7. DeÐxte ìti ta antistrèyima stoiqeÐa toÔ daktulÐou Z10[x] eÐnai ta
stajer� polu¸numa ta opoÐa jewroÔmena wc stoiqeÐa toÔ Z10 eÐnai antistrèyima.
(Upìdeixh: OrÐsate fusiologikoÔc omomorfismoÔc daktulÐwn φ : Z10[x] −→ Z5[x]
kai ψ : Z10[x] −→ Z2[x]).

***Prìblhma 8 JewroÔme ton daktÔlio R[x] twn poluwnÔmwn metablht c x
me suntelestèc apì ton daktÔlio R kai èstw f(x) = a0 + a1x + · · · + anx

n ∈ R[x].
DeÐxte ìti:
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a) To f(x) eÐnai antistrèyimo an kai mìnon an to a0 eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo toÔ
R kai ta a1, . . . , an eÐnai mhdenodÔnama stoiqeÐa R (Upìdeixh: K�nete qr sh toÔ
probl matoc 2g).
b) To f(x) eÐnai mhdenodÔnamo, an kai mìnon an, ìloi oi suntelestèc tou eÐnai
mhdenodÔnama stoiqeÐa toÔ R.

***Prìblhma 9. DeÐxte ìti o (m  antimetajetikìc) daktÔlioc M2(Q) twn
2 × 2 pin�kwn me stoiqeÐa stouc rhtoÔc arijmoÔc den èqei �lla ide¸dh ektìc twn
profan¸n (dhl. I = {0} kai I = M2(Q)) (Upìdeixh: An I 6= {0} tìte gia na deÐxete
ìti I = M2(Q) arkeÐ na deÐxete ìti perièqei k�poio antistrèyimo stoiqeÐo). IsqÔei to
Ðdio gia ton daktÔlio M2(Z) twn 2× 2 pin�kwn me stoiqeÐa stouc akèraiouc arijmoÔc?
ShmeÐwsh: Se ènan m n antimetajetikì daktÔlio R, èna uposÔnolì tou I eÐnai
ide¸dec, an eÐnai upoom�da kai epiplèon gia k�je r ∈ R kai a ∈ I isqÔei ìti ra ∈ I
kai ar ∈ I.
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