
ALGEBRA I-METAPTUQIAKO, QEIMERINO EXAM. 2006-07
ASKHSEIS #2

ShmeÐwsh: Sta parak�tw oi daktÔlioi eÐnai antimetajetikoÐ me monadiaÐo stoiqeÐo,
ektìc an �llwc anafèretai.

*Prìblhma 1. Estw φ : R −→ S epimorfismìc daktulÐwn kai èstw I
ide¸dec toÔ R.
a) DeÐxte ìti to φ(I) eÐnai ide¸dec toÔ S.
b) Estw kerφ ⊆ I. DeÐxte ìti to I eÐnai pr¸to ide¸dec toÔ R e�n kai mìnon e�n to
φ(I) eÐnai pr¸to ide¸dec toÔ S.

*Prìblhma 2. a) 'Estw ìti o daktÔlioc R èqei èna ide¸dec I 6= R me thn
idiìthta ìti k�je a ∈ R\I (dhl. a ∈ R me a /∈ I) eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo toÔ
R. DeÐxte tìte ìti to ide¸dec I eÐnai mègisto ide¸dec toÔ R kai, epiplèon, ìti o
daktÔlioc R den èqei �llo mègisto ide¸dec ektìc toÔ I.
b) 'Estw ìti o daktÔlioc R èqei èna mègisto ide¸dec J me thn idiìthta ìti gia k�je
x ∈ J to stoiqeÐo 1 + x eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo toÔ R. DeÐxte tìte ìti to J eÐnai
to monadikì mègisto ide¸dec toÔ daktulÐou R.

**Prìblhma 3. Estw R daktÔlioc. DeÐxte ìti ta akìlouja eÐnai isodÔna-
ma:
i) O R èqei akrib¸c èna pr¸to ide¸dec.
ii) K�je stoiqeÐo tou R eÐnai antistrèyimo   nilpotent (mhdenodÔnamo).

**Prìblhma 4. BreÐte ta pr¸ta kai ta mègista ide¸dh toÔ daktulÐou Z12.

**Prìblhma 5 Estw I =< x4 + x, 5mod6x2 > ide¸dec toÔ daktulÐou Z6[x].
a) DeÐxte ìti I 6= Z6[x].
b) DeÐxte ìti to I eÐnai kÔrio ide¸dec toÔ Z6[x].
g) DeÐxte ìti to I den eÐnai mègisto ide¸dec toÔ Z6[x].

**Prìblhma 6 BreÐte ton pur na toÔ omomorfismoÔ daktulÐwn φ : R[x, y] −→ R[x]
pou orÐzetai apì φ(f(x, y)) = f(x, x).

**Prìblhma 7. SumbolÐzoume wc C[x1, . . . , xn] ton daktÔlio twn poluwnÔmwn
me metablhtèc ta x1, . . . , xn kai suntelestèc apì toÔc migadikoÔc arijmoÔc. Jew-
roÔme ton omomorfismì daktulÐwn Φ : C[x, y, z] −→ C[x, y] pou orÐzetai wc
Φ(f(x, y, z)) = f(x, y, iy).
a) DeÐxte ìti o Φ eÐnai epimorfismìc daktulÐwn kai breÐte ton pur na tou.
b) DeÐxte ìti to ide¸dec < x2 − y2 − 1 > eÐnai pr¸to ide¸dec toÔ daktulÐou C[x, y].
g) DeÐxte ìti to ide¸dec I =< x2 + y2 + 2z2 − 1, y + iz > eÐnai pr¸to ide¸dec toÔ
daktulÐou C[x, y, z].

***Prìblhma 8 Estw Z [i] = {n + mi, n,m ∈ Z} ⊆ C.
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a) DeÐxte ìti o Z [i] eÐnai daktÔlioc (onom�zetai o daktÔlioc twn akeraÐwn toÔ
Gauss).
b) 'Estw p enac pr¸toc arijmìc. OrÐzoume ton epimorfismì daktulÐwn
φ : Z[x] −→ Z[i] me φ(f(x)) = f(i). DeÐxte ìti o pur nac toÔ φ eÐnai to
ide¸dec (x2 + 1).
g) DeÐxte ìti o φ ep�gei epimorfismì daktulÐwn φ̄ : Zp [x] −→ Z[i]/(p). Gr�yte ton
tÔpo gi� ton φ̄ (deÐxte ìti eÐnai kal� orismènoc) kai deÐxte ìti o pur nac toÔ φ̄ eÐnai
to ide¸dec (x2 + 1̄) toÔ Zp [x].
d) DeÐxte ìti o pr¸toc arijmìc p eÐnai pr¸to stoiqeÐo toÔ daktulÐou Z [i] e�n kai
mìnon e�n to polu¸numo x2 + 1̄ eÐnai an�gwgo ston daktÔlio Zp [x].

***Prìblhma 9. Prìblhma 4. Estw C([0, 1]) to sÔnolo twn suneq¸n
sunart sewn apì to di�sthma [0, 1] me timèc stouc pragmatikoÔc arijmoÔc.
a) DeÐxte ìti to C([0, 1]) eÐnai daktÔlioc me pr�xeic thn prìsjesh kai ton pollaplasi-
asmì sunart sewn.
b) Estw γ ∈ [0, 1]. DeÐxte ìti to Mγ = {f(x) ∈ C([0, 1]), f(γ) = 0} eÐnai mègisto
ide¸dec toÔ daktulÐou C([0, 1]). (Upìdeixh: Qrhsimopoi sate ton omomorfismì
daktulÐwn φ : C([0, 1]) −→ R pou orÐzetai wc φ(f) = f(γ)).
g) DeÐxte ìti an I eÐnai èna mègisto ide¸dec toÔ C([0, 1]) tìte I = Mγ , gi� k�poio
γ ∈ [0, 1]. (Upìdeixh: An ìqi, tìte gia k�je γ ∈ [0, 1] up�rqei fγ ∈ I me fγ(γ) 6= 0).
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