
ALGEBRA I-METAPTUQIAKO, QEIMERINO EXAM. 2006-07
ASKHSEIS #6

ShmeÐwsh: Sta parak�tw oi daktÔlioi eÐnai antimetajetikoÐ me monadiaÐo stoiqeÐo,

ektìc an �llwc anafèretai.

*Prìblhma 1. Estw M èna R − module kai φ : M −→ M ènac R − module
omomorfismìc gi� ton opoÐon isqÔei ìti φ2 = φ. DeÐxte tìte ìti to R − module M
eÐnai isìmorfo me to R−module kerφ⊕ Imφ (exwterikì eujÔ �jroisma).

*Prìblhma 2. Estw M,N dÔo R-modules kai φ : M −→ N , ψ : N −→ M
omomorfismoÐ me ψ ◦ φ = 1M . DeÐxte ìti N = Imφ⊕Kerψ.

*Prìblhma 3. Estw R ⊆ S ⊆ T . Upojètoume ìti k�je stoiqeÐo tou T
eÐnai akèraio p�nw apì ton S kai ìti k�je stoiqeÐo tou S eÐna akèraio p�nw apì ton
R. DeÐxte tìte ìti k�je stoiqeÐo tou T eÐnai akèraio p�nw apì ton R.

**Prìblhma 4. a) JewroÔme ton daktÔlio twn poluwnÔmwn K[x]. DeÐxte
ìti o K[x] eÐnai èna K −module.
b) JewroÔme to ide¸dec < x2 + x > tou K[x]. DeÐxte ìti to < x2 + x > eÐnai èna
K− submodule toÔ K[x] kai ìti to K[x]/ < x2 +x > eÐnai èna eleÔjero K−module
t�xhc (rank) 2.

**Prìblhma 5. Estw M èna p.p. R-module kai φ : M −→ Rn ènac R-
module epimorfismìc. DeÐxte ìti o pur nac Kerφ eÐnai èna p.p. R-module.

**Prìblhma 6. DeÐxte ìti an gi� k�poion daktÔlio R isqÔei ìti k�je kuk-
likì R−module eÐnai eleÔjero, tìte o R eÐnai s¸ma.

***Prìblhma 7. a) 'Estw R mia akèraia perioq  pou perièqei ton daktÔlio
R[x]. DeÐxte ìti an o R èna p.p. R[x] − module tìte eÐnai eleÔjero (free)
R[x]−module.
b) 'Estw R = R[x, y]/ < x2 − y3 > kai t = xnym gia k�poiouc jetikoÔc akèraiouc
n,m. DeÐxte ìti o poluwnumikìc daktÔlioc R[t] mporeÐ na jewrhjeÐ wc upodaktÔlioc
toÔ R kai epÐshc ìti o R wc R[t] − module eÐnai (free). DeÐxte ìti to rank toÔ R
eÐnai 3n+ 2m.

*** Prìblhma 8. 'Estw R ènac daktÔlioc kai M èna p.p. R − module.
An φ : M −→ M eÐnai ènac R −module epimorfismìc deÐxte ìti eÐnai isomorfismìc.
(Upìdeixh: to M mporeÐ na jewrhjeÐ wc R[t] − module (t =metablht ). P�rte to
ide¸dec I = (t) ∈ R[t]).
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