
ALGEBRA I-METAPTUQIAKO, QEIMERINO EXAM. 2008-09
ASKHSEIS #4

ShmeÐwsh: Sta parak�tw oi daktÔlioi eÐnai antimetajetikoÐ me monadiaÐo stoiqeÐo,

ektìc an �llwc anafèretai.

*Prìblhma 1. 'Estw Z[i] o daktÔlioc twn akeraÐwn toÔ Gauss.
a) BreÐte èna mègisto koinì diairèth twn 3 + 4i kai 18− i.
b) Gr�yte to ide¸dec < 11 + 7i, 18− i > wc kÔrio ide¸dec toÔ Z[i].
g) DeÐxte ìti to ide¸dec < 13 > den eÐnai mègisto ide¸dec toÔ daktulÐou Z[i].

*Prìblhma 2. 'Estw R mia PKI kai S mia akèraia perioq  pou den eÐnai
s¸ma. DeÐxte ìti an φ : R −→ S eÐnai ènac epimorfismìc daktulÐwn, tìte eÐnai
isomorfismìc.

*Prìblhma 3. Estw R EukleÐdeia perioq  me st�jmh ν. GnwrÐzoume apì
thn jewrÐa ìti an dÔo stoiqeÐa a, b ∈ R eÐnai sunetairik� tìte ν(a) = ν(b). DeÐxte
ìti den isqÔei, en gènei, to antÐstrofo.

*Prìblhma 4. a) 'Estw R ènac daktÔlioc t c Noether kai I ide¸dec toÔ
R. DeÐxte ìti o daktÔlioc phlÐkwn R/I eÐnai daktÔlioc t c Noether.
b) DeÐxte ìti ènac upodaktÔlioc enìc daktulÐou t c Noether den eÐnai, en gènei,
daktÔlioc t c Noether .

**Prìblhma 5. 'Estw p ènac pr¸toc arijmìc. ApodeÐxte ìti ta akìlouja
eÐnai isodÔnama:
a) To polu¸numo x2 + 1̄ eÐnai an�gwgo polu¸numo ston daktÔlio Zp[x] (wc ā
sumbolÐzoume ta stoiqeÐa toÔ daktulÐou Zp).
b) Den up�rqoun jetikoÐ akèraioi a, b me p = a+ b kai ab ≡ 1mod p.

**Prìblhma 6. 'Estw K s¸ma kai K[[x]] tì sÔnolo twn tupik¸n dunamo-
seir¸n toÔ x me suntelestèc apì to K. Epomènwc, k�je stoiqeÐo toÔ K[[x]] èqei
thn morf  a0 + a1x + a2x

2 + · · · , qwrÐc na mac endiafèroun jèmata sÔgklishc. To
parap�nw sÔnolo efodi�zetai me prìsjesh kai pollaplasiasmì pou orÐzontai ìpwc
sta polu¸numa.
a) DeÐxte ìti to K[[x]] eÐnai daktÔlioc.
b) BreÐte ta antistrèyima stoiqeÐa toÔ K[[x]].
g) DeÐxte ìti k�je m  mhdenikì ide¸dec toÔ K[[x]] èqei thn morf  < xn >, n ≥ 0.

**Prìblhma 7. 'Estw R ènac daktÔlioc t c Noether. DeÐxte ìti an φ : R −→ R
epimorfismìc daktulÐwn tìte eÐnai automorfismìc.

***Prìblhma 8. DeÐxte ìti an k�je pr¸to ide¸dec enìc daktulÐou R eÐnai
peperasmèna paragìmeno, tìte o R eÐnai daktÔlioc t c Noether.

***Prìblhma 9. Estw R daktÔlioc.
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a) Estw Ω to sÔnolo twn idewd¸n tou R pou den eÐnai kÔria. An Ω 6= ∅, deÐxte ìti
to Ω èqei mègista stoiqeÐa.
b) Qrhsimopoi ste to a) gia na deÐxete ìti an k�je pr¸to ide¸dec enìc daktulÐou R
eÐnai kÔrio tìte kai k�je ide¸dec tou R eÐnai kÔrio.
g) 'Estw R mia P.M.A. sthn opoÐa k�je pr¸to ide¸dec eÐnai mègisto. DeÐxte ìti o
R eÐnai P.K.I.
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