
Θεµελιωδης Θεωρια Αριθµων

Ν.Γ. Τζανάκης

Τµήµα Μαθηµατικών - Πανεπιστήµιο Κρήτης

30 Σεπτεµβρίου 2008



2



Περιεχόµενα

1 ∆ιαιρετότητα 3

1.1 Βασικὲς προτάσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Μέγιστος κοινὸς διαιρέτης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 ᾿Ελάχιστο κοινὸ πολλαπλάσιο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4 Πρῶτοι ἀριθµοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5 Πυθαγόρειες τριάδες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Κεφάλαιο 1

∆ιαιρετότητα

Τὰ λατινικὰ γράµµατα συµβολίζουν πάντα ἀκεραίους ἀριθµούς

∆ουλεύοµε στὸ σύνολο Z τῶν ἀκεραίων ἀριθµῶν. Οἱ ϑετικοὶ ἀκέραιοι χαρακτη-

ϱίζονται καὶ ὡς ϕυσικοὶ ἀριθµοὶ καὶ τὸ σύνολό τους συµβολίζεται N. Τὸ σύνολο

τῶν µὴ ἀρνητικῶν ἀκεραίων, δηλαδή, τὸ N ∪ {0} συµβολίζεται N0. Τὸ σύνολο τῶν

ϱητῶν ἀριθµῶν συµβολίζεται µὲ Q. ᾿Εξ ὁρισµοῦ, ἕνας ϱητὸς ἀριθµὸς εἶναι πηλίκο

a/b δύο ἀκεραίων ἀριθµῶν a, b µὲ b 6= 0.

Τὸ ἀκέραιο µέρος ἑνὸς πραγµατικοῦ ἀριθµοῦ α συµβολίζεται [α]. ᾿Ισχύει

[α] ≤ α < [α] + 1.

1.1 Βασικὲς προτάσεις

Τὸ ἄθροισµα, ἡ διαφορὰ καὶ τὸ γινόµενο δύο ἀκεραίων εἶναι πάντα ἀκέραιος. Τὸ

πηλίκο τους, ὅµως, δὲν εἶναι πάντα ἀκέραιος. Ἂν γιὰ τοὺς ἀκεραίους a, b, µὲ

b 6= 0 συµβεῖ νὰ εἶναι τὸ πηλίκο τους a/b ἀκέραιος, δηλαδή, ἂν ὑπάρχει c ∈ Z,

τέτοιος ὥστε a = bc, τὸ γεγονὸς αὐτὸ συµβολίζεται b|a καὶ ἐκφράζεται µὲ τὶς ἑξῆς

ἰσοδύναµες διατυπώσεις.

• ῾Ο b διαιρεῖ τὸν a.

• ῾Ο b εἶναι διαιρέτης τοῦ a.

• ῾Ο a διαιρεῖται ἀπὸ τὸν b (ἢ διαιρεῖται διὰ b).

• ῾Ο a εἶναι διαιρετός ἀπὸ τὸν b (ἢ διαιρετὸς διὰ b).

• ῾Ο a εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ b.

Προσοχή! Νὰ µὴ γίνεται σύγχυση µεταξὺ τῶν συµβολισµῶν b|a καὶ b/a. ῾Ο

πρῶτος δηλώνει µία ἰδιότητα (b διαιρεῖ a), ἐνῶ ὁ δεύτερος ἕνα ϱητὸ ἀριθµό (τὸ

πηλίκο b/a).
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4 1. ∆ιαιρετότητα

Πρόταση 1.1.1 ᾿Ισχύουν τὰ ἑξῆς :

αʹ. 1|a γιὰ κάθε a.

ϐʹ. b|0 γιὰ κάθε b 6= 0.

γʹ. Ἂν b, c 6= 0 καὶ c|b καὶ b|a, τότε c|a.

δʹ. Ἂν c|a καὶ c|b, τότε c|(a′a + b′b), γιὰ ὁποιουσδήποτε ἀκεραίους a′, b′.

εʹ. Ἂν b|a (b 6= 0) καὶ a 6= 0, τότε |b| ≤ |a|. Αὐτὸ συνεπάγεται, εἰδικώτερα, ὅτι

τὸ πλῆθος τῶν διαιρετῶν τοῦ a εἶναι πεπερασµένο.

ϛʹ. Ἂν οἱ a, b εἶναι µὴ µηδενικοί, a|b καὶ b|a (δηλαδή, οἱ ἀκέραιοι ἀλληλοδιαι-

ϱοῦνται), τότε b = ±a.

᾿Απόδειξη αʹ καὶ ϐʹ. Προφανεῖς ἰσχυρισµοὶ λόγῳ τῶν σχέσεων a = 1·a καὶ 0 = b·0.

γʹ. ᾿Εξ ὑποθέσεως, ὑπάρχουν ἀκέραιοι a1, b1, τέτοιοι ὥστε b = b1c καὶ a = a1b.
Ἄρα, a = a1(b1c) = (a1b1)c, ποὺ σηµαίνει ὅτι c|a.

δʹ. ᾿Εξ ὑποθέσεως, ὑπάρχουν ἀκέραιοι a1, b1, τέτοιοι ὥστε b = b1c καὶ a = a1c.
Ἄρα, a′a + b′b = a′(a1c) + b′(b1c) = (a′a1 + b′b1)c, ποὺ σηµαίνει ὅτι c|(a′a + b′b).
εʹ. Εἶναι a = bc γιὰ κατάλληλο c ∈ Z, ἄρα |a| = |b||c|. Ἂν εἶναι a 6= 0, τότε |c| 6= 0,

ἄρα |c| ≥ 1, ὁπότε |a| = |b||c| ≥ |b|.
ϛʹ. Ἀπὸ τὸ εʹ, συµπεραίνοµε ὅτι |b| ≤ |a| καὶ |a| ≤ |b|, ἄρα |a| = |b| ἤ, ἰσοδύναµα,

b = ±a. ὅ.ἔ.δ.

Θεώρηµα 1.1.2 –Εὐκλείδεια διαίρεση. Γιὰ κάθε Ϲεῦγος ἀκεραίων (a, b) µὲ

b > 0 ὑπάρχει ἕνα µοναδικὸ Ϲεῦγος ἀκεραίων (q, r), τέτοιο ὥστε

a = bq + r καὶ 0 ≤ r < b .

Στὴ σχέση αὐτὴ ὁ a χαρακτηρίζεται διαιρετέος καὶ ὁ b διαιρέτης. ῾Ο q ὀνοµάζεται

(ἀκέραιο) πηλίκο τῆς διαίρεσης τοῦ a διὰ b καὶ ὁ r ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης.

᾿Απόδειξη Πρῶτα ϑὰ δείξοµε ὅτι ὑπάρχει ἕνα τέτοιο Ϲεῦγος (q, r) καὶ µετὰ ὅτι δὲν

ὑπάρχει δεύτερο.

῎Εστω q = [a
b
]. Τότε, ἀπὸ τὴν ἰδιότητα τοῦ ἀκεραίου µέρους, q ≤ a

b
< q + 1,

ποὺ συνεπάγεται ὅτι bq ≤ a < bq+b. Αὐτό, ὅµως, προφανῶς σηµαίνει ὅτι a = bq+r
µὲ r ≥ 0 καὶ r < b.

Ἂν ὑποθέσοµε τώρα ὅτι καὶ τὸ Ϲεῦγος (q1, r1) ἔχει ἀνάλογες ἰδιότητες µὲ τὸ

(q, r), τότε bq1 + r1 = a = bq + r, ἄρα b(q1 − q) = r − r1. Ἂν ἦταν r1 6= r,

τότε ἡ τελευταία ἰσότητα ϑὰ συνεπαγόταν ὅτι ὁ b ϑὰ διαιροῦσε τὸν ϑετικὸ ἀκέραιο

|r − r1|, ἄρα ϑὰ ἦταν b ≤ |r − r1|, σύµφωνα µὲ τὸ εʹ τῆς πρότασης 1.1.1. Ἀπὸ

τὴν ἄλλη µεριά, ὁ |r − r1| ἐκφράζει τὴν ἀπόσταση µεταξὺ τῶν r καὶ r1 πάνω στὸν

ἄξονα τῶν παραγµατικῶν ἀριθµῶν, ἡ ὁποία εἶναι γνησίως µικρότερη τοῦ b, ἀφοῦ,
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ἐξ ὑποθέσεως, 0 ≤ r, r1 < b. Αὐτὴ ἡ ἀντίφαση µᾶς ἀναγκάζει νὰ συµπεράνοµε ὅτι

r1 = r, ὁπότε καὶ q1 = q. ὅ.ἔ.δ.

Στὴν εἰδικὴ περίπτωση, ποὺ b = 2, οἱ πιθανὲς τιµὲς τοῦ r εἶναι 0 ἢ 1. Στὴν

πρώτη περίπτωση, a = 2q καὶ ὁ a χαρακτηρίζεται ἄρτιος, ἐνῶ στὴ δεύτερη, a =
2q + 1 καὶ ὁ a χαρακτηρίζεται περιττός .

Προσοχή! Μὴ γίνεται σύγχυση µεταξὺ τοῦ πηλίκου δύο ἀκεραίων ἀριθµῶν

καὶ τοῦ ἀκεραίου πηλίκου τους. Γιὰ παράδειγµα, τὸ πηλίκο τοῦ 21 διὰ 4 εἶναι ὁ

ϱητὸς ἀριθµὸς 21/4=5.25, ἐνῶ τὸ (ἀκέραιο) πηλίκο τῆς διαίρεσης 21 διὰ 4 εἶναι

5 (καὶ τὸ ὑπόλοιπο 1). Μόνο στην περίπτωση ποὺ τὸ ὑπόλοιπο εἶναι 0 οἱ δύο

ἀριθµοὶ ταυτίζονται. ῎Ετσι, τὸ πηλίκο τοῦ 12 διὰ 4 εἶναι 12/4=3, ἀλλὰ καὶ τὸ

(ἀκέραιο) πηλίκο τῆς διαίρεσης τοῦ 12 διὰ 4 εἶναι 3.

1.2 Μέγιστος κοινὸς διαιρέτης

Σταθεροποιοῦµε δύο µὴ µηδενικοὺς ἀκεραίους a, b. Κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b εἶναι

κάθε ἀκέραιος, ποὺ διαιρεῖ καὶ τὸν a καὶ τὸν b. Ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα 1.1.1 ϐλέποµε ὅτι

τὸ σύνολο τῶν κοινῶν διαιρετῶν τῶν a, b εἶναι µὴ κενό, ἐνῶ κάθε κοινὸς διαιρέτης

τῶν a, b εἶναι, µικρότερος ἤ, τὸ πολύ, ἴσος µὲ τὸ min(|a|, |b|). Συνεπῶς, τὸ σύνολο

τῶν κοινῶν διαιρετῶν τῶν a, b εἶναι πεπερασµένο, ὁπότε ἔχει ἕνα µέγιστο στοιχεῖο,

τὸ ὁποῖο καλεῖται µέγιστος κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b καὶ συµβολίζεται (a, b), ἤ, ἂν

ὑπάρχει ϕόβος συγχύσεως, ΜΚ∆(a, b).
῾Ορίζοµε τώρα τὸ σύνολο

∆ = {ax + by | x, y ∈ Z} .

Εἶναι τετριµµένο νὰ διαπιστώσει κανεὶς τὶς ἑξῆς ϐασικὲς ἰδιότητες τοῦ ∆:

1. Τὸ ἄθροισµα δύο ἀριθµῶν, ποὺ ἀνήκουν στὸ ∆, ἀνήκει, ἐπίσης, στὸ ∆.

2. Τὸ γινόµενο ἑνὸς ἀριθµοῦ τοῦ ∆ µὲ ἕναν ὁποιονδήποτε ἀκέραιο, πάλι ἀνήκει

στὸ ∆1

Παρατηροῦµε τώρα τὰ ἑξῆς :

• Εἶναι |a|, |b| ∈ ∆.

Πράγµατι, διότι |a| = a · 1 + b · 0 ἂν a > 0 καὶ |a| = a · (−1) + b · 0 ἂν a < 0·

ἀνάλογα καὶ γιὰ τὸ b.
Είδαµε ὅτι τὸ ∆ περιέχει ϑετικοὺς ἀκεραίους· ἔστω, λοιπόν, d ὁ ἐλάχιστος

ϑετικὸς ἀκέραιος, ποὺ περιέχεται στὸ ∆.

• Τὸ ∆ ταυτίζεται µὲ τὸ σύνολο τῶν πολλαπλασίων τοῦ d· συµβολικά, ∆ = dZ.

Πράγµατι, ἀφοῦ d ∈ ∆, ἡ ἰδιότητα 2, παραπάνω, µᾶς λέει ὅτι dn ∈ ∆ γιὰ κάθε

n ∈ Z. Ἄρα, ∆ ⊇ dZ. Ἀντιστρόφως, τώρα, ἔστω m ∈ ∆ καὶ ἂς ἐκτελέσοµε

τὴν εὐκλείδεια διαίρεση τοῦ m διὰ d: Βάσει τοῦ ϑεωρήµατος 1.1.2, ἂς γράψοµε

1Οἱ ἐπαΐοντες ϑὰ ἀναγνωρίσουν σὲ αὐτὲς τὶς δύο ἰδιότητες τοῦ ∆ ἕνα ἰδεῶδες τοῦ Z.
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m = dq + r µὲ 0 ≤ r < d. Τώρα, ἀπὸ τὴν ἰδιότητα 2 τοῦ ∆ καὶ τὸ γεγονὸς

ὅτι d ∈ ∆ συµπεραίνοµε ὅτι d(−q) ∈ ∆. ῞Οµως, ἐξ ὑποθέσεως, m ∈ ∆, ἄρα,

ἀπὸ τὴν ἰδιότητα 1 τοῦ ∆, ἕπεται ὅτι m − qd ∈ ∆, δηλαδή, r ∈ ∆. ῾Οπότε, ἂν

ἦταν r > 0, ϑὰ εἴχαµε ϐρεῖ ἕνα ϑετικὸ στοιχεῖο τοῦ ∆ µικρότερο τοῦ d, κάτι ποὺ

ἔρχεται σὲ ἀντίφαση µὲ τὴν ἐκλογὴ τοῦ d. Συνεπῶς, r = 0, ὁπότε m = dq ∈ dZ

καὶ καταλήγοµε στὸ συµπέρασµα ὅτι ∆ ⊆ dZ.

• ῾Ο d εἶναι κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b. Αὐτὸ συνεπάγεται, εἰδικώτερα, ὅτι κάθε

διαιρέτης τοῦ d εἶναι κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b, ἀφοῦ ἡ σχέση τῆς διαιρετότητας

εἶναι µεταβατική (γʹ τῆς πρότασης 1.1.1).

Πράγµατι, ὅπως εἴδαµε παραπάνω, a ∈ ∆. Ἀλλὰ ∆ = dZ, καθὼς δείξαµε µόλις

πρίν, ἄρα a ∈ dZ, δηλαδή, ὁ a εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ d· ἰσοδύναµα, ὁ d εἶναι

διαιρέτης τοῦ a. Ἀνάλογα καὶ γιὰ τὸν b.
• Κάθε κοινὸς διαιρέτης c τῶν a, b διαιρεῖ τὸν d.

Πράγµατι, ἐξ ὁρισµοῦ τοῦ ∆ καὶ ἐπειδὴ d ∈ ∆, ὑπάρχουν x0, y0 ∈ Z, τέτοιοι ὥστε

d = ax0 + by0. Γράφοντας τώρα a = a1c, b = b1c, ϐλέποµε ὅτι d = c(a1x0 + b1y0),
ποὺ σηµαίνει ὅτι c|d.

Τὸ συµπέρασµα αὐτὸ συνεπάγεται, εἰδικώτερα, ὅτι |c| ≤ d (εʹ τῆς πρότασης

1.1.1), ἄρα ϐάσει τῶν προηγουµένων, ὁ d εἶναι καὶ κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b καὶ ὁ

µεγαλύτερος ἀπὸ ὅλους τοὺς ἄλλους κοινοὺς διαιρέτες τῶν a, b.
Συνοψίζοντας τὰ συµπεράσµατά µας, καταλήγοµε στὸ ἑξῆς ϐασικὸ

Θεώρηµα 1.2.1 ῎Εστω d ὁ µέγιστος κοινὸς διαιρέτης δύο ἀκεραίων a, b. Τότε :

αʹ. Τὸ σύνολο τῶν κοινῶν διαιρετῶν τῶν a, b ταυτίζεται µὲ τὸ σύνολο τῶν διαι-

ϱετῶν τοῦ d.

ϐʹ. ῾Υπάρχουν ἀκέραιοι x0, y0, τέτοιοι ὥστε d = ax0 + by0.

῾Ο µέγιστος κοινὸς διαιρέτης ἑνὸς πεπερασµένου πλήθους ἀκεραίων a1, a2, . . . , an

συµβολίζεται (a1, a2, . . . , an) καὶ ὁρίζεται ὡς ὁ µέγιστος ϑετικὸς ἀκέραιος, ὁ ὁ-

ποῖος διαιρεῖ καθέναν ἀπὸ τοὺς a1, . . . , an. ῾Ο ὑπολογισµός του µπορεῖ νὰ γίνει

ἀναδροµικά, ὡς ἑξῆς :

(a1, a2, a3) = ((a1, a2), a3)

(a1, a2, a3, a4) = ((a1, a2, a3), a4)
...

(a1, . . . , an−1, an) = ((a1, . . . , an−1), an)

Χρειάζεται, ϐέβαια, ἀπόδειξη ὅτι αὐτὴ ἡ ἀναδροµικὴ διαδικασία ὁδηγεῖ στὴν εὕ-

ϱεση τοῦ µεγίστου κοινοῦ διαιρέτη τῶν a1, . . . , an· ϐλ. ἄσκηση 13. ᾿Επίσης, ἡ

ἄσκηση 14 λέει ὅτι ὁ µέγιστος κοινὸς διαιρέτης πολλῶν ἀριθµῶν ἔχει ἰδιότητες

ἀνάλογες µὲ αὐτὲς τοῦ µεγίστου κοινοῦ διαιρέτη, ποὺ ἀναφέρονται στὸ ϑεώρηµα

1.2.1.

῞Οταν (a1, a2, . . . , an) = 1, τότε λέµε ὅτι οἱ a1, a2, . . . , an εἶναι πρῶτοι µεταξύ

τους . ῾Η ἰδιότητα αὐτὴ τῶν a1, a2, . . . , an εἶναι ἀσθενέστερη ἀπὸ τὴν ἰδιότητα νὰ
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εἶναι ἀνὰ Ϲεύγη πρῶτοι , ἐκτός, ϐέβαια, ἂν n = 2, ποὺ οἱ ἰδιότητες εἶναι ἰσοδύναµες.

Γιὰ παράδειγµα, οἱ ἀριθµοὶ 10,12,15 εἶναι πρῶτοι µεταξύ τους, ἀφοῦ ὁ µόνος

κοινὸς (καὶ γιὰ τοὺς τρεῖς) διαιρέτης τους εἶναι ὁ 1. ῞Οµως, ἀνὰ Ϲεύγη, δὲν εἶναι

πρῶτοι, ἀφοῦ (10, 12) = 2, (10, 15) = 5 καὶ (12, 15) = 3. Φυσικά, εἶναι ϕανερὸ

ὅτι, ἂν οἱ a1, a2, . . . , an εἶναι πρῶτοὶ ἀνὰ Ϲεύγη, εἶναι καὶ πρῶτοι µεταξύ τους.

Θεώρηµα 1.2.2 –᾿Ιδιότητες τοῦ ΜΚ∆

αʹ. Ἂν b|a τότε (a, b) = |b|.
ϐʹ. Ἂν a = bq + c τότε τὸ σύνολο τῶν κοινῶν διαιρετῶν τῶν a, b συµπίπτει µὲ τὸ

σύνολο τῶν κοινῶν διαιρετῶν τῶν b, c· εἰδικώτερα, (a, b) = (b, c).

γʹ. Γιὰ ὁποιονδήποτε ἀκέραιο c, (ca, cb) = |c|(a, b)

δʹ. Ἂν ὁ c εἶναι κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b, τότε

(

a

c
,
b

c

)

=
(a, b)

|c| . Αὐτό, εἰδικώ-

τερα, συνεπάγεται –γιὰ c = (a, b)– ὅτι οἱ a/(a, b) καὶ b/(a, b) εἶναι πρῶτοι µεταξύ

τους.

εʹ. Ἂν (a, b) = 1 καὶ c ὁποιοσδήποτε ἀκέραιος, τότε (ac, b) = (c, b).

ϛʹ. Ἂν (a, b) = 1 καὶ b|ac, τότε b|c.

Ϲʹ. Ἂν καθένας ἀπὸ τοὺς a1, . . . , an εἶναι πρῶτος πρὸς καθέναν ἀπὸ τοὺς

b1, . . . , bm, τότε (a1 · · ·an, b1 · · · bm) = 1.

᾿Απόδειξη αʹ. ῾Ο |b| εἶναι, προφανῶς, ὁ µέγιστος διαιρέτης τοῦ b καί, ἐξ ὑποθέ-

σεως, διαιρεῖ τὸν a, ἄρα εἶναι µέγιστος κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b.
ϐʹ. Κάθε κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b διαιρεῖ τοὺς a καὶ bq, ἄρα διαιρεῖ καὶ τὸν

c = (−1)a + qb (ϐλ. ϑεώρηµα 1.1.1), ὁπότε εἶναι κοινὸς διαιρέτης τῶν b, c. Ἀν-

τίστροφα, κάθε κοινὸς διαιρέτης τῶν b, c διαιρεῖ τὸν qb + c = a, ἄρα εἶναι κοινὸς

διαιρέτης τῶν a, b.
γʹ. ῎Εστω (a, b) = d. ᾿Επειδὴ ὁ |c| διαιρεῖ τὸν c καὶ ὁ d διαιρεῖ τὸν a, ὁ |c|d διαιρεῖ

τὸν ca καί, ὁµοίως, διαιρεῖ καὶ τὸν cb. ῾Ο |c|d εἶναι, λοιπόν, κοινὸς διαιρέτης

τῶν ca, cb, ἄρα (αʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.1) διαιρεῖ τὸν (ca, cb). Θὰ δείξοµε ὅτι,

καὶ ἀντίστροφα, ὁ (ca, cb) διαιρεῖ τὸν |c|d. Πράγµατι, τὸ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.1

µᾶς ἐξασφαλίζει τὴν ὕπαρξη ἀκεραίων x0, y0, τέτοιων ὥστε ax0 + by0 = d, ὁπότε

(ca)x0 + (cb)y0 = cd. Τὸ ἀριστερὸ µέλος αὐτῆς τῆς σχέσης διαιρεῖται, προφανῶς,

ἀπὸ τὸν (ca, cb), ἄρα ὁ (ca, cb) διαιρεῖ τὸν cd, ὁπότε καὶ τὸν |c|d. Τελικά, οἱ ϑετικοὶ

ἀκέραιοι (ca, cb) καὶ |c|d = |c|(a, b) ἀλληλοδιαιροῦνται, ὁπότε εἶναι ἴσοι (ϐλ. ϛʹ

τοῦ ϑεωρήµατος 1.1.1).

δʹ. ᾿Εφαρµόζοντας τὸ γʹ µὲ a
c

στὴ ϑέση τοῦ a καὶ b
c

στὴ ϑέση τοῦ b, παίρνοµε

|c|(a
c
, b

c
) = (a, b), δηλαδή, τὴν ἀποδεικτέα σχέση.2

εʹ. ῎Εχοµε (c, b)|(ac, b). Πράγµατι, ὁ (c, b) διαιρεῖ τοὺς c, b ἄρα εἶναι κοινὸς διαιρέ-

της καὶ τῶν ac, b, ἄρα εἶναι διαιρέτης τοῦ (ac, b) (ἀπὸ τὸ αʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.1).

Ἀντίστροφα, ϑὰ δείξοµε ὅτι (ac, b)|(c, b). Ἀπὸ τὸ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.1 ξέροµε

ὅτι ὑπάρχουν ἀκέραιοι x0, y0, τέτοιοι ὥστε ax0 + by0 = 1, ἄρα (ac)x0 + b(cy0) = c.

2∆εῖτε, ὅµως τὴν ἄσκηση 15.
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Βλέποµε ὅτι τὸ ἀριστερὸ µέλος αὐτῆς τῆς σχέσης διαιρεῖται ἀπὸ τὸν (ac, b), ἄρα ὁ

(ac, b) διαιρεῖ καὶ τὸν c, ὁπότε εἶναι κοινὸς διαιρέτης τῶν b, c, ἄρα καὶ διαιρέτης

τοῦ (b, c) (ἀπὸ τὸ αʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.1). Οἱ ϑετικοὶ ἀκέραιοι (c, b) καὶ (ac, b)
ἀλληλοδιαιροῦνται λοιπόν, ἄρα (ϛʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.1.1) εἶναι ἴσοι.

ϛʹ. Ἀπὸ τὸ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.1 ξέροµε ὅτι ὑπάρχουν ἀκέραιοι x0, y0, τέτοιοι

ὥστε ax0 + by0 = 1, ἄρα (ac)x0 + b(cy0) = c. ῾Ο b διαιρεῖ τὸ ἀριστερὸ µέλος, ἄρα

διαιρεῖ καὶ τὸν c.
Ϲʹ. Θὰ δείξοµε πρῶτα ὅτι (a1a2 · · ·an, b1) = 1, ἐφαρµόζοντας πολλὲς ϕορὲς διαδο-

χικὰ τὸ εʹ καί, ϕυσικά, τὴν ὑπόθεση ὅτι ὁ b1 εἶναι πρῶτος πρὸς καθέναν ἀπὸ τοὺς

a1, a2, . . . , an. Λοιπόν, ἔχοµε διαδοχικά :

(a1, b1) = 1 ⇒ (a1a2, b1) = (a2, b1) = 1

(a1a2, b1) = 1 ⇒ (a1a2a3, b1) = (a3, b1) = 1
...

...

(a1a2 · · ·an−1, b1) = 1 ⇒ (a1a2 · · ·an−1an, b1) = (an, b1) = 1

Θέτοµε τώρα A = a1a2 · · ·an. Μόλις δείξαµε ὅτι (A, b1) = 1. ᾿Εντελῶς ἀνάλογα

ἰσχύει ὅτι (A, bk) = 1 γιὰ ὅλα τὰ k = 1, . . . , m. Τώρα, µὲ διαδοχικὴ ἐφαρµογὴ

τοῦ εʹ, ἔχοµε τὶς διαδοχικὲς συνεπαγωγές : (b1, A) = 1 ⇒ (b1b2, A) = (b2, A) = 1,

(b1b2, A) = 1 ⇒ (b1b2b3, A) = (b3, A) = 1 κλπ, µέχρις ὅτου καταλήξοµε στὴν

(b1b2 · · · bm, A) = 1, δηλαδή, στὴν ἀποδεικτέα. ὅ.ἔ.δ.

῾Ο πρακτικὸς ὑπολογισµὸς τοῦ µεγίστου κοινοῦ διαιρέτη δύο ἀκεραίων ἐπι-

τυγχάνεται πάρα πολὺ ἀποτελεσµατικὰ µὲ τὸν εὐκλείδειο ἀλγόριθµο , ἕναν ἀπὸ

τοὺς πιὸ σηµαντικοὺς ἀλγορίθµους τῶν Μαθηµατικῶν.

Θεώρηµα 1.2.3 ῎Εστω a ≥ b > 0. Θέτοµε r0 = a, r1 = b, s−1 = s0 = 1. Γιὰ

i = 1, 2, . . . ὁρίζοµε ἀναδροµικά qi+1, ri+1 νὰ εἶναι, ἀντιστοίχως, τὸ πηλίκο καὶ τὸ

ὑπόλοιπο τῆς εὐκλείδειας διαίρεσης τοῦ ri−1 διὰ τοῦ ri (ϐλ. ϑεώρηµα 1.1.2). Τότε :

αʹ. b = r1 > r2 > r3 > · · · καὶ γιὰ κάποιο i = n ≥ 2 εἶναι rn+1 = 0. Γι’ αὐτὸ

τὸ συγκεκριµένο n ἰσχύει n < 2 log b
log 2

+ 2 καὶ rn = (a, b).

ϐʹ. Γιὰ i = 1, . . . , n ὁρίζοµε ἀναδροµικά si = si−2− si−1qn−i+2. Τότε, (a, b) =
asn−1 + bsn.

᾿Απόδειξη αʹ. ῎Εχοµε, ἐξ ὁρισµοῦ, ri−1 = riqi+1 + ri+1, ὅπου 0 ≤ ri+1 < ri

(ϐλ. ϑεώρηµα 1.1.2). Συνεπῶς, γιὰ τοὺς µὴ ἀρνητικοὺς ἀκεραίους ri ἔχοµε

r0 > r1 > r2 > · · · ≥ 0, ἄρα κάποιο ri, ἀναγκαστικά, ϑὰ εἶναι µηδέν. ῎Εστω,
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λοιπόν, rn+1 = 0 (n ≥ 1). Τότε ἔχοµε τὴν ἑξῆς κατάσταση:

a = r0 = r1q2 + r2 = bq2 + r2 , 0 < r2 < r1 = b

b = r1 = r2q3 + r3 , 0 < r3 < r2

r2 = r3q4 + r4 , 0 < r4 < r3

...
...

ri−1 = riqi+1 + ri+1 , 0 < ri+1 < ri

...
...

rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1 , 0 < rn−1 < rn−2

rn−2 = rn−1qn + rn , 0 < rn < rn−1

rn−1 = rnqn+1 + 0

῾Η τελευταία ἀπὸ τὶς παραπάνω ἰσότητες µᾶς λέει ὅτι rn = (rn−1, rn) (ϐλ. αʹ τοῦ

ϑεωρήµατος 1.2.2). Τώρα ἐφαρµόζοµε τὸ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2 διαδοχικά,

ἀρχίζοντας ἀπὸ τὴν προτελευταία σχέση καὶ ἀνεβαίνοντας πρὸς τὰ πάνω:

(rn, rn−1) = (rn−1, rn−2) = (rn−2, rn−3) = · · · = (r4, r3) = (r3, r2) = (r2, r1) =
(r1, r0) = (b, a).
᾿Εδῶ, τὸ ἀριστερώτερο = ὀφείλεται στὴν προτελευταία σχέση, τὸ ἑπόµενο = στὴν

δεύτερη ἀπὸ τὸ τέλος σχέση κλπ. Τὸ ἄνω ϕράγµα γιὰ τὸν n ϑὰ τὸ ἀποδείξοµε στὸ

τέλος.

ϐʹ. Γιὰ i = 0, 1, . . . , n ἰσχύει ἡ σχέση rn = sirn−i+1 + si−1rn−i (∗), τὴν ὁποία ϑὰ

ἀποδείξοµε µὲ ἐπαγωγὴ στὸ i: Γιὰ i = 0 τὸ δεξιὸ µέλος γίνεται s0rn+1 + s−1rn =
1 · 0 + 1 · rn = rn. Ἄν, τώρα, ἰσχύει ἡ σχέση γιὰ κάποιο 0 ≤ i < n, τότε πρέπει

νὰ δείξοµε ὅτι ἰσχύει καὶ γιὰ τὸ i + 1, δηλαδή, rn = si+1rn−i + sirn−i−1. Αὐτὸ

ϕαίνεται µὲ ἁπλούστατες πράξεις, ἂν στὸ δεξιὸ µέλος κάνοµε τὶς ἀντικαταστάσεις

si+1 = si−1− siqn−i+1 (ϐλ. πῶς ὁρίσθηκαν οἱ s1, s2, . . .) καὶ rn−i−1 = rn−iqn−i+1 +
rn−i+1 (στὴ λίστα τῶν εὐκλειδείων διαιρέσεων, παραπάνω, ϑέτοµε στὴ ϑέση τοῦ i
τὸ n − i). Ἀπὸ τὴ σχέση (*), γιὰ i = n παίρνοµε rn = snr1 + sn−1r0, δηλαδή,

(a, b) = snb + sn−1a.

Τέλος, ἀποδεικνύµε τὸ ἄνω ϕράγµα γιὰ τὸ n: Θὰ ἀποδείξοµε πρῶτα ὅτι, γιὰ

i = 1, . . . , n ἰσχύει ri−1 > 2ri+1. Πράγµατι, ἂς ϑεωρήσοµε ἕνα τέτοιον δείκτη i.
Ἂν εἶναι ri ≤ ri−1/2, τότε, λόγῳ τῆς ri+1 < ri, εἶναι καὶ ri+1 < ri−1/2, δηλαδή,

ri−1 > 2ri+1. Ἄν, πάλι, ri > ri−1/2, τότε, λόγῳ τῆς ri−1 = riqi+1 + ri+1, ἔχοµε

ri+1 = ri−1 − riqi+1 < ri−1 −
ri−1

2
qi+1 ≤ ri−1 −

ri−1

2
=

ri−1

2
.

῎Εχοντας ἀποδείξει, τώρα, τὴ σχέση ri−1 > 2ri+1, παίρνοµε διαδοχικά τὶς ἀνισό-

τητες :

b = r1 > 2r3 > 22r5 > 23r7 > · · · > 2(n−1)/2rn, ἂν ὁ n εἶναι περιττός,

b = r1 > r2 > 2r4 > 22r6 > 23r8 > · · · > 2(n−2)/2rn, ἂν ὁ n εἶναι ἄρτιος.

Σὲ κάθε περίπτωση, λοιπόν, b > 2(n−2)/2, ἀπ’ ὅπου, λογαριθµίζοντας, παίρνοµε

τὴν ἀποδεικτέα ἀνισότητα. ὅ.ἔ.δ.
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Μία µικρὴ ἰδέα γιὰ τὴ σπουδαιότητα τοῦ ϕράγµατος, ποὺ ἀποδείξαµε, παίρ-

νει κανεὶς ἀπὸ τὴν ἑξῆς συγκεκριµένη περίπτωση: Γιὰ τὸν ὑπολογισµὸ τοῦ µεγί-

στου κοινοῦ διαιρέτη τῶν a, b, ὅταν ὁ µικρότερος ἀπὸ τοὺς δύο (ὁ b) εἶναι 300ψή-

ϕιος ἀκέραιος, ἀπαιτοῦνται λιγότερα ἀπὸ 2000 ϐήµατα n. Ἀλλὰ 2000 εὐκλείδειες

διαιρέσεις κοστίζουν ἀµελητέο χρόνο ἀκόµη καὶ σὲ ἕνα προσωπικὸ ὑπολογιστή.

Παράδειγµα. ῾Υποδεικνύοµε ἕνα τρό-

πο ὀργάνωσης τῶν ὑπολογισµῶν, ποὺ

περιγράφονται στὸ ϑεώρηµα 1.2.3: ῎Ε-

στω ὅτι Ϲητοῦµε τὸν (7168, 917). Οἱ ἀλ-

λεπάλληλες διαιρέσεις τοῦ ϑεωρήµατος

1.2.3 ϕαίνονται δίπλα.

7168 = 917 · 7 + 749

917 = 749 · 1 + 168

749 = 168 · 4 + 77

168 = 77 · 2 + 14

77 = 14 · 5 + 7

14 = 7 · 2 + 0

Τὸ τελευταῖο πηλῖκο (= τελευταῖο µὴ µηδε-

νικὸ ὑπόλοιπο) εἶναι 7, ἄρα (7168, 917) =
7.

Αὐτὴ ἡ ὑπολογιστικὴ διαδικασία, κατὰ τὴν

ὁποία,σὲ κάθε ϐῆµα, διαιρετέος εἶναι ὁ

διαιρέτης τοῦ προηγουµένου ϐήµατος καὶ

διαιρέτης, τὸ ὑπόλοιπο τοῦ προηγουµένου

ϐήµατος, περιγράφεται µὲ πιὸ εὐσύνοπτο

τρόπο παραπλεύρως.

7168 917

917 749 7

749 168 1

168 77 4

77 14 2

14 7 5

0 2

Παρατηρῆστε ὅτι, τὸ ϑεώρηµα 1.2.3 προβλέπει, γιὰ τὸ συγκεκριµένο παράδειγ-

µα, πλῆθος ϐηµάτων n, ποὺ δὲν ὑπερβαίνουν τὸ ϕράγµα 2 log 917/ log 2 + 2 =
21.68155 . . ., δηλαδή, n ≤ 21. Στὴν πράξη, εἴδαµε ὅτι n = 6.

῾Η διαδικασία ὑπολογισµοῦ τῶν si, (i = −1, . . . , n) γίνεται πολὺ ἁπλά: Μὲ

τονισµένα τυπογραφικὰ στοιχεῖα σηµειώνονται τὰ ἐξ ἀρχῆς γνωστὰ δεδοµένα. Κα-

τόπιν, τὰ κουτιὰ συµπληρώνονται ἀπὸ ἀριστερὰ πρὸς τὰ δεξιά. Στὴ γραµµὴ τοῦ

q τὰ κουτιὰ συµπληρώνονται, ἀπὸ τὴν τρίτη στήλη καὶ µετά, µὲ τὰ πηλίκα τοῦ

εὐκλειδείου ἀλγορίθµου ἀπὸ τὸ τελευταῖο πηλίκο πρὸς τὸ πρῶτο (ϐλ. παραπάνω),

ἐνῶ στὴ γραµµὴ τοῦ s, στὰ δύο ἀριστερώτερα κουτιὰ µπαίνουν τὰ s−1 = s0 = 1
καὶ µετά, ἀναδροµικά, τὰ si, σύµφωνα µὲ τὸ διπλανὸ σχῆµα ὅπου ἐννοεῖται ὅτι τὰ

A, B, C εἶναι ἤδη γνωστὰ καὶ συµπληρώνεται τὸ κουτὶ κά-

τω ἀπὸ τὸ A,σύµφωνα µὲ τὸ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.3. Κου-

τιὰ µὲ ∗ δὲν παίζουν ϱόλο στὸν συγκεκριµένο ὑπολογισµό.

∗ ∗ A
C B −A · B + C

Στὸ συγκεκριµένο παράδειγµα ἔχοµε : q 2 5 2 4 1 7

s 1 1 -1 6 -13 58 -71 555

Φυσικά, καθὼς προβλέπει τὸ 2 τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.3, (−71) · 7168 + 555 · 917 =
7 = (7168, 917).
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῞Ενας κάπως διαφορετικὸς καὶ πολὺ εὔχρηστος ἀλγόριθµος ὑπολογισµοῦ

ἀκεραίων x0, y0, τέτοιων ὥστε ax0 + by0 = (a, b), περιγράφεται στὴν ἄσκηση 16.

1.3 ᾿Ελάχιστο κοινὸ πολλαπλάσιο

Σταθεροποιοῦµε δύο µὴ µηδενικοὺς ἀκεραίους a, b. Κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν a, b
εἶναι κάθε ἀκέραιος, ποὺ εἶναι πολλαπλάσιο καὶ τοῦ a καὶ τοῦ b. Τὸ σύνολο τῶν

ϑετικῶν κοινῶν πολλαπλασίων τῶν a, b εἶναι µὴ κενό (π.χ. περιέχει τὸν |ab|) ὁπότε

ἔχει ἕνα ἐλάχιστο στοιχεῖο, τὸ ὁποῖο καλεῖται ἐλάχιστο κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν a, b
καὶ συµβολίζεται [a, b].

Θεώρηµα 1.3.1 ῎Εστω ὅτι a, b εἶναι µὴ µηδενικοί ἀκέραιοι. Τότε :

αʹ. ῞Ενας ἀκέραιος εἶναι κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν a, b ἄν, καὶ µόνο ἄν, εἶναι

τῆς µορφῆς
nab

(a, b)
γιὰ κάποιο n ∈ Z. Εἰδικώτερα, [a, b] =

|ab|
(a, b)

. Ἄρα, ἂν (a, b) = 1,

τότε [a, b] = |ab|.

ϐʹ. Τὸ σύνολο τῶν κοινῶν πολλαπλασίων τῶν a, b ταυτίζεται µὲ τὸ σύνολο τῶν

πολλαπλασίων τοῦ [a, b].

γʹ. Ἂν (a, b) = 1 καὶ καθένας ἀπὸ τοὺς a, b διαιρεῖ τὸν m, τότε καὶ τὸ γινόµενό

τους ab διαιρεῖ τὸν m.

Γενίκευση : Ἂν οἱ a1, . . . , an εἶναι ἀνὰ δύο πρῶτοι µεταξύ τους καὶ καθένας ἀπὸ

αὐτοὺς διαιρεῖ τὸν m, τότε καὶ τὸ γινόµενο a1 · · ·an διαιρεῖ τὸν m.

᾿Απόδειξη αʹ. ῎Εστω m κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν a, b. Ἀφοῦ a|m, µποροῦµε νὰ

γράψοµε m = ak µὲ k ∈ Z. ῎Εστω d = (a, b) καὶ ἂς ϑέσοµε a = da1, b = db1. Ἀπὸ

τὸ δʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2 ἔχοµε ὅτι (a1, b1) = 1. ῾Η ὑπόθεση b|m ἰσοδυναµεῖ µὲ

τὸ ὅτι ak/b ∈ Z, ἄρα a1k/b1 ∈ Z, δηλαδή, b1|a1k. Τώρα, τὸ ϛʹ τοῦ ϑεωρήµατος

1.2.2 µᾶς ὁδηγεῖ στὸ συµπέρασµα ὅτι b1|k, ἄρα k = nb1 γιὰ κάποιο n ∈ Z. Ἄρα,

τελικά, m = ak = ab1n = a(db1)n/d = n(ab)/d. Ἀντίστροφα, κάθε ἀριθµὸς τῆς

µορφῆς n(ab)/d εἶναι κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν a, b. Πράγµατι, ἕναν τέτοιο ἀριθµὸ

µποροῦµε νὰ τὸν δοῦµε ὡς n(b/d)a. Ἀλλὰ d|b, ἄρα ὁ ἀριθµὸς αὐτὸς εἶναι πολ-

λαπλάσιο τοῦ a. Ἀνάλογα, ἂν γράψοµε τὸν ἀριθµὸ ὡς n(a/d)b, καταλήγοµε στὸ

συµπέρασµα ὅτι ὁ ἀριθµὸς εἶναι καὶ πολλαπλάσιο τοῦ b.
Τέλος, εἶναι προφανὲς ὅτι, µιὰ καὶ οἱ a, b εἶναι σταθεροί, τὸ µέγεθος τοῦ nab/d
ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὸν n, ἄρα ἡ ἐλάχιστη ϑετικὴ τιµὴ τοῦ ἀριθµοῦ αὐτοῦ –τὸ ἐλάχιστο

κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν a, b– εἶναι |ab|/d.

ϐʹ. ῎Εστω d = (a, b). Ἀπὸ τὸ αʹ, κάθε κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν a, b εἶναι τῆς

µορφῆς nab/d, ἐνῶ ab/d = ±[a, b]. Ἄρα, κάθε κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν a, b εἶναι

πολλαπλάσιο τοῦ [a, b]. Ἀλλά καὶ ἀντίστροφα, ἔστω n[a, b] πολλαπλάσιο τοῦ [a, b].
Τότε n[a, b] = nab/d = n(b/d)a = n(a/d)b, ἀπ’ ὅπου ϐλέποµε ὅτι ὁ ἀριθµὸς αὐτὸς
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εἶναι πολλαπλάσιο καὶ τοῦ a καὶ τοῦ b.
γʹ. Βάσει τοῦ (αʹ), [a, b] = |ab|, ἐνῶ, ἀπὸ τὸ (ϐʹ), ὁ m εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ [a, b],
ἄρα, πολλαπλάσιο τοῦ ab.
῎Εστω τώρα ὅτι οἱ a1, . . . , an εἶναι ἀνὰ δύο πρῶτοι µεταξύ τους καὶ καθένας διαιρεῖ

τὸν m. ᾿Εφαρµόζοντας αὐτὸ ποὺ ἀποδείξαµε µόλις πρίν, µὲ a = a1, b = a2, συµ-

περαίνοµε ὅτι ὁ m εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ a1a2. ῾Ο a3, τώρα, εἶναι πρῶτος πρὸς

τὸν a1a2, ἀφοῦ εἶναι πρῶτος πρὸς καθένα ἀπ’ τοὺς a1, a2 (ϐλ. Ϲʹ τοῦ ϑεωρήµα-

τος 1.2.2). ῎Ετσι, ἔχοµε καὶ πάλι δύο ἀριθµούς, τοὺς a = a3 καὶ b = a1a2, οἱ

ὁποῖοι εἶναι πρῶτοι µεταξύ τους καὶ καθένας διαιρεῖ τὸν m, ἄρα καὶ τὸ γινόµενό

τους ab = a1a2a3 διαιρεῖ τὸν m. ᾿Επαναλαµβάνοντας τοὺς ἀνάλογους συλλογι-

σµούς, ὁδηγούµαστε ἐπαγωγικὰ στὸ συµπέρασµα ὅτι ὁ m εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ

a1a2 · · ·an. ὅ.ἔ.δ.

Τὸ ἐλάχιστο κοινὸ πολλαπλάσιο περισσοτέρων τῶν δύο ἀριθµῶν a1, . . . , an−1, an

ὁρίζεται ὡς ὁ ἐλάχιστος ϑετικὸς ἀκέραιος, ὁ ὁποῖος εἶναι πολλαπλάσιο καθενὸς ἀ-

πὸ τοὺς a1, . . . , an−1, an καὶ συµβολίζεται [a1, . . . , an−1, an]. ῾Ο ὑπολογισµὸς του

γίνεται ἀναδροµικά, δηλαδή,

[a1, a2, a3] = [[a1, a2], a3]

[a1, a2, a3, a4] = [[a1, a2, a3], a4]
...

[a1, . . . , an−1, an] = [[a1, . . . , an−1], an]

Φυσικά, πρέπει νὰ ἀποδείξοµε ὅτι αὐτὴ ἡ διαδικασία µᾶς δίνει, ὄντως, τὸ ἐλάχιστο

κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν a1, . . . , an−1, an. Γιὰ τὴν ἀπόδειξη ϐλ. ἄσκηση 26.

1.4 Πρῶτοι ἀριθµοί

Οἱ πρῶτοι ἀριθµοὶ ἀποτελοῦν τοὺς δοµικοὺς λίθους, µὲ τοὺς ὁποίους κτίζονται

πολλαπλασιαστικὰ οἱ ἀκέραιοι ἀριθµοί. Ἂς παρατηρήσοµε, προκαταρκτικά, ὅτι

γιὰ κάθε ἀκέραιο n, οἱ ±1,±n εἶναι διαιρέτες τοῦ n. Αὐτοὶ λέγονται τετριµµένοι

διαιρέτες τοῦ n.

῾Ορισµός 1.4.1 ῾Ο ἀκέραιος n καλεῖται πρῶτος ἂν εἶναι διάφορος τῶν 0,±1 καὶ

οἱ µόνοι διαιρέτες του εἶναι οἱ τετριµµένοι ±1 καὶ ±n. ῾Ο n καλεῖται σύνθετος ἂν

εἶναι διάφορος τῶν 0,±1 καὶ ἔχει καὶ ἄλλους διαιρέτες ἐκτὸς τῶν τετριµµένων.

Οἱ ἀριθµοὶ ±1 χαρακτηρίζονται ὡς µονάδες τοῦ Z καὶ εἶναι τὰ µόνα στοιχεῖα τοῦ

Z, τὰ ὁποῖα ἔχουν ἀντίστροφο µέσα στὸ Z. Εἶναι προφανὲς ὅτι, ὁ n εἶναι πρῶτος

(ἀντιστοίχως, σύνθετος) ἄν, καὶ µόνο ἄν, ὁ −n εἶναι πρῶτος (ἀντιστοίχως, σύνθετος).

Γιὰ πράδειγµα, οἱ ±7 καὶ ±13 εἶναι πρῶτοι ἀριθµοί, ἀφοῦ καθένας ἀπὸ αὐτοὺς

ἔχει µόνο τετριµµένους διαιρέτες. Ἀντίθετα, οἱ ±10 εἶναι σύνθετοι ἀριθµοί, ἀφοῦ,

ἐκτὸς ἀπὸ τοὺς τετριµµένους διαιρέτες τους ±1,±10 ἔχουν καὶ τοὺς διαιρέτες ±5.



1.4 Πρῶτοι ἀριθµοί 13

Θεώρηµα 1.4.2 αʹ. Γιὰ κάθε m 6= 0,±1, ὁ ἐλάχιστος µεγαλύτερος τοῦ 1 διαιρέ-

της τοῦ m εἶναι πρῶτος. Ἄρα, κάθε ἀκέραιος διάφορος τῶν ±1 ἔχει ἕνα, τουλάχι-

στον, πρῶτο διαιρέτη.

ϐʹ. Ἂν ὁ p εἶναι πρῶτος καὶ ὁ a εἶναι τυχὼν ἀκέραιος, τότε, ἕνα ἀπὸ τὰ δύο

συµβαίνει : p|a ἢ (p, a) = 1. ᾿Ενῶ, ἂν ὁ p εἶναι σύνθετος, ὑπάρχουν a γιὰ τοὺς

ὁποίους τίποτε ἀπὸ τὰ δύο δὲν συµβαίνει.

γʹ. Ἂν ὁ p εἶναι πρῶτος καὶ (ai, p) = 1 γιὰ ὅλα τὰ i = 1, . . . , n, τότε ὁ p δὲν

διαιρεῖ τὸ γινόµενο a1 · · ·an.

Εἰδικὴ περίπτωση τῆς δύναµης : Ἂν (p, a) = 1, τότε ὁ p δὲν διαιρεῖ τὸν an.

᾿Ισοδύναµη (λόγῳ τοῦ ϐʹ) διατύπωση : Ἂν ὁ p εἶναι πρῶτος καὶ δὲν διαιρεῖ κανέναν

ἀπὸ τοὺς a1, . . . , an, τότε οὔτε τὸ γινόµενό τους διαιρεῖ.

Στὴν εἰδικὴ περίπτωση τῆς δύναµης : Ἂν ὁ p δὲν διαιρεῖ τὸν a, τότε, οὔτε καὶ

τὸν an διαιρεῖ.

᾿Ισοδύναµη διατύπωση (ἀντιστροφο-αντίθετη διατύπωση τῆς προηγούµενης): Ἂν

ὁ p εἶναι πρῶτος καὶ διαιρεῖ τὸ γινόµενο a1 · · ·an, τότε ὁ p διαιρεῖ τουλάχιστον ἕναν

ἀπὸ τοὺς παράγοντες a1, . . . , an.

Εἰδικὴ περίπτωση τῆς δύναµης : Ἂν p|an, τότε p|a.

Ἄν, ὅµως, ὁ p εἶναι σύνθετος καὶ διαιρεῖ τὸ γινόµενο a1 · · ·an, τότε δὲν µποροῦ-

µε νὰ συµπεράνοµε ὅτι διαιρεῖ ἕνα, τουλάχιστον, ἀπὸ τοὺς a1, . . . , an.

δʹ. ῾Ο ἐλάχιστος ϑετικὸς πρῶτος διαιρέτης ἑνὸς σύνθετου ἀριθµοῦ m δὲν ὑ-

περβαίνει τὸν
√

|m|.
εʹ. Ἂν P εἶναι ἕνα ὁποιοδήποτε πεπερασµένο σύνολο ϑετικῶν πρώτων ἀριθ-

µῶν, τότε ὑπάρχει πρῶτος, ὁ ὁποῖος δὲν ἀνήκει στὸ P. Ἄρα, τὸ σύνολο τῶν πρώτων

ἀριθµῶν εἶναι ἄπειρο.3

᾿Απόδειξη Γιὰ m 6= 0,±1 ἂς συµβολίσοµε µὲ ∆(m) τὸ σύνολο τῶν διαιρετῶν τοῦ

m, οἱ ὁποῖοι ὑπερβαίνουν τὸ 1. Προφανῶς, τὸ ∆(m) εἶναι µὴ κενό καὶ πεπερα-

σµένο, µὲ µέγιστο στοιχεῖο του τὸν |m|.
αʹ. ῎Εστω p τὸ ἐλάχιστο στοιχεῖο τοῦ ∆(m). Θὰ ἀποδείξοµε ὅτι ὁ p εἶναι πρῶτος.

Ἂν δὲν ἦταν, ϑὰ ἦταν σύνθετος (παρατηρῆστε ὅτι p > 1), ἄρα, ἐκτὸς ἀπὸ τοὺς

τετριµµένους διαιρέτες του ϑὰ εἶχε καὶ κάποιο ἄλλο διαιρέτη d > 1. ῾Οπότε ϑὰ

εἴχαµε τὴν ἑξῆς κατάσταση: d|p καὶ p|m, ἄρα, ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα 1.1.1, d|m. ῞Οµως

1 < d < p, ἄρα ὁ d εἶναι στοιχεῖο τοῦ ∆(m), µικρότερο τοῦ p, τὸ ὁποῖο εἴχαµε

ὑποθέσει ἐλάχιστο στοιχεῖο τοῦ συνόλου· ἄτοπο.

ϐʹ. Ἂς ὑποθέσοµε ὅτι ὁ p εἶναι πρῶτος καὶ δὲν ἰσχύει (a, p) = 1. Θὰ δείξοµε,

τότε, ὅτι ἰσχύει ἡ σχέση p|a. Ἀλλά, πράγµατι, ἀπὸ τὴν ὑπόθεση συµπεραίνοµε

ὅτι (a, p) = d > 1, ὁπότε ὁ p διαιρεῖται ἀπὸ τὸν d > 1. ᾿Εξ ὁρισµοῦ τοῦ πρώτου

ἀριθµοῦ, αὐτὸ εἶναι δυνατὸν µόνο ἂν d = ±p. Ἀλλὰ τότε, ἀφοῦ d|a, συµπεραίνοµε

ὅτι p|a.

3Πρόκειται γιὰ τὴν πρόταση 20 τοῦ Βιβλίου Θʹ τῶν Στοιχείων τοῦ Εὐκλείδου : «Οἱ πρῶτοι ἀριθµοὶ

πλείους εἰσὶ παντὸς τοῦ προτεθέντος πλήθους πρώτων ἀριθµῶν».
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Ἄν, τώρα, ὁ p εἶναι σύνθετος, τότε ἂς τὸν ὑποθέσοµε, δίχως ϐλάβη τῆς γενικότη-

τος ϑετικό, καὶ ἂς τὸν γράψοµε p = ab, ὅπου 1 < a, b < p. Τότε, γι’ αὐτὸν τὸν

συγκεκριµένο ἀκέραιο a, καὶ οἱ δύο σχέσεις p|a καὶ (p, a) = 1 εἶναι ψευδεῖς.

γʹ. ῾Η ἀπόδειξη τοῦ ἰσχυρισµοῦ, στὴν πρώτη του διατύπωση, εἶναι ἄµεση συ-

νέπεια τῆς πρότασης Ϲʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2, τὴν ὁποία ἐφαρµόζοµε ϑέτοντας

m = 1 καὶ b1 = p.

῞Οσον ἀφορᾶ τὸ ὅτι ἡ τελευταία διατύπωση δὲν ἰσχύει ὅταν ὁ p εἶναι σύνθετος :

Στὴν περίπτωση αὐτή, µποροῦµε νὰ γράψοµε (ὑποθέτοντας, χωρὶς ϐλάβη τῆς γε-

νικότητος, τὸν p ϑετικό) p = a1a2, ὅπου 1 < a1, a2 < p. Τότε, ϐεβαίως, p|a1a2,

ἀλλὰ καµµία ἀπὸ τὶς σχέσεις p|a1 καὶ p|a2 δὲν εἶναι ἀληθής.

δʹ. Ἀπὸ τὸ (αʹ) ξέροµε ἤδη ὅτι τὸ ἐλάχιστο στοιχεῖο, ἔστω p, τοῦ ∆(m) εἶναι πρῶτος

ἀριθµός, ἐνῶ ἡ ὑπόθεση ὅτι ὁ m εἶναι σύνθετος συνεπάγεται ὅτι p < |m|. Πα-

ϱατηρῆστε ὅτι ὁ
|m|
p

εἶναι ἀκέραιος ἀριθµὸς µεγαλύτερος τοῦ 1, ἀρα, ἀπὸ τὸ (αʹ)

ἔχει ἕνα πρῶτο διαιρέτη q, τὸν ὁποῖο, χωρὶς ϐλάβη τῆς γενικότητος, µποροῦµε νὰ

ὑποθέσοµε ϑετικό. ῎Ετσι, ἔχοµε q|m
p

καὶ m
p
|m (διότι τὸ πηλίκο τοῦ m διὰ m

p
εἶναι

ἀκέραιος), ὁπότε q|m. ῾Η ὑπόθεση ὅτι ὁ p εἶναι ὁ ἐλάχιστος πρῶτος, ποὺ διαιρεῖ

τὸν m µᾶς ὁδηγεῖ στὸ συµπέρασµα ὅτι p ≤ q, ἄρα p ≤ |m|
p

, σχέση ἰσοδύναµη µὲ

τὴν ἀποδεικτέα.

εʹ. ῾Ο ἰσχυρισµὸς εἶναι προφανὴς ἂν τὸ P εἶναι κενό. ῎Εστω τώρα ὅτι P =
{p1, . . . , pk}. Θεωροῦµε τὸν m

oρσ
= p1 · · · pk + 1, ὁ ὁποῖος, προφανῶς εἶναι ἀκέ-

ϱαιος µεγαλύτερος τοῦ 1, ἄρα, ἀπὸ τὸ (αʹ) ἔχει ἕνα, τουλάχιστον, πρῶτο διαιρέτη

q. Θὰ δείξοµε ὅτι q 6∈ P. Πράγµατι, γιατὶ διαφορετικά, ὁ q ϑὰ ἦταν ἴσος µὲ κά-

ποιον pi ∈ {p1, . . . , pk}, ὁπότε q|(p1 · · ·pi · · · pk). ῞Οµως q|m, ἄρα (πρόταση 1.1.1)

d|m− (p1 · · · pk) = 1, ἄτοπο.

ὅ.ἔ.δ.

Τὸ κόσκινο τοῦ ᾿Ερατοσθένους. ᾿Εφαρµόζεται γιὰ τὴν κατασκευὴ τῆς λί-

στας ὅλων τῶν (ϑετικῶν) πρώτων ἀριθµῶν, ποὺ δὲν ὑπερβαίνουν δοθέντα ἀκέραιο

n > 2. Συνίσταται στὴν ἑξῆς διαδικασία, ἡ ὁποία διαγράφει τοὺς σύνθετους ἀριθ-

µούς, οἱ ὁποῖοι εἶναι µικρότεροι τοῦ ἀκεραίου n > 2, γιὰ νὰ µείνουν οἱ πρῶτοι,

οἱ µὴ ὑπερβαίνοντες τὸν n. ῎Εστω π. χ. ὅτι n = 50. Γράφοµε τοὺς ἀκεραίους

2,3,. . . ,50. ∆ιαγράφοµε ὅλα τὰ µεγαλύτερα ἀπὸ τὸν 2 πολλαπλάσιά του, δηλαδή,

τοὺς 4,6,. . . ,48,50. ῾Ο µικρότερος ἀκέραιος, µετὰ τὸν 2, ποὺ δὲν ἔχει διαγραφεῖ

εἶναι ὁ 3. ∆ιαγράφοµε ὅλα τὰ µεγαλύτερα ἀπὸ αὐτὸν πολλαπλάσιά του, δηλαδή,

τοὺς 6,9,. . . ,45,48. Παρατηροῦµε ὅτι ὁ 6 διαγράφεται καὶ ὡς πολλαπλάσιο τοῦ 2

καὶ ὡς πολλαπλάσιο τοῦ 3, ἀλλὰ αὐτὸ δὲν ἔχει καµµία σηµασία. Συνεχίζοµε : ῾Ο

ἐλάχιστος, µετὰ τὸν 3, ἀκέραιος, ποὺ δὲν ἔχει διαγραφεῖ, εἶναι ὁ 5. ∆ιαγράφοµε

ὅλα τὰ µεγαλύτερα ἀπὸ αὐτὸν πολλαπλάσιά του, δηλαδή, τοὺς 10,15. . . ,45,50.

῎Ετσι συνεχίζοµε, παρατηρώντας ποιὸς εἶναι ὁ ἀµέσως ἑπόµενος µὴ διαγεγραµµέ-

νος ἀκέραιος, τοῦ ὁποίου καὶ διαγράφοµε ὅλα τὰ γνησίως µεγαλύτερα ἀπὸ αὐτὸν

πολλαπλάσιά του. Σταµατοῦµε ὅταν δὲν ἔχοµε νὰ διαγράψοµε ἄλλους ἀκεραίους

µέχρι το 50 καὶ τότε, ὅλοι οἱ µὴ διαγεγραµµένοι, καὶ µόνον αὐτοί, εἶναι οἱ πρῶτοι

ἀριθµοί, οἱ µὴ ὑπερβαίνοντες τὸ 50. Πότε, ὅµως, ἀρκεῖ νὰ σταµατήσοµε ; Εἶναι
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ἀνάγκη, νὰ ἐπιχειρήσοµε τὴ διαγραφὴ τῶν πολλαπλασίων τοῦ 17, γιὰ παράδειγ-

µα ; ῎Οχι ! Τὸ δʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.4.2 µᾶς λέει ὅτι, ἂν κάποιος ἀριθµὸς εἶναι

σύνθετος, ϑὰ πρέπει νὰ ἔχει διαγραφεῖ ὡς πολλαπλάσιο τοῦ 2, ἢ τοῦ 3, ἢ τοῦ 5,

ἢ τοῦ 7. ∆ιότι κάθε σύνθετος, ποὺ δὲν ὑπερβαίνει τὸ 50 ἔχει, σύµφωνα µὲ τὴν

πρόταση, ἕνα πρῶτο διαιρέτη ≤
√

50 = 7.071 . . .. ῎Ετσι, στὴ συγκεκριµένη περί-

πτωση n = 50, µετὰ ποὺ ϑὰ διαγράψοµε καὶ τὰ πολλαπλάσια τοῦ 7, ἔχοµε τὴν

ἑξῆς κατάσταση:
2 3 4— 5 6— 7 8— 9— 10— 11 12— 13

14— 15— 16— 17 18— 19 20— 21— 22— 23 24— 25—

26— 27— 28— 29 30— 31 32— 33— 34— 35— 36— 37

38— 39— 40— 41 42— 43 44— 45— 46— 47 48— 49—

50—
Εἴµαστε ϐέβαιοι, σύµφωνα µὲ ὅ,τι εἴπαµε παραπάνω, ὅτι ὅλοι οἱ διαγεγραµµένοι

ἀριθµοὶ εἶναι σύνθετοι καὶ ὅλοι οἱ ὑπόλοιποι εἶναι πρῶτοι.

Θεώρηµα 1.4.3 –Θεµελιῶδες ϑεώρηµα τῆς ᾿Αριθµητικῆς. Κάθε ἀκέραιος

n > 1 ἀναλύεται σὲ γινόµενο ϑετικῶν πρώτων: n = p1 · · · pk. ῾Η ἀνάλυση αὐτὴ

εἶναι µοναδική, ὑπὸ τὴν ἑξῆς ἔννοια : Ἂν n = q1 · · · qℓ καὶ οἱ q1, . . . , qℓ εἶναι ϑετικοὶ

πρῶτοι, τότε k = ℓ καὶ οἱ q1, . . . , qℓ ἀποτελοῦν, ἁπλῶς, µία µετάθεση τῶν p1, . . . , pk.

᾿Απόδειξη Πρῶτα ἀποδεικνύοµε ὅτι ὁ n ἀναλύεται σὲ γινόµενο πρώτων, χωρὶς νὰ

µᾶς ἀπασχολεῖ ἡ µοναδικότητα τῆς ἀνάλυσης.

Λόγῳ τοῦ αʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.4.2 ὁ n ἔχει ἕνα πρῶτο ϑετικὸ διαιρέτη p1 καὶ

ϑέτοµε n = p1n1. Ἂν n1 = 1, τότε n = p1 καὶ ἔχοµε ἀνάλυση τοῦ n σὲ ἕνα πρῶτο

διαιρέτη. ∆ιαφορετικά, 1 < n1 < n καὶ ὁ n1 ἔχει ἕνα πρῶτο διαιρέτη p2, ὁπότε

ϑέτοµε n1 = p2n2, ἄρα n = p1p2n2. Αν n2 = 1, τότε n = p1p2 καὶ ἔχοµε ἀνάλυση

τοῦ n σὲ δύο πρώτους διαιρέτες. ∆ιαφορετικά, 1 < n2 < n1 < n καὶ ὁ n2 ἔχει ἕνα

πρῶτο διαιρέτη p3, ὁπότε ϑέτοµε n2 = p3n3, ἄρα n = p1p2p3n3. ῎Ετσι προχωροῦµε,

καὶ στὸ ϐῆµα i ἔχοµε n = p1p2 · · · pini, ὅπου n > n1 > n2 > · · ·ni > 0. Ἄρα, δὲν

µπορεῖ νὰ ἔχοµε ἄπειρη κάθοδο, ὁπότε σὲ κάποιο ϐῆµα i = k ϑὰ καταλήξοµε σὲ

nk = 1, δηλαδή, n = p1 · · · pk.

Τώρα ἀποδεικνύοµε τὴ µοναδικότητα τῆς ἀνάλυσης σὲ πρώτους διαιρέτες.

῎Εστω n = q1 · · · qℓ καὶ οἱ q1, . . . , qℓ εἶναι ϑετικοὶ πρῶτοι. Χωρὶς ϐλάβη τῆς γενι-

κότητας ὑποθέτοµε ὅτι ℓ ≥ k. ῎Εχοµε q1|p1 · · · pk, ἄρα, ἀπὸ τὸ Ϲʹ τοῦ ϑεωρήµατος

1.4.2, ὁ q1 διαιρεῖ ἕνα, τουλάχιστον, ἀπὸ τοὺς p1, . . . , pk, ἔστω, χωρὶς ϐλάβη τῆς

γενικότητος, τὸν p1. Ἀλλά, καθὼς ὁ p1 εἶναι πρῶτος, ὁ µόνος διαιρέτης του, ποὺ

ὑπερβαίνει τὸ 1, εἶναι ὁ ἑαυτός του, ἄρα q1 = p1. Τώρα, διαιρώντας τὴ σχέση

p1p2 · · · pk = n = q1q2 · · · qℓ διὰ p1 = q1 καταλήγοµε στὴν p2 · · · pk = q2 · · · qℓ. Συλ-

λογιζόµαστε ἀκριβῶς ὅπως πρίν : ῾Ο q2 διαιρεῖ τὸ γινόµενο p2 · · · pk, ἄρα διαιρεῖ

ἕνα, τουλάχιστον, παράγοντα, ὁπότε συµπίπτει µὲ ἕναν ἀπὸ τοὺς p2, . . . , pk. Χωρὶς

ϐλάβη τῆς γενικότητας, ἔστω q2 = p2 κ. ὄ. κ. Ἂν ἦταν ℓ > k, τότε, ὕστερα ἀπὸ k
τὸ πλῆθος ϐήµατα ϑὰ καταλήγαµε σὲ σχέση τῆς µορφῆς 1 = qk+1 · · · qℓ, ἄτοπο.

Ἄρα, ℓ = k καὶ q1 = p1, q2 = p2, . . . qk = pk. ὅ.ἔ.δ.
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Γιὰ κάθε ἀκέραιο n 6= 0,±1 ὑπάρχει µία ϐολική, σὲ πολλὲς περιπτώσεις,

ἀνάλυσή του, ποὺ λέγεται κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ n, ἡ ὁποία εἶναι ἡ ἑξῆς : Τὸ

ϑεώρηµα 1.4.3 µᾶς ἐξασφαλίζει ὅτι n = ±p1p2 . . . pk, ὅπου οἱ p1, . . . , pk εἶναι

ϑετικοὶ πρῶτοι, ὄχι, κατ’ ἀνάγκη, διαφορετικοί. ῾Οπότε ὁµαδοποιώντας ἴσους

πρώτους, γράφοµε n = ±qa1
1 · · · qam

m , ὅπου τώρα : (αʹ) Οἱ πρῶτοι q1, . . . , qm εἶναι

διαφορετικοὶ µεταξύ τους. (ϐʹ) m ≤ k καὶ ai ≥ 1 γιὰ κάθε i = 1, . . . , m.

Παρατηροῦµε ὅτι, ἂν n = ±qa1
1 · · · qam

m εἶναι ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ n, τότε

qa1
1 εἶναι ἡ µέγιστη δύναµη τοῦ q1, ποὺ διαιρεῖ τὸν n διότι, ἂν qb

1|n, τότε n = qb
1c,

γιὰ κάποιον ἀκέραιο c, ὁπότε ±qa1
1 qa2

2 · · · qam

m = qb
1c. Ἄν, λοιπόν, ἦταν b > a1, τότε,

ἁπλοποιώντας τὰ δύο µέλη διὰ qa1
1 , ϑὰ καταλήγαµε σὲ µία σχέση, στὸ ἀριστερὸ

µέλος τῆς ὁποίας ϑὰ ἐµφανιζόταν ὁ πρῶτος q1 µὲ ϑετικὸ ἐκθέτη, ἐνῶ στὸ ἀριστερὸ

δὲν ϑὰ ὑπῆρχε ὁ πρῶτος παράγοντας q1· αὐτὸ ἀντίκειται στὸ ϑεώρηµα 1.4.3, ποὺ

µᾶς λέει ὅτι ἡ ἀνάλυση ἑνὸς ἀριθµοῦ σὲ πρώτους παράγοντες εἶναι µοναδική.

῎Εχοντας αὐτὴ τὴν παρατήρηση κατὰ νοῦ, ὁρίζοµε, γιὰ κάθε ἀκέραιο n καὶ

κάθε πρῶτο p, τὸν ἐκθέτη τοῦ p στὸν n, συµβολιζόµενο vp(n), ὡς ἑξῆς : vp(n) =∞
ἂν n = 0 καὶ vp(n) = a (≥ 0) ἂν pa εἶναι ἡ µέγιστη δύναµη τοῦ p, ποὺ διαιρεῖ τὸν

n. Γιὰ παράδειγµα, v2(1200) = 4, v3(1200) = 1, v5(1200) = 2, v7(1200) = 0.

Εἶναι ἁπλὸ νὰ ἀποδείξει κανεὶς τὶς ἑξῆς ἰδιότητες τοῦ ἐκθέτη :

• vp(ab) = vp(a) + vp(b).

• vp(a± b) ≥ min(vp(a), vp(b)). Ἂν vp(a) 6= vp(b), τότε ἰσχύει τὸ =.

Συνεπῶς, ἂν n = ±qa1
1 · · · qam

m εἶναι ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ n, τότε

n = ±q
vq1 (n)
1 q

vq2 (n)
2 · · · qvqm (n)

m .

Ἀλλὰ γιὰ κάθε πρῶτο p 6∈ {q1, q2, . . . , qm} ἔχοµε vp(n) = 0, ἄρα ἡ παραπάνω

σχέση µπορεῖ νὰ γραφτεῖ, πιὸ ὁµοιόµορφα, ὡς ἑξῆς :

n = ±
∏

p πρῶτος

pvp(n) , (1.1)

ὅπου, ϐέβαια, τὸ γινόµενο στὸ δεξιὸ µέλος ἔχει ἄπειρους παράγοντες, ἀλλὰ δὲν ἔχει

ἄπειρη τιµή, ἀφοῦ µόνο πεπερασµένο πλῆθος ἀπὸ αὐτοὺς τοὺς παράγοντες ἔχει

τιµὴ µεγαλύτερη τοῦ 1. Τὴν ἀνάλυση (1.1) τοῦ n ϑὰ λέµε γενικευµένη κανονικὴ

ἀνάλυση τοῦ n.

῾Η ἔννοια τοῦ ἐκθέτη ἐπεκτείνεται καὶ στοὺς ϱητούς, κατὰ τρόπο ϕυσιολογικό :

Ἂν ρ ∈ Q, γράφοµε τὸν ρ ὡς πηλίκο ἀκεραίων ρ = a/b καὶ ὁρίζοµε vp(ρ) =
vp(a)−vp(b). ῾Ο ὁρισµὸς αὐτὸς εἶναι ἀνεξάρτητος ἀπὸ τὸν τρόπο, ποὺ ϑὰ γράψοµε

τὸν ρ ὡς πηλίκο ἀκεραίων· ϐλ. ἄσκηση 30. Τώρα µποροῦµε νὰ ἐπεκτείνοµε τὴ

γενικευµένη κανονικὴ ἀνάλυση καὶ στοὺς ϱητούς : ῾Ορίζεται ἀπὸ τὴν (1.1), ὅπου

τὸ n τώρα µπορεῖ νὰ παριστάνει καὶ ϱητό.

῾Η χρήση τῶν ἐκθετῶν καὶ τῆς γενικευµένης κανονικῆς ἀνάλυσης εἶναι, σὲ

πολλὲς περιπτώσεις, πολὺ ϐοηθητική.
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Θεώρηµα 1.4.4 αʹ. ῎Εστω ὅτι a, b εἶναι ἀκέραιοι καὶ b 6= 0. Τότε, ὁ b διαιρεῖ

τὸν a ἄν, καὶ µόνο ἄν, vp(b) ≤ vp(a) γιὰ κάθε (ϑετικὸ) πρῶτο p.

ϐʹ. Ἂν a = ±ps1
1 · · ·psm

m εἶναι ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ a, τότε, κάθε ϑετικὸς

διαιρέτης τοῦ a εἶναι τῆς µορφῆς pt1
1 · · · ptm

m , ὅπου 0 ≤ ti ≤ si γιὰ κάθε i = 1, . . . , m.

Κατὰ συνέπεια, τὸ πλῆθος τῶν ϑετικῶν διαιρετῶν τοῦ a εἶναι (s1 + 1) · · · (sm + 1).

᾿Απόδειξη αʹ. ῎Εστω ὅτι b|a. Τότε a = bc, ἄρα, γιὰ κάθε πρῶτο p, ἔχοµε vp(a) =
vp(bc) = vp(b) + vp(c) ≥ vp(b). Ἀντιστρόφως, ἔστω ὅτι, γιὰ κάθε πρῶτο p εἶναι

vp(a) ≥ vp(b). Ἂν b = ±1, τότε b|a. ∆ιαφορετικά, ἔστω b = pr1
1 · · · prm

m ἡ κανονικὴ

ἀνάλυση τοῦ b. Ἀπὸ τὴν ὑπόθεση, vpi
(a) ≥ ri γιὰ κάθε i = 1, . . . , m. Αὐτὸ

σηµαίνει ὅτι, ἂν κάνοµε τὴν κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ a, αὐτὴ ϑὰ ἔχει τὴ µορφὴ

a = ±ps1
1 · · ·psm

m c , si ≥ ri (i = 1, . . . , m) ,

ὅπου c = 1 ἢ γινόµενο δυνάµεων κάποιων πρώτων διαφορετικῶν ἀπὸ τοὺς p1, . . . , pm·

οὕτως ἢ ἄλλως, ὅµως, ὁ c εἶναι ἀκέραιος. Συνεπῶς, παραβάλλοντας µὲ τὴν κανο-

νικὴ ἀνάλυση τοῦ b (ϐλ. λίγο παραπάνω), καταλήγοµε στὴ σχέση

a = ±b(cps1−r1
1 · · ·psm−rm

m ) .

Τὸ ἐντὸς τῆς παρενθέσεως γινόµενο εἶναι ἀκέραιος ἀριθµός, ἄρα b|a.

ϐʹ. ῾Ο ἰσχυρισµὸς σχετικὰ µὲ τὴ µορφὴ τῶν διαιρετῶν τοῦ a προκύπτει ἀµέσως

ἀπὸ τὸ µέρος αʹ τοῦ ϑεωρήµατος. ῞Οσον ἀφορᾶ στὸ πλῆθος τῶν ϑετικῶν διαιρετῶν

τοῦ a, παρατηροῦµε τὰ ἑξῆς : Γιὰ τὸν ἐκθέτη t1 ὑπάρχουν s1 + 1 ἐπιλογές (ἀφοῦ

0 ≤ t1 ≤ s1), γιὰ τὸν t2 ὑπάρχουν s2 +1 ἐπιλογές,. . . , γιὰ τὸν tm ὑπάρχουν sm +1
ἐπιλογές, ἄρα γιὰ τὸν pt1

1 · · · ptm
m ὑπάρχουν (s1 + 1)(s2 + 1) · · · (sm + 1) ἐπιλογὲς

καὶ ὅλες εἶναι διαφορετικὲς µεταξύ τους, λόγῳ τῆς µοναδικότητας τῆς ἀνάλυσης

σὲ πρώτους παράγοντες. ὅ.ἔ.δ.

Κάποιες ἐνδιαφέρουσες ἐφαρµογὲς τῶν ἐκθετῶν καὶ τῆς γενικευµένης κανο-

νικῆς ἀνάλυσης δίδονται π.χ. στὶς ἀσκήσεις 31 καὶ 32

1.5 Πυθαγόρειες τριάδες

῾Η µοναδικότητα τῆς ἀνάλυσης ἑνὸς ἀκεραίου σὲ πρώτους παράγοντες (ϑεώρηµα

1.4.3) ἔχει σηµαντικὲς ἐφαρµογὲς στὴν ἐπίλυση διοφαντικῶν ἐξισώσεων. ᾿Εδῶ ϑὰ

δώσοµε, ὡς παράδειγµα, τὴν ἐπίλυση τῆς ἐξίσωσης x2 +y2 = z2 σὲ µὴ µηδενικοὺς

ἀκεραίους x, y, z. Κάθε τέτοια λύση (x, y, z) λέγεται πυθαγόρεια τριάδα. Μία

ϑεµελιώδης ϐοηθητικὴ πρόταση, χρήσιµη καὶ σὲ πολλὲς ἄλλες περιπτώσεις, εἶναι

ἡ ἑξῆς.

Πρόταση 1.5.1 Ἂν a, b, c εἶναι ϑετικοὶ ἀκέραιοι, τέτοιοι ὥστε (a, b) = 1 καὶ ab =
cn, ὅπου n ≥ 2, τότε ὑπάρχουν ἀκέραιοι c1, c2 τέτοιοι ὥστε a = cn

1 , b = cn
2 καὶ

c1c2 = c.
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᾿Απόδειξη Ἂν a = 1 ἢ b = 1, τὸ ἀποδεικτέο εἶναι ϕανερό. ∆ιαφορετικά, ϑε-

ωροῦµε τὶς κανονικὲς ἀναλύσεις τῶν a καὶ b. Συµβολίζοµε µὲ p1, . . . , pk ὅλους

τοὺς (ϑετικοὺς) πρώτους στὴν κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ a καὶ µὲ q1, . . . , qℓ ὅλους

τοὺς (ϑετικοὺς) πρώτους στὴν κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ b. ῾Η ὑπόθεση (a, b) = 1
προφανῶς συνεπάγεται ὅτι, καθένας ἀπὸ τοὺς pi εἶναι διαφορετικὸς ἀπὸ καθέναν

ἀπὸ τοὺς qj. ᾿Επίσης, λόγῳ τῆς σχέσεως ab = cn καὶ τῆς µοναδικότητας τῆς ἀ-

νάλυσης σὲ πρώτους παράγοντες, οἱ πρῶτοι στὴν κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ c εἶναι

οἱ p1, . . . , pk, q1, . . . , qℓ καὶ µόνον αὐτοί. Ἄρα, ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ c ἔχει τὴ

µορφὴ c = pr1
1 · · · prk

k qs1
1 · · · qsℓ

ℓ , ὁπότε,

ab = cn = pnr1
1 · · · pnrk

k qns1
1 · · · qnsℓ

ℓ . (1.2)

Ἀλλά, στὴν κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ a µόνο οἱ πρῶτοι pi ἐµφανίζονται καὶ κανένας

πρῶτος qj, ἐνῶ γιὰ τὴν κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ b µόνο οἱ πρῶτοι qj ἐµφανίζονται

καὶ κανένας πρῶτος pi. Αυτό, ἀναγκαστικά, συνεπάγεται ὅτι

a = pnr1
1 · · · pnrk

k = (pr1
1 · · · prk

k )n = cn
1 καὶ b = qns1

1 · · · qnsℓ

ℓ = (qs1
1 · · · qsℓ

ℓ )n = cn
2

καί, λόγῳ τῆς (1.2), c1c2 = c. ὅ.ἔ.δ.

῎Εστω τώρα ὅτι (x, y, z) εἶναι µία πυθαγόρεια τριάδα. Θέτοµε (x, y) = d,

x = dX, y = dY καὶ ξέροµε ἀπὸ τὸ δʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2 ὅτι (X, Y ) = 1. Ἀπὸ

τὴ σχέση x2 + y2 = z2 παίρνοµε, συνεπῶς, X2 + Y 2 = (z/d)2. Τὸ ἀριστερὸ µέλος

τῆς τελευταίας εἶναι ἀκέραιος ἀριθµός, ἄρα καὶ τὸ δεξιό. Τότε, ὅµως, ἡ ἄσκηση

11 µᾶς λέει ὅτι ὁ z/d εἶναι ἀκέραιος, τὸν ὁποῖο συµβολίζοµε Z. ῾Οπότε, τελικά,

x = dX , y = dY , z = dZ , (X, Y ) = 1 , X2 + Y 2 = Z2 (1.3)

Τώρα κάνοµε µία σειρὰ ἀπὸ µικρὲς παρατηρήσεις. Λεπτοµέρειες τῶν ἀποδείξεών

τους ἀφήνοµε ὡς ἀσκήσεις :

• (X, Z) = 1 καὶ (Y, Z) = 1.

• Οἱ X, Y δὲν µπορεῖ νὰ εἶναι καὶ οἱ δύο περιττοί. Πράγµατι, γιατὶ τότε, ὁ

ἀκέραιος X2 + Y 2 ϑὰ ἦταν τῆς µορφῆς 4k + 2, δηλαδή, ἄρτιος, ἀλλὰ ὄχι

διαιρετὸς διὰ 4, ὁπότε δὲν µπορεῖ νὰ ἰσοῦται µὲ τετράγωνο.

Χωρὶς ϐλάβη τῆς γενικότητας, λοιπόν, ὑποθέτοµε, στὸ ἑξῆς, τὸν X περιττὸ

καὶ τὸν Y ἄρτιο. Προφανῶς, ὁ Z εἶναι περιττός. ᾿Επίσης, λόγῳ τοῦ ὅτι

στὴν ἐξίσωσή µας ἐµφανίζονται µόνο τὰ τετράγωνα τῶν X, Y, Z, µποροῦµε

νὰ ὑποθέσοµε τοὺς X, Y, Z ϑετικοὺς ἀκεραίους.

• Γράφοµε τὴν (1.3) ὡς (Z − Y )(Z + Y ) = X2. Ἀπὸ τὶς προηγούµενες πα-

ϱατηρήσεις εἶναι εὔκολο νὰ διαπιστώσει κανεὶς ὅτι οἱ Z + Y, Z − Y εἶναι

περιττοὶ καὶ (Z − Y, Z + Y ) = 1.
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• Μὲ ἐφαρµογὴ τῆς πρότασης 1.5.1 στὴ σχέση (Z − Y )(Z + Y ) = X2 (παρα-

τηρῆστε ὅτι οἱ X, Z + Y, Z − Y εἶναι ϑετικοί) συµπεραίνοµε ὅτι Z + Y = a2,

Z − Y = b2 καὶ X = ab, ὅπου οἱ a, b εἶναι περιττοὶ καὶ (a, b) = 1.

• Λύνοντας ὡς πρὸς Z, Y ϐρίσκοµε Z = (a2 + b2)/2 καὶ Y = (a2 − b2)/2. Γιὰ

νὰ ἀποφύγοµε τὸν παρονοµαστὴ 2, ϑέτοµε a = A + B καὶ b = A−B, ὅπου

οἱ A, B εἶναι ἑτερότυποι , δηλαδή, ὁ ἕνας ἄρτιος καὶ ὁ ἄλλος περιττός (δὲν

καθορίζεται ποιὸς ὁ ἄρτιος καὶ ποιὸς ὁ περιττός). Εὔκολα διαπιστώνεται

ὅτι (A, B) = 1. ῾Οπότε, λαµβάνοντας ὑπ’ ὄψει καὶ τὴν X = ab, καταλήγο-

µε, τελικά, στοὺς τύπους τῶν πρωταρχικῶν πυθαγορείων τριάδων (X, Y, Z)
(πρωταρχικές, σηµαίνει ὅτι οἱ X, Y, Z εἶναι, ἀνὰ δύο πρῶτοι µεταξύ τους):

X = A2 −B2 , Y = 2AB , Z = A2 + B2 ,

A, B ἑτερότυποι, πρῶτοι µεταξύ τους.

• Τώρα, λόγῳ τῶν x = dX, y = dY, z = dZ καταλήγοµε στοὺς πιὸ γενικοὺς

τύπους τῶν πυθαγορείων τριάδων, δίνοντας στὸν d ὁποιεσδήποτε ἀκέραιες

τιµές :

x = d(A2 −B2) , Y = 2dAB , Z = d(A2 + B2) ,

A, B ἑτερότυποι, πρῶτοι µεταξύ τους. ᾿Εννοεῖται ὅτι ὁ ϱόλος τῶν X, Y µπορεῖ

νὰ ἐναλλαγεῖ, λόγῳ τοῦ συµµετρικοῦ ϱόλου αὐτῶν τῶν µεταβλητῶν στὴν

ἐξίσωσή µας.

Γιὰ d = 1, A = 2, B = 1 παίρνοµε τὴν ἁπλούστερη πρωταρχικὴ πυθαγόρεια

τριάδα (3,4,5), ἡ ὁποία ἔχει τὴν ἀξιοσηµείωτη ἰδιότητα ὅτι ἀποτελεῖται ἀπὸ διαδο-

χικοὺς ἀκεραίους. Γιὰ d = 1, A = 5, B = 2 παίρνοµε τὴν πρωταρχικὴ πυθαγόρεια

τριάδα (21,20,29).

1.6 ᾿Ασκήσεις τοῦ κεφαλαίου 1

«Ἀριθµὸς» σηµαίνει πάντα «ἀκέραιος ἀριθµός»

1. Ἂν ὁ d εἶναι κοινὸς διαιρέτης τῶν ax+ by καὶ a′x+ b′y καὶ (d, ab′− a′b) = 1,

ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ d εἶναι κοινὸς διαιρέτης τῶν x, y.

2. Ἀποδεῖξτε τοὺς ἑξῆς ἰσχυρισµούς :

ἄρτιος + ἄρτιος = ἄρτιος, ἄρτιος + περιττός = περιττός,

περιττός + περιττός = ἄρτιος.

3. ῎Εστω n ≥ 1. Ἀποδεῖξτε τὴν ἑξῆς ἰσότητα συνόλων :

{d : 1 ≤ d ≤ n καὶ d|n} = {n
d

: 1 ≤ d ≤ n καὶ d|n}
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4. Ἀποδεῖξτε ὅτι, τὸ τετράγωνο ὁποιουδήποτε περιττοῦ ἀριθµοῦ, διαιρούµενο

διὰ 8 δίνει ὑπόλοιπο 1· ἄρα διαιρούµενο καὶ διὰ 4 δίνει ὑπόλοιπο 1.

5. Ἀποδεῖξτε ὅτι, τὸ τετράγωνο ἑνὸς ἀριθµοῦ, ὁ ὁποῖος δὲν εἶναι πολλαπλάσιο

τοῦ 3, διαιρούµενο διὰ 3 δίνει ὑπόλοιπο 1.

6. Ἀποδεῖξτε ὅτι, ὁ κύβος ἑνὸς ἀριθµοῦ µὴ διαιρετοῦ διὰ 7, ὅταν διαιρεθεῖ διὰ

7 δίνει ὑπόλοιπο 1 ἢ 6.

7. Ἀποδεῖξτε ὅτι, µεταξὺ δύο διαδοχικῶν ἀριθµῶν, ὁ ἕνας εἶναι ἄρτιος. ᾿Επίσης,

µεταξὺ τριῶν διαδοχικῶν ἀριθµῶν ὁ ἕνας διαιρεῖται διὰ 3. ∆εῖξτε ὅτι, γιὰ

κάθε n, ὁ n(n + 1)(2n + 1) εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ 6.

8. (αʹ) Ἂν ὁ ἕνας ἐκ τῶν a, b εἶναι ἄρτιος καὶ ὁ ἄλλος περιττὸς καὶ (a, b) = 1,

τότε καὶ (a + b, a− b) = 1.

(ϐʹ) Ἂν οἱ a, b εἶναι περιττοί, ἀποδεῖξτε ὅτι οἱ (a + b)/2 καὶ (a − b)/2 εἶναι,

καὶ οἱ δύο, ἀκέραιοι, ὁ ἕνας (ὄχι, κατ’ ἀνάγκην ὁ πρῶτος) ἄρτιος καὶ ὁ

ἄλλος περιττός. Ἄν, ἐπιπλέον, ὑποθέσοµε ὅτι (a, b) = 1, ἀποδεῖξτε ὅτι

(a+b
2

, a−b
2

) = 1.

9. ῎Εστω ὅτι οἱ a, b εἶναι ϑετικοὶ ἀκέραιοι, ὄχι καὶ οἱ δύο ἄρτιοι. ῾Ορίζοµε

a1 = a, b1 = b καὶ γιὰ k = 2, 3, . . ., ἀναδροµικά,

Ἂν ὁ ak−1 εἶναι ἄρτιος : ak = ak−1/2, bk = bk−1.

Ἂν ὁ bk−1 εἶναι ἄρτιος : ak = ak−1, bk = bk−1/2.

Ἂν οἱ ak−1 καὶ bk−1 εἶναι περιττοί : ak = min(ak−1, bk−1), bk = |ak−1−bk−1|/2.

Ἀποδεῖξτε τὰ ἑξῆς : (αʹ) Γιὰ κάθε k = 1, 2, 3, . . ., οἱ ak, bk εἶναι µὴ ἀρνητικοὶ

ἀκέραιοι καὶ ὁ ἕνας, τουλάχιστον, εἶναι περιττός.

(ϐʹ) Ἂν γιὰ κάποιο k ≥ 2 εἶναι ak−1bk−1 6= 0, τότε ak + bk < ak−1 + bk−1.

(γʹ) Γιὰ κάθε k ≥ 2, (ak, bk) = (ak−1, bk−1).
(δʹ)῾Υπάρχει n ≥ 2, τέτοιος ὥστε anbn = 0 καὶ ὁ µὴ µηδενικὸς ἐκ τῶν an, bn

εἶναι ὁ µέγιστος κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b.

῾Υπολογῖστε µὲ τὴν παραπάνω διαδικασία τὸν µέγιστο κοινὸ διαιρέτη τῶν

1001 καὶ 4151.

10. ῎Εστω a
b

= m
n

, ὅπου τὸ κλάσµα στὸ δεξιὸ µέλος εἶναι ἀνάγωγο, δηλαδή,

(m, n) = 1. Ἀποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχει k ∈ Z, τέτοιο ὥστε a = km καὶ b = kn.

Βασισµένοι σὲ αὐτὸ ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν a1

b1
= a2

b2
, τότε ὑπάρχουν k, ℓ ∈ Z, τέτοιο

ὥστε ka1 = ℓa2 καὶ kb1 = ℓb2.

11. Ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν n ≥ 2 καὶ ἡ n-οστὴ δύναµη ἑνὸς ϱητοῦ εἶναι ἀκέραιος ἀ-

ϱιθµός, τότε ὁ ϱητὸς εἶναι, ἀναγκαστικά, ἀκέραιος. ᾿Ισοδύναµη διατύπωση:

Ἂν ἡ n-οστὴ ϱίζα ἑνὸς ἀκεραίου εἶναι ϱητὸς ἀριθµός, τότε ὁ ϱητὸς αὐτὸς

ἀριθµὸς εἶναι ἀκέραιος. Μ’ ἄλλα λόγια, ἡ n-οστὴ ϱίζα ἀκεραίου εἶναι ἢ

ἄρρητος ἀριθµὸς ἢ ἀκέραιος.
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12. (Γενίκευση τῆς προηγούµενης) ῎Εστω πολυώνυµο anx
n + · · ·a1x + a0 µὲ

ἀκέραιους συντελεστές, ὅπου n ≥ 2 καὶ an 6= 0. ῾Υποθέτοµε ὅτι τὸ πολυώνυ-

µο αὐτὸ ἔχει κάποια ϱητὴ ϱίζα, τὴν ὁποία γράφοµε ὡς ἀνάγωγο κλάσµα k
ℓ

((k, ℓ) = 1). Ἀποδεῖξτε ὅτι ℓ|an καὶ k|a0. Παρατηρῆστε ὅτι αὐτό, εἰδικώτερα,

συνεπάγεται ὅτι, ἂν an = 1, τότε, ἂν τὸ πολυώνυµο ἔχει ϱητὴ ϱίζα, αὐτὴ

εἶναι, ὑποχρεωτικά, ἀκέραια.

῾Η ἄσκηση αὐτὴ δίνει µία µέθοδο ἀνίχνευσης ὅλων τῶν ϱητῶν ϱιζῶν ἑνὸς

πολυωνύµου µὲ ἀκέραιους συντελεστές, ἂν ὑπάρχουν τέτοιες.

13. ∆ίδονται οἱ ἀκέραιοι a1, . . . , an−1, an, n ≥ 3 καὶ ὁρίζοµε ἀναδροµικά : d2 =
(a1, a2), dk+1 = (dk, ak+1) γιὰ 2 ≤ k ≤ n − 1. ∆εῖξτε µὲ ἐπαγωγὴ ἐπὶ τοῦ k
ὅτι οἱ διαιρέτες τοῦ dk ταυτίζονται µὲ τοὺς κοινοὺς διαιρέτες τῶν a1, . . . , ak,

ὁπότε, εἰδικώτερα, dk = (a1, . . . , ak).

14. ῎Εστω d = (a1, a2, . . . , an) (n ≥ 2). ∆εῖξτε ἐπαγωγικὰ τὰ ἑξῆς :

(1) Κάθε κοινὸς διαιρέτης τῶν a1, a2, . . . , an διαιρεῖ τὸν d.

(2) ῾Υπάρχουν ἀκέραιοι x1, x2, . . . , xn, τέτοιοι ὥστε d = a1x1+a2x2+· · ·anxn.

15. Στὴν ἀπόδειξη τοῦ δʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2, ποῦ ἔπαιξε ϱόλο τὸ ὅτι ὁ c εἶναι

κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b;

16. ῾Η ἄσκηση αὐτὴ προτείνει ἕναν εὔχρηστο ἀλγόριθµο γιὰ νὰ ὑπολογίζει κα-

νείς, ὅταν τοῦ δοθοῦν οἱ ϑετικοὶ ἀκέραιοι a, b, ἀκεραίους x0, y0, τέτοιους

ὥστε ax0 + by0 = (a, b). ᾿Επίσης, δίνει µία ἐναλλακτικὴ ἀπόδειξη τοῦ γεγο-

νότος ὅτι, τὸ τελευταῖο µὴ µηδενικὸ ὑπόλοιπο τοῦ εὐκλειδείου ἀλγορίθµου

γιὰ τοὺς a, b ἰσοῦται µὲ τὸν µέγιστο κοινὸ διαιρέτη τους (ϐλ. ϑεώρηµα 1.2.3).

∆ίδονται οἱ ϑετικοὶ ἀκέραιοι a, b καὶ ϑεωροῦµε τοὺς n καὶ q2, q3, . . ., r2, r3, . . .,
ὅπως αὐτοὶ ὁρίζονται στὸ ϑεώρηµα 1.2.3 (ϐλ. καὶ τὶς διαδοχικὲς σχέσεις στὴν

ἀπόδειξη τοῦ πρώτου µέρους αὐτοῦ τοῦ ϑεωρήµατος). ῾Ορίζοµε :

P1 = q2 , P2 = q2q3 + 1 , Pk = qk+1Pk−1 + Pk−2 γιὰ k = 3, . . . , n
Q1 = 1 , Q2 = q3 , Qk = qk+1Qk−1 + Qk−2 γιὰ k = 3, . . . , n

(αʹ) Ἀποδεῖξτε ὅτι

∣

∣

∣

∣

Pk Pk−1

Qk Qk−1

∣

∣

∣

∣

= (−1)k−1 γιὰ κάθε k = 2, . . . , n. Αὐτό,

εἰδικώτερα, συνεπάγεται ὅτι (Pk, Qk) = 1 γιὰ κάθε k = 1, . . . , n.

(ϐʹ) Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε k = 1, . . . , n− 1 ἰσχύουν οἱ σχέσεις

Pkrk+2 + Pk+1rk+1 = a καὶ Qkrk+2 + Qk+1rk+1 = b .

Εἰδικώτερα, γιὰ k = n − 1 παίρνοµε a = rnPn καὶ b = rnQn. Ἀπὸ τὸ

ϑεώρηµα 1.2.3 ξέροµε ὅτι rn = (a, b). ῾Υποθέστε ὅτι ἀγνοεῖτε αὐτὸ τὸ γεγονὸς

καὶ ἀποδεῖξτε, µὲ τὴ ϐοήθεια τῶν γʹ καὶ δʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2 καὶ τοῦ

ἐρωτήµατος (αʹ), ὅτι rn = (a, b).
(γʹ) Μὲ τὴ ϐοήθεια τῶν (αʹ) καὶ (ϐʹ) ἀποδεῖξτε ὅτι aQn−1−bPn−1 = (−1)n(a, b).
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(δʹ) Γιὰ a = 7168 καὶ b = 917 συµπληρῶστε τὸν παρακάτω πίνακα καὶ

ἐπαληθεῦστε, στὸ συγκεκριµένο ἀριθµητικὸ παράδειγµα, τὰ (αʹ),(ϐʹ) καὶ (γʹ):

k = 1 2 3 4 5 6 = n
qk+1 =

Pk =
Qk =

rk+1 =

17. Ἀκολουθώντας τὴ µεθοδολογία τοῦ ἀριθµητικοῦ παραδείγµατος µετὰ τὸ ϑε-

ώρηµα 1.2.3 ὑπολογῖστε τὸν d = (654321, 123456) καί, κατόπιν, δύο ἀκεραί-

ους x0, y0, τέτοιους ὥστε 654321x0 + 123456y0 = d. Κατόπιν, ἀκολουθώντας

τὴ µεθοδολογία τῆς ἄσκησης 16, ὑπολογῖστε νέα x0, y0 µὲ τὴν ἴδια ἰδιότητα.

Τὸ ὅτι ϐρίσκει κανεὶς διαφορετικὲς λύσεις (x0, y0) δὲν εἶναι παράλογο· ϐλ.

ἄσκηση 29

18. ῎Εστω n ≥ 2 καὶ ϑεωροῦµε ὁποιουσδήποτε n διαδοχικοὺς ἀκεραίους. Ἀπο-

δεῖξτε ὅτι, ἂν διαιρέσοµε καθέναν ἀπὸ αὐτοὺς διὰ n, τὰ ὑπόλοιπα, ποὺ ϑὰ

πάροµε εἶναι διαφορετικὰ µεταξύ τους. Ἀπὸ αὐτὸ συµπεράνατε ὅτι ὁ ἕνας,

ἀκριβῶς, ἀπὸ τοὺς n διαδοχικοὺς ἀκεραίους εἶναι διαιρετὸς διὰ n.

19. Ἂν (a, b) = 1 καὶ m, n ≥ 1, ἀποδεῖξτε ὅτι (am, bn) = 1, µὲ δύο τρόπους : Μία

ϕορὰ χωρὶς τὴ χρήση τῆς ἀνάλυσης τῶν a, b σὲ πρώτους παράγοντες καὶ µία

δεύτερη ϕορά, µὲ χρήση αὐτῆς.

20. (Γραφὴ ἀκεραίου σὲ b-αδικὸ σύστηµα ἀριθµήσεως). ῎Εστω ἀκέραιος b > 1.

Γιὰ κάθε ϑετικὸ ἀκέραιο a ἀκολουθοῦµε τὴν ἑξῆς διαδικασία. ᾿Εκτελοῦ-

µε τὴν εὐκλείδια διαίρεση τοῦ a διὰ b, ἔστω a = ba1 + d0, 0 ≤ d0 < b.
Ἀναδροµικά, γιὰ k = 1, 2, . . . ἐκτελοῦµε τὴν εὐκλείδεια διαίρεση τοῦ a δι-

ὰ b, ἔστω ak = bak+1 + dk, 0 ≤ dk < b. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε k ≥

1 ἰσχύει a =

k−1
∑

i=0

dib
i + akb

k καὶ γιὰ κάποια τιµὴ k = n ≥ 1, an = 0.

Συµπεράνετε ὅτι κάθε ϑετικὸς ἀκέραιος a µπορεῖ νὰ γραφεῖ µὲ τὴ µορ-

ϕὴ d0 + d1b + · · · + dn1b
n−1, ὅπου 0 ≤ dk < b γιὰ κάθε k = 0, . . . , n − 1

καὶ dn−1 > 0. Λέµε τότε ὅτι γράψαµε (ἢ παραστήσαµε) τὸν a στὸ b-αδικὸ

σύστηµα ἢ στὸ σύστηµα ἀρίθµησης µὲ ϐάση b. Προφανῶς, γιὰ b = 10 ἔχοµε

τὴ γνωστὴ 10-δικὴ παράσταση τοῦ a.

21. ῎Εστω a = bq + r µὲ a, b, r > 0 (οἱ q, r µπορεῖ νὰ παριστάνουν πηλίκο

καὶ ὑπόλοιπο, ἀντιστοίχως, τῆς διαίρεσης τοῦ a διὰ b, ἀλλὰ αὐτὸ δὲν εἶναι

ἀπαραίτητο) καὶ n ὁποιοσδήποτε. Ἀποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχει s, τέτοιος ὥστε,

na − 1 = (nb − 1)s + nr − 1. 4 Μὲ τὴ ϐοήθεια αὐτοῦ ἀποδεῖξτε τὰ ἑξῆς :

4Χρησιµοποιεῖστε τὴν ταυτότητα xm − 1 = (x− 1)(xm−1 + xm−2 + · · ·+ x + 1).
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1. (na − 1, nb − 1) = (nb − 1, nr − 1).
2. (na − 1, nb − 1) = nd − 1, ὅπου d = (a, b).

22. ῾Υπολογῖστε τοὺς (182, 422) καὶ (2311, 3701).

23. Γράψτε τὸν (399, 703) ὡς γραµµικὸ συνδυασµὸ (µὲ ἀκέραιους συντελεστὲς)

τῶν 399 καὶ 703.

24. ῾Υπολογῖστε ἀκέραιες λύσεις κάθε µιᾶς ἀπὸ τὶς ἐξισώσεις 547x + 632y = 1,

398x + 600y = 2 καὶ 922x + 2163y = 7, χρησιµοποιώντας κατάλληλα τὸ

ϑεώρηµα 1.2.3.

25. ῾Υπάρχουν ἀκέραιες λύσεις x, y τῆς ἐξίσωσης 1841x + 3647y = 1; ∆ικαιολο-

γῆστε τὴν ἀπάντησή σας.

26. ∆ίδονται οἱ ἀκέραιοι a1, . . . , an−1, an, n ≥ 3 καὶ ὁρίζοµε ἀναδροµικά : m2 =
[a1, a2], mk+1 = [mk, ak+1] γιὰ 2 ≤ k ≤ n − 1. ∆εῖξτε µὲ ἐπαγωγὴ ἐπὶ

τοῦ k ὅτι τὰ πολλαπλάσια τοῦ mk ταυτίζονται µὲ τὰ κοινὰ πολλαπλάσια τῶν

a1, . . . , ak, ὁπότε, εἰδικώτερα, mk = [a1, . . . , ak].

27. Ἀποδεῖξτε ὅτι (a, b) = (a + b, [a, b]).

28. Νὰ ὑπολογισθοῦν δύο ϑετικοὶ ἀκέραιοι, τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισµα εἶναι 64 980

καὶ τὸ ἐλάχιστο κοινὸ πολλαπλάσιό τους ἰσοῦται µὲ 58 639 842.

29. Θεωροῦµε τὴν ἐξίσωση ax + by = c, ὅπου οἱ a, b, c εἶναι γνωστοί, µὴ µηδενι-

κοί, καὶ οἱ ἄγνωστοι x, y εἶναι ἀκέραιοι. ᾿Εξισώσεις, τῶν ὁποίων οἱ ἄγνωστοι

εἶναι ἀκέραιοι, ἢ ϱητοί, λέγονται διοφαντικὲς ἐξισώσεις, πρὸς τιµὴν τοῦ ἀ-

λεξανδρινοῦ µαθηµατικοῦ ∆ιοφάντου, τῶν ἑλληνιστικῶν χρόνων, ὁ ὁποῖος

ἐµελέτησε συστηµατικὰ τέτοιες ἐξισώσεις (ὄχι µόνο πρώτου ϐαθµοῦ).

(αʹ) Ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν ὁ (a, b) δὲν διαιρεῖ τὸν c, ἡ ἐξίσωση εἶναι ἀδύνατη.

(ϐʹ) ῎Εστω d = (a, b) καὶ d|c. Μὲ τὴ ϐοήθεια τῆς ἄσκησης 18 καὶ ὑπο-

ϑέτωντας, χωρὶς ϐλάβη τῆς γενικότητας, ὅτι b ≥ 2 (γιατὶ δὲν ϐλάπτεται ἡ

γενικότητα ;), ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἐξίσωση ἔχει µία, τουλάχιστον, ἀκέραια λύ-

ση (x0, y0). Κατόπιν, δεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε k ∈ Z, λύση εἶναι, ἐπίσης, ἡ

(x, y) = (x0 + k b
d
, y0 − k a

d
). Συνεπῶς, ἂν ὑπάρχει µία λύση τῆς διοφαν-

τικῆς ἐξίσωσης, τότε ὑπάρχουν ἄπειρες λύσεις της. Μποροῦµε, ὅµως, νὰ

προχωρήσοµε περισσότερο : Κάθε λύση τῆς διοφαντικῆς ἐξίσωσης ἔχει τὴν

παραπάνω µορφή. ∆ηλαδή, ἂν (x1, y1) εἶναι, ἐπίσης, λύση τῆς διοφαντικῆς

ἐξίσωσης, τότε ὑπάρχει k ∈ Z, τέτοιο ὥστε x1 = x0 + k b
d

καὶ y1 = y0 − k a
d
.

30. Ἂν b1b2 6= 0 καὶ a1

b1
= a2

b2
, τότε, γιὰ κάθε πρῶτο p ἰσχύει vp(a1) − vp(b1) =

vp(a2)− vp(b2).
Μπορεῖτε νὰ χρησιµοποιήσετε τὴν ἄσκηση 10.
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31. Ἀποδεῖξτε τὶς σχέσεις

(a, b) =
∏

p πρῶτος

pmin(vp(a),vp(b)) , [a, b] =
∏

p πρῶτος

pmax(vp(a),vp(b)) .

Μὲ τὴ ϐοήθεια αὐτῶν παρατηρῆστε ὅτι ἀποδεικνύεται ἀµέσως ἡ σχέση (a, b)[a, b] =
ab.

32. ῎Εστω ϑετικὸς πρῶτος p καὶ ϑετικὸς ἀκέραιος k < p. Ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ διωνυ-

µικὸς συντελεστὴς

(

p

k

)

εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ p.

῾Υπόδειξη : Ἀρκεῖ νὰ ἀποδείξετε ὅτι ὁ ἐκθέτης vp τοῦ διωνυµικοῦ αὐτοῦ συντελεστὴ

εἶναι ϑετικός. Χρησιµοποιῆστε τὴν ταυτότητα

(

p

k

)

=
p

k

(

p− 1
k − 1

)

καὶ τὶς ϐασικὲς

ἰδιότητες τοῦ ἐκθέτη vp.

33. Βρεῖτε, µὲ τὴ ϐοήθεια τῶν πυθαγορείων τριάδων, τύπους δύο ἀκεραίων

παραµέτρων C καὶ D, ποὺ νὰ δίνουν λύσεις τῆς διοφαντικῆς ἐξίσωσης

X4 + Y 2 = Z2 µὲ X ἄρτιο (µία περίπτωση), καὶ X περιττό (δεύτερη πε-

ϱίπτωση).

34. Μιµηθεῖτε, µὲ µικρὲς τροποποιήσεις, τὴν ἀπόδειξη τοῦ Εὐκλείδη γιὰ τὴν

ὕπαρξη ἀπείρων πρώτων (πρόταση εʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.4.1) καὶ ἀποδεῖξτε

ὅτι ὑπάρχουν ἄπειροι πρῶτοι τῆς µορφῆς 4k + 3. Ἀνάλογα, ἀποδεῖξτε ὅτι

ὑπάρχουν ἄπειροι πρῶτοι τῆς µορφῆς 6k + 5.



Κεφάλαιο 2

᾿Ισοτιµίες

Στὸ κεφάλαιο αὐτό, οἱ m, n εἶναι πάντοτε ἀκέραιοι µεγαλύτεροι τοῦ 1

Τα λατινικὰ γράµµατα συµβολίζουν πάντα ἀκεραίους

2.1 ῾Ορισµοὶ καὶ ϐασικὲς ἰδιότητες

Πρόταση - ῾Ορισµός 2.1.1 ῎Εστω ἀκέραιος m ≥ 2. Οἱ ἑξῆς συνθῆκες εἶναι

ἰσοδύναµες γιὰ τοὺς ἀκεραίους a, b:

1. m|(b− a).

2. ῾Υπάρχει ἀκέραιος k, τέτοιος ὥστε b = a + km.

3. Τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαιρέσεως τοῦ a διὰ m εἶναι ἴσο µὲ τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαιρέ-

σεως τοῦ b διὰ m.

῞Οταν µία ἀπὸ τὶς παραπάνω ἰσοδύναµες συνθῆκες ἀληθεύει, τότε γράφοµε

a ≡ b (mod m)

καὶ διαβάζοµε αὐτὴ τὴ σχέση a ἰσότιµο b µέτρῳ m ἢ a ἰσότιµο b modulo m. ῾Ο

m λέγεται µέτρο τῆς ἰσοτιµίας a ≡ b (mod m), οἱ δὲ ἀριθµοὶ a, b χαρακτηρίζονται

ἰσότιµοι µέτρῳ m. 1 Αὐτὴ ἡ σχέση ἰσοτιµίας µέτρῳ m εἶναι σχέση ἰσοδυναµίας στὸ

σύνολο τῶν ἀκεραίων ἀριθµῶν.

1 ᾿Εδῶ εἶναι σαφὲς τὸ πλεονέκτηµα γλωσσικῆς οἰκονοµίας, ποὺ παρέχει ἡ χρήση τῆς δοτικῆς

«µέτρῳ», δηλαδή, «ὡς πρὸς µέτρο». ῾Η χρήση τοῦ λατινικοὺ modulo εἶναι µᾶλλον κακόηχη στὰ ἑλ-

ληνικά, καὶ ἡ ἀντικατάστασή της ἀπὸ τὴ λέξη µόδιο(ν), ποὺ προτείνεται ἀπὸ κάποιους σύγχρονους

ἕλληνες συγγραφεῖς (Ν. Μαρµαρίδης, ∆. Νταῆς) µοιάζει πολὺ ἐξεζητηµένη, ἂν καὶ εἶναι ἀκριβὴς

ἀπὸ ἄποψη γλωσσικῆς ἀντιστοιχίας πρὸς τὸ modulo.

25
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᾿Απόδειξη (1) ⇒ (2): ῾Η ὑπόθεση m|(b− a) σηµαίνει ὅτι ὑπάρχει k, τέτοιο ὥστε

b− a = mk, ἄρα b = a + mk.

(2) ⇒ (3): ῎Εστω ὅτι b = a + mk. Ἂν q, r εἶναι, ἀντιστοίχως, τὸ πηλίκο καὶ τὸ

ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ a διὰ m, τότε a = qm + r καὶ 0 ≤ r < m. ῾Οπότε,

b = a + mk = (k + q)m + r καὶ ἡ σχέση αὐτή, προφανῶς, λέει ὅτι, τὸ πηλίκο τῆς

διαίρεσης τοῦ b διὰ m εἶναι k + q καὶ τὸ ὑπόλοιπο (ποὺ αὐτὸ µᾶς ἐνδιαφέρει) εἶναι

r. ∆ηλαδή, οἱ διαιρέσεις τῶν a διὰ m καὶ b διὰ m ἔχουν τὸ ἴδιο ὑπόλοιπο.

(3) ⇒ (1): ᾿Εξ ὑποθέσεως, οἱ διαιρέσεις τῶν a διὰ m καὶ b διὰ m ἔχουν τὸ ἴδιο

ὑπόλοιπο, τὸ ὁποῖο ἂς συµβολίσοµε r. ῎Εστω ὅτι τὰ ἀντίστοιχα πηλίκα εἶναι q1, q2.

Τότε a = mq1 + r, b = mq2 + r, ὁπότε b− a = m(q2 − q1), ἄρα m|(b− a).
Μένει ν’ ἀποδείξοµε ὅτι ἡ σχέση ἰσοτιµίας µέτρῳ m εἶναι σχέση ἰσοδυναµίας.

Αὐτοπαθὴς ἰδιότητα : a ≡ a (mod m) σηµαίνει m|(a− a), σχέση προφανῶς ἀλη-

ϑής.

Συµµετρικὴ ἰδιότητα : Ἂν ὑποθέσοµε ὅτι a ≡ b (mod m), τότε m|(b − a), ὁπότε

καὶ m|(a− b). Ἀλλὰ ἡ τελευταία σχέση σηµαίνει b ≡ a (mod m).
Μεταβατικὴ ἰδιότητα : Ἂν ὑποθέσοµε ὅτι a ≡ b (mod m) καὶ b ≡ c (mod m), τότε

m|(b − a) καὶ m|(c − b), ἄρα ὁ m διαιρεῖ τὸν (b − a) + (c − b) = c − a. Αὐτό, ἐξ

ὁρισµοῦ, σηµαίνει ὅτι a ≡ c (mod m). ὅ.ἔ.δ.

Ἂν οἱ a, b δὲν εἶναι ἰσότιµοι µέτρῳ m, τότε λέµε ὅτι εἶναι ἀνισότιµοι µέτρῳ m

Θεώρηµα 2.1.2 - Βασικὲς ἰδιότητες τῶν ἰσοτιµιῶν.

αʹ. ᾿Ισοτιµίες µὲ τὸ ἴδιο µέτρο µποροῦν νὰ προστεθοῦν, νὰ ἀφαιρεθοῦν ἢ νὰ

πολλαπλασιασθοῦν κατά µέλη.

ϐʹ. Τὰ δύο µέλη µιᾶς ἰσοτιµίας µποροῦν νὰ ὑψωθοῦν στὴν ἴδια δύναµη.

γʹ. Τὰ δύο µέλη µιᾶς ἰσοτιµίας µποροῦν νὰ πολλαπλασιασθοῦν µὲ τὸν ἴδιο

ἀριθµό.

δʹ. Ἂν f(x1, . . . , xn) εἶναι µία πολυωνυµικὴ παράσταση µὲ ἀκέραιους συντε-

λεστὲς καὶ ai ≡ bi (mod m) γιὰ i = 1, . . . , n, τότε f(a1, . . . , an) ≡ f(b1, . . . , bn)
(mod m).

εʹ. Τὰ δύο µέλη µιᾶς ἰσοτιµίας καὶ τὸ µέτρο µποροῦν νὰ πολλαπλασιασθοῦν µὲ

τὸν ἴδιο ἀριθµό.

ϛʹ. Τὰ δύο µέλη µιᾶς ἰσοτιµίας µποροῦν νὰ διαιρεθοῦν µὲ ἕνα κοινὸ διαιρέτη

τῶν δύο µελῶν τῆς ἰσοτιµίας, ἀρκεῖ αὐτὸς ὁ διαιρέτης νὰ εἶναι πρῶτος πρὸς τὸ µέτρο.

Ϲʹ. Ἂν a ≡ b (mod m) καὶ d ≥ 2 εἶναι διαιρέτης τοῦ m, τότε a ≡ b (mod d).
ηʹ Ἂν a ≡ b (mod m), τότε (a, m) = (b, m).

᾿Απόδειξη ∆ίνοµε συνοπτικὰ τὶς οὕτως ἢ ἄλλως ἁπλὲς ἀποδείξεις τῶν ἰσχυρι-

σµῶν τοῦ ϑεωρήµατος.

αʹ. ∆ίνοµε τὴν ἀπόδειξη γιὰ δύο ἰσοτιµίες ai ≡ bi (mod m), (i = 1, 2). Γιὰ

περισσότερες χρειάζεται ἁπλῆ ἐπαγωγή. ῎Εχοµε bi = ai + kim (i = 1, 2) γιὰ

κάποιους ki ∈ Z. Προσθαφαιρώντας αὐτὲς τὶς σχέσεις παίρνοµε (b1 ± b2) =
(a1 ± a2) + (k1 ± k2)m, δηλαδή, a1 ± a2 ≡ b1 ± b2 (mod m). Πολλαπλασιάζοντας

τὶς ἴδιες σχέσεις παίρνοµε b1b2 = a1a2 + (a1k2 + a2k1 + k1k2m)m, ἄρα a1a2 ≡ b1b2

(mod m).
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ϐʹ. ῎Εστω a ≡ b (mod m). Γράφοµε αὐτὴ τὴν ἰσοτιµία n ϕορὲς καὶ πολλα-

πλασιάζοµε αὐτὲς τὶς n τὸ πλῆθος ἰσοτιµίες κατὰ µέλη (µποροῦµε λόγῳ τοῦ αʹ),

ὁπότε παίρνοµε an ≡ bn (mod m).
γʹ. Ἂν a ≡ b (mod m) καὶ k εἶναι τυχὼν ἀκέραιος, ϑέλοµε νὰ δείξοµε ὅτι

ka ≡ kb (mod m), δηλαδή, ὅτι ὁ m διαιρεῖ τὸν kb − ka = k(b − a). Αὐτό, ὅµως,

εἶναι ἀληθές, διότι m|(b− a).
δʹ. ῾Η παράσταση f(x1, . . . , xn) εἶναι ἄθροισµα πεπερασµένου πλήθους ὅρων

τῆς µορφῆς kxe1
1 · · ·xen

n . ᾿Επειδὴ µποροῦµε νὰ προσθέτοµε ἰσοτιµίες κατὰ µέλη

(λόγῳ τοῦ αʹ), ἀρκεῖ νὰ δείξοµε ὅτι, γιὰ κάθε τέτοιο µονώνυµο, ἰσχύει kae1
1 · · ·aen

n ≡
kbe1

1 · · · ben
n (mod m). Πράγµατι, ἐξ ὑποθέσεως, a1 ≡ b1 (mod m),. . . , an ≡

bn (mod m), ἄρα, µὲ χρήση τῶν προτάσεων αʹ, ϐʹ καὶ γʹ, ἔχοµε : ae1
1 ≡ be1

1

(mod m),. . . , aen
n ≡ ben

n (mod m). Πολλαπλασιάζοντας κατὰ µέλη, ae1
1 · · ·aen

n ≡
be1
1 · · · ben

n (mod m) καί, µετά, πολλαπλασιάζοντας ἐπὶ k, kae1
1 · · ·aen

n ≡ kbe1
1 · · · ben

n

(mod m).
εʹ ῎Εστω a ≡ b (mod m) καὶ k ὁποιοσδήποτε. ῾Η ὑπόθεσή µας ἰσοδυναµεῖ µὲ

τὸ ὅτι ὁ b−a
m

εἶναι ἀκέραιος, ὁπότε k(b−a)
km

εἶναι ἀκέραιος, δηλαδή, km|(kb − ka),
ποὺ σηµαίνει ka ≡ kb (mod km).

ϛʹ. ῎Εστω a ≡ b (mod m) καὶ d κοινὸς διαιρέτης τῶν a, b, ὁ ὁποῖος εἶναι

πρῶτος πρὸς τὸν m. Γράφοµε a = da1, b = db1 καὶ ἔχοµε νὰ δείξοµε ὅτι a1 ≡ b1

(mod m). Ἀλλὰ ἡ ὑπόθεσή µας συνεπάγεται ὅτι ὁ m διαιρεῖ τὸν b−a = d(b1−a1),
ἐνῶ (m, d) = 1, ὁπότε, ἀπὸ τὴν πρόταση ϛʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2 ἕπεται ὅτι

m|(b1 − a1), δηλαδή, a1 ≡ b1 (mod m).
Ϲʹ. ῾Η ὑπόθεση λέει ὅτι m|(b − a). Ἀλλὰ d|m, ἄρα d|(b − a), ὁπότε a ≡ b

(mod d).
ηʹ. Ἀπὸ τὴν ὑπόθεση, b = a + km γιὰ κάποιον ἀκέραιο k, ὁπότε, ἀρκεῖ νὰ

ἐφαρµόσοµε τὴν πρόταση ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2. ὅ.ἔ.δ.

2.2 Συστήµατα ὑπολοίπων

Ἀπὸ τὴν πρόταση-ὁρισµὸ 2.1.1 εἶναι σαφὲς ὅτι, γιὰ κάθε a ὑπάρχει ἕνας ἀ-

κριβῶς ἀκέραιος a0 ∈ {0, 1, . . . , m − 1}, τέτοιος ὥστε a ≡ a0 (mod m). Στὴν

πραγµατικότητα, ὁ a0 εἶναι τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαιρέσεως τοῦ a διὰ m. Εἴδα-

µε, ἐπίσης, ὅτι ἡ σχέση ἰσοτιµίας µέτρῳ m εἶναι σχέση ἰσοδυναµίας, ἄρα ἔ-

χει νόηµα νὰ µιλᾶµε γιὰ κλάσεις ἰσοδυναµίας, τὶς ὁποῖες λέµε κλάσεις ἰσοτι-

µίας µέτρῳ m ἢ κλάσεις ἰσοτιµίας modulo m. ῾Η κλάση ἰσοτιµίας τοῦ a µέτρῳ

m συµβολίζεται a mod m καὶ εἶναι, ϕυσικά, ἕνα ἄπειρο σύνολο. Ἄρα, a ≡ b
(mod m) ⇔ a mod m = b mod m. Ἄν, ὅπως παραπάνω, a0 εἶναι τὸ ὑπόλοιπο

τῆς διαιρέσεως τοῦ a διὰ m, τότε a mod m = a0 mod m, ἄρα, οἱ κλάσεις µέτρῳ

m εἶναι οἱ 0 mod m, 1 mod m, . . . , m − 1 mod m. Παράδειγµα. ῎Εστω m = 12.

῾Η κλάση τοῦ 45 ἀποτελεῖται ἀπὸ ὅλους (τοὺς ἄπειρους) ἀκεραίους a, γιὰ τοὺς
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ὁποίους ἰσχύει a ≡ 45 (mod 12), ἄρα

45 mod 12 ={. . . ,−51,−39,−27,−15,−3, 9, 21, 33, 45, 57, . . .}
={45 + 12k : k ∈ Z} .

Ἂς ϕαντασθοῦµε τώρα ὅτι ἀπὸ κάθε κλάση ἐπιλέγοµε ἕνα, ἀκριβῶς, ἀκέραιο. Τότε

σχηµατίζοµε ἕνα σύνολο, ἀποτελούµενο ἀπὸ m τὸ πλῆθος ἀκεραίους a1, . . . , am,

ἀνὰ δύο ἀνισότιµους µέτρῳ m. ῞Ενα τέτοιο σύνολο λέγεται πλῆρες σύστηµα ὑπο-

λοίπων µέτρῳ (ἢ modulo) m. Τὸ ἁπλούστερο, καὶ συνηθέστερα χρησιµοποιούµενο

πλῆρες σύστηµα ὑπολοίπων εἶναι τὸ {0, 1, . . . , m − 1}, ποὺ λέγεται ἐλάχιστο µὴ

ἀρνητικὸ πλῆρες σύστηµα. ῞Ενα ἄλλο πλῆρες σύστηµα ὑπολοίπων, ποὺ χρησιµο-

ποιεῖται ἀρκετὰ συχνά, εἶναι τὸ

{−m

2
+ 1,−m

2
+ 2, . . . , 0, 1, . . . ,

m

2
− 1,

m

2
} , ἂν ὁ m εἶναι ἄρτιος

καὶ

{−m− 1

2
,−m− 3

2
, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,

m− 3

2
,
m− 1

2
} , ἂν ὁ m εἶναι περιττός.

Αὐτὸ λέγεται ἀπολύτως ἐλάχιστο πλῆρες σύστηµα. Παραδείγµατος χάριν, τὸ ἀ-

πολύτως ἐλάχιστο πλῆρες σύστηµα γιὰ m = 12 εἶναι {−5,−4, . . . , 4, 5, 6} καὶ γιὰ

m = 11 εἶναι {−5,−4, . . . , 4, 5}. Πέραν, ὅµως, αὐτῶν τῶν ξεχωριστῶν συστηµά-

των, ὑπάρχει µία ἄπειρη ποικιλία πλήρων συστηµάτων. Λ. χ., γιὰ m = 6, τὸ

{12, 4, 62,−11, 9, 83} εἶναι πλῆρες σύστηµα ὑπολοίπων, διότι

12 ≡ 0 , 4 ≡ 4 , 62 ≡ 2 , −11 ≡ 1 , 9 ≡ 3 , 83 ≡ 5 (mod 6) ,

ὅπου παρατηροῦµε ὅτι τὰ δεξιὰ µέλη καλύπτουν ὅλα τὰ δυνατὰ ὑπόλοιπα 0,1,. . . 6.

Πρόταση 2.2.1 Ἂν τὸ {a1, a2, . . . , am} εἶναι πλῆρες σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ

m, ὁ b εἶναι ὁποιοσδήποτε ἀκέραιος πρῶτος πρὸς τὸν m καὶ ὁ c ὁποιοσδήποτε ἀκέ-

ϱαιος, τότε τὸ {ba1+c, ba2+c, . . . , bam+c} εἶναι, ἐπίσης, πλῆρες σύστηµα ὑπολοίπων

µέτρῳ m.

᾿Απόδειξη Ἀρκεῖ νὰ δείξοµε ὅτι οἱ ἀριθµοὶ ba1 + c, ba2 + c, . . . , bam + c εἶναι ἀνὰ

δύο ἀνισότιµοι µέτρῳ m, στηριζόµενοι στὴν ὑπόθεση ὅτι οἱ ἀριθµοὶ a1, a2, . . . , am

εἶναι ἀνὰ δύο ἀνισότιµοι µέτρῳ m. Πράγµατι, ἂν i 6= j καὶ συνέβαινε bai + c ≡
baj + c (mod m), τότε, προσθέτοντας σ’ αὐτὴ τὴν ἰσοτιµία τὴν −c ≡ −c (mod m)
ϑὰ παίρναµε bai ≡ baj (mod m) καὶ κατόπιν, ἀπὸ τὴν πρόταση ϛʹ τοῦ ϑεωρήµατος

2.1.2, διαιρώντας διὰ b, ποὺ εἶναι πρῶτος πρὸς τὸν m, ϑὰ καταλήγαµε στὴ σχέση

ai ≡ aj (mod m), ἡ ὁποία ἀντιφάσκει στὴν ὑπόθεση. ὅ.ἔ.δ.

Ἂς ϑεωρήσοµε τώρα κάποιον a πρῶτο πρὸς m καὶ b ὁποιονδήποτε ἀριθµὸ

τῆς κλάσης a mod m. Ἀπὸ τὴν πρόταση ηʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2 ἕπεται ὅτι

(b, m) = (a, m) = 1. Ἄρα, ἂν ἕνας ἀριθµὸς µιᾶς κλάσης µέτρῳ m εἶναι πρῶτος

πρὸς m, τότε καὶ κάθε ἄλλος ἀριθµὸς αὐτῆς τῆς κλάσης εἶναι πρῶτος πρὸς m.
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Καταχρηστικά, λέµε ὅτι αὐτὴ ἡ κλάση εἶναι πρώτη πρὸς m. Ἂς ϕαντασθοῦµε

τώρα ὅτι ἔχοµε ἕνα πλῆρες σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ m καὶ ἀπὸ αὐτὸ ἐπιλέγο-

µε ἐκείνους τοὺς ἀριθµοὺς τοῦ συστήµατος, οἱ ὁποῖοι εἶναι πρῶτοι πρὸς m. Τὸ

σύνολο, ποὺ λαµβάνοµε µὲ αὐτὸ τὸν τρόπο λέγεται περιορισµένο σύστηµα µέτρῳ

(ἢ modulo) m. Ἄν, γιὰ παράδειγµα, m = 10 καὶ ϑεωρήσοµε τὸ πλῆρες σύστηµα

{15, 11, 22, 33,−11,−12,−23, 6, 14, 100} (ἐλέγξτε ὅτι εἶναι ὄντως πλῆρες σύστη-

µα µέτρῳ 10), τότε τὸ περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων, ποὺ προκύπτει εἶναι

{11, 33,−11,−23}, διότι αὐτοὶ καὶ µόνον οἱ ἀριθµοὶ τοῦ πλήρους συστήµατος εἶ-

ναι πρῶτοι πρὸς τὸ 10. Παρατηρῆστε ὅτι, γιὰ παράδειγµα, οἱ ἀριθµοὶ 7, 17, -63,

ποὺ ἀνήκουν στὴν κλάση −23 mod 10, εἶναι, ἐπίσης, πρῶτοι πρὸς τὸν 10.

Ἂν {a1, . . . am} καὶ {b1, . . . , bm} εἶναι πλήρη συστήµατα ὑπολοίπων, τότε κάθε ai

εἶναι ἰσότιµο µέτρῳ m µὲ ἀκριβῶς ἕνα bj καί, ὅπως παρατηρήσαµε παραπάνω,

εἶναι (bj , m) = 1 ἄν, καὶ µόνο ἄν, (ai, m) = 1. Συνεπῶς, ἕνα περιορισµένο σύστη-

µα ὑπολοίπων, ἀπὸ ὁποιοδήποτε πλῆρες σύστηµα κι ἂν προέρχεται, ἔχει τὸ ἴδιο

πλῆθος ἀριθµῶν. Ἂν ἐπιλέξοµε, λοιπόν, τὸ ἐλάχιστο µὴ ἀρνητικὸ πλῆρες σύστηµα

ὑπολοίπων, τότε τὸ περιορισµένο σύστηµα, ποὺ προκύπτει ἀπὸ αὐτό, ἀποτελεῖται

ἀπὸ ἐκείνους τοὺς ἀριθµοὺς 1, . . . , m− 1, οἱ ὁποῖοι εἶναι πρῶτοι πρὸς τὸν m.2 Τὸ

πλῆθος τους συµβολίζεται φ(m). ῾Η συνάρτηση φ, ποὺ σὲ κάθε m ≥ 2 ἀντιστοιχεῖ

τὸ πλῆθος φ(m) τῶν ἀκεραίων τοῦ συνόλου {1, . . . , m− 1}, οἱ ὁποῖοι εἶναι πρῶτοι

πρὸς τὸν m, λέγεται συνάρτηση φ τοῦ Euler. Σύµφωνα, λοιπόν, µὲ ὅσα εἴπαµε

πρίν, κάθε περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων περιέχει φ(m) τὸ πλῆθος ἀριθµούς.

Τὸ ϑεώρηµα 2.2.3 παρέχει τύπο γιὰ τὸν ὑπολογισµὸ τοῦ φ(m) ὅταν εἶναι γνωστὴ

ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ m.

Πρόταση 2.2.2 Ἂν a1, a2, . . . ak εἶναι περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ

m (k = φ(m)), καὶ ὁ b εἶναι πρῶτος πρὸς m, τότε ba1, ba2, . . . , bak εἶναι, ἐπίσης,

περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ m.

᾿Απόδειξη Πρῶτα παρατηροῦµε ὅτι κάθε ἀριθµὸς bai εἶναι πρῶτος πρὸς τὸν m.

Αὐτὸ προκύπτει ἀπὸ τὶς ὑποθέσεις (ai, m) = 1 καὶ (b, m) = 1 καὶ τὴν πρόταση Ϲʹ

τοῦ ϑεωρήµατοις 1.2.2. Μένει τώρα ν’ ἀποδείξοµε ὅτι οἱ ἀριθµοὶ bai, i = 1, . . . , k
εἶναι ἀνὰ δύο ἀνισότιµοι µέτρῳ m. Πράγµατι, ἂν bai ≡ baj (mod m) µὲ i 6= j,

τότε, ἀπὸ την πρόταση ϛʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2 ϑὰ προέκυπτε ai ≡ aj (mod m),
ἄτοπο. ὅ.ἔ.δ.

∆ίνοµε τώρα τὶς ϐασικὲς ἰδιότητες τῆς συνάρτησης φ τοῦ Euler.

Θεώρηµα 2.2.3 αʹ. Ἂν (m, n) = 1, τότε φ(mn) = φ(m)φ(n).

ϐʹ. Ἂν m = pa1
1 · · · pak

k εἶναι ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ m, τότε

φ(m) = m(1− 1

p1
) · · · (1− 1

pk
) = pa1−1

1 · · · pak−1
k (p1 − 1) · · · (pk − 1) .

Προκειµένου νὰ συµπεριλάβοµε στὸ πεδίο ὁρισµοῦ τῆς φ καὶ τὸ 1, ὁρίζοµε φ(1) = 1.

2Τὸ ἴδιο εἶναι, νὰ ποῦµε ὅτι, ἀποτελεῖται ἀπὸ τοὺς ἀριθµοὺς 1, . . . , m − 1, m, οἱ ὁποῖοι εἶναι

πρῶτοι πρὸς τὸν m.
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᾿Απόδειξη αʹ. ῎Εστω M καὶ N περιορισµένα συστήµατα ὑπολοίπων µέτρῳ m
καὶ n, ἀντιστοίχως. Θεωροῦµε τὸ σύνολο

S = {mx + ny : x ∈ N y ∈M}

καὶ ϑὰ δοῦµε κάποιες ἰδιότητες τοῦ S.

(i) Ἂν x1, x2 ∈ N , y1, y2 ∈ M καὶ x1 6= x2 εἴτε y1 6= y2, τότε mx1 + ny1 6≡
mx2 +ny2 (mod mn). Πραγµατικά, ἂς ὑποθέσοµε, δίχως ϐλάβη τῆς γενικότητας,

ὅτι x1 6= x2. Τότε καὶ x1 6≡ x2 (mod n), διότι οἱ x1, x2 ἀνήκουν στὸ σύστηµα

ὑπολοίπων N . Ἂν ἴσχυε mx1 + ny1 ≡ mx2 + ny2 (mod mn), τότε ϑὰ ἴσχυε καὶ

mx1 + ny1 ≡ mx2 + ny2 (mod n) (πρόταση Ϲʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2), ἄρα mx1 ≡
mx2 (mod n), ἀφοῦ ny1 ≡ 0 ≡ ny2 (mod n). Ἀλλὰ (m, n) = 1, ἄρα, διαιρώντας

διὰ m, καταλήγοµε στὴν x1 ≡ x2 (mod n), σὲ ἀντίθεση µὲ ὅ,τι παρατηρήσαµε

λίγες γραµµὲς πιὸ πάνω.

(ii) Κάθε ἀριθµὸς τοῦ S εἶναι πρῶτος πρὸς τὸν mn. Πράγµατι, ἔστω mx + ny ∈
S. Εἶναι (y, m) = 1 καὶ (n, m) = 1, ἄρα, ϐάσει τῶν προτάσεων εʹ καὶ ϐʹ τοῦ

ϑεωρήµατος 1.2.2, (mx+ny, m) = (ny, m) = 1. Ἀνάλογα, (mx+ny, n) = 1, ἄρα

καὶ (mx + ny, mn) = 1.

(iii) Στὸ S τὰ x διατρέχουν φ(n) καὶ τὰ y φ(m) διαφορετικὲς τιµές, ἄρα τὸ πλῆθος

τῶν ἀριθµῶν τοῦ S εἶναι φ(n)φ(m). ῞Οπως εἴδαµε στὸ (i), οἱ ἀριθµοὶ αὐτοὶ εἶναι

ἀνισότιµοι µέτρῳ mn, ἐνῶ, λόγῳ τοῦ (ii) εἶναι πρῶτοι πρὸς τὸν mn, ἄρα ἀποτελοῦν

ὑποσύνολο ἑνὸς περιορισµένου συστήµατος ὑπολοίπων µέτρῳ mn.

(iv) Θὰ δείξοµε τώρα ὅτι κάθε ἀριθµὸς πρῶτος πρὸς τὸν mn εἶναι ἰσότιµος µέτρῳ

mn µὲ κάποιον ἀπὸ τοὺς ἀριθµοὺς τοῦ S. Αὐτό, σὲ συνδυασµὸ µὲ τὸ (iii) ϑὰ

µᾶς ’πεῖ ὅτι τὸ S εἶναι ἕνα περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων καὶ ὄχι, ἁπλῶς, ἕνα

ὑποσύνολο περιορισµένου συστήµατος ὑπολοίπων. ῎Εστω, λοιπόν, k πρῶτος πρὸς

mn καὶ ἂς ϑεωρήσοµε τοὺς ἀριθµοὺς mℓ − k, ℓ = 0, 1, . . . , n − 1. Βάσει τῆς

πρότασης 2.2.1, οἱ ἀριθµοὶ αὐτοὶ ἀποτελοῦν πλῆρες σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ

n, ἄρα γιὰ κάποιο ℓ0 ἰσχύει mℓ0 − k ≡ 0 (mod n). Αὐτὴ ἡ τελευταία σχέση

µᾶς λέει ὅτι ὑπάρχει z ἔτσι ὥστε mℓ − nz = k, ὅπου ℓ = ℓ0. Μὲ χρήση τῶν

προτάσεων εʹ καὶ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2 ϐλέποµε ὅτι (ℓ, n) = (mℓ, n) = (mℓ −
nz, n) = (k, n) = 1, ἄρα ὁ ℓ εἶναι ἰσότιµος µέτρῳ n µὲ κάποιο x0 ∈ N . Ἀνάλογα,

(−z, m) = (−nz, m) = (mℓ − nz, m) = (k, m) = 1, ἄρα ὁ −z εἶναι ἰσότιµος

µέτρῳ m µὲ κάποιο y0 ∈ M . ῎Ετσι ἔχοµε ℓ ≡ x0 (mod n), ἄρα (πρόταση εʹ

τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2) mℓ ≡ mx0 (mod mn) καί, ἐπίσης, −z ≡ y0 (mod m),
ἄρα −nz ≡ ny0 (mod nm). Προσθέτοντας κατὰ µέλη, mℓ − nz ≡ mx0 + ny0

(mod mn), δηλαδή, k ≡ mx0 + ny0 (mod mn), ὅπου mx0 + ny0 ∈ S.

Συνοψίζοντας, καταλήγοµε στὸ συµπέρασµα ὅτι, τὸ S µὲ πληθάριθµο φ(m)φ(n)
εἶναι περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ mn. Ἀλλὰ ἕνα περιορισµένο σύ-

στηµα ὑπολοίπων µέτρῳ mn περιέχει φ(mn) ἀριθµούς. Ἄρα, φ(m)φ(n) = φ(mn).

ϐʹ. Προφανῶς, ἡ πρόταση αʹ γενικεύεται καὶ γιὰ περισσότερους ἀπὸ δύο

ἀριθµούς, ἀρκεῖ αὐτοὶ νὰ εἶναι ἀνὰ δύο πρῶτοι µεταξύ τους. ῾Οπότε, ἂν ἔχοµε τὴν
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κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ m, ὅπως στὸ ϐʹ τῆς ἐκφώνησης, τότε

φ(m) = φ(pa1
1 ) · · ·φ(pak

k ) (2.1)

καὶ ἀρκει νὰ ϐροῦµε ἕνα γενικὸ τύπο γιὰ τὸ φ(pa) ὅταν p πρῶτος καὶ a ≥ 1. Αὐτό,

ὅµως, εἶναι εὔκολο: Θέλοµε νὰ ὑπολογίσοµε πόσοι ϑετικοὶ ἀκέραιοι µικρότεροι

τοῦ pa εἶναι πρῶτοι πρὸς τὸν pa. Εἶναι εὐκολώτερο νὰ ὑπολογίσοµε πόσοι δὲν

εἶναι, διότι, ἕνας ἀριθµὸς δὲν εἶναι πρῶτος πρὸς τὸν pa ἄν, καὶ µόνο ἄν, εἶναι

πολλαπλάσιο τοῦ p. Τὰ ϑετικὰ πολλαπλάσια τοῦ p τὰ µικρότερα τοῦ pa εἶναι οἱ

ἀριθµοὶ p, 2p, 3p, . . . , (pa−1 − 1)p, ὁπότε, τὸ πλῆθος τους εἶναι pa−1 − 1. Ἄρα, τὸ

πλῆθος τῶν ϑετικῶν ἀκεραίων, ποὺ εἶναι µικρότεροι τοῦ pa καὶ πρῶτοι πρὸς τὸν

pa εἶναι (pa − 1)− (pa−1 − 1) = pa − pa−1 = pa(1− 1
p
). ῎Ετσι, φ(pa) = pa(1 − 1

p
)

καὶ τώρα ἀπὸ τὴν (2.1), ἔχοµε πολὺ εὔκολα τοὺς ἀποδεικτέους τύπους. ὅ.ἔ.δ.

Θεώρηµα 2.2.4 αʹ. (Euler) Ἂν (a, m) = 1, τότε aφ(m) ≡ 1 (mod m).
ϐʹ. (Fermat) Ἂν ὁ p εἶναι πρῶτος καὶ (a, p) = 1, τότε ap−1 ≡ 1 (mod p).
᾿Ισοδύναµη διατύπωση : Ἂν ὁ p εἶναι πρῶτος, τότε ap ≡ a (mod p) γιὰ κάθε a.

γʹ. Ἂν (a, m) = 1 καὶ ν ≡ µ (mod φ(m)), τότε aν ≡ aµ (mod m).

᾿Απόδειξη αʹ. ῎Εστω k = φ(m) καὶ {a1, . . . , ak} ἕνα περιορισµένο σύστηµα

ὑπολοίπων µέτρῳ m. Ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα 2.2.2, τὸ {aa1, . . . , aak} εἶναι, ἐπίσης, πε-

ϱιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ m, ἄρα, καθένας ἀπὸ τοὺς ἀριθµοὺς τοῦ

δευτέρου συστήµατος ὑπολοίπων εἶναι ἰσότιµος µέτρῳ m µὲ ἕναν ἀκριβῶς ἀπὸ τοὺς

ἀριθµοὺς τοῦ πρώτου συστήµατος, ὁπότε (aa1) · · · (aak) ≡ a1 · · ·ak (mod m), δη-

λαδή, ak(a1 · · ·ak) ≡ a1 · · ·ak (mod m). Ἀλλὰ (a1 · · ·ak, m) = 1, διότι καθένας

ἀπὸ τοὺς ai εἶναι πρὼτος πρὸς m (ϐλ.ζʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2), ἄρα, διαιρώντας

καὶ τὰ δύο µέλη διὰ a1 · · ·ak (ϐλ. ϛʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2), καταλήγοµε στὴν ἀ-

ποδεικτέα ak ≡ 1 (mod m).
ϐʹ. ᾿Εφαρµόζοντας τὸ αʹ µέρος γιὰ m = p καὶ παρατηρώντας ὅτι, προφανῶς,

φ(p) = p− 1, καταλήγοµε στὴν ἀποδεικτέα σχέση.

γʹ. ῾Υποθέτοµε, δίχως ϐλάβη τῆς γενικότητας, ὅτι ν ≥ µ. Λόγῳ τῆς ν ≡ µ
(mod φ(m)), συµπεραίνοµε ὅτι ὑπάρχει ϑετικὸς ἀκέραιος ℓ, τέτοιος ὥστε ν =
µ + ℓφ(m). Ἄρα, λόγῳ καὶ τοῦ ϑεωρήµατος τοῦ Euler,

aν = aµ(a(φ(m))ℓ ≡ aµ · 1ℓ ≡ aµ (mod m) .

ὅ.ἔ.δ.

Μία προφανής, ἀλλὰ ἐξαιρετικὰ χρήσιµη, ἐφαρµογὴ τοῦ ϑεωρήµατος 2.2.4

εἶναι ὁ ὑπολογισµὸς τοῦ ὑπολοίπου µιᾶς διαίρεσης µεγάλων ἀριθµῶν, ὅπως ϕαί-

νεται ἀπὸ τὸ παρακάτω παράδειγµα. ῾Η τετριµµένη παρατήρηση εἶναι ὅτι, ἂν

a ≡ r (mod m), καὶ 0 ≤ r < m, τότε, τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ a διὰ m
εἶναι r. ῾Η παρατήρηση αὐτὴ εἶναι προφανὴς συνδυασµὸς τῆς πρότασης 2.1.1 καὶ

τοῦ γεγονότος ὅτι τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ r διὰ m εἶναι r.

Παράδειγµα ὑπολογισµοῦ τοῦ ὑπολοίπου διαιρέσεως. Νὰ ὑπολογισθεῖ

τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ 17437932971 διὰ 57624.
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Ἀρκεῖ νὰ ὑπολογίσοµε µὴ ἀρνητικὸ r < 57624, τέτοιο ὥστε 17437932971 ≡ r
(mod 57624). Πρῶτα-πρῶτα, τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ 174379 διὰ 57624 εἶ-

ναι 1507, ἄρα, 174379 ≡ 1507 (mod 57624) καί, συνεπῶς, 17437932971 ≡ 150732971

(mod 57624). Πρὶν προχωρήσοµε ὑπολογίζοµε ὅτι (1507, 57624) = 1, ἄρα µπο-

ϱοῦµε νὰ ἐφαρµόσοµε τὸ ϑεώρηµα τοῦ Euler µὲ a = 1507 καὶ m = 57624.

Μὲ τὴ ϐοήθεια τοῦ ϑεωρήµατος 2.1, ὑπολογίζοµε

φ(57624) = φ(23 · 3 · 74) = 57264(1− 1

2
)(1− 1

3
)(1− 1

7
) = 16464 ,

ἐνῶ τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ 32971 διὰ 16464 εἶναι 43. Ἄρα, 32971 ≡
43 (mod 16464), ὁπότε, ἀπὸ τὸ γʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.2.4, 150732971 ≡ 150743

(mod 57264). Μέχρι στιγµῆς, λοιπόν,

17437932971 ≡ 150743 (mod 57624) .

῾Ο ὑπολογισµὸς τοῦ 150743 µέτρῳ 57624 µπορεῖ νὰ γίνει µὲ διάφορους συνδυα-

σµούς. ῞Ενας τρόπος, γιὰ παράδειγµα, ϕαίνεται παρακάτω. Οἱ ὑπολογισµοὶ

ἔχουν γίνει µὲ κοµπιουτεράκι τσέπης. Σὲ κάθε γραµµή, ἡ πιὸ δεξιὰ ἰσοτιµία

mod 57624 ὀφείλεται σὲ ὑπόλοιπο διαιρέσεως, δηλαδή, στὴν πρώτη γραµµή, γιὰ

παράδειγµα, εἶναι 2271049 ≡ 23713 (mod 57624) διότι τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης

τοῦ 2271049 διὰ 57624 εἶναι 23713. Ἀνάλογα καὶ στὶς ἄλλες γραµµές.

15072 = 2271049 ≡ 23713 (mod 57624)
15073 ≡ 23713 · 1507 = 35735491 ≡ 8611 (mod 57624)
15076 ≡ 86112 = 74149321 ≡ 44857 (mod 57624)
15079 ≡ 44857 · 8611 = 386263627 ≡ 9955 (mod 57624)
150718 ≡ 99552 = 99102025 ≡ 46369 (mod 57624)
150721 ≡ 46369 · 8611 = 399283459 ≡ 6763 (mod 57624)
150742 ≡ 67632 = 45738169 ≡ 42337 (mod 57624)
150743 ≡ 42337 · 1507 = 63801859 ≡ 12091 (mod 57624)

Συνεπῶς, τὸ Ϲητούµενο ὑπόλοιπο εἶναι 12091.

2.3 ῞Υψωση σὲ δύναµη

Τὸ παράδειγµα ὑπολογισµοῦ στὸ τέλος τῆς προηγουµένης παραγράφου µπορεῖ νὰ

γίνει πιὸ µεθοδικά, ἂν γράψοµε τὸν ἐκθέτη 43 ὡς δυαδικὸ ἀριθµό b0+2b1+22b2+
23b3 · · · , ὅπου κάθε bi εἶναι 0 ἢ 1. Τὰ b0, b1, b2, . . . εἶναι τὰ δυαδικὰ ψηφία (bits)

τοῦ ἀριθµοῦ. Γιὰ παράδειγµα, τὰ δυαδικὰ ψηφία τοῦ 43 ὑπολογίζονται ὡς ἑξῆς :

Ἀφοῦ ὁ 43 εἶναι περιττός, ἕπεται ὅτι b0 = 1. Τώρα, 43 = 1+2b1 +22b2 +23b3 + · · · ,
άρα 21 = 43−1

2
= b1 + 2b2 + 22b3 + · · · , ὁπότε, ἀφοῦ ὁ 21 εἶναι περιττός, b1 = 1.

Μετά, 10 = 21−1
2

= b2 +2b3 + · · · , ἄρα b2 = 0, ἀφοῦ ὁ 10 εἶναι ἄρτιος. Συνεχίζοµε :

5 = 10
2

= b3 + 2b4 + · · · , ἄρα b3 = 1. Τελικά, ϐρίσκοµε ὅτι τὰ δυαδικὰ ψηφία τοῦ
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43 εἶναι (b0, . . . , b5) = (1, 1, 0, 1, 0, 1) καὶ γράφοµε 43 = (101011). Πιὸ γενικά, ἂν

b0, b1, . . . , bk εἶναι τὰ δυαδικὰ ψηφία κάποιου ϑετικοῦ ἀκεραίου N , γράφοµε N =
(bk . . . b1b0). ῾Ο συµβολισµὸς αὐτὸς χρησιµοποιεῖται µόνο σ’ αὐτὴ τὴν παράγραφο.

Τὸ παραπάνω παράδειγµα µᾶς ὑποδεικνύει σαφῶς τὸν παρακάτω ἀλγόριθµο.

Κάνοµε χρήση τοῦ συµβολισµοῦ [a]m γιὰ νὰ δηλώσοµε τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης

τοῦ a διὰ τοῦ m > 1. ῾Οπότε, ὁ συµβολισµὸς στὸν ἀλγόριθµο [a]2 σηµαίνει 0, ἂν

ὁ a εἶναι ἄρτιος καὶ 1, ἂν ὁ a εἶναι περιττός. ᾿Επίσης, παρατηρῆστε ὅτι, ἂν ὁ B
εἶναι ϑετικὸς ἀκέραιος, τότε

[

B

2

]

=

{

B
2

ἂν B ἄρτιος
B−1

2
ἂν B περιττός

Αλγοριθµος Μετατροπης σε ∆υαδικο.

Εἰσάγεται ϑετικὸς ἀκέραιος N .

᾿Εξάγονται τὰ δυαδικὰ ψηφία bI , I = 0, 1, 2, . . . τοῦ N .

Γίνεται χρήση τῶν ϐοηθητικῶν µεταβλητῶν I καὶ B.

I ← 0 : B ← N
ενοσω B > 0 επαναλαβε

bI = [B]2 : B ←
[

B
2

]

: I ← I + 1
τελος επαναληψης

τελος

῾Ο παραπάνω ἀλγόριθµος περιέχεται, µᾶλλον κρυµµένος, στὸν ἀλγόριθµο ὕψω-

σης σὲ δύναµη, ποὺ ϑὰ περιγράψοµε παρακάτω καὶ τοῦ ὁποίου ἡ ἀναλυτικὴ

περιγραφὴ εἶναι ἡ ἑξῆς :

῎Εστω ὅτι ϑέλοµε νὰ ὑπολογίσοµε τὸν aN µέτρῳ m, δηλαδή, µὲ τὸν συµβολι-

σµὸ στὴν ἀρχὴ αὐτῆς τῆς παραγράφου, ϑέλοµε νὰ ὑπολογίσοµε τὸν [aN ]m. ῎Εστω

N = (bn . . . b1b0)· τὰ δυαδικὰ ψηφία bi ὑπολογίζονται διαδοχικά µὲ τὸν ἀλγόριθµο

µετατροπῆς σὲ δυαδικὴ µορφή. ᾿Επίσης, ϐοηθητικά, ὑπολογίζονται, σὲ κάθε ϐῆµα

k, ἀριθµοὶ Dk+1 καὶ Ak.

Ἀρχικὸ ϐῆµα 0: ῾Υπολόγισε

b0 , D0 = [a20

]m = [a]m , A0 = [ab0 ]m =

{

[a]m ἂν b0 = 1

1 ἂν b0 = 0

Βῆµα k: ῎Εχεις ἤδη ὑπολογίσει

b0, . . . , bk , Dk = [a2k

]m , Ak = [a(bk ...b1b0)]m

Ἂν τὸ bk εἶναι τὸ τελευταῖο δυαδικὸ ψηφίο τοῦ N , τότε Ak = [aN ]m -τελος.

∆ιαφορετικά,
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Βῆµα k + 1: ῾Υπολόγισε

bk+1 , Dk+1 = [a2k+1

]m = [D2
k]m , Ak+1 = [a(bk+1bk...b1b0)]m =

{

[Dk+1Ak]m ἂν bk+1 = 1

Ak ἂν bk+1 = 0

Θὰ δοῦµε τώρα πόσοι πολλαπλασιασµοὶ ἀπαιτοῦνται µέχρι νὰ τελειώσει ἡ

παραπάνω διαδικασία. Κατ’ ἀρχάς, λέγοντας «πολλαπλασιασµός» τῶν a, b, γιὰ πα-

ϱάδειγµα, ἐννοοῦµε «πολλαπλασιασµὸς µέτρῳ m» τῶν a καὶ b, δηλαδή, πρόκειται

γιὰ τὸν ὑπολογισµὸ [ [a]m[b]m ]m. ᾿Επειδὴ 0 ≤ [a]m, [b]m < m, ἀπαιτεῖται ἡ εὕρεση

τοῦ ὑπολοίπου τῆς διαίρεσης ἑνὸς µὴ ἀρνητικοῦ ἀκεραίου, µικρότερου τοῦ m2,

διὰ m. Αὐτὸς ὁ ὑπολογισµὸς δὲν κοστίζει πολύ· µπορεῖ νὰ γίνει µὲ στοιχειώδεις

πράξεις, ποὺ τὸ πλῆθος τους ϕράσσεται ἀπὸ µία σταθερά ἐπὶ (log m)1.585. Τὸ Ϲή-

τηµα αὐτὸ εἶναι πέραν τοῦ σκοποῦ αὐτῶν τῶν σηµειώσεων. Πάντως, αὐτό, ποὺ

πρέπει νὰ κρατήσει κανείς, εἶναι ὅτι τὸ «κόστος» τοῦ πολλαπλασιασµοῦ µέτρῳ m
δὲν µᾶς προβληµατίζει περισσότερο ἀπὸ τὸ κόστος ἑνὸς συνήθους πολλαπαλσια-

σµοῦ ϑετικῶν ἀκεραίων µικρότερων τοῦ m.

᾿Επανερχόµενοι στὸν ἀλγόριθµό µας, παρατηροῦµε ὅτι, στὸ ἀρχικὸ ϐῆµα δὲν

κάνοµε πολλαπαλσιασµὸ ἢ ὕψωση σὲ δύναµη, ἐνῶ τὸ πέρασµα ἀπὸ τὸ ϐῆµα k στὸ

ϐῆµα k +1 ἀπαιτεῖ µία ὕψωση στὸ τετράγωνο καί, τὸ πολύ, ἕνα πολλαπλασιασµό,

δηλαδή, δύο, τὸ πολύ, πολλαπλασιασµούς. Ἄρα, ἂν N = (bn . . . b1b0), τότε ἡ

παραπάνω διαδικασία ἀπαιτεῖ 2n, τὸ πολύ, πολλαπλασιασµούς. ῞Οµως, N ≥ 2n,

ἄρα n ≤ log N
log 2

καί, συνεπῶς,

Γιὰ τὸν ὑπολογισµὸ τοῦ aN (mod m) ἀπαιτοῦνται, τὸ πολύ,
[

2 log N
log 2

]

πολλαπλασιασµοί.

῾Η παραπάνω διαδικασία συµπυκνώνεται στὸν παρακάτω κοµψὸ ἀλγόριθµο.

Αλγοριθµος Υψωσης σε ∆υναµη.

Εἰσάγονται ἀκέραιοι m > 1, a 6= 0, N ≥ 1.

᾿Εξάγεται [aN ]m, δηλαδή, τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ aN διὰ m.

Γίνεται χρήση τῶν ϐοηθητικῶν µεταβλητῶν A, B καὶ D.

Ἀρχικὸ ϐῆµα: A← 1, D ← a, B ← N .

ενοσω B > 0 επαναλαβε

αν B περιττός, A← A ·D τελος αν

D ← D2, B ← ⌊B/2⌋.
τελος επαναληψης

Τύπωσε A
τελος
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Θὰ δώσοµε τὴ ϐασικὴ ἰδέα τῆς µεθόδου RSA, ποὺ ἐπινοήθηκε κατὰ τὰ τέλη τῆς

δεκαετίας τοῦ ’70 ἀπὸ τοὺς Rivest, Shamir, Adleman3. ∆ιάφορες τεχνικὲς λεπτο-

µέρειες σχετικὲς µὲ τὴν ἐφαρµογὴ τῆς µεθόδου στὴν πράξη δὲν ϑὰ µᾶς ἀπασχο-

λήσουν ἐδῶ.

Φανταζόµαστε ὅτι ἕνα µήνυµα εἶναι µία πεπερασµένη διαδοχὴ ἀκεραίων ἀ-

ϱιθµῶν. Γιὰ παράδειγµα, ἂς ἀντιστοιχίσοµε στὸ Α τὸν ἀριθµὸ 01, στὸ Β τὸ 02,. . . ,

στὸ Ω τὸ 24 καὶ στὸ «κενὸ» τὸ 25 καὶ ἂς ἑνώνοµε ἀνὰ δύο τὰ γράµµατα, ὥστε νὰ

σχηµατίζουν 4ψήφιους ἀκεραίους. ῎Ετσι, τὸ µήνυµα4

ΠΟΛΕΜΟΣ ΠΑΤΗΡ ΠΑΝΤΩΝ

µετατρέπεται στὸ ἑξῆς διάνυσµα 4ψηφίων ἀκεραίων

µ = (1615, 1105, 1215, 1825, 1601, 1907, 1725, 1601, 1319, 2413) ,

ὅπου τὸ 1615 προέρχεται ἀπὸ τὸ ΠΟ, τὸ 1105 ἀπὸ τὸ ΛΕ, κ. ὄ. κ. Τὸ 1825

προέρχεται ἀπὸ τὸ Σ τοῦ «πόλεµος» (τὸ Σ αντιστοιχεῖ στὸ 18) καὶ τὸ κενὸ (ἀντιστοιχεῖ

στὸ 25) µεταξὺ τῶν λέξεων «πόλεµος» καὶ «πατήρ».

Κάθε ἕνας, ποὺ ἐπιθυµεῖ νὰ στέλνει καὶ νὰ λαµβάνει µηνύµατα, ἂς ποῦµε ἡ

ΑΓΝΗ, ἐπιλέγει καὶ δηµοσιοποιεῖ τὸ δηµόσιο κλειδί της (n, e). ᾿Εδῶ, n = pq, ὅπου

p 6= q εἶναι πρῶτοι, µεγαλύτεροι ἀπὸ τὸν ἀριθµὸ 2525 (= ἡ µεγαλύτερη δυνατὴ

4ψήφια συνιστώσα ἑνὸς µηνύµατος µ) καὶ e εἶναι ἕνας ϑετικὸς ἀκέραιος πρῶτος

πρὸς τὸν φ(n) = (p− 1)(q − 1). Οἱ πρῶτοι p, q εἶναι γνωστοὶ µόνο στὴν Α.

Κάποια στιγµή, ὁ ΒΙΚΤΩΡ ἀποφασίζει νὰ στείλει στὴν Α ἕνα µήνυµα µ. Βρί-

σκει σὲ κάποιο «δηµόσιο κατάλογο» τὸ κλειδὶ (n, e) τῆς Α, καὶ ἐνεργεῖ ὡς ἑξῆς :

Γιὰ κάθε συνιστώσα a τοῦ ἀριθµοποιηµένου µηνύµατός του µ ὑπολογίζει τὸν ἐλά-

χιστο ϑετικὸ ἀριθµὸ τῆς κλάσης ae mod n. Μετατρέπει ἔτσι τὸ διάνυσµα µ σ’ ἕνα

νέο διάνυσµα, µὲ τὸ ἰδιο πλῆθος συνιστωσῶν, ἀλλὰ πολὺ διαφορετικὲς συνιστῶσες

ἀπὸ τὶς ἀρχικές.

Γιὰ παράδειγµα, ἔστω ὅτι ὁ Β ϐρίσκει στὸν δηµόσιο κατάλογο ὅτι τὸ κλειδὶ

τῆς Α εἶναι (n, e) = (49144364409017, 1365911). Γιὰ κάθε 4ψήφια συνιστώσα

a τοῦ µηνύµατός του, ὁ Β ὑπολογίζει a1365911 mod 49144364409017. ῎Ετσι, τὸ

µήνυµα «Πόλεµος πατὴρ πάντων» µετατρέπεται ὡς ἑξῆς. Οἱ ἰσοτιµίες ἐννοῦνται

3 ᾿Εξ οὗ καὶ ἡ ὀνοµασία RSA
4 ᾿Οφειλόµενο στὸν ῾Ηράκλειτο.
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mod 49144364409017 :

16151365911 ≡ 30709871603611

11051365911 ≡ 41273825308431

12151365911 ≡ 9164816839987

18251365911 ≡ 12180136144268

16011365911 ≡ 14492511666169

19071365911 ≡ 47865660368437

17251365911 ≡ 37381475485785

16011365911 ≡ 41273825308431

13191365911 ≡ 42843960910675

24131365911 ≡ 26456721815013

῎Ετσι, ὁ Β ϑὰ στείλει στὴν Α τὸ διάνυσµα µὲ συνιστῶσες τὰ δεξιὰ µέλη τῶν παρα-

πάνω 10 ἰσοτιµιῶν. ῾Η Α κατασκευάζει τὸ «ἀντικλείδι» d τοῦ κλειδιοῦ της (n, e),
ὡς ἑξῆς. ᾿Επειδὴ γνωρίζει ὅτι ἡ ἀνάλυση τοῦ n σὲ πρώτους παράγοντες εἶναι

3295321 · 14913377, µπορεῖ νὰ ὑπολογίσει ὅτι φ(n) = (3295321− 1) · (14913377−
1) = 49144346200320. Εἶναι, ἀπὸ ἐπιλογὴ τῆς Α, (e, φ(n)) = 1, ὁπότε τὸ ϐʹ τοῦ ϑε-

ωρήµατος 1.2.1, ὑπάρχουν d, y, ἔτσι ὥστε de+yφ(n) = 1, ἄρα de ≡ 1 (mod φ(n)).
Μποροῦµε, µάλιστα, νὰ ὑποθέσοµε ὅτι 1 ≤ d < φ(n), ἀντικαθιστώντας τὸν d ἀπὸ

τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαιρέσεώς του διὰ φ(n), ἂν χρειασθεῖ. ῾Ο πρακτικὸς ὑπολογισµὸς

τοῦ d µπορεῖ νὰ γίνει µέσῳ τῆς ἀκολουθίας si τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.3, κατ’ ἀναλο-

γίαν µὲ τὸ παράδειγµα ἐκείνου τοῦ ϑεωρήµατος καὶ τὸ πλῆθος τῶν ἀπαιτουµένων

ϐηµάτων εἶναι, τὸ πολύ, τῆς τάξεως τοῦ log2 n.

Αὐτὸς ὁ ἀριθµὸς d, ποὺ στὸ συγκεκριµένο παράδειγµα ὑπολογίζεται d =
12848342058791, εἶναι τὸ ἀντικλείδι τοῦ κλειδιοῦ (n, e) τῆς Α. Πράγµατι, ἂν γιὰ

µία συνιστώσα a τοῦ καθαροῦ (µὴ κρυπτογραφηµένου) µηνύµατος τοῦ Β ἰσχύει

ae ≡ b (mod n) (π. χ. , γιὰ a = 1615 εἶναι b = 30709871603611), τότε, κάνοντας

χρήση καὶ τοῦ γʹ τῆς πρότασης 2.2.4, ἔχοµε bd ≡ aed ≡ a (mod n), ἄρα, µὲ τὸν

ὑπολογισµὸ bd mod n ἡ Α ϐρίσκει τὸν ἀρχικὸ 4ψήφιο ἀριθµὸ a. ῎Ετσι, ὑπολογίζει

(ϐλ. τὴν παραπάνω λίστα ἰσοτιµιῶν)

30709871603611d ≡ 1615 , 41273825308431d ≡ 1105 , . . .

καὶ ϐρίσκει τὸ καθαρὸ µήνυµα µ = (1615, 1105, . . . , 2413). ῞Υστερα, χωρίζοντάς το

σὲ διψήφια τµήµατα 16,15,11,05,. . . καὶ ἀντιστοιχώντας τὰ γράµµατα Π,Ο,Λ,Ε,. . . ,

διαβάζει τὸ µήνυµα τοῦ Β.

Γιατὶ κανεὶς ἄλλος, πλὴν τῆς Α, δὲν µπορεῖ νὰ ἀποκρυπτογραφήσει τὸ µή-

νυµα, οὔτε κἂν ὁ ἴδιος ὁ Β, ἂν τὸ ξεχάσει ; ∆ιότι, γιὰ νὰ ὑπολογίσει κανεὶς τὸ

ἀντικλείδι d, πρέπει νὰ µπορεῖ νὰ ὑπολογίσει τὸ φ(n) καὶ γιὰ τὸν σκοπὸ αὐτὸ δὲν

ξέροµε, µέχρι σήµερα, κανένα ἄλλο τρόπο, παρὰ µόνο µέσῳ τῆς παραγοντοποί-

ησης τοῦ n. Στὴν πράξη, ὁ n εἶναι γινόµενο δύο τυχαίων πρώτων5, ποὺ καθένας

5 ῾Η ἔννοια «τυχαῖος πρῶτος» δὲν εἶναι καὶ τόσο ἁπλῆ !
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µπορεῖ νὰ ἔχει, ἂς ποῦµε, 150 ψηφία (σὲ δεκαδικὸ σύστηµα ἀρίθµησης). Κανεὶς

µέχρι σήµερα δὲν µπορεῖ νὰ ἀναλύσει σὲ γινόµενο πρώτων ἕνα τέτοιον ἀριθµὸ n,

δίχως νὰ ξοδέψει τρεῖς, ἢ καὶ περισσότερους, αἰῶνες ὑπολογισµοῦ µὲ ἰσχυροὺς

ὑπολογιστές !

2.5 ᾿Ασκήσεις τοῦ κεφαλαίου 2

Στὶς ἑπόµενες ἀσκήσεις, ὅπου γίνεται λόγος γιὰ τὰ ψηφία ἑνὸς ἀριθ-

µοῦ στὸ δεκαδικὸ σύστηµα ἀρίθµησης, νὰ ἔχετε ὑπ’ όψει τὰ ἑξῆς : Ἂν

τὰ ψηφία τῶν µονάδων, δεκάδων, κλπ τοῦ ἀριθµοῦ εἶναι a0, a1, . . . , an,

τότε ὁ ἀριθµὸς ἰσοῦται µὲ a0 + 10a1 + · · ·10nan.

1. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ x περιττό, x2 ≡ 1 (mod 4) καὶ x2 ≡ 1 (mod 8). ᾿Επίσης,

γιὰ y ἄρτιο, y2 ≡ 0 (mod 4), ἐνῶ µέτρῳ 8, y2 ≡ 0 (mod 8) ἢ y2 ≡ 4
(mod 8).

2. Μὲ τὴ ϐοήθεια τῆς ἄσκησης 1 ἀποδεῖξτε τὸ ἑξῆς : Ἂν x2 + y2 = z2 καὶ

(x, y) = 1, τότε, οἱ x, y εἶναι ἑτερότυποι (ὁ ἕνας ἄρτιος καὶ ὁ ἄλλος περιττός).

3. Μὲ τὴ ϐοήθεια τῆς ἄσκησης 1 ἀποδεῖξτε τὸ ἑξῆς : Ἂν x2 + 3y2 = z4 καὶ

(x, y) = 1, τότε ὁ x εἶναι περιττὸς καὶ ὁ y εἶναι διαιρετὸς διὰ 4.

4. Μὲ τὴ ϐοήθεια τῆς ἄσκησης 1 ἀποδεῖξτε τὸ ἑξῆς : Ἂν ὁ πρῶτος ἀριθµὸς p
γράφεται ὡς ἄθροισµα δύο (µὴ µηδενικῶν) τετραγώνων (π.χ. 29 = 52 + 22),

τότε p ≡ 1 (mod 4). Ἄρα, κανεὶς πρῶτος τῆς µορφῆς 4k + 3 δὲν µπορεῖ νὰ

γραφεῖ ὡς ἄθροισµα δύο τετραγώνων.

5. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε x, ποὺ δὲν διαιρεῖται διὰ 3, εἶναι x2 ≡ 1 (mod 3).
Μὲ τὴ ϐοήθεια αὐτοῦ ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν γιὰ τὸν πρῶτο p ὑπάρχουν µὴ µηδε-

νικοὶ x, y, τέτοιοι ὥστε p = x2 + 3y2, τότε p ≡ 1 (mod 6).

6. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε x εἶναι x3 ≡ 0ἢ ±1 (mod 9). Μὲ τὴ ϐοήθεια αὐτοῦ,

ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ διοφαντικὴ ἐξίσωση x3 + 2y3 = 5z3 εἶναι ἀδύνατη γιὰ µὴ

µηδενικοὺς ἀκεραίους x, y, z µὲ (x, y) = 1.

῾Υπόδειξη. Ἂν ἰσχύει x3 + 2y3 = 5z3 µὲ (x, y) = 1, τότε καὶ x3 + 2y3 ≡ 5z3

(mod 9), ὅπου οἱ x, y δὲν εἶναι καὶ οἱ δύο διαιρετοὶ διὰ 3.

7. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε n, ὁ 5n3 + 7n5 εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ 12.

8. Κριτήριο διαιρετότητας διὰ 3 ἢ 9. Κατ’ ἀρχάς, ὁρίζοµε τὸν πυθµένα ἑνὸς

ϑετικοῦ ἀκεραίου, τὸν ὁποῖο ϑεωροῦµε γραµµένο στὸ δεκαδικὸ σύστηµα,

ὡς τὸ ἄθροισµα τῶν ψηφίων του. Γιὰ παράδειγµα, ὁ πυθµὴν τοῦ 54678

εἶναι 5 + 4 + 6 + 7 + 8 = 30.

Ἀποδεῖξτε ὅτι, τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης ἑνὸς ἀριθµοῦ διὰ 3 (ἀντιστοίχως,

διὰ 9) εἶναι τὸ ἴδιο µὲ τὸ ὑπόλοιπο τὴς διαίρεσης τοῦ πυθµένος τοῦ ἀριθµοῦ
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διὰ 3 (ἀντιστοίχως, διὰ 9). Γιὰ παράδειγµα, τὸ ὑπόλοιπο τῆς δαίρεσης τοῦ

54678 διὰ 9 εἶναι 3, καθὼς 3 εἶναι καὶ τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ 30

διὰ 9.

῾Υπόδειξη. 10 ≡ 1 (mod 3) καὶ 10 ≡ 1 (mod 9). Ἄν, λοπόν, a0, a1, . . . , an εἶναι τὰ

ψηφία τῶν µονάδων, δεκάδων κλπ τοῦ ἀριθµοῦ, ὑπολογῖστε µὲ ποιοὺς ἀριθµοὺς

εἶναι ἰσότιµος ὁ ἀριθµός, µέτρῳ 3 καὶ µέτρῳ 9.

9. Κρίτήριο διαιρετότητας διὰ 4 ἢ 25. Ἀποδεῖξτε ὅτι, τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης

ἑνὸς ἀριθµοῦ διὰ 4 (ἀντιστοίχως, διὰ 25) εἶναι τὸ ἴδιο µὲ τὸ ὑπόλοιπο τὴς

διαίρεσης τοῦ ἀριθµοῦ, ποὺ σχηµατίζεται ἀπὸ τὰ δύο τελευταῖα ψηφία τοῦ

ἀριθµοῦ (ϐάση ἀρίθµησης τὸ 10) διὰ 4 (ἀντιστοίχως, διὰ 25).

10. Κρίτήριο διαιρετότητας διὰ 8 ἢ 125. Ἀποδεῖξτε ὅτι, τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης

ἑνὸς ἀριθµοῦ διὰ 8 (ἀντιστοίχως, διὰ 125) εἶναι τὸ ἴδιο µὲ τὸ ὑπόλοιπο τὴς

διαίρεσης τοῦ ἀριθµοῦ, ποὺ σχηµατίζεται ἀπὸ τὰ τρία τελευταῖα ψηφία τοῦ

ἀριθµοῦ (ϐάση ἀρίθµησης τὸ 10) διὰ 8 (ἀντιστοίχως, διὰ 125).

11. Κριτήριο διαιρετότητας διὰ 11. Ἀποδεῖξτε ὅτι, τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης ἑ-

νὸς ἀριθµοῦ διὰ 11 εἶναι τὸ ἴδιο µὲ τὸ ὑπόλοιπο τὴς διαίρεσης τοῦ ἀριθµοῦ,

ποὺ προκύπτει ἀπὸ τὸ ἄθροισµα τῶν διψηφίων τµηµάτων τοῦ ἀριθµοῦ, λαµ-

ϐανοµένων ἀπὸ τὰ δεξιὰ πρὸς τὰ ἀριστερά. Γιὰ παράδειγµα, τὸ ὑπόλοιπο

τῆς διαίρεσης τοῦ ἀριθµοῦ 9056781 διὰ 11 εἶναι τὸ ἴδιο µὲ τὸ ὑπόλοιπο τῆς

διαίρεσης τοῦ 81 + 67 + 05 + 09 διὰ 11.

12. ∆εύτερο κριτήριο διαιρετότητας διὰ 11. Ἀποδεῖξτε ὅτι, τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαί-

ϱεσης ἑνὸς ἀριθµοῦ διὰ 11 εἶναι τὸ ἴδιο µὲ τὸ ὑπόλοιπο τὴς διαίρεσης διὰ

11 τοῦ ἀριθµοῦ a0 − a1 + a2 − a3 + · · · , ὅπου a0 τὸ ψηφίο τῶν µονάδων τοῦ

ἀριθµοῦ, a1 τὸ ψηφίο τῶν δεκάδων, a2 τὸ ψηφίο τῶν ἑκατοντάδων κ. ὄ. κ.

Γιὰ παράδειγµα, ὁ 9876781 διαιρούµενος διὰ 11 δίνει ὑπόλοιπο ὅποιο καὶ

ὁ ἀριθµὸς 1− 8 + 7− 6 + 7− 8 + 3 = −4, δηλαδή, 7 (−4 = 11(−1) + 7).

13. ῎Εστω πρῶτος p.

αʹ. ῎Εστω a ∈ {1, . . . , p − 1}. Μὲ τὴ ϐοήθεια τοῦ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.1

ἀποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχει ἕνας, ἀκριβῶς, a′ ∈ {1, . . . , p − 1}, µὲ τὴν ἰδιότητα

aa′ ≡ 1 (mod p). Μετά, ἀποδεῖξτε ὅτι, οἱ µόνες περιπτώσεις ποὺ a′ = a
εἶναι οἱ a = 1 καὶ a = p− 1.

ϐʹ. ῎Εστω p ≥ 5. Θεωρῆστε τὸ γινόµενο 1 ·2 · · · (p−2)(p−1) καί, ϐασισµένοι

στὸ (αʹ), Ϲευγαρῶστε κάθε a ∈ {2, . . . , p − 2} µὲ τὸ a′ ∈ {2, . . . , p − 2} γιὰ

τὸ ὁποῖο ἰσχύει aa′ ≡ 1 (mod p). Συµπεράνατε ὅτι (p− 1)! ≡ −1 (mod p).
∆ιαπιστῶστε ὅτι ἡ σχέση αὐτή, ποὺ λέγεται ϑεώρηµα τοῦ Wilson, ἰσχύει καὶ

γιὰ p = 2, 3. Ἀποδεῖξτε καὶ τὸ ἀντίστροφο ϑεώρηµα: Ἂν γιὰ κάποιον ἀκέραιο

p ἰσχύει (p− 1)! ≡ −1 (mod p), τότε ὁ p εἶναι πρῶτος.

14. ῎Εστω ὅτι ὁ p εἶναι πρῶτος καὶ ab′ − a′b 6≡ 0 (mod p). Ἀποδεῖξτε ὅτι δὲν ὑ-

πάρχουν ἀκέραιοι x, y, πρῶτοι µεταξύ τους, ποὺ νὰ ἱκανοποιοῦν συγχρόνως
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καὶ τὶς δύο ἰσοτιµίες ax + by ≡ 0 (mod p) καὶ a′x + b′y ≡ 0 (mod p).
῾Υπόδειξη. Ἀπαλεῖψτε τὸ y ἀπὸ τὶς δύο ἰσοτιµίες καί, µετά, κάντε τὸ ἴδιο καὶ γιὰ τὸ

x.

15. Ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν a|b, τότε φ(a)|φ(b).

16. ῎Εστω ὅτι ὁ n ≥ 3 ἔχει k διαφορετικοὺς πρώτους διαιρέτες. Ἀποδεῖξτε ὅτι,

ἂν ὁ n εἶναι ἄρτιος, ἀλλὰ ὄχι πολλαπλάσιο τοῦ 4, τότε 2k−1|n ἐνῶ, γιὰ ὅλες

τὶς ὑπόλοιπες τιµὲς τοῦ n, 2k|n.

17. Ἀποδεῖξτε ὅτι, οἱ µόνοι ϑετικοὶ ἀκέραιοι x, γιὰ τοὺς ὁποίους ἰσχύει φ(x) =
x/2, εἶναι οἱ x = 2a, a ≥ 1.

18. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε ϑετικὸ περιττὸ ἀκέραιο x ἰσχύει φ(x) = φ(2x), ἀλλὰ

ἡ σχέση αὐτὴ εἶναι ἀδύνατη γιὰ ἄρτιο x.

19. Βρεῖτε ὅλους τοὺς ϑετικοὺς ἀκεραίου x, γιὰ τοὺς ὁποίους ἰσχύει φ(x) = 12.

20. ῎Εστω n ≥ 1. Γιὰ κάθε ϑετικὸ διαιρέτη d τοῦ n ὁρίζοµε τὸ σύνολο

A(d) = {k : 1 ≤ k ≤ n καὶ (k, n) = d} .

(αʹ) Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ A(d) περιέχει ἀκριβῶς φ(n
d
) ἀριθµούς.

῾Υπόδειξη. Παρατηρῆστε ὅτι 1 ≤ k ≤ n καὶ (k, n) = d⇔ k
d ἀκέραιος καὶ 1 ≤ k

d ≤ n
d

καὶ (k
d , n

d ) = 1.

(ϐʹ) Ἂν d1 6= d2 εἶναι ϑετικοὶ διαιρέτες τοῦ n, ἀποδεῖξτε ὅτι A(d1)∩A(d2) = ∅.
(γʹ) Συνδυάζοντας τὰ (αʹ) καὶ (ϐʹ) ἀποδεῖξτε ὅτι

∑

d|n

φ(
n

d
) = n , ἄρα καὶ

∑

d|n

φ(d) = n .

῾Υπόδειξη. Γιὰ τὸ «. . . ἄρα καὶ . . . » δεῖτε τὴν ἄσκηση 3 τοῦ κεφαλαίου 1.

21. ῾Υπολογῖστε τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαιρέσεως τοῦ (12371128 + 34)172 διὰ 111.

22. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε n, ὁ n37 − n εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ 383838.

῾Υπόδειξη. Λάβετε ὑπ’ όψει ὅτι 383838 = 2 · 3 · 7 · 13 · 19 · 37 καὶ ἐφαρµόστε τὸ

ϑεώρηµα τοῦ Fermat, κάµποσες ϕορές, γιὰ κατάλληλους πρώτους.

23. ῎Εστω p πρῶτος. Παρατηρῆστε ὅτι, τὸ ϑεώρηµα τοῦ Fermat µπορεῖ νὰ δια-

τυπωθεῖ ὡς ἑξῆς : Γιὰ κάθε a ἰσχύει ap ≡ a (mod p), δίχως νὰ ϑέσοµε τὸν

περιορισµὸ ὁ p νὰ µὴ διαιρεῖ τὸν a. Μετά, µὲ τὴ ϐοήθεια τῆς ἄσκησης 32

τοῦ κεφαλαίου 1, ἀποδεῖξτε ὅτι (a + b)p ≡ ap + bp (mod p), γιὰ ὅλους τοὺς

a, b. ᾿Επίσης, ἀποδεῖξτε ὅτι ἂν γιὰ τὸν περιττὸ πρῶτο p ἰσχύει ap + bp ≡ 0
(mod p) τότε ἰσχύει καὶ ap + bp ≡ 0 (mod p2).
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24. Μετατρέψτε τὸν 749 σὲ δυαδικὸ ἀριθµό, ἐφαρµόζοντας τὸν ἀλγόριθµο µε-

τατροπῆς σὲ δυαδικό.

25. ᾿Εφαρµόζοντας τὸν ἀλγόριθµο ὕψωσης σὲ δύναµη, ὑπολογῖστε τὸ ὑπόλοιπο

τῆς διαίρεσης τοῦ 13370 διὰ 23.

26. ῎Εστω ὅτι τὸ δηµόσιο κλειδὶ τῆς Α εἶναι (91,25). ῾Ο Β ϑέλει νὰ κρυπτογρα-

ϕήσει καὶ νὰ στείλει στὴν Α τὸ µήνυµα θα ελθω στις οκτω. Ποιὰ διαδικασία

ϑὰ ἀκολουθήσει γιὰ νὰ κρυπτογραφήσει τὸ µήνυµα καὶ ποιὰ διαδικασία ϑὰ

ἀκολουθήσει ἡ Α, ὅταν λάβει τὸ κρυπτογραφηµένο µήνυµα, γιὰ νὰ τὸ ἀπο-

κρυπτογραφήσει ; Γιὰ νὰ διευκολυνθεῖτε στὶς πράξεις, µὴ παίρνετε ἀνὰ δύο

τὰ γράµµατα, ἀλλὰ ἕνα-ἕνα. ῎Ετσι, ἡ «ἀριθµητικὴ µορφὴ» τοῦ µηνύµατος,

πρὶν τὴν κρυπτογράφησή του, ἀρχίζει ὡς ἑξῆς : (8,1,25,5,11,8,24,. . . ).



Κεφάλαιο 3

᾿Επίλυση ἰσοτιµιῶν

Στὸ κεφάλαιο αὐτό, ὁ m εἶναι πάντοτε ἀκέραιος µεγαλύτερος τοῦ 1

Τα λατινικὰ γράµµατα συµβολίζουν πάντα ἀκεραίους

3.1 Γενικά

῎Εστω µὴ µηδενικὸ πολυώνυµο f(X) ∈ Z[X] καὶ ἀκέραιος m > 1. ῾Υποθέτοµε ὅτι

δὲν εἶναι ὅλοι οἱ συντελεστὲς τοῦ f(X) διαιρετοὶ διὰ m. Τὸ δʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2

συνεπάγεται ὅτι, ἂν a ≡ b (mod m) καὶ f(a) ≡ 0 (mod m), τότε καὶ f(b) ≡ 0
(mod m). Συνεπῶς, ἔχει νόηµα νὰ ὁρίσοµε ὡς ἐπίλυση τῆς ἰσοτιµίας f(x) ≡ 0
(mod m) τὴν εὕρεση ὅλων τῶν κλάσεων a mod m, τέτοιων ὥστε f(a) ≡ 0 (mod m)
καὶ νὰ λέµε ὅτι ἡ κλάση a mod m (καὶ ὄχι ὁ ἀριθµὸς a) εἶναι λύση τῆς ἰσοτιµίας.

Εἰδικώτερα, ὅταν λέµε ὅτι «ἡ ἰσοτιµία ἔχει k τὸ πλῆθος λύσεις», ἐννοοῦµε ὅτι

ὑπάρχουν k διαφορετικὲς modm κλάσεις, κάθε µία ἀπὸ τὶς ὁποῖες εἶναι λύση

τῆς f(a) ≡ 0 (mod m).

Λέµε ὅτι ἡ ἰσοτιµία f(x) ≡ 0 (mod m) εἶναι ἰσοδύναµη µὲ τὴν g(x) ≡ 0
(mod m), ἂν οἱ δύο ἰσοτιµίες ἔχουν τὶς ἴδιες, ἀκριβῶς λύσεις. Προσοχή ! ῾Η ἔννοια

τῶν ἰσοδυνάµων ἰσοτιµιῶν ἔχει νόηµα µόνον ὅταν τὰ µέτρα τῶν δύο ἰσοτιµιῶν εἶναι

τὰ ἴδια.

3.2 ᾿Ισοτιµίες πρώτου ϐαθµοῦ

Θὰ µελετήσοµε πρῶτα τὴν περίπτωση πρωτοβαθµίου πολυωνύµου f(X), ἄρα,

οὐσιαστικά, τὴν ἐπίλυση τῆς ἰσοτιµίας ax ≡ b (mod m).

Θεώρηµα 3.2.1 Ἂν a 6= 0 καὶ (a, m) = d, τότε ἡ ἰσοτιµία ax ≡ b (mod m)
ἔχει λύση ἄν, καὶ µόνο ἄν, d|b. Στὴν περίπτωση ποὺ ἔχει λύση, τὸ πλῆθος τῶν

διαφορετικῶν λύσεων εἶναι, ἀκριβῶς, d· καὶ πιὸ συγκεκριµένα, ἂν ἡ λύση τῆς

41
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ἰσοτιµίας
a

d
x ≡ b

d
(mod

m

d
) εἶναι ἡ x0 mod

m

d
, τότε οἱ d διαφορετικὲς λύσεις τῆς

ax ≡ b (mod m) εἶναι οἱ

x0, x0 +
m

d
, . . . , x0 + (d− 1)

m

d
. (3.1)

᾿Απόδειξη Ἂν ἡ ax ≡ b (mod m) ἔχει λύση, τότε, γιὰ κάποιο x1 ∈ Z ἔχοµε

ax1 ≡ b (mod m), ἄρα, ἀπὸ τὸ ηʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2, (ax1, m) = (b, m).
Ἀλλά, προφανῶς, d|(ax1, m), ὁπότε d|b. Ἀντιστρόφως, ἔστω ὅτι d|b. Ἀπὸ τὸ ϐʹ τοῦ

ϑεωρήµατος 1.2.1 ξέροµε ὅτι ὑπάρχουν ἀκέραιοι x0, y0, τέτοιοι ὥστε ax0 + my0 =
d. Τώρα, παρατηροῦµε ὅτι ὁ b

d
εἶναι ἀκέραιος καὶ ἀπὸ τὴν τελευταία ἰσότητα,

a(x0
b

d
) + m(y0

b

d
) = b ,

σχέση, ἡ ὁποία, προφανῶς, συνεπάγεται ὅτι ax1 ≡ b (mod m), ὅπου x1 = x0
b
d
·

δηλαδή, ἡ ἰσοτιµία ax ≡ b (mod m) ἔχει λύση.

῎Εστω τώρα ὅτι ἡ ax ≡ b (mod m), ἔχει λύση, ὁπότε, σύµφωνα µὲ τὰ παρα-

πάνω, d|b. Θέτοντας ὅπου a, b, m τὰ a
d
, b

d
, m

d
, ἀντιστοίχως, καταλήγοµε, ϐάσει τῶν

ἀνωτέρω, στὸ συµπέρασµα ὅτι ἡ ἰσοτιµία a
d
x ≡ b

d
(mod m

d
) ἔχει µία, τοὐλάχιστον,

λύση, ἔστω τὴν x0 mod m
d

.

᾿Ισχυριζόµαστε, κατ’ ἀρχάς, ὅτι δὲν µπορεῖ νὰ ἔχει καὶ δεύτερη, διαφορετική, λύ-

ση. Πράγµατι, ἂν x1 mod m
d

εἶναι, ἐπίσης, λύση, τότε

a

d
x0 ≡

b

d
≡ a

d
x1 (mod

m

d
) .

Τὸ ϛʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2 µᾶς ἐπιτρέπει νὰ διαιρέσοµε διὰ a
d
, διότι (a

d
, m

d
) = 1,

ὁπότε καταλήγοµε στὴν x0 ≡ x1 (mod m
d
).

Στὴ συνέχεια, ἔστω x1 mod m µία λύση τῆς ax ≡ b (mod m). Τότε, ϐλέποµε πολὺ

εὔκολα ὅτι ἡ x1 mod m
d

εἶναι λύση τῆς a
d
x ≡ b

d
(mod m

d
), ἄρα, ἀπὸ τὴ µοναδικό-

τητα τῆς λύσης x0 mod m
d

, ποὺ εἴδαµε παραπάνω, καταλήγοµε στὸ συµπέρασµα

ὅτι x1 ≡ x0 (mod m
d
). Ἄρα, ὑπάρχει ἀκέραιος ℓ, τέτοιος ὥστε x1 = x0+ℓm

d
. ᾿Εκτε-

λώντας τὴν εὐκλείδεια διαίρεση τοῦ ℓ διὰ d ἔχοµε ℓ = qd + j, ὅπου 0 ≤ j ≤ d− 1.

Συνεπῶς, x1 = x0 + j m
d

+ qm ≡ x0 + j m
d

(mod m), ἄρα, ὁ ἡ κλάση x1 mod m
συµπίπτει µὲ µία ἀπὸ τὶς κλάσεις (3.1).

Μένει νὰ δείξοµε ὅτι οἱ κλάσεις (3.1) εἶναι διαφορετικές. Πράγµατι, ἂν δύο ἐξ αὐ-

τῶν συνέπιπταν, ϑὰ εἴχαµε x0+j1
m
d
≡ x0+j2

m
d

(mod m) µὲ 0 ≤ j1 < j2 < d. Ἀπὸ

αὐτὴν ϑὰ παίρναµε j1
m
d
≡ j2

m
d

(mod m) καί, διαιρώντας τὰ δύο µέλη καὶ τὸ µέτρο

διὰ m
d

(ϐλ. εʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2), ϑὰ καταλήγαµε στὴν j1 ≡ j2 (mod d). ῾Η τε-

λευταία, ὅµως, σηµαίνει ὅτι d|(j2−j1), προφανῶς ἀδύνατον, ἀφοῦ 0 < j2−j1 < d.

ὅ.ἔ.δ.

Στὴν πράξη, ἡ ἐπίλυση µιᾶς ἰσοτιµίας ax ≡ b (mod m) ϐασίζεται στὸ ϑεώρη-

µα 1.2.3. Κατ’ ἀρχάς, στὴν ἰσοτιµία ax ≡ b (mod m) µποροῦµε πάντα νὰ ὑποθέ-

τοµε ὅτι 1 ≤ a < m. ᾿Εφαρµόζοµε τὸν εὐκλείδειο ἀλγόριθµο, ὅπως περιγράφεται
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στὸ ϑεώρηµα αὐτό, µὲ τὸ m τῆς ἰσοτιµίας στὴ ϑέση τοῦ a τοῦ ϑεωρήµατος καὶ τὸ

a τῆς ἰσοτιµίας στὴ ϑέση τοῦ b τοῦ ϑεωρήµατος. Ἂν τὸ (n + 1)-οστὸ ὑπόλοιπο στὴ

διαδικασία τοῦ εὐκλειδείου ἀλγορίθµου εἶναι 0, τότε, σύµφωνα µὲ τὸ ϑεώρηµα

1.2.3, τὸ τελευταῖο µὴ µηδενικὸ ὑπόλοιπο rn εἶναι ὁ µέγιστος κοινὸς διαιρέτης d
τῶν a, b. Ἂν ὁ d δὲν διαιρεῖ τὸν b, τότε ἡ ἰσοτιµία δὲν ἔχει λύση. Ἂς ὑποθέσοµε,

λοιπόν, ὅτι d|b. Σύµφωνα µὲ τὸ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.3, msn−1 + asn = d, ἄρα

a

d

(

b

d
sn

)

≡ b

d
(mod

m

d
) ,

ποὺ σηµαίνει ὅτι, µὲ τὸν συµβολισµὸ τοῦ ϑεωρήµατος 3.2.1,

x0 =
b

d
sn (3.2)

καὶ ἀπὸ αὐτὸ τὸ σηµεῖο καὶ πέρα οἱ d διαφορετικὲς λύσεις τῆς ἰσοτιµίας ὑπολογί-

Ϲονται ἁπλούστατα ἀπὸ τὴν (3.1).

Παράδειγµα. Θὰ λύσοµε τὴν ἰσοτιµία 917x ≡ 42 (mod 7168). Στὸ παρά-

δειγµα µετὰ τὸ ϑεώρηµα 1.2.3 ὑπολογίσαµε (917, 7168) = 7 καὶ παρατηροῦµε

ὅτι 7|42, ἄρα ἡ ἰσοτιµία µας ἔχει 7 ἀκριβῶς λύσεις, σύµφωνα µὲ τὸ ϑεώρηµα

3.2.1. Σύµφωνα µὲ τὸ ἴδιο ϑεώρηµα καὶ ὅ,τι ἀκολουθεῖ, ἀρκεῖ νὰ ὑπολογίσοµε

ἀναδροµικὰ τὰ s−1, s0, s1, . . ., ποὺ ἀντιστοιχοῦν στὸ Ϲεῦγος τῶν ἀριθµῶν 7168 καὶ

917. Στὸ προαναφερθὲν παράδειγµα ἔχουν ὑπολογισθεῖ αὐτὰ τὰ si. Τὸ τελευταῖο

ἐξ αὐτῶν εἶναι τὸ s6 = 555. Ἄρα, σύµφωνα µὲ τὸν συµβολισµὸ τοῦ ϑεωρήµατος

3.2.1 καὶ τὴν (3.2), x0 = 6 · 555 = 3330 ≡ 258 (mod 1024) (1024 = 7168
7

), ὁπότε

ὅλες οἱ λύσεις τῆς ἰσοτιµίας εἶναι x ≡ 258 + k 7168
7

, k = 0, 1, . . . , 6, δηλαδή,

x ≡ 258 , 1282 , 2306 , 3330 , 4354 , 5378 , 6402 (mod 7168) .

3.3 Τὸ κινέζικο ϑεώρηµα ὑπολοίπων

Ἀπὸ τὰ ἀρχαῖα χρόνια ἦταν γνωστὰ πάµπολλα προβλήµατα ὅπως αὐτὸ ἐδῶ: ῞Ενα

στρατιωτικὸ σῶµα ἔχει λιγώτερους ἀπὸ 1000 στρατιῶτες. Ἂν τοποθετηθοῦν κατὰ

15άδες, περισσεύουν 11· ἀ`ν τοποθετηθοῦν κατὰ 8άδες, περισσεύουν 5 καὶ ἂν

τοποθετηθοῦν κατὰ 13άδες, περισσεύουν 12. Ἀπὸ πόσους στρατιῶτες ἀποτελεῖται

τὸ σῶµα ; Τέτοιου εἴδους προβλήµατα ὁδηγοῦν ϕυσιολογικὰ στὸ λεγόµενο κινέζικο

ϑεώρηµα ὑπολοίπων.

Θεώρηµα 3.3.1 –Κινέζικο ϑεώρηµα ὑπολοίπων. ῎Εστω ὅτι οἱ m1, . . . , mk εἶ-

ναι µεγαλύτεροι τοῦ 1 καὶ ἀνὰ δύο πρῶτοι µεταξύ τους. Τότε, γιὰ ὁποιουσδήποτε

ἀκεραίους a1, . . . , ak, ὑπάρχει x, τὸ ὁποῖο ἐπαληθεύει συγχρόνως ὅλες τὶς ἰσοτιµίες

x ≡ a1 (mod m1) , x ≡ a2 (mod m2) , . . . , x ≡ ak (mod mk) (3.3)

καὶ τὸ x αὐτὸ εἶναι µοναδικὸ µέτρῳ m1m2 · · ·mk.
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᾿Απόδειξη Θέτοµε M = m1m2 · · ·mk καὶ γιὰ κάθε i = 1, . . . , k, Mi = M/mi.

Ἀπὸ τὴν ὑπόθεση ὅτι ὁ mi εἶναι πρῶτος πρὸς ὅλους τοὺς ὑπόλοιπους mj καὶ τὸ

Ϲʹ τοῦ ϑεωρήµατος 1.2.2 συµπεραίνοµε ὅτι (mi, Mi) = 1. Ἄρα, ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα

3.2.1, ὑπάρχει Ni, τέτοιος ὥστε MiNi ≡ 1 (mod mi). ῾Ορίζοµε τώρα

x0 = M1N1a1 + M2N2a2 + · · ·+ MkNkak

καὶ ϑὰ δείξοµε ὅτι, γιὰ κάθε i = 1, . . . , k, x0 ≡ ai (mod mi). Πράγµατι, ἀπὸ

τὸν τρόπο ποὺ ὁρίσθηκαν τὰ M1, . . . , Mk, ϐλέποµε ἀµέσως ὅτι, κάθε Mj µὲ j 6= i
ἔχει ὡς παράγοντά του τὸν mi καί, συνεπῶς, εἶναι µηδενικὸς µέτρῳ mi. Ἄρα,

x0 ≡ MiNiai ≡ 1 · ai (mod mi). Ἄρα, γιὰ x = x0 ἐπαληθεύεται τὸ σύστηµα τῶν

ἰσοτιµιῶν (3.3).

῎Εστω, τώρα, ὅτι x = x1 ἐπίσης ἐπαληθεύει τὶς (3.3). Τότε, γιὰ κάθε i =
1, . . . , k, x1 ≡ ai ≡ x0 (mod mi), ἄρα mi|(x1 − x0) καὶ ἀπὸ τὸ γʹ τοῦ ϑεωρήµατος

1.3.1, (m1m2 · · ·mk)|(x1 − x0), δηλαδή, x1 ≡ x0 (mod m1m2 · · ·mk). ὅ.ἔ.δ.

Παράδειγµα. Θὰ λύσοµε τὸ πρόβληµα, ποὺ ἀναφέραµε στὴν ἀρχὴ αὐτῆς

τῆς παραγράφου. Προφανῶς, τὸ πρόβληµα ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν εὕρεση ϑετικοῦ

ἀκεραίου x < 1000, τέτοιου ὥστε

x ≡ 11 (mod 15) , x ≡ 5 (mod 8) x ≡ 12 (mod 13) .

Μὲ τὸν συµβολισµὸ τῆς ἀπόδειξης τοῦ ϑεωρήµατος ἔχοµε M1 = 8 · 13 = 104,

M2 = 15 · 13 = 195, M3 = 15 · 8 = 120. ᾿Επίσης, 104N1 ≡ 1 (mod 15), 195N2 ≡ 1
(mod 8), 120N3 ≡ 1 (mod 13) καὶ οἱ ἰσοτιµίες αὐτὲς ἁπλοποιοῦνται ὡς ἑξῆς :

(−1)N1 ≡ 1 (mod 15), 3N2 ≡ 1 (mod 8), 3N3 ≡ 1 (mod 13). ῾Η ἐπίλυση κάθε

µιᾶς ἀπὸ αὐτὲς εἶναι ἁπλούστατη, µὲ δοκιµές, ὥστε δὲν χρειάζεται νὰ ἐφαρµόσοµε

τὸν ἀλγόριθµο τῆς παραγράφου 3.2. Βρίσκοµε ἔτσι, N1 = −1, N2 = 3, N3 = −4
καὶ x0 = 104 · (−1) · 11 + 195 · 3 · 5 + 120 · (−4) · 12 = −3979, ἄρα, x ≡ −3979
(mod 15 · 8 · 13). Συνεπῶς, x = −3979 + 1560k καί, λόγῳ τῆς 0 < x < 1000,

παίρνοµε 3979 < 1560k < 4979, ἀπ’ ὅπου k = 3 καὶ x = −3979 + 3 · 1560 = 701.

3.4 Πολυωνυµικὲς ἰσοτιµίες µὲ ἕνα ἄγνωστο

Ἀρχικά, ϑὰ ϑεωρήσοµε ὅτι τὸ µέτρο τῆς ἰσοτιµίας εἶναι ἕνας ϑετικὸς πρῶτος p.

Μία προκαταρκτικὴ ἁπλῆ, ἀλλὰ ϐασική, παρατήρηση εἶναι ὅτι κάθε πολυω-

νυµικὴ ἰσοτιµία f(x) ≡ 0 (mod p) εἶναι ἰσοδύναµη µὲ µία ἰσοτιµία g(x) ≡ 0
(mod p), στὴν ὁποία, ὁ ϐαθµὸς τοῦ g(X) εἶναι, τὸ πολύ, p− 1.1 Πράγµατι, ἐκτε-

λώντας τὴν εὐκλείδεια διαίρεση τοῦ f(X) διὰ τοῦ πολυωνύµου xp−x, καταλήγοµε

σὲ µία σχέση f(X) = (Xp−X)h(X) + g(X), ὅπου ὁ ϐαθµὸς τοῦ g(X) δὲν ὑπερ-

ϐαίνει τὸν p− 1. Ξέροµε, ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα τοῦ Fermat (ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.2.4),

1 ᾿Εδῶ περιλαµβάνεται καὶ ἡ περίπτωση τοῦ µηδενικοῦ πολυωνύµου, τοῦ ὁποίου ὁ ϐαθµὸς

µπορεῖ νὰ ὁρισθεῖ ὡς −∞.
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ὅτι, γιὰ κάθε ἀκέραιο a, εἶναι ap−a ≡ 0 (mod p), ἄρα, f(a) ≡ 0 (mod p) ἄν, καὶ

µόνο ἄν, g(a) ≡ 0 (mod p). Αὐτό, προφανῶς, σηµαίνει ὅτι οἱ ἰσοτιµίες f(x) ≡ 0
(mod p) καὶ g(x) ≡ 0 (mod p) εἶναι ἰσοδύναµες.

Θεώρηµα 3.4.1 ῎Εστω f(X) ∈ Z[X], ϐαθµοῦ n ≥ 1, τοῦ ὁποίου ὁ συντελεστὴς

τοῦ µεγιστοβαθµίου ὅρου δὲν διαιρεῖται διὰ p. Τότε, ἡ ἰσοτιµία f(x) ≡ 0 (mod p)
ἔχει, τὸ πολύ, n τὸ πλῆθος διαφορετικὲς λύσεις. 2

᾿Ισοδύναµη διατύπωση : Ἂν τὸ f(X) ∈ Z[X] εἶναι µὴ µηδενικὸ πολυώνυµο καὶ

τὸ πλῆθος τῶν λύσεων τῆς ἰσοτιµίας f(x) ≡ 0 (mod p) ὑπερβαίνει τὸν ϐαθµὸ τοῦ

f(X), τότε ὅλοι οἱ συντελεστὲς τοῦ f(X) εἶναι διαιρετοὶ διὰ p.

᾿Απόδειξη ῎Εστω f(X) = anXn + · · ·a1X + a0, ὅπου, ἐξ ὑποθέσεως, (an, p) = 1
καὶ ἂς ὑποθέσοµε ὅτι ἡ ἰσοτιµία f(x) ≡ 0 (mod p) ἔχει n+1 διαφορετικὲς λύσεις

r1 mod p, . . . , rn+1 mod p. Θὰ καταλήξοµε σὲ ἄτοπο. Τὸ γεγονὸς ὅτι οἱ λύσεις

αὐτὲς εἶναι διαφορετικές, σηµαίνει, ϕυσικά, ri 6≡ rj (mod p) γιὰ i 6= j.

᾿Ισχυρισµός : ῾Υπάρχουν ἀκέραιοι b0, b1, . . . , bn−1, τέτοιοι ὥστε, νὰ ἰσχύει

f(X) =an(X − r1)(X − r2) · · · (X − rn−2)(X − rn−1)(X − rn)

+ bn−1(X − r1)(X − r2) · · · (X − rn−1)

+ bn−2(X − r1)(X − r2) · · · (X − rn−2)

...

+ b2(X − r1)(X − r2)

+ b1(X − r1)

+ b0 (3.4)

Πράγµατι, κατ’ ἀρχάς, στὴν (3.4) ἂς συµβολίσοµε τὸ πολυώνυµο τῆς πρώτης γραµ-

µῆς µὲ gn(X), τῆς δεύτερης µὲ gn−1(X) . . . τῆς προτελευταίας µὲ g1(X). Τὸ πο-

λυώνυµο gn(X) εἶναι γνωστό, ἀφοῦ τὰ an, r1, . . . , rn εἶναι γνωστά· τὰ ὑπόλοιπα,

ὅµως, πολυώνυµα gn−1(X), . . . , g1(X) ἐξαρτῶνται ἀπὸ τοὺς µέχρι στιγµῆς ἀγνώ-

στους bn−1, . . . , b1.

Συγκρίνοµε τοὺς συντελεστὲς τῶν Xn, Xn−1, . . . , X, X0 στὰ δύο µέλη. Τοῦ Xn

εἶναι an καὶ στὰ δύο µέλη. Ἀπὸ τὴ σύγκριση τῶν συντελεστῶν τοῦ Xn−1 παίρνοµε

an−1 = bn−1 + συντελεστὴς τοῦ Xn−1 στὸ gn(X) ,

ἄρα µποροῦµε νὰ ὑπολογίσοµε τὸ bn−1, τὸ ὁποῖο, πλέον, ϑεωρεῖται γνωστό, ὁπότε

καὶ τὸ gn−1(X) εἶναι γνωστό.

Ἀπὸ τὴ σύγκριση τῶν συντελεστῶν τοῦ Xn−2 παίρνοµε

an−2 = bn−2 + συντελεστὴς τοῦ Xn−2 στὸ gn(X)

+ συντελεστὴς τοῦ Xn−2 στὸ gn−1(X) .

2Οἱ ἐπαΐοντες ϑὰ ἀναγνωρίσουν ἐδῶ µία εἰδικὴ περίπτωση τοῦ γενικοῦ ϑεωρήµατος τῆς Ἄλ-

γεβρας, ποὺ λέει ὅτι, ἕνα πολυώνυµο ϐαθµοῦ n µὲ συντελεστὲς ἀπὸ ἕνα σῶµα, ἔχει, τὸ πολύ, n

διαφορετικὲς ϱίζες στὸ σῶµα αὐτό. Στὴν προκειµένη περίπτωση, σῶµα εἶναι τὸ Zp (ἢ Fp, κατ’ ἄλλο

συµβολισµό).
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Ἀπὸ τὴ σχέση αὐτὴ προσδιορίζεται καὶ τὸ bn−2, ἄρα, στὸ ἑξῆς, καὶ τὸ gn−2(X) εἶναι

γνωστό.

Μὲ αὐτὴ τὴ διαδικασία προχωρώντας, καταλήγοµε στὸν ὑπολογισµὸ ὅλων τῶν bi.

Φυσικά, δὲν µᾶς ἐνδιαφέρει ὁ ἀκριβὴς ὑπολογισµός τους, ἀλλά, ἁπλῶς, ἡ ὕπαρξή

τους, ποὺ καθιστᾶ ἀληθῆ τὴ σχέση (3.4). ῾Η ἀντικατάσταση X ← r1 στὴ σχέση

αὐτὴ δίνει 0 ≡ f(r1) = b0 (mod p). Μετά, ἡ ἀντικατάσταση X ← r2 στὴν (3.4)

δίνει 0 ≡ f(r2) = b0 + b1(r2 − r1) ≡ 0 + b1(r2 − r1) (mod p). ᾿Επειδή, ὅµως,

(r2 − r1, p) = 1, τὸ ϛʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.2 µᾶς ἐπιτρέπει νὰ συµπεράνοµε ὅτι

b1 ≡ 0 (mod p). Μὲ τὸν τρόπο αὐτό, οἱ διαδοχικὲς ἀντικαταστάσεις X ← ri,

i = 3, . . . , n µᾶς δίνουν, ἀντιστοίχως, bj ≡ 0 (mod p) γιὰ j = 2, . . . , n. Τέλος, ἡ

ἀντικατάσταση X ← rn+1 στὴν (3.4) δίνει, µὲ δεδοµένο ὅτι ὅλοι οἱ bi εἶναι ἰσότιµοι

µὲ 0 µέτρῳ p, 0 ≡ f(rn+1) ≡ an(rn+1− r1)(rn+1− r2) · · · (rn+1− rn) (mod p). ᾿Εξ

ὑποθέσεως, κάθε παράγων rn+1 − rj, στὸ δεξιὸ µέλος, εἶναι πρῶτος πρὸς τὸν p,

ἄρα, ἀναγκαστικά, συµπεραίνοµε ὅτι an ≡ 0 (mod p), τὸ ὁποῖο ἀντιφάσκει πρὸς

τὴν ὑπόθεσή µας. ὅ.ἔ.δ.

Τώρα ϑὰ ἐξετάσοµε τὴν ἐπίλυση τῆς ἰσοτιµίας

f(x) ≡ 0 (mod pa) , (3.5)

ὅπου, καὶ πάλι, ὁ p εἶναι πρῶτος καὶ ὁ συντελεστὴς τοῦ µεγιστοβαθµίου ὅρου τοῦ

f(X) δὲν εἶναι διαιρετὸς διὰ p. ῾Ο ἐκθέτης a εἶναι τουλάχιστον 2. Θὰ δείξοµε ὅτι,

ἀναδροµικά, ἂν ξέροµε νὰ λύσοµε τὴν ἰσοτιµία (3.5) γιὰ κάποια τιµὴ τοῦ ἐκθέτη

a, τότε µποροῦµε νὰ τὴ λύσοµε καὶ γιὰ τὴν ἀµέσως ἑπόµενη τιµή του.

῾Η ϕράση «µπορῶ νὰ λύσω µία ἰσοτιµία» πάντοτε σηµαίνει «µπορῶ νὰ

ἀποφασίσω ἂν ἔχει ἢ ὄχι λύσεις καί, σὲ περίπτωση ποὺ ἔχει, µπορῶ νὰ

τὶς ὑπολογίσω ὅλες».

῾Ως συνήθως, συµβολίζοµε µὲ f (k)(X) τὴν k-τάξεως παράγωγο τοῦ f(X). 3 Τὶς

περισσότερες ϕορές, ἀντὶ γιὰ f (1)(X) γράφοµε f ′(X). Θεωροῦµε γνωστὸ τὸ ἀνά-

πτυγµα Taylor γιὰ πολυώνυµα4. Γιὰ κάθε x0, ἰσχύει ἡ ταυτότητα

f(X) = f(x0)+f ′(x0)(X−x0)+
1

2!
f (2)(x0)(X−x0)

2+· · · 1

k!
f (k)(x0)(X−x0)

k+· · · ,

ὅπου τὸ ἄθροισµα στὸ δεξιὸ µέλος εἶναι πεπερασµένο, ἀφοῦ ὅταν τὸ k ὑπερβεῖ

τὸν ϐαθµὸ τοῦ f(X), τότε f (k)(X) εἶναι τὸ µηδενικὸ πολυώνυµο. ᾿Επιπλέον, οἱ

συντελεστὲς καθενὸς πολυωνύµου
1

k!
f (k)(X) εἶναι ἀκέραιοι.

3 ῾Η παράγωγος ἑνὸς πολυωνύµου f(X) = anXn + · · · + a1X + a0 µπορεῖ νὰ ὁρισθεῖ τυπικά,

δίχως χρήση συνεχείας, ὡς nanXn−1 + (n− 1)an−1X
n−2 + · · · 2a2X + a1, ἡ δεύτερη παράγωγος

ὡς ἡ παράγωγος τῆς παραγώγου κ.ὄ.κ.
4 ῾Ο τύπος τοῦ ἀναπτύγµατος Taylor γιὰ πολυώνυµα εἶναι ἀνεξάρτητος ἀπὸ τὸ ἀξίωµα συνεχείας

καὶ µπορεῖ νὰ ἀποδειχθεῖ ἐπαγωγικά, δίχως χρήση Ἀπειροστικοῦ Λογισµοῦ.



3.4 Πολυωνυµικὲς ἰσοτιµίες µὲ ἕνα ἄγνωστο 47

Πρὶν προχωρήσοµε, κάνοµε τὴν προφανῆ παρατήρηση ὅτι, ἂν x ≡ x0 (mod pa)
εἶναι λύση τῆς (3.5), τότε x ≡ x0 (mod pa−1) εἶναι λύση τῆς

f(x) ≡ 0 (mod pa−1) . (3.6)

Ἄρα, κάθε λύση τῆς (3.5) προέρχεται ἀπὸ λύση τῆς (3.6). Συνεπῶς, ὅταν ἀναζη-

τοῦµε τὶς λύσεις τῆς (3.5), πρέπει νὰ ξεκινήσοµε ἀπὸ µία-µία τὶς λύσεις τῆς (3.6)

καὶ νὰ δοῦµε, γιὰ κάθε µία ἀπὸ αὐτές, ἂν παράγει λύσεις τῆς (3.5) καὶ ἂν ναί,

πόσες.

Θεώρηµα 3.4.2 ῎Εστω a ≥ 2 καὶ x0 mod pa−1 λύση τῆς f(x) ≡ 0 (mod pa−1).
αʹ. Ἂν f ′(x0) 6≡ 0 (mod p), τότε, ἡ λύση x0 mod pa−1 τῆς (3.6) παράγει µία

ἀκριβῶς λύση τῆς (3.5).

ϐʹ. Ἂν f ′(x0) ≡ 0 (mod p) καὶ f(x0) ≡ 0 (mod pa), τότε, ἡ λύση x0 mod pa−1

τῆς (3.6) παράγει p ἀκριβῶς λύσεις τῆς (3.5) καί, συγκεκριµένα τὶς x0 + kpa−1 mod
pa, k = 0, 1, . . . , p− 1.

γʹ. Ἂν f ′(x0) ≡ 0 (mod p) καὶ f(x0) 6≡ 0 (mod pa), τότε, προφανῶς, ἡ λύση

x0 mod pa−1 τῆς (3.6) δὲν παράγει λύσεις γιὰ τὴν (3.5).

᾿Απόδειξη Οἱ τυχὸν λύσεις τῆς (3.5), ποὺ παράγονται ἀπὸ τὴ λύση x0 mod pa−1

τῆς (3.6), ἔχουν τὴ µορφὴ x = x0 + ypa−1, ὅπου τὸ y εἶναι προσδιοριστέο.

αʹ. ῾Η ἀντικατάσταση X ← x0 + ypa−1 στὸ ἀνάπτυγµα Taylor τοῦ f(X) µᾶς

δίνει

f(x) ≡ f(x0) + f ′(x0)ypa−1 (mod pa) , (3.7)

διότι οἱ ὑπόλοιπο ὅροι στὸ δεξιὸ µέλος εἶναι τῆς µορφῆς
1

k!
f (k)(x0)y

kpk(a−1), ὅπου

ὁ εκθέτης τοῦ p εἶναι k(a − 1) ≥ a καὶ ὁ συντελεστὴς τοῦ pk(a−1) εἶναι ἀκέραιος.

Συνεπῶς, ἡ σχέση f(x) ≡ 0 (mod pa) ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν

f ′(x0)y ≡ −
f(x0)

pa−1
(mod p) ,

ὅπου, ϐέβαια, τὸ δεξιὸ µέλος εἶναι ἀκέραιος, λόγῳ τῆς ὑποθέσεως f(x0) ≡ 0
(mod pa−1). ῾Η παραπάνω ὡς πρὸς y ἰσοτιµία ἔχει µία ἀκριβῶς λύση y0 mod p,

ϐάσει τοῦ ϑεωρήµατος 3.2.1. Ἄρα, ἡ γενικὴ µορφὴ τοῦ y εἶναι y = y0 + zp, ὁπότε

ἡ γενικὴ µορφὴ τοῦ x εἶναι x = x0 + (y0 + zp)pa−1 ≡ x0 + y0p
a−1 (mod pa), ἀπ’

ὅπου ϕαίνεται ὅτι εἶναι µοναδικὴ µέτρῳ pa.

ϐʹ. ῞Οπως καὶ στὴν προηγούµενη περίπτωση, καταλήγοµε στὴ σχέση (3.7). Λόγῳ

τῶν ὑποθέσεων f(x0) ≡ 0 (mod pa) καὶ f ′(x0) ≡ 0 (mod p), τὸ ἀριστερὸ µέλος

εἶναι ἰσότιµο µὲ τὸ 0 µέτρῳ pa, ὁποιαδήποτε τιµὴ κι ἂν ἔχει τὸ y. Ἂν y = zp + y0,

ὅπου y0 εἶναι τὸ ὑπόλοιπο τῆς εὐκλείδειας διαίρεσης τοῦ y διὰ p, τότε, ἡ γενικὴ

µορφὴ τοῦ x εἶναι x = x0 + (y0 + zp)pa−1 ≡ x0 + y0p
a−1 (mod pa), ὁπότε, γιὰ

κάθε τιµὴ y0 = 0, 1, . . . , p−1, παίρνοµε µία διαφορετικὴ µέτρῳ pa λύση τῆς (3.5).

γʹ. ῾Ο ἰσχυρισµὸς εἶναι τετριµµένος.
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ὅ.ἔ.δ.

Παράδειγµα Νὰ λυθεῖ ἡ ἰσοτιµία

f(x) = x5 + 2x4 + 2x3 + 6x2 − 52x− 49 ≡ 0 (mod 73) .

Μὲ δοκιµὲς διαπιστώνοµε ὅτι ἡ ἰσοτιµία f(x) ≡ 0 (mod 7) ἔχει τέσσερεις ἀκριβῶς

λύσεις, τὶς 0 mod 7, 2 mod 7, 3 mod 7 καὶ 5 mod 7.

῎Εστω x ≡ 2 (mod 7). ῾Υπολογίζοµε ὅτι f ′(2) ≡ 0 (mod 7) καὶ f(2) ≡ 0
(mod 72), ἄρα ἡ λύση 2 mod 7 παράγει ἑπτὰ διαφορετικὲς λύσεις τῆς f(x) ≡ 0
(mod 72), οἱ ὁποῖες, σύµφωνα µὲ τὴν ἀπόδειξη τοῦ ϐʹ µέρους τοῦ ϑεωρήµατος,

εἶναι οἱ 2 + 7y0 mod 72, ὅπου y0 = 0, . . . , 6, δηλαδή, οἱ

x ≡ 2, 9, 16, 23, 30, 37, 44 (mod 72) .

῾Υπολογίζοµε ὅτι f(16) , f(30) ≡ 0 (mod 73), ἐνῶ καµµία ἀπὸ τὶς ὑπόλοιπες τιµὲς

δὲν µηδενίζει τὸ f(X) µέτρῳ 73. Συνεπῶς, ἀπὸ τὴ λύση 2 mod 7 τῆς f(x) ≡ 0
(mod 7) παράγονται οἱ λύσεις 16 + 72y0 mod 73 καὶ 30+ 72y0 mod 73 τῆς f(x) ≡
0 (mod 73), ὅπου τὸ y0 διατρέχει τὶς τιµὲς 0, 1, . . . , 6. Παίρνοµε ἔτσι τὶς ἑξῆς

δεκατέσσερεις λύσεις τῆς f(x) ≡ 0 (mod 73), ἐκ τῶν ὁποίων, οἱ πρῶτες ἑπτὰ

προέρχονται ἀπὸ τὴν 16 mod 72 καὶ οἱ ὑπόλοιπες ἑπτὰ ἀπὸ τὴν 30 mod 72:

x ≡ 16, 65, 114, 163, 212, 261, 310, 30, 79, 128, 177, 226, 275, 324 (mod 73)

῎Εστω x ≡ 3 (mod 7). Τώρα f ′(3) 6≡ 0 (mod 7), ἄρα ἡ λύση 3 mod 7 τῆς

f(x) ≡ 0 (mod 7) παράγει ἀκριβῶς µία λύση τῆς f(x) ≡ 0 (mod 72) καὶ ἡ ἀπό-

δειξη τοῦ αʹ µέρους τοῦ ϑεωρήµατος µᾶς ὑποδεικνύει, ἀκριβῶς, πῶς πρέπει νὰ

ἐργασθοῦµε. ῾Η σχέση (3.7) γίνεται στὴν περίπτωσή µας, 659y ≡ −44 (mod 7),
δηλαδή, ἰσοδύναµα, y ≡ 5 (mod 7). ῞Επεται ὅτι, x ≡ 3 + 5 · 7 ≡ 38 (mod 72). ῾Η

λύση 38 mod 72 παράγει µία, ἀκριβῶς, λύση τῆς f(x) ≡ 0 (mod 73), µὲ ἀνάλογη

διαδικασία. Τώρα ἡ σχέση (3.7) γίνεται 10873724y ≡ −1704527 (mod 7), δηλα-

δή, ἰσοδύναµα, y ≡ 1 (mod 7). Ἄρα, x ≡ 38 + 1 · 72 ≡ 87 (mod 73) καὶ αὐτὴ

εἶναι ἡ µία καὶ µοναδικὴ λύση τῆς f(x) ≡ 0 (mod 73), ποὺ παράγεται ἀπὸ τὴ

λύση 3 mod 7 τῆς f(x) ≡ 0 (mod 7).
Οἱ περιπτώσεις x ≡ 0 (mod 7) καὶ x ≡ 5 (mod 7) εἶναι ἀνάλογες µὲ τὴν

περίπτωση x ≡ 3 (mod 7). Οἱ λύσεις τῆς f(x) ≡ 0 (mod 73), ποὺ παράγονται,

εἶναι ἡ 98 mod 73 ἀπὸ τὴν πρώτη καὶ 12 mod 73 ἀπὸ τὴ δεύτερη. Οἱ ὑπολογισµοὶ

προτείνονται ὡς καλὴ ἐξάσκηση γιὰ τὸν ἀναγνώστη.

῾Η ἐπίλυση τῆς f(x) ≡ 0 (mod m) στὴ γενικὴ περίπτωση µέτρου m > 1 γί-

νεται ὡς ἑξῆς : Ἂν m = pa1
1 · · · pak

k εἶναι ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ m, τότε λύνοµε

πρῶτα κάθε µία ἀπὸ τὶς ἰσοτιµίες f(x) ≡ 0 (mod pai

i ), i = 1, . . . , k. Ἄν, ἔστω

καὶ µία ἀπὸ τὶς ἰσοτιµίες αὐτὲς δὲν ἔχει λύση, τότε, ἡ ἀρχικὴ ἰσοτιµία δὲν ἔχει

λύση. ∆ιαφορετικά, ἔστω Si, (i = 1, . . . , k) τὸ σύνολο τῶν λύσεων τῆς f(x) ≡ 0
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(mod pai

i ). Γιὰ κάθε (x1, . . . , xk) ∈ S1 × · · · × Sk ἐπιλύοµε τὸ σύστηµα x ≡ xi

(mod pai

i ), (i = 1, . . . , k), τὸ ὁποῖο, ϐάσει τοῦ «κινέζικου ϑεωρήµατος» 3.3.1, ἔ-

χει ἀκριβῶς µία λύση x0 mod m. Φυσικά, ἡ τιµὴ x0 ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὴν k-άδα

(x1, . . . , xk). Τὸ πλῆθος τῶν λύσεων τῆς f(x) ≡ 0 (mod m) ἰσοῦται µὲ τὸν πλη-

ϑάριθµο τοῦ S1 × · · · × Sk, δηλαδή, µὲ |S1| · · · |Sk|.

Παράδειγµα. Θὰ λύσοµε τὴν ἰσοτιµία f(x) = x4 + x3 − 13x2 + 10x + 55 ≡ 0
(mod m), ὅπου m = 24 · 33 · 113. Μοναδικὴ λύση τῆς f(x) ≡ 0 (mod 24) εἶναι

ἡ 15 mod 16. ῾Η ἰσοτιµία f(x) ≡ 0 (mod 33) ἔχει τρεῖς λύσεις : x ≡ 1, 10, 19
(mod 27). ῾Η ἰσοτιµία f(x) ≡ 0 (mod 113) ἔχει, ἐπίσης, µία µόνο λύση, τὴν

1265 mod 1331. Συνεπῶς, τὸ πλῆθος τῶν λύσεων τῆς f(x) ≡ 0 (mod m) εἶναι

1 · 3 · 1 = 3, οἱ ὁποῖες εὑρίσκονται῾ ἀντιστοίχως, ἀπὸ τὶς ἐπιλύσεις τῶν τριῶν

συστηµάτων

x ≡ 15 (mod 16), x ≡ 1 (mod 27), x ≡ 1265 (mod 1331)
x ≡ 15 (mod 16), x ≡ 10 (mod 27), x ≡ 1265 (mod 1331)
x ≡ 15 (mod 16), x ≡ 19 (mod 27), x ≡ 1265 (mod 1331)

᾿Εφαρµόζοντας τὸ «κινέζικο ϑεώρηµα» στὰ παραπάνω τρία συστήµατα ϐρίσκοµε,

ἀντιστοίχως, τὶς λύσεις x ≡ 461791, 270127, 78463 (mod 24 · 33 · 113).

3.5 ᾿Ασκήσεις τοῦ κεφαλαίου 3

1. Νὰ λυθεῖ χωριστὰ κάθε µία ἀπ’ τὶς ἰσοτιµίες 412x ≡ 108 (mod 34) καὶ

33900x ≡ 56935 (mod 2995). Μετά, νὰ ὑπολογισθοῦν ὅλες οἱ ἀνισότιµες

µέτρῳ 2995 · 34 τιµὲς τοῦ x, οἱ ὁποῖες ἐπαληθεύουν συγχρόνως καὶ τὶς δύο

ἰσοτιµίες.

2. Θεωροῦµε τοὺς πρώτους ἀριθµοὺς p1 = 29, p2 = 71 καὶ p3 = 113. Σὲ ὅ,τι

ἀκολουθεῖ, οἱ δεῖκτες i, j, k παίρνουν τιµὲς ἀπὸ τὸ {1, 2, 3} καὶ εἶναι διαφο-

ϱετικοὶ ἀνὰ δύο.

Νὰ ϐρεθεῖ ἀκέραιος a ἀνάµεσα στὸ 200000 καὶ τὸ 300000, µὲ τὴν ἑξῆς ἰ-

διότητα : Γιὰ κάθε i = 1, 2, 3, τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ a διὰ pi ἰσοῦται

µὲ τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ pjpk διὰ pi.

῾Υπόδειξη : ῾Ο a ἱκανοποιεῖ, συγχρόνως, τρεῖς ἰσοτιµίες, οἱ ὁποῖες πρέπει νὰ ἐπιλυ-

ϑοῦν µὲ τὸ «κινέζικο ϑεώρηµα».

3. ῎Εστω

f(X) =132X17 + 4X16 + 15X15 + X14 + 11X13 + 2X12 + 5X11 + 3X10

+ 1001X9 + X8 + 1234X7 + 2X6 + 1821X5 + 13X4 + 111X3

+ 12X2 + 17X + 1 .
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᾿Επιλῦστε τὴν ἰσοτιµία f(x) ≡ 0 (mod 7), ἀφοῦ πρῶτα ϐρεῖτε ἕνα πολυώ-

νυµο g(X), ϐαθµοῦ µικρότερου τοῦ 7, τέτοιο ὥστε, ἡ ἰσοτιµία g(x) ≡ 0
(mod 7) νὰ ἔχει τὶς ἴδιες λύσεις µὲ τὴν f(x) ≡ 0 (mod 7).

4. Νὰ λυθεῖ τὸ σύστηµα

2x + 11y ≡ 5 (mod 493) , 3x− 7y ≡ 1 (mod 493) .

5. Νὰ ἐπιλυθεῖ ἡ ἰσοτιµία x4 + 4x3 + 2x2 + 2x + 12 ≡ 0 (mod 625).

6. ῎Εστω p > 2 πρῶτος. Θέτοµε s1 =
∑

1≤i≤p−1 i, s2 =
∑

1≤i<j≤p−1 ij καί,

γενικότερα, γιὰ k ≤ p−1, sk εἶναι τὸ ἄθροισµα ὅλων τῶν δυνατῶν γινοµένων

k διαφορετικῶν ἀριθµῶν τοῦ συνόλου {1, 2, . . . , p − 1}· εἰδικώτερα, sp−1 =
(p− 1)!. Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ πολυώνυµο

f(X) = (X − 1)(X − 2) · · · (X − (p− 1))−Xp−1 + 1

εἶναι ϐαθµοῦ p−2 καὶ ἡ ἰσοτιµία f(x) ≡ 0 (mod p) ἔχει p−1 διαφορετικὲς

λύσεις. ῞Υστερα, κάνοντας χρήση τῆς ταυτότητας

(X − 1)(X − 2) · · · (X − p + 1) = Xp−1 − s1X
p−1 + · · · − sp−2 + sp−1

καὶ τοῦ ϑεωρήµατος 3.4.1, ἀποδεῖξτε ὅτι

s1 ≡ s2 ≡ · · · ≡ sp−2 ≡ 0 (mod p) καὶ (p− 1)! ≡ −1 (mod p) .

῾Η τελευταία ἀπὸ τὶς παραπάνω ἰσοτιµίες εἶναι γνωστὴ ὡς ϑεώρηµα τοῦ Wil

son, µία ἄλλη ἀπόδειξη τοῦ ὁποίου δίνεται στὴν ἄσκηση 13 τοῦ κεφαλαίου

2.

7. ῎Εστω p πρῶτος.

αʹ. ῎Εστω f(X) = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0, ὅπου 1 ≤ n < p.

Ἀποδεῖξτε ὅτι, ἀναγκαία καὶ ἱκανὴ συνθήκη γιὰ νὰ ἔχει ἡ ἰσοτιµία f(x) ≡ 0
(mod p) n διαφορετικὲς λύσεις εἶναι ἡ ἑξῆς : Τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαιρέσεως

τοῦ Xp −X διὰ τοῦ f(X) εἶναι πολυώνυµο µὲ ὅλους τοὺς συντελεστές του

διαιρετοὺς διὰ p.

῾Υπόδειξη : ῎Εστω Xp − X = f(X)g(X) + r(X) µὲ degr(X) < n. Κατ’ ἀρχάς,

παρατηρῆστε ὅτι τὸ g(X) εἶναι ϐαθµοῦ p−n. Γιὰ νὰ ἀποδείξετε ὅτι ἡ συνθήκη εἶναι

ἀναγκαία, παρατηρῆστε ὅτι, ἂν οἱ x1, . . . xn εἶναι ἀνισότιµοι µέτρῳ p καὶ f(xi) ≡ 0

(mod p) γιὰ i = 1, . . . , n, τότε καὶ r(xi) ≡ 0 (mod p) γιὰ i = 1, . . . , n. Γιὰ τὸ

ἀντίστροφο παρατηρῆστε ὅτι, ἂν ὅλοι οἱ συντελεστὲς τοῦ r(X) εἶναι διαιρετοὶ διὰ p,

τότε, f(k)g(k) ≡ 0 (mod p) γιὰ κάθε k = 0, 1, . . . , p − 1. Ἂν f(k) ≡ 0 (mod p)

γιὰ λιγώτερες ἀπὸ n τιµὲς τοῦ k, τότε . . . . Καὶ µὴ ξεχᾶστε ὅτι τὸ g(X) εἶναι ϐαθµοῦ

p− n.
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ϐʹ. ῎Εστω a 6≡ 0 (mod p) καὶ n > 1 διαιρέτης τοῦ p − 1. Ἀποδεῖξτε ὅτι

ἡ ἰσοτιµία xn ≡ a (mod p) ἔχει λύση ἄν, καὶ µόνο ἄν, a
p−1

n ≡ 1 (mod p).
Στὴν περίπτωση δέ, ποὺ ἔχει λύση, τὸ πλῆθος τῶν διαφορετικῶν λύσεων εἶναι
ἀκριβῶς n.
῾Υπόδειξη : Τὸ ἀναγκαῖο τῆς συνθήκης εἶναι εὔκολο. Γιὰ τὸ ἱκανὸ ϑὰ κάνετε χρήση

τῆς ταυτότητας

Xp −X =X(Xp−1 − 1) = X(Xp−1 − a
p−1

n + a
p−1

n − 1)

=X
(

(Xn)
p−1

n − a
p−1

n + a
p−1

n − 1
)

= (Xn − a)(· · · ) + (a
p−1

n − 1)X ,

ὅπου (· · · ) εἶναι κάποιο πολυώνυµο, ἡ ἀκριβὴς τιµὴ τοῦ ὁποίου δὲν ἔχει σηµασία.

῾Η ταυτότητα αυτὴ σᾶς δείχνει ποιὸ εἶναι τὸ ὑπόλοιπο τῆς διαίρεσης τοῦ Xp − X

διὰ τοῦ Xn − a καὶ τώρα, ϑὰ κάνετε χρήση τοῦ (αʹ).

8. ῾Η ἄσκηση αὐτὴ δείχνει πῶς µποροῦµε νὰ ἐπεκτείνοµε στὶς ἰσοτιµίες τὸν

κλασµατικὸ συµβολισµὸ. ῾Ο m ≥ 2 εἶναι τὸ µέτρο καὶ ὁποτεδήποτε ἐµφανί-

Ϲονται παρονοµαστὲς σὲ ἰσοτιµίες, ἢ ἀκέραιοι µὲ ἀρνητικὸ ἐκθέτη, ἐννοεῖται,

δίχως νὰ λέγεται, ὅτι αὐτοὶ εἶναι πρῶτοι πρὸς τὸν m.

Οἱ συµβολισµοὶ a−1 mod m καὶ 1
a

mod m σηµαίνουν, ἐξ ὁρισµοῦ, τὴ µο-

ναδικὴ κλάση a′ mod m, γιὰ τὴν ὁποία aa′ ≡ 1 (mod m). Συνακόλουθοι

συµβολισµοὶ εἶναι οἱ ba−1 mod m, a−1b mod m καὶ b
a

mod m, ποὺ σηµαί-

νουν, καὶ οἱ τρεῖς, τὴν κλάση a′b mod m.

Ἀποδεῖξτε τὶς ἑξῆς ἰδιότητες :

(αʹ)
b

a
≡ c (mod m)⇔ b ≡ ac (mod m).

(ϐʹ)
b1

a1

≡ b2

a2

(mod m)⇔ b1a2 ≡ b2a1 (mod m).

(γʹ)
cb

ca
≡ b

a
(mod m).

(δʹ)
b1

a1
+

b2

a2
≡ b1a2 + b2a1

a1a2
(mod m) καὶ

b1

a1
· b2

a2
≡ b1b2

a1a2
(mod m).

(εʹ) Γιὰ ϑετικὸ ἀκέραιο n, (a−1)n ≡ (an)−1 (mod m). Συµβολίζοµε µὲ

a−n mod m τὴν κλάση (a−1)n mod m.

(ϛʹ) Γιὰ ὁποιουσδήποτε ἀκεραίους k, n -ϑετικούς, ἀρνητικοὺς ἢ µηδέν- ἰ-

σχύουν οἱ σχέσεις (ak)n ≡ akn (mod m) καὶ akan ≡ ak+n (mod m).

9. Στὴν ἄσκηση αὐτὴ γίνεται χρήση κλασµατικοῦ συµβολισµοῦ σὲ ἰσοτιµίες,

ὁπότε πρέπει νὰ δεῖτε πρῶτα τὴν ἄσκηση 8.

Γιὰ κάθε πρῶτο p ≥ 5 ἰσχύει 1 + 1
2

+ · · ·+ 1
p−1
≡ 0 (mod p2).

῾Υπόδειξη : Σύµφωνα µὲ τὴν ἄσκηση 8 πρέπει καὶ ἀρκεῖ νὰ ἀποδειχθεῖ ὅτι ὁ ἀριθµη-

τὴς τοῦ κλάσµατος, ποὺ προκύπτει ὅταν ἀθροίσοµε τὸ ἀριστερὸ µέλος, διαιρεῖται
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διὰ p2. Τὸν ἀριθµητὴ αὐτὸν συναντοῦµε στὸ πολυώνυµο g(X) = (X − 1)(X −
2) · · · (X−p+1)· ποῦ ; ῾Υπολογῖστε τὴν τιµὴ g(p) καὶ χρησιµοποιεῖστε τὴν ἄσκηση

6.



Κεφάλαιο 4

Τετραγωνικὰ ἰσοϋπόλοιπα

Στὸ κεφάλαιο αὐτό, τὰ p, q συµβολίζουν πάντα περιττοὺς πρώτους.

Τα λατινικὰ γράµµατα συµβολίζουν πάντα ἀκεραίους

4.1 ῾Ορισµοὶ καὶ ϐασικὲς ἰδιότητες

῎Εστω ἀκέραιος m > 1 καὶ a πρῶτος πρὸς τὸν m. Ἂν ἡ ἰσοτιµία x2 ≡ a (mod m)
ἔχει λύση, τότε ὁ a χαρακτηρίζεται τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ m ,διαφορετι-

κά, τετραγωνικὸ ἀνισοϋπόλοιπο µέτρῳ m. Ἂν a ≡ b (mod m), εἶναι προφανὲς ὅτι

ὁ b εἶναι τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ m ἄν, καὶ µόνο ἄν, ὁ a εἶναι τετραγωνικὸ

ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ m. Συνήθως ϑὰ παραλείποµε τὸν προσδιορισµὸ «µέτρῳ . . . »

ὅταν εἶναι σαφὲς τὸ µέτρο, ὡς πρὸς τὸ ὁποῖο ἐργαζόµαστε.

Στὴν εἰδικώτερη περίπτωση, ποὺ m = p, περιττὸς πρῶτος, ἂν ὁ a εἶναι τετρα-

γωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ p καὶ x0 mod p εἶναι µία λύση τῆς ἰσοτιµίας x2 ≡ a
(mod p), τότε−x0 mod p εἶναι, ἐπίσης, λύση τῆς ἴδιας ἰσοτιµίας, διαφορετικὴ ἀπὸ

τὴν x0 mod p. Πράγµατι, ἐξ ὑποθέσεως, (a, p) = 1, ἄρα x0 6≡ 0 (mod p). Ἀκόµη,

ἐπειδὴ ὁ p εἶναι περιττός, 2x0 6≡ 0 (mod p), ἄρα x0 6≡ −x0 (mod p). ᾿Εξ ἄλλου,

τὸ ϑεώρηµα 3.4.1 µᾶς λέει ὅτι ἡ x2 ≡ a (mod p) ἔχει, τὸ πολύ, δύο διαφορετικὲς

λύσεις, ἄρα, ϐάσει καὶ τῶν παραπάνω, ἔχει ἀκριβῶς δύο λύσεις.

Θεώρηµα 4.1.1 ῎Εστω περιττὸς πρῶτος p.

αʹ. ῞Ενα περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ p περιέχει ἀκριβῶς p−1
2

τὸ πλῆθος

τετραγωνικὰ ἰσοϋπόλοιπα, τὰ ὁποῖα εἶναι ἰσότιµα µὲ τοὺς ἀριθµοὺς

12, 22, . . . , (
p− 1

2
)2 . (4.1)

ϐʹ. ῎Εστω (a, p) = 1. Ἂν ὁ a εἶναι τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ p, τότε

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p) , (4.2)

53
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ἐνῶ, ἂν ὁ a εἶναι τετραγωνικὸ ἀνισοϋπόλοιπο,

a
p−1
2 ≡ −1 (mod p) . (4.3)

᾿Απόδειξη αʹ. Καθένας ἀπὸ τοὺς ἀριθµοὺς (4.1) εἶναι, προφανῶς, τετραγωνικὸ

ἰσοϋπόλοιπο. ᾿Επίσης, οἱ ἀριθµοὶ αὐτοὶ εἶναι ἀνισότιµοι µεταξύ τους. Πράγµατι,

ἂν 1 ≤ ℓ < k ≤ p−1
2

καὶ συνέβαινε νὰ ἰσχύει k2 ≡ ℓ2 (mod p), τότε ὁ p ϑὰ ἔπρεπε

νὰ διαιρεῖ ἕναν ἀπὸ τοὺς k + ℓ καὶ k − ℓ, κάτι ἀδύνατον, ἀφοῦ καὶ οἱ δύο αὐτοὶ

ἀριθµοὶ εἶναι ϑετικοὶ καὶ µικρότεροι τοῦ p.

Συνεπῶς, ἂν R εἶναι ἕνα περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ p, τότε

κάθε ἀριθµὸς k στὴν (4.1) εἶναι ἰσότιµος µὲ ἕνα διαφορετικὸ ἀριθµὸ rk ∈ R καί,

ϕυσικά, ὁ rk εἶναι τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο. Ἀντίστροφα, ἔστω r ∈ R τετραγωνικὸ

ἰσοϋπόλοιπο. Τότε ὑπάρχει k ∈ {1, . . . , p− 1}, τέτοιος ὥστε k2 ≡ r (mod p). Ἂν

1 ≤ k ≤ p−1
2

, τότε ὁ r εἶναι ἰσότιµος πρὸς κάποιον ἀπὸ τοὺς ἀριθµοὺς (4.1)·

διαφορετικά, παρατηροῦµε ὅτι 1 ≤ p− k ≤ p−1
2

καὶ r ≡ k2 ≡ (p− k)2 (mod p).
ϐʹ. Ἂν ὁ a εἶναι τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο, τότε ὑπάρχει x0, τέτοιος ὥστε a ≡ x2

0

(mod p) καί, ϐεβαίως, (x0, p) = 1. Ἄρα, ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα τοῦ Fermat (ϐʹ τοῦ

ϑεωρήµατος 2.2.4),

a
p−1
2 ≡ (x2

0)
p−1
2 = xp−1

0 ≡ 1 (mod p) .

Πρὶν προχωρήσοµε, ἂς παρατηρήσοµε ὅτι, γιὰ κάθε a ἀπὸ τὸ σύνολο ἀριθµῶν

(4.1), ἰσχύει ἡ σχέση (4.2), ἄρα ἡ ἰσοτιµία

x
p−1
2 ≡ 1 (mod p) (4.4)

ἔχει τουλάχιστον p−1
2

τὸ πλῆθος λύσεις. Ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα 3.4.1, δὲν µπορεῖ νὰ ἔχει

περισσότερες, ἄρα, οἱ κλάσεις τῶν ἀριθµῶν (4.1), καὶ µόνον αὐτές, εἶναι οἱ λύσεις

τῆς ἰσοτιµίας (4.4). Αὐτό, ὅµως, συνεπάγεται ὅτι, ἂν κάποιος a εἶναι τετραγωνικὸ

ἀνισοϋπόλοιπο, τότε ἡ κλάση a mod p δὲν εἶναι λύση τῆς (4.4) Ἀπὸ τὴν ἄλλη,

τὸ ϑεώρηµα τοῦ Fermat, λέει ὅτι ap−1 − 1 ≡ 0 (mod p) καί, παραγοντοποιώντας

τὸ ἀριστερὸ µέλος καταλήγοµε στὸ συµπέρασµα ὅτι ὁ p διαιρεῖ ἕναν ἀπὸ τοὺς

a(p−1)/2 − 1, a(p−1)/2 + 1. Τὸ πρῶτο ἐνδεχόµενο συνεπάγεται ὅτι ἡ a mod p εἶναι

λύση τῆς (4.4), ὁπότε ἀποκλείεται, ϐάσει τῶν ὅσων µόλις εἴπαµε παραπάνω. ῎Ε-

τσι, µένει τὸ δεύτερο ἐνδεχόµενο, ποὺ ἰσοδυναµεῖ, προφανῶς, µὲ τὴ σχέση (4.3).

ὅ.ἔ.δ.

4.2 Τὸ σύµβολο τοῦ Legendre

Στὴν παράγραφο αὐτὴ τα λατινικὰ γράµµατα, ποὺ δὲν εἶναι

ὑποδεῖκτες, συµβολίζουν πάντα ἀκεραίους πρώτους πρὸς τὸν p.
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Τὸ σύµβολο Legendre τοῦ a ὡς πρὸς p ὁρίζεται ὡς ἑξῆς :

(

a

p

)

=

{

1 ἂν a τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ p

−1 ἂν a τετραγωνικὸ ἀνισοϋπόλοιπο µέτρῳ p.

Οἱ πρῶτες στοιχειώδεις ἰδιότητες τοῦ συµβόλου τοῦ Legendre συνοψίζονται στὴν

παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 4.2.1 αʹ.

(

a2

p

)

= 1. Εἰδικώτερα,

(

1

p

)

= 1.

ϐʹ. Ἂν a ≡ b (mod p), τότε

(

a

p

)

=

(

b

p

)

.

γʹ.

(

a

p

)

≡ a
p−1
2 (mod p).

δʹ.

(−1

p

)

= (−1)
p−1
2 .

Μ’ ἄλλα λόγια, τὸ -1 εἶναι τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο ἂν p ≡ 1 (mod 4) καὶ τετρα-

γωνικὸ ἀνισοϋπόλοιπο ἂν p ≡ 3 (mod 4).

εʹ.

(

a1a2 . . . ak

p

)

=

(

a1

p

) (

a2

p

)

· · ·
(

ak

p

)

.

᾿Απόδειξη Οἱ ἰσχυρισµοὶ (αʹ) καὶ (ϐʹ) εἶναι ἐντελῶς ἄµεσες συνέπειες τῶν ὁρισµῶν.

(γʹ). Προφανὴς συνδυασµὸς τοῦ ὁρισµοῦ τοῦ συµβόλου Legendre καὶ τοῦ ϐʹ τοῦ

ϑεωρήµατος 4.1.1.

(δʹ). Προφανὴς συνέπεια τοῦ (γʹ).

(εʹ). ᾿Εφαρµόζοντας τὸ (γʹ) ἔχοµε

(

a1 · · ·ak

p

)

≡ (a1 · · ·ak)
p−1
2 = a

p−1
2

1 · · ·a
p−1
2

k ≡
(

a1

p

)

· · ·
(

ak

p

)

(mod p) .

Τὸ ἀριστερώτερο καὶ τὸ δεξιώτερο µέλος τῆς παραπάνω ἰσοτιµίας εἶναι ἴσα µὲ ±1,

ἄρα, ἀπὸ τὴν ἄσκηση 2, εἶναι ἴσα. ὅ.ἔ.δ.

Γιὰ νὰ ἁπλουστεύσοµε τοὺς συµβολισµούς, ϑέτοµε p′ = p−1
2

. Τὸ σύνολο

R = {−p′, . . . ,−1, 1, . . . , p′} εἶναι ἕνα περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων. Ἄν,

λοιπόν, k ∈ {1, 2, . . . , p′}, τότε (ak, p) = 1, ὁπότε ὁ ka εἶναι ἰσότιµος µὲ κάποιον

ἀριθµὸ τοῦ R. ῾Ο ἀριθµὸς αὐτὸς τοῦ R εἶναι τῆς µορφῆς σkrk, ὅπου σk ∈ {−1, 1}
καὶ rk ∈ {1, . . . , p′}. Ἄρα, ἔχοµε τὶς σχέσεις

1 · a ≡ σ1r1 (mod p)

2 · a ≡ σ2r2 (mod p)
... (4.5)

p′ · a ≡ σp′rp′ (mod p) .
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Ἀκόµη, τὰ r1, r2, . . . , rp′ εἶναι ὅλα διαφορετικὰ µεταξύ τους. Πράγµατι, ἔστω 1 ≤
k < ℓ ≤ p′. Εἶναι, ϐέβαια, ka 6≡ ℓa (mod p), ἄρα, ἂν ἦταν rk = rℓ, αὐτὸ ϑὰ

συνεπαγόταν ὅτι, τὸ ἕνα ἀπὸ τὰ σk, σℓ ϑὰ ἦταν 1 καὶ τὸ ἄλλο -1. Αὐτὸ ϑὰ σήµαινε

ὅτι ka ≡ −ℓa (mod p), δηλαδή, (k + ℓ)a ≡ 0 (mod p)· ἀδύνατον, ἀφοῦ, ἀφ’ ἑνός,

(a, p) = 1 καί, ἀφ’ ἑτέρου 2 ≤ k + ℓ < p− 1.

Πολλαπλασιάζοντας τώρα τὶς σχέσεις (4.5) παίρνοµε

(1 · 2 · · · p′)ap′ ≡ (r1r2 · · · rp′)σ1σ2 · · ·σp′ (mod p) .

Σύµφωνα µὲ τὰ παραπάνω, ὅµως, οἱ ἀριθµοὶ r1, r2, . . . , rp′ εἶναι µία µετάθεση τῶν

1, 2, . . . , p′, ἄρα, r1r2 · · · rp′ = 1 · 2 · · ·p′ καὶ διαιρώντας τὰ δύο µέλη µὲ τὸν ἀριθµὸ

αὐτό, ποὺ εἶναι πρῶτος πρὸς τὸν p, καταλήγοµε στὴ σχέση

ap′ ≡ σ1σ2 · · ·σp′ (mod p) .

Τὸ γʹ τοῦ ϑεωρήµατος 4.2.1 µᾶς ἐπιτρέπει νὰ ἀντικαταστήσοµε τὸ ἀριστερὸ µέλος

µὲ τὸ
(

a
p

)

, ὁπότε καταλήγοµε σὲ µία ἰσοτιµία, στὴν ὁποία, τὰ δύο µέλη εἶναι 1 ἢ

-1. Ἄρα, ἡ ἰσοτιµία εἶναι ἰσότητα (ἄσκηση 2) καὶ καταλήγοµε στὴ σχέση
(

a

p

)

= σ1σ2 · · ·σp′ , (4.6)

ἡ ὁποία ϑὰ µᾶς ϕανεῖ πολὺ χρήσιµη, ὅπως ϑὰ δοῦµε ἀµέσως τώρα.

Κατ’ ἀρχάς, ὑπενθυµίζοµε ὅτι, γιὰ α ∈ R, συµβολίζοµε µὲ [α] καὶ {α} τὸ

ἀκέραιο καὶ τὸ κλασµατικὸ µέρος, ἀντιστοίχως, τοῦ α, ὁπότε α = [α]+{α}. Εἶναι

σαφὲς ὅτι, γιὰ ὁποιονδήποτε α ∈ R καὶ ὁποιονδήποτε b ∈ Z, ἰσχύει [b+α] = b+[α].
῎Εστω τώρα ϑετικὸς ἀκέραιος a, πρῶτος πρὸς τὸν p. Ἂν 1 ≤ k ≤ p′, τότε

[

2ak

p

]

=

[

2

[

ak

p

]

+ 2

{

ak

p

}]

= 2

[

ak

p

]

+

[

2

{

ak

p

}]

.

Ἂν vk εἶναι τὸ ὑπόλοιπο τῆς εὐκλείδειας διαίρεσης τοῦ ak διὰ p, τότε, προφανῶς,

{ak
p
} = vk

p
καὶ τὸ τελευταῖο κλάσµα εἶναι ἀριθµὸς τοῦ διαστήµατος [0, 0.5), ἢ τοῦ

(0.5, 1), ἀνάλογα µὲ τὸ ἂν vk ≤< p′ ἢ vk > p′, ἀντιστοίχως. Ἂς παρατηρήσοµε,

ἐπίσης, ὅτι vk ≤ p′ ⇔ σk = 1, ἐνῶ vk > p′ ⇔ σk = −1.

[

2

{

ak

p

}]

=

{

0 ἂν σk = 1

1 ἂν σk = −1 .

Ἄρα, συνδυάζοντας τὰ παραπάνω,

[

2ak

p

]

=

{

ἄρτιος ἂν σk = 1

περιττὸς ἂν σk = −1 ,

ὁπότε

σk = (−1)[ 2ak
p

] .
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Συνδυάζοντας αὐτὴ τὴ σχέση µὲ τὴν (4.6) ὁδηγούµαστε στὸν πολὺ ἐνδιαφέροντα

γενικὸ τύπο
(

a

p

)

= (−1)
Pp′

k=1[
2ak
p

] . (4.7)

Μὲ τὴ ϐοήθεια τοῦ τύπου (4.7) ϑὰ ἀποδείξοµε τὸν περίφηµο νόµο τῆς τετραγωνικῆς

ἀντιστροφῆς τοῦ Gauss καὶ τὸ συµπλήρωµα αὐτοῦ τοῦ νόµου, τὸ ὁποῖο καὶ ϑὰ

ἀποδείξοµε πρῶτο, ὡς ἁπλούστερο.

Θεώρηµα 4.2.2 –Συµπλήρωµα τοῦ νόµου τετραγωνικῆς ἀντιστροφῆς.

(

2

p

)

= (−1)
p2

−1
8 . (4.8)

Συνεπῶς, τὸ 2 εἶναι τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ p γιὰ πρώτους p τῆς µορφῆς

8n± 1 καὶ τετραγωνικὸ ἀνισοϋπόλοιπο γιὰ πρώτους p τῆς µορφῆς 8n± 3.

᾿Απόδειξη Θεωροῦµε ἕναν ὁποιονδήποτε ϑετικὸ περιττὸ ἀκέραιο a, πρῶτο πρὸς

τὸν p. Θὰ κάνοµε χρήση τοῦ τύπου (4.7) γιὰ a+p
2

στὴ ϑέση τοῦ a. ᾿Επίσης, ϑὰ

κάνοµε χρήση τῶν ἰδιοτήτων αʹ καὶ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 4.2.1. ῎Εχοµε λοιπόν,

(

2a

p

)

=

(

2a + 2p

p

)

=

(

4a+p
2

p

)

=

( a+p
2

p

)

= (−1)
Pp′

k=1[
(a+p)k

p
]

= (−1)
Pp′

k=1[
ak
p

]+
Pp′

k=1 k

= (−1)
Pp′

k=1[
ak
p

]+ p2
−1
8 . (4.9)

Ἂν στὴν παραπάνω σχέση ϑέσοµε a = 1, τὸ πρῶτο ἄθροισµα στὸν ἐκθέτη τοῦ -1

(σχέση 4.9) εἶναι 0, ἀφοῦ [k/p] = 0 γιὰ k = 1, . . . , p′, ἄρα παίρνοµε τὴν (4.8).

Τέλος, ἐπειδὴ

(8n± 1)2 − 1

8
= 8n2 ± 2m , ἄρτιος

καὶ
(8n± 3)2 − 1

8
= 8n2 ± 6n + 1 , περιττός,

συµπεραίνοµε ὅτι τὸ 2 εἶναι τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο τὼν πρώτων τῆς µορφῆς

8n± 1 καὶ τετραγωνικὸ ἀνισοϋπόλοιπο τῶν πρώτων τῆς µορφῆς 8n± 3. ὅ.ἔ.δ.

Θεώρηµα 4.2.3 –Νόµος τετραγωνικῆς ἀντιστροφῆς τοῦ Gauss.

Ἂν p, q εἶναι διαφορετικοὶ περιττοὶ πρῶτοι, τότε

(

q

p

)

= (−1)
p−1
2

· q−1
2

(

p

q

)

. (4.10)
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Συνεπῶς,

(

q

p

)

=











(

p
q

)

ἂν ἕνας, τουλάχιστον, ἀπὸ τοὺς p, q εἶναι ≡ 1 (mod 4)

−
(

p
q

)

ἂν p ≡ q ≡ 3 (mod 4) .

᾿Απόδειξη Θὰ ἀποδείξοµε τὴν (4.10) ὑπὸ τὴν ἑξῆς ἰσοδύναµη µορφή:

(

q

p

)(

p

q

)

= (−1)p′q′ , (4.11)

ὅπου, κατ’ ἀναλογίαν µὲ τὸ p′, ὁρίζοµε q′ = q−1
2

.

Στηριζόµενοι στὴ σχέση (4.9) καὶ τὴν (4.8) παίρνοµε, γιὰ a = q,

(

q

p

)

= (−1)
Pp′

k=1[
qk
p ]

καί, ὅµοια, ἐναλλάσοντας τοὺς ϱόλους τῶν p, q,

(

p

q

)

= (−1)
Pq′

ℓ=1[
pℓ
q ] .

Συνεπῶς, γιὰ τὴν ἀπόδειξη τῆς σχέσης (4.11) ἀρκεῖ ν’ ἀποδειχθεῖ ὅτι

p′
∑

k=1

[

q

p
k

]

+

q′
∑

ℓ=1

[

p

q
ℓ

]

= p′q′ . (4.12)

῾Η ἀπόδειξη τῆς σχέσης αὐτῆς εἶναι πολὺ ἁπλῆ, ἂν τῆς δώσοµε «γεωµετρικὴ ἑρ-

µηνεία». Κατ’ ἀρχάς, σ’ ἕνα ὀρθοκανονικὸ σύστηµα ἀξόνων x0y, ἂς ὁρίσοµε ὡς

ἀκέραιο σηµεῖο, ὁποιοδήποτε σηµεῖο ἔχει ἀκέραιες καὶ τὶς δύο συντεταγµένες του

καὶ ὡς ϑετικὸ ἀκέραιο σηµεῖο, ὁποιοδήποτε ἀκέραιο σηµεῖο, τὸ ὁποῖο ἔχει καὶ τὶς

δύο συντεταγµένες του ϑετικές. Θεωροῦµε τώρα τὴν εὐθεία

ǫ : y =
q

p
x . (4.13)

Μία προκαταρκτικὴ παρατήρηση εἶναι ὅτι, πάνω σὲ αὐτὴ τὴν εὐθεία δὲν ὑπάρχει

ϑετικὸ ἀκέραιο σηµεῖο (x, y) µὲ x ≤ p′ καὶ y ≤ q′· ϐλ. ἄσκηση 4. ῎Εστω ϑετικὸς

ἀκέραιος k. ῾Η «γεωµετρικὴ ἑρµηνεία» τῆς ποσότητας [
q

p
k] εἶναι τὸ πλῆθος τῶν

ϑετικῶν ἀκεραίων σηµείων, τὰ ὁποῖα ϐρίσκονται πάνω στὴν εὐθεία x = k καὶ «κάτω

ἀπὸ τὴν εὐθεία» ǫ· ϐλ. ἄσκηση 5. ῾Οµοίως, γιὰ ϑετικὸ ἀκέραιο ℓ, ἡ ποσότητα [
p

q
ℓ]

δείχνει τὸ πλῆθος τῶν ϑετικῶν ἀκεραίων σηµείων, τὰ ὁποῖα ϐρίσκονται πάνω στὴν

εὐθεία y = ℓ καὶ «ἀριστερὰ τῆς εὐθείας» ǫ· ϐλ. ἄσκηση 6. Ἄρα, τὸ ἄθροισµα στὸ

ἀριστερὸ µέλος τῆς σχέσης (4.11) ἑρµηνεύεται ὡς τὸ πλῆθος τῶν ϑετικῶν ἀκεραίων

σηµείων ἐντὸς τοῦ ὀρθογωνίου παραλληλογράµµου, τὸ ὁποῖο ὁρίζεται ἀπὸ τοὺς
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ϑετικοὺς ἡµιάξονες καὶ τὶς εὐθεῖες x = p′ καὶ y = q′· ϐλ. ἄσηση 7. ῞Ενα τέτοιο

σηµεῖο, ὅµως, εἶναι τῆς µορφῆς (x, y) µὲ x ∈ {1, . . . , p′} καὶ y ∈ {1, . . . , q′}, ἄρα

τὸ πλῆθος τους εἶναι p′q′ καὶ αὐτὸ ὁλοκληρώνει τὴν ἀπόδειξη τῆς σχέσης (4.11).

ὅ.ἔ.δ.

᾿Αριθµητικὸ παράδειγµα. ᾿Εξετάζοµε ἂν ἡ ἰσοτιµία x2 ≡ 1054 (mod 1811)
ἔχει λύση, ὅπου ὁ ἀριθµὸς 1811 εἶναι πρῶτος. Στοὺς παρακάτω ὑπολογισµούς,

στὰ δεξιὰ κάθε ἰσότητας γράφεται ἡ ἰδιότητα, τῆς ὁποίας ἔγινε χρήση, γιὰ νὰ

µεταβοῦµε ἀπὸ τὴν προηγούµενη ἰσότητα σὲ αὐτή. ῞Ολοι οἱ ἀριθµοὶ στοὺς «παρο-

νοµαστὲς» τῶν συµβόλων Legendre εἶναι πρῶτοι, ἄρα, σὲ κάποια ϐήµατα ἐννοεῖται

ὅτι γίνεται παραγοντοποίηση σὲ πρώτους.

(

1054

1811

)

=

(

2

1811

)

·
(

527

1811

)

(Θεώρηµα 4.2.1-εʹ)

=(−1)

(

527

1811

)

(Θεώρηµα 4.2.2)

=−
(

17

1811

)

·
(

31

1811

)

(Θεώρηµα 4.2.1-εʹ)

=

(

1811

17

)

·
(

1811

31

)

(Θεώρηµα 4.2.3)

=

(

9

17

)

·
(

13

31

)

(Θεώρηµα 4.2.1-ϐʹ)

=(+1)

(

13

31

)

(Θεώρηµα 4.2.1-αʹ)

=

(

31

13

)

(Θεώρηµα 4.2.3)

=

(

5

13

)

(Θεώρηµα 4.2.1-ϐʹ)

=

(

13

5

)

(Θεώρηµα 4.2.3)

=

(−2

5

)

(Θεώρηµα 4.2.1-ϐʹ)

=

(−1

5

)

·
(

2

5

)

(Θεώρηµα 4.2.1-εʹ)

=(+1)(−1) = −1 (Θεωρήµατα 4.2.1-δʹ καὶ 4.2.2)

Συµπεραίνοµε, λοιπόν, ὅτι ἡ ἰσοτιµία x2 ≡ 1054 (mod 1811) εἶναι ἀδύνατη.
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4.3 Τὸ σύµβολο τοῦ Jacobi

Στὴν παράγραφο αὐτὴ τὰ P, Q συµβολίζουν περιττοὺς ἀκεραίους, µὲ (P, Q) = 1

Στὸ παράδειγµα, µὲ τὸ ὁποῖο τελειώνοµε τὴν προηγούµενη παράγραφο, ϐλέποµε

ὅτι, κάποιες ϕορὲς χρειάζεται νὰ γίνει παραγοντοποίηση, προκειµένου να µπο-

ϱέσει νὰ προχωρήσει ἡ διαδικασία ὑπολογισµοῦ, ὅπως, γιὰ παράδειγµα, ὅταν

ϕτάνοµε στὸ
(

527
1811

)

. Καὶ ἐδῶ µέν, ὁ ἀριθµὸς 527 εἶναι µικρός, ὁπότε ἡ παραγον-

τοποίησή του δὲν µᾶς δηµιουργεῖ ὑπολογιστικὸ πρόβληµα, ἀλλὰ τί γίνεται ὅταν

ἕνας ἀριθµὸς µὲ 100, ἂς ποῦµε, δεκαδικὰ ψηφία, ἐµφανίζεται στὸν «ἀριθµητὴ»

τοῦ συµβόλου ; Τὸ πρόβληµα τῆς παραγοντοποίησης ἑνὸς τέτοιου ἀριθµοῦ εἶναι,

ἀπὸ ὑπολογιστικὴ ἄποψη, πολὺ δύσκολο καί, µάλιστα, ἂν ὁ ἀριθµὸς ἔχει, ἀντὶ

100, 300 ψηφία, τότε, πολὺ πιθανὸν νὰ εἶναι καὶ ὑπολογιστικῶς ἀνέφικτο. ῾Η πα-

ϱάκαµψη τῆς παραγοντοποίησης κατὰ τὴ διαδικασία ὑπολογισµοῦ τοῦ συµβόλου

Legendre ἐπιτυγχάνεται µὲ τὴ ϐοήθεια τοῦ συµβόλου Jacobi, τὸ ὁποῖο ἀποτελεῖ

γενίκευση τοῦ συµβόλου Legendre.

῎Εστω P = p1 · · ·pn ἡ ἀνάλυση τοῦ περιττοῦ ἀκεραίου P σὲ πρώτους παρά-

γοντες. Οἱ p1, . . . , pn δὲν εἶναι, κατ’ ἀνάγκη, διαφορετικοί. Γιὰ κάθε a πρῶτο πρὸς

τὸν P ὁρίζοµε
( a

P

)

=

(

a

p1

)

· · ·
(

a

pn

)

καὶ τὸ ἀριστερὸ µέλος καλοῦµε σύµβολο Jacobi τοῦ a ὡς πρὸς P . Στὴν περίπτωση

ποὺ P = p1, δηλαδή, ὅταν ὁ P εἶναι πρῶτος, τὸ σύµβολο Jacobi τοῦ a ὡς πρὸς P
ταυτίζεται µὲ τὸ σύµβολο Legendre τοῦ a ὡς πρὸς P .

῾Η παρακάτω πρόταση µᾶς λέει ότι ὅλες οἱ ἰδιότητες τοῦ συµβόλου Legendre,

πλὴν τῆς γʹ τοῦ ϑεωρήµατος 4.2.1, ἰσχύουν καὶ γιὰ τὸ σύµβολο τοῦ Jacobi.

Πρόταση 4.3.1 αʹ.

(

a2

P

)

= 1. Εἰδικώτερα,

(

1

P

)

= 1.

ϐʹ. Ἂν a ≡ b (mod P ), τότε
( a

P

)

=

(

b

P

)

.

γʹ.
(a1a2 . . . ak

P

)

=
(a1

P

)(a2

P

)

· · ·
(ak

P

)

.

δʹ.

(−1

P

)

= (−1)
P−1

2 .

Μ’ ἄλλα λόγια, τὸ -1 εἶναι τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο ἂν P ≡ 1 (mod 4) καὶ τετρα-

γωνικὸ ἀνισοϋπόλοιπο ἂν P ≡ 3 (mod 4).

εʹ. ᾿Ισχύει ἡ γενίκευση τοῦ συµπληρώµατος τοῦ νόµου τετραγωνικῆς ἀντιστρο-

ϕῆς :
(

2

P

)

= (−1)
P2

−1
8 .
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Συνεπῶς, τὸ 2 εἶναι τετραγωνικὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ P γιὰ P τῆς µορφῆς 8n± 1 καὶ

τετραγωνικὸ ἀνισοϋπόλοιπο γιὰ P τῆς µορφῆς 8n± 3.

ϛʹ. Ἂν ὁ Q εἶναι περιττὸς καὶ (P, Q) = 1, τότε ἰσχύει ἡ γενίκευση τοῦ νόµου τῆς

τετραγωνικῆς ἀντιστροφῆς :

(

Q

P

)

= (−1)
P−1

2
·Q−1

2

(

P

Q

)

.

Συνεπῶς,

(

Q

P

)

=







(

P
Q

)

ἂν ἕνας, τουλάχιστον, ἀπὸ τοὺς P, Q εἶναι ≡ 1 (mod 4)

−
(

P
Q

)

ἂν P ≡ Q ≡ 3 (mod 4) .
.

᾿Απόδειξη ῾Η ἀπόδειξη τῶν αʹ, ϐʹ καὶ γʹ ἕπεται ἀµέσως ἀπὸ τὸν ὁρισµὸ τοῦ συµ-

ϐόλου Jacobi καὶ τῶν ἀντιστοίχων ἰδιοτήτων τοῦ συµβόλου Legendre.

Γιὰ τὴν ἀπόδειξη τῶν ὑπολοίπων ἰδιοτήτων ϑὰ ὑποθέσοµε ὅτι P = p1p2 · · · pn

καὶ Q = q1 . . . qm εἶναι οἱ ἀναλύσεις τῶν P, Q σὲ πρώτους παράγοντες. Λόγῳ τῆς

ὑποθέσεως (P, Q) = 1, κάθε qj εἶναι διαφορετικὸς ἀπὸ κάθε pi.

Κατ’ ἀρχάς, κάποιες γενικὲς παρατηρήσεις εἶναι χρήσιµες : Ἂν οἱ a1, a2, . . . , an

εἶναι ἄρτιοι, τότε

(1+a1)(1+a2) · · · (1+an) ≡ 1+(a1 +a2 + · · ·+an)

{

mod 4 ἂν 2|ai ∀i
mod 16 ἂν 4|ai ∀i

(4.14)

διότι

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) = 1 +
∑

1≤i≤n

ai +
∑

1≤i<j≤n

aiaj +
∑

1≤i<j<k≤n

aiajak + · · ·

καὶ στὸ δεξιὸ µέλος, ἐκτὸς ἀπὸ τὸ 1 καὶ τὸ πρῶτο ἄθροισµα, ὅλα τὰ ὑπόλοιπα

ἀθροίσµατα εἶναι πολλαπλάσια τοῦ 4, στὴν πρώτη περίπτωση καὶ πολλαπλάσια

τοῦ 16 στὴ δεύτερη.

(δʹ) Μὲ τὴ ϐοήθεια τῆς σχέσης (4.14), τὴν ὁποία ἐφαρµόζοµε γιὰ ai = pi−1, ἔχοµε

P − 1 = p1p2 · · · pn − 1 = (1 + (p1 − 1)) · (1 + (p2 − 1)) · · · (1 + (pn − 1))− 1

≡ (1 + (p1 − 1) + (p2 − 1) + · · ·+ ‘(pn − 1))− 1 (mod 4)

≡ (p1 − 1) + (p2 − 1) + · · ·+ (pn − 1) (mod 4) ,

ἄρα
P − 1

2
≡ p1 − 1

2
+

p2 − 1

2
+ · · ·+ pn − 1

2
(mod 2) . (4.15)

Κάνοντας χρήση αὐτῆς τῆς σχέσης καὶ τοῦ ϑεωρήµατος 4.2.1-δʹ, ἔχοµε

(−1)
P−1

2 = (−1)
p1−1

2 · · · (−1)
pn−1

2 =

(−1

p1

)

· · ·
(−1

pn

)

=

(−1

P

)

.
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(εʹ) Μὲ τὴ ϐοήθεια τῆς σχέσης (4.14), τὴν ὁποία ἐφαρµόζοµε γιὰ ai = p2
i − 1 ≡ 0

(mod 4), ἔχοµε

P 2 − 1 = (p1p2 · · · pn)2 − 1 =
(

1 + (p2
1 − 1)

)

·
(

1 + (p2
2 − 1)

)

· · ·
(

1 + (p2
n − 1)

)

− 1

≡
(

1 + (p2
1 − 1) + (p2

2 − 1) + · · ·+ (p2
n − 1)

)

− 1 (mod 16)

≡ (p2
1 − 1) + (p2

2 − 1) + · · ·+ (p2
n − 1) (mod 16) ,

ἄρα1

P 2 − 1

8
≡ p2

1 − 1

8
+

p2
2 − 1

8
+ · · ·+ p2

n − 1

8
(mod 2) .

Κάνοντας χρήση αὐτῆς τῆς σχέσης καὶ τοῦ ϑεωρήµατος 4.2.2, ἔχοµε

(−1)
P2

−1
8 = (−1)

p2
1−1

8 · · · (−1)
p2
n−1

8 =

(

2

p1

)

· · ·
(

2

pn

)

=

(

2

P

)

.

(ϛʹ) Θὰ ἀποδείξοµε τὴν ἰσοδύναµη σχέση

(−1)
P−1

2
·Q−1

2 =

(

Q

P

)

·
(

P

Q

)

, (4.16)

ϐασισµένοι στὶς σχέσεις

(−1)
pi−1

2
·
qj−1

2 =

(

qj

pi

)

·
(

pi

qj

)

(i = 1, . . . , n , j = 1, . . .m) ,

οἱ ὁποῖες εἶναι προφανεῖς συνέπειες τοῦ ϑεωρήµατος 4.2.3. Στὶς παρακάτω σχέ-

σεις, ὁ δείκτης i ἐννοεῖται ὅτι διατρέχει τὸ σύνολο {1, . . . , n} καὶ ὁ δείκτης j τὸ

σύνολο {1, . . . , m}.
Κάνοντας χρήση τῆς σχέσης (4.15) καὶ τῆς ὅµοίας της γιὰ τὸν Q, ἔχοµε

P − 1

2
· Q− 1

2
≡

∑

i

pi − 1

2

∑

j

qj − 1

2
≡

∑

i,j

pi − 1

2

qj − 1

2
(mod 2) ,

ἀπ’ ὅπου,

(−1)
P−1

2
·Q−1

2 =
∏

i,j

(−1)
pi−1

2
·
qj−1

2 =
∏

i,j

(

qj

pi

)

·
(

pi

qj

)

=
∏

j

∏

i

(

qj

pi

)

·
(

pi

qj

)

=
∏

j

(qj

P

)

·
(

P

qj

)

=

(

Q

P

)

·
(

P

Q

)

.

1Θυµηθῆτε ὅτι, γιὰ κάθε περιττὸ a, 8|(a2 − 1).
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ὅ.ἔ.δ.

᾿Αριθµητικὸ παράδειγµα. ῾Υπολογίζοµε ξανὰ τὸ
(

1054
1811

)

, δίχως να καταφύ-

γοµε, σὲ κανένα ϐῆµα τοῦ ὑπολογισµοῦ, σὲ παραγοντοποίηση, ἐκτὸς ἀπὸ τὴν

«ἐξαγωγὴ τοῦ 2». Αὐτὸ τὸ ἐπιτυγχάνοµε µὲ χρήση τοῦ συµβόλου Jacobi. Τώ-

ϱα, πλέον, δὲν µᾶς ἐνδιαφέρει ἂν οἱ «παρονοµαστὲς» τῶν συµβόλων εἶναι πρῶτοι

ἀριθµοί. Φυσικά, σ’ ἕνα παράδειγµα µὲ τόσο µικροὺς ἀριθµούς, αὐτὸ τὸ ὑπολο-

γιστικὸ πλεονέκτηµα τοῦ συµβόλου Jacobi –ἡ ἀποφυγὴ τῆς παραγοντοποίησης–

δὲν δείχνει τόσο σηµαντικό.

Στὸ δεξιώτερο ἄκρο κάθε γραµµῆς σηµειώνεται ποιὰ ἀπὸ τὶς ἰδιότητες αʹ–ϛʹ

τοῦ ϑεωρήµατος 4.3.1 χρησιµοποιήθηκε.
(

1054

1811

)

=

(

2

1811

)

·
(

527

1811

)

(γʹ)

=(−1)

(

527

1811

)

( εʹ)

=

(

1811

527

)

( ϛʹ)

=

(

230

527

)

( ϐʹ)

=

(

2

527

)

·
(

115

527

)

( γʹ)

=(+1)

(

115

527

)

( εʹ)

=−
(

527

115

)

( ϛʹ)

=−
(−48

115

)

( ϐʹ)

=−
(−1

115

)

·
(

16

115

)

·
(

3

115

)

( γʹ)

=

(

3

115

)

( δʹ-αʹ)

=−
(

115

3

)

( ϛʹ)

=−
(

1

3

)

( ϐʹ)

=− 1 ( αʹ)

Προσοχή! Ἂς ὑποθέσοµε ὅτι
(

a
P

)

= −1. Αὐτὸ συνεπάγεται ὅτι, γιὰ ἕνα,

τουλάχιστον, πρῶτο παράγοντα του P ἰσχύει
(

a
pi

)

= −1, ὁπότε ἡ ἰσοτιµία x2 ≡ a

(mod pi) δὲν ἔχει λύση. Ἀλλὰ τότε, προφανῶς, οὔτε ἡ ἰσοτιµία x2 ≡ a (mod P )
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ἔχει λύση. Ἂν ὅµως
(

a
P

)

= 1 καὶ δὲν εἴµαστε ϐέβαιοι ὅτι ὁ P εἶναι πρῶτος, τότε δὲν

µποροῦµε νὰ συµπεράνοµε ὅτι ἡ ἰσοτιµία x2 ≡ a (mod P ) ἔχει λύση ! Πράγµατι,

ἂν γιὰ ἄρτιο πλῆθος περιττῶν πρώτων παραγόντων pi τοῦ P εἶναι
(

a
pi

)

= −1, τότε,

ἐνῶ δὲν ἔχει λύση ἡ x2 ≡ a (mod P ), εἶναι
(

a
P

)

= 1.

4.4 ᾿Επίλυση τῆς ἰσοτιµίας x2 ≡ b (mod m)

Στὸ κεφάλαιο 3 ἀχοληθήκαµε µὲ τὴν ἐπίλυση τῆς ἰσοτιµίας f(x) ≡ 0 (mod m)
γιὰ τὸ γενικὸ πολυώνυµο f(X) ∈ Z[X]. Σ’ αὐτὴ τὴν παράγραφο ϑὰ ἐξειδικέυσοµε

τὸ πολυώνυµο f(X) στὴν εἰδική, ἀλλὰ πολὺ ἐνδιαφέρουσα περίπτωση f(X) =
X2 − b.

Μέχρι τὸ τέλος τῆς παραγράφου, τὸ m συµβολίζει ἀκέραιο µεγαλύτερο

τοῦ 1 καὶ

m = 2apa1
1 · · · pak

k (4.17)

εἶναι ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ m σὲ πρώτους παράγοντες, ὅπου

• p1, . . . , pk εἶναι περιττοὶ πρῶτοι.

• a ≥ 0, k ≥ 0, ἀλλὰ ἕνας, τουλάχιστον ἀπὸ τοὺς δύο εἶναι ϑετικός.

Θὰ ἀσχοληθοῦµε, λοιπόν, µὲ τὴν ἐπίλυση τῆς ἰσοτιµίας

x2 ≡ b (mod m) (4.18)

Χάρη στὴν ἄσκηση 12, ἂν (b, m) > 1, ἀναγόµαστε σὲ ὅµοιας µορφῆς ἰσοτιµία

µὲ νέα b καὶ m, γιὰ τὴν ὁποία, εἴτε δὲν ὑπάρχει λύση, εἴτε ὁ νέος (b, m) εἶναι

µικρότερος –ἀκριβέστερα, διαιρέτης– τοῦ ἀντίστοιχου προηγουµένου. ῎Ετσι, ϐῆµα

πρὸς ϐῆµα, ἂν δὲν καταλήξοµε σὲ ἀδύνατη ἰσοτιµία, ϑὰ ϕτάσοµε, ὕστερα ἀπὸ

πεπερασµένο πλῆθος ϐηµάτων, σὲ ἰσοτιµία (4.18), στὴν ὁποία (b, m) = 1.

᾿Επίσης, λόγῳ τοῦ κινέζικου ϑεωρήµατος 3.3.1, γιὰ τὴν ἐπίλυση τῆς ἰσοτιµίας

(4.18) πρέπει καὶ ἀρκεῖ νὰ µποροῦµε νὰ ἐπιλύοµε ἰσοτιµίες τῆς µορφῆς

x2 ≡ b (mod pa) , p περιττὸς πρῶτος, a ≥ 1, (b, p) = 1 (4.19)

καθὼς καὶ ἰσοτιµίες τῆς µορφῆς

x2 ≡ b (mod 2a) , a ≥ 1 , b περιττός . (4.20)

Εἶναι ἁπλὸ νὰ ἀποδείξει κανεὶς ὅτι ἡ ἰσοτιµία (4.19) ἔχει ἀκριβῶς δύο λύσεις, ἢ

καµµία λύση, ἀνάλογα µὲ τὸ ἂν
(

b
p

)

= 1 ἢ −1, ἀντιστοίχως· ϐλ. ἄσκηση 13.

῾Η µελέτη τῆς ἰσοτιµίας (4.20) εἶναι πιὸ σύνθετη.
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Θεώρηµα 4.4.1 Ἀναφερόµαστε στὴν ἰσοτιµία (4.20).

Γιὰ a = 1, ἡ ἰσοτιµία ἔχει µία ἀκριβῶς λύση.

Γιὰ a = 2, ἡ ἰσοτιµία ἔχει λύση ἄν, καὶ µόνο ἄν, b ≡ 1 (mod 4). Ἂν ἱκανοποιεῖται

αὐτὴ ἡ ἡ συνθήκη, τότε τὸ πλῆθος τῶν λύσεων τῆς ἰσοτιµίας εἶναι ἀκριβῶς 2.

Γιὰ a ≥ 3, ἡ ἰσοτιµία ἔχει λύση ἄν, καὶ µόνο ἄν, b ≡ 1 (mod 8). Ἂν ἱκανοποιεῖ-

ται αὐτὴ ἡ ἡ συνθήκη, τότε τὸ πλῆθος τῶν λύσεων τῆς ἰσοτιµίας εἶναι ἀκριβῶς 4.

᾿Επιπλέον, στὴν περίπτωση αὐτή, ἂν xa mod 2a εἶναι µία λύση, τότε, οἱ τέσσερεις

διαφορετικὲς λύσεις εἶναι οἱ

x ≡ ±xa , ±xa + 2a−1 (mod 2a) . (4.21)

᾿Απόδειξη Οἱ περιπτώσεις a = 1, 2 εἶναι τετριµµένες. ῎Εστω, λοιπόν, a ≥ 3.

Ἂν ὑπάρχει ἀκέραιος x, ποὺ νὰ ἱκανοποιεῖ τὴν ἰσοτιµία (4.20), τότε x2 ≡ b
(mod 8). Ἀλλὰ ὁ x εἶναι περιττός, ὁπότε x2 ≡ 1 (mod 8), ἀπ’ ὅπου προκύπτει ἡ

ἀναγκαιότητα τῆς συνθήκης b ≡ 1 (mod 8) γιὰ νὰ ἔχει λύση ἡ ἰσοτιµία (4.20).

Ἀντιστρόφως, ἔστω ὅτι b ≡ 1 (mod 8). Θὰ ἀποδείξοµε ἐπαγωγικὰ ὅτι ἡ ἰσοτιµία

(4.20) ἔχει λύση. Γιὰ a = 3, µία λύση εἶναι ἡ 1 mod 8. Ἂς ὑποθέσοµε τώρα ὅτι

γιὰ a = k ≥ 3 ὑπάρχει λύση, ἔστω ἡ xk mod 2k. Θέτοµε x = xk + 2k−1y καί,

ἀντικαθιστώντας στὴν x2 ≡ b (mod 2k+1), ἔχοµε

(x2
k − b) + 2kxky + 22k−2y2 ≡ 0 (mod 2k+1) .

᾿Εξ ὑποθέσεως, ὁ 2k διαιρεῖ τὸν ἐντὸς παρενθέσεως ἀριθµὸ στὸ ἀριστερὸ µέλος καί,

ἀκόµη, 2k − 2 ≥ k + 1, ὁπότε ἡ παραπάνω ἰσοτιµία γίνεται

x2
k − b

2k
+ xky ≡ 0 (mod 2) .

᾿Επειδὴ ὁ xk εἶναι περιττός, καταλήγοµε, τελικά, στὴν

y ≡ b− x2
k

2k
(mod 2) .

Ἄρα, ἂν στὴν x = xk + 2k−1y ϑέσοµε y = 0 ἢ 1, ἀναλόγως µὲ τὸ ἂν τὸ δεξιὸ µέλος

τῆς παραπάνω ἰσοτιµίας εἶναι ἄρτιος ἢ περιττὸς ἀριθµός, ἀντιστοίχως, παίρνοµε

λύση τῆς ἰσοτιµίας x2 ≡ b (mod 2k+1).
Μένει τώρα νὰ δείξοµε ὅτι, ἂν a ≥ 3 καὶ xa mod 2a εἶναι µία λύση τῆς

ἰσοτιµίας (4.20), τότε οἱ κλάσεις (4.21) εἶναι, ἐπίσης, λύσεις τῆς ἴδιας ἰσοτιµίας

καί, µάλιστα, διαφορετικὲς καὶ κάθε ἀκέραιος x, ποὺ ἐπαληθεύει τὴν ἰσοτιµία,

ἀνήκει σὲ µία ἀπὸ αὐτὲς τὶς τέσσερεις κλάσεις. Τὸ ὅτι οἱ κλάσεις αὐτὲς εἶναι

λύσεις τῆς ἰσοτιµίας (4.20), µὲ δεδοµένο ὅτι ἡ xa mod 2a εἶναι λύση της, ϕαίνεται

ὕστερα ἀπὸ λίγες ἁπλούστατες πράξεις. ῾Απλό, ἐπίσης, εἶναι νὰ δείξει κανεὶς ὅτι οἱ

τέσσερεις κλάσεις εἶναι διαφορετικές. Γιὰ παράδειγµα, ἂν ἦταν xa ≡ −xa + 2a−1

(mod 2a), τότε ϑὰ ἔπρεπε xa ≡ 2a−2 (mod 2a−1)· ἀδύνατον, ἀφοῦ ὁ xa εἶναι

περιττός. Τὸ ἴδιο ἁπλὰ ἀποκλείεται ἡ ἰσότητα δύο ὁποιωνδήποτε κλάσεων (4.21).
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Τέλος, ἂν x2 ≡ b (mod 2a) (a ≥ 3) καὶ x2
a ≡ b (mod 2a), τότε (x + xa)(x −

xa) ≡ 0 (mod 2a). Ἀπὸ τὴν ἄσκηση 8 τοῦ κεφαλαίου 1, ἀκριβῶς ἕνας ἀπὸ τοὺς

δύο ἀκεραίους ἀριθµοὺς (x + xa)/2 καὶ (x − xa)/2 εἶναι περιττός. Ἂν εἶναι ὁ

πρῶτος, τότε ὁ x+xa διαιρεῖται ἀπὸ τὸ 2, ἀλλὰ ὄχι ἀπὸ τὸ 4, συνεπῶς, ἡ τελευταία

ἰσοτιµία µᾶς ὁδηγεῖ στὸ συµπέρασµα ὅτι ὁ x − xa διαιρεῖται ἀπὸ τὸ 2a−1· ἄρα,

x = xa + 2a−1y, ὁπότε x ≡ xa (mod 2a) ἢ x ≡ xa + 2a−1 (mod 2a), ἀνάλογα µὲ

τὸ ἂν ὁ y εἶναι ἄρτιος ἢ περιττός, ἀντιστοίχως.

Ἂν ὁ (x − xa)/2 εἶναι περιττός, τότε, συλλογιζόµενοι µὲ ἐντελῶς ἀνάλογο τρόπο,

ὁδηγούµαστε στὸ συµπέρασµα ὅτι x ≡ −xa ἢ − xa + 2a−1 (mod 2a). ὅ.ἔ.δ.

Στηριζόµενοι στὸ ϑεώρηµα 4.4.1 καὶ στὸ πρὶν ἀπὸ τὴν ἐκφώνησή του σχόλιο,

µποροῦµε νὰ ξέροµε ἀκριβῶς τὸ πλῆθος τῶν λύσεων τῆς ἰσοτιµίας (4.18).

Θεώρηµα 4.4.2 Ἀναγκαία καὶ ἱκανὴ συνθήκη γιὰ νὰ ἔχει λύση ἡ ἰσοτιµία (4.18),

ὅταν ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ m δίδεται ἀπὸ τὴ σχέση (4.17), εἶναι νὰ ἱκανοποιοῦν-

ται ὅλες οἱ παρακάτω συνθῆκες :
(

b

pi

)

= 1 γιὰ ὅλα τὰ i = 1, . . . , k

b ≡ 1

{

(mod 4) ἂν a = 2

(mod 8) ἂν a ≥ 3

Στὴν περίπτωση, ποὺ ἔχει λύση ἡ ἰσοτιµία, τὸ πλῆθος τῶν λύσεών της , εἶναι

2k, ἂν a = 0 ἢ 1, 2k+1, ἂν a = 2, 2k+2, ἂν a ≥ 3.

4.5 ᾿Ασκήσεις τοῦ κεφαλαίου 4

1. ῾Υπολογῖστε ὅλα τὰ στοιχεῖα τοῦ κατ’ ἀπόλυτη τιµὴ ἐλαχίστου συστήµατος

ὑπολοίπων µέτρῳ p, τὰ ὁποῖα εἶναι τετραγωνικὰ ἰσοϋπόλοιπα µέτρῳ p, γιὰ

p = 17 καὶ p = 19, ἀντιστοίχως. Γιατὶ στὴ µία περίπτωση τὰ στοιχεῖα αὐτὰ

εἶναι ἀνὰ Ϲεύγη ἀντίθετα καὶ στὴν ἄλλη ὄχι ;

2. Ἀποδεῖξτε τὴν ἑξῆς πολὺ ἁπλῆ, πρόταση, τῆς ὁποίας χρήση γίνεται πολὺ

συχνά : Ἂν ǫ, η ∈ {−1, 1} καὶ ǫ ≡ η (mod p), τότε ǫ = η.

3. Ἀποδεῖξτε τὴν πρόταση 4.1.1 ϐασισµένοι στὴν ἄσκηση 7 (ϐʹ) τοῦ κεφαλαίου

3.

4. Ἂν οἱ p, q εἶναι διαφορετικοὶ περιττοὶ πρῶτοι, τότε δὲν ὑπάρχουν ἀκέραιοι

x, y, µὲ 1 ≤ x ≤ p′ καὶ 1 ≤ y ≤ q′, τέτοιοι ὥστε y = qx/p.

5. Γιὰ q = 23, p = 17 καὶ γιὰ κάθε k = 1, 2, . . . , p′ = 8, χωριστά, ἐπαληθεῦστε

τὸν ἰσχυρισµὸ στὴν ἀπόδειξη τοῦ ϑεωρήµατος 4.2.3 ὅτι [
q

p
k] εἶναι τὸ πλῆθος

τῶν ϑετικῶν ἀκεραίων σηµείων, τὰ ὁποῖα ϐρίσκονται πάνω στὴν εὐθεία x = k
καὶ «κάτω ἀπὸ τὴν εὐθεία» (4.13).
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6. Γιὰ q = 23, p = 17 καὶ γιὰ κάθε ℓ = 1, 2, . . . , q′ = 11, χωριστά, ἐπαληθεῦστε

τὸν ἰσχυρισµὸ στὴν ἀπόδειξη τοῦ ϑεωρήµατος 4.2.3 ὅτι [
p

q
ℓ] δείχνει τὸ πλῆ-

ϑος τῶν ϑετικῶν ἀκεραίων σηµείων, τὰ ὁποῖα ϐρίσκονται πάνω στὴν εὐθεία

y = ℓ καὶ «ἀριστερὰ τῆς εὐθείας» (4.13).

7. Γιὰ q = 23 καὶ p = 17 ἐπαληθεῦστε τὸν ἰσχυρισµὸ στὴν ἀπόδειξη τοῦ ϑεωρή-

µατος 4.2.3 ὅτι τὸ ἄθροισµα στὸ ἀριστερὸ µέλος τῆς σχέσης (4.11) ἰσοῦται

µὲ τὸ πλῆθος τῶν ϑετικῶν ἀκεραίων σηµείων ἐντὸς τοῦ ὀρθογωνίου παραλ-

ληλογράµµου, τὸ ὁποῖο ὁρίζεται ἀπὸ τοὺς ϑετικοὺς ἡµιάξονες καὶ τὶς εὐθεῖες

x = p′ καὶ y = q′·

8. ῾Ο p = 104779 εἶναι πρῶτος. ῾Υπολογῖστε τὴν τιµὴ τοῦ συµβόλου
(

a
p

)

γιὰ

a = 194, 120400, 18660, −14530, −1821000 µὲ χρήση τοῦ συµβόλου τοῦ

Jacobi.

9. ῎Εστω P > 1 περιττὸς. ῎Εστω P0 ὁ ἀριθµός, ποὺ σχηµατίζεται ἀπὸ τὸ γινόµε-

νο ὅλων τῶν διαφορετικῶν πρώτων διαιρετῶν τοῦ P , οἱ ὁποῖοι ἐµφανίζονται

µὲ περιττὸ ἐκθέτη στὴν κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ P . Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε a

πρῶτο πρὸς τὸν P , ἰσχύει
(

a
P

)

=
(

a
P0

)

.

10. ῎Εστω P0 = p1 · · · pn, ὅπου p1, . . . , pn εἶναι διαφορετικοὶ περιττοὶ πρῶτοι.

Ἀποδεῖξτε, µὲ ἐπαγωγὴ στὸ n, ὅτι ὑπάρχει b, τέτοιος ὥστε
(

b
P0

)

= −1.

῾Υπόδειξη. Γιὰ τὸ ἐπαγωγικὸ ϐῆµα ἀπὸ τὸ k στὸ k + 1, κάνετε τὸ ἑξῆς : ῎Εστω c,

τέτοιος ὥστε
(

c
p1···pk

)

= −1 καὶ d, τέτοιος ὥστε
(

d
pk+1

)

= 1. ∆εῖξτε ὅτι ὑπάρχει b,

τέτοιος ὥστε b ≡ c (mod p1 · · · pk) καὶ b ≡ d (mod pk+1) καὶ γι’ αὐτὸν τὸν b, τότε,
(

b
p1···pkpk+1

)

= −1.

11. ῎Εστω P > 1 περιττός. Συνδυᾶστε τὶς δύο προηγούµενες ἀσκήσεις γιὰ νὰ

συµπεράνετε πρῶτα ὅτι ὑπάρχει b, πρῶτος πρὸς τὸν P , τέτοιος ὥστε
(

b
P

)

=
−1 καί, στὴ συνέχεια, ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν R εἶναι ἕνα περιορισµένο σύστηµα

ὑπολοίπων µέτρῳ P , τότε
∑

a∈R

( a

P

)

= 0 .

῾Υπόδειξη. Τὸ σύνολο {ab : a ∈ R} εἶναι, ἐπίσης, περιορισµένο σύστηµα ὑπο-

λοίπων. Ἀφ’ ἑτέρου, τὸ ἄθροισµα τῶν συµβόλων Jacobi, καθὼς ὁ «ἀριθµητὴς» τοῦ

συµβόλου διατρέχει ἕνα περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων, δὲν ἀλλάζει ἂν ἀντικα-

ταστήσοµε αὐτὸ τὸ σύστηµα µὲ ἕνα ἄλλο περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων.

12. ῎Εστω ὅτι ἔχοµε νὰ λύσοµε τὴν ἰσοτιµία x2 ≡ b (mod m) καὶ οἱ b, m ἔχουν

ἕνα κοινὸ πρῶτο διαιρέτη p. ῎Εστω b = pb1, m = pm1. Ἀποδεῖξτε ὅτι κάθε

x, ποὺ ἱκανοποιεῖ τὴν ἰσοτιµία, πρέπει νὰ διαιρεῖται διὰ p καί, µετά, ϑέστε

x = px1, ὁπότε ἡ ἰσοτιµία ϑὰ ἀναχθεῖ στὴν px2
1 ≡ b1 (mod m1). ∆εῖξτε τὰ
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ἑξῆς, σχετικὰ µὲ τὴν τελευταία ἰσοτιµία :

(i) Ἂν (p, m1) = 1, τότε ἀναγόµαστε σὲ ἰσοτιµία x2
1 ≡ b′1 (mod m1), ὅπου ὁ

b′1 εἶναι κάποιος ἀκέραιος µὲ (b′1, m1) = (b, m)/p.

(ii) Ἂν (p, m1) = p καὶ p|b1, τότε ἀναγόµαστε σὲ ἰσοτιµία x2
1 ≡ b2 (mod m2),

ὅπου b2 = b1/p, m2 = m1/p καὶ (b2, m2) = (b, m)/p2.

(iii) Ἂν (p, m1) = p καὶ ὁ p δὲν διαιρεῖ τὸν b1, τότε ἡ ἰσοτιµία εἶναι ἀδύνατη.

13. (αʹ) ῎Εστω περιττὸς πρῶτος p, b ἀκέραιος πρῶτος πρὸς τὸν p καὶ a ≥ 1.

Κάνοντας χρήση τοῦ ϑεωρήµατος 3.4.2, ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἰσοτιµία x2 ≡ b

(mod pa) ἔχει ἀκριβῶς δύο λύσεις, ἂν
(

b
p

)

= 1 καὶ καµµία λύση, ἂν
(

b
p

)

=

−1.

(ϐʹ) ῎Εστω m > 1 καὶ m = pa1
1 · · · pak

k ἡ κανονικὴ ἀνάλυση τοῦ m. ῎Εστω

b ἀκέραιος πρῶτος πρὸς τὸν m. Κάνοντας χρήση τοῦ αʹ µέρους αὐτῆς τῆς

ἄσκησης, ἀποδεῖξτε ὅτι, ἀναγκαία καὶ ἱκανὴ συνθήκη γιὰ νὰ ἔχει λύση ἡ

ἰσοτιµία x2 ≡ b (mod m) εἶναι :
(

b
pi

)

= 1 ∀i = 1, . . . , k.

Στὴ συνέχεια, κάνοντας χρήση τοῦ κινέζικου ϑεωρήµατος, ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν

ἱκανοποιεῖται αὐτὴ ἡ συνθήκη, τότε τὸ πλῆθος τῶν λύσεων τῆς ϑεωρούµενης

ἰσοτιµίας εἶναι 2k.

14. ῎Εχοντας ὑπ’ ὄψει τὴν ἄσκηση 13, λῦστε κάθε µία ἀπὸ τὶς παρακάτω ἰσοτι-

µίες :

x2 ≡ 6 (mod 433) , x2 ≡ −1 (mod 55) , x2 ≡ 6 (mod 433 · 52) .

15. ᾿Επιλῦστε τὴν ἰσοτιµία x2 ≡ 17 (mod 213).



Κεφάλαιο 5

Γεννήτορες καὶ διακριτοὶ

λογάριθµοι

Στὸ κεφάλαιο αὐτό, τὸ p συµβολίζει πάντα περιττὸ πρῶτο.

Τα λατινικὰ γράµµατα συµβολίζουν πάντα ἀκεραίους

5.1 Γεννήτορες

῎Εστω m > 1 καὶ (a, m) = 1. Τὸ σύνολο {k > 0 : ak ≡ 1 (mod m)} εἶναι µὴ

κενό, ἀφοῦ, γιὰ παράδειγµα, περιέχει τὸν φ(m), λόγῳ τοῦ ϑεωρήµατος τοῦ Euler

(2.2.4). Τὸ ἐλάχιστο στοιχεῖο αὐτοῦ τοῦ συνόλου λέγεται τάξη τοῦ a µέτρῳ m καὶ

συµβολίζεται ordm(a).

῾Η χρήση τοῦ συµβολισµοῦ ordm(a) σηµαίνει, ἀκόµη κι ἂν αὐτὸ δὲν

δηλώνεται, ὅτι (a, m) = 1.

Οἱ ϐασικὲς ἰδιότητες τῆς συνάρτησης ordm περιλαµβάνονται στὴν παρακάτω πρό-

ταση.

Θεώρηµα 5.1.1 ῎Εστω m > 1, (a, m) = 1 καὶ r = ordm(a). Τότε :

αʹ. ῾Η ἰσοτιµία ak ≡ 1 (mod m) ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν k ≡ 0 (mod r). Εἰδικώτερα,

r|φ(m).
ϐʹ. ῾Η ἰσοτιµία ak ≡ aℓ (mod m) ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν k ≡ ℓ (mod r).
γʹ. Οἱ ἀριθµοὶ 1, a, . . . , ar−1 εἶναι ἀνισότιµοι µέτρῳ m καὶ κάθε δύναµη τοῦ a (µὴ

ἀρνητικοῦ ἐκθέτη) εἶναι ἰσότιµη µέτρῳ m µὲ κάποιον ἀπὸ αὐτοὺς τοὺς r τὸ πλῆθος

ἀριθµούς.

᾿Απόδειξη αʹ. ῾Η εὐκλείδεια διαίρεση τοῦ k διὰ r µᾶς δίνει k = rq + v, ὅπου

0 ≤ v < r. ᾿Εξ ὑποθέσεως, ar ≡ 1 (mod m), ἄρα ak ≡ av (mod m). Ἄν r|k,

τότε v = 0, ἄρα ak ≡ 1 (mod m). Ἀντιστρόφως, ἂν ak ≡ 1 (mod m), τότε av ≡ 1
(mod m). Συνδυάζοντας αὐτὴ τὴν ἰσοτιµία µὲ τὸν ὁρισµὸ τοῦ r, καταλήγοµε στὸ

69
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συµπέρασµα ὅτι ὁ r δὲν µπορεῖ νὰ εἶναι ϑετικός. Ἄρα, r = 0, ὁπότε r|k.

ϐʹ. ῎Εστω k ≥ ℓ, ὁπότε ἡ ἰσοτιµία ak ≡ aℓ (mod m) ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν ak−ℓ ≡ 1
(mod m). Ἀπὸ τὸ (αʹ), ἡ τελευταία ἰσοτιµία ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν k− ℓ ≡ 0 (mod m).
γʹ. Ἂν ἦταν ak ≡ aℓ (mod m) µὲ 0 ≤ k < ℓ ≤ r − 1, τότε, σύµφωνα µὲ τὸ (ϐʹ) ϑὰ

εἴχαµε r|(ℓ − k), ποὺ εἶναι ἀδύνατον, ἀφοῦ 1 ≤ ℓ − k < r. Τέλος, ἔστω k ≥ 0.

Εἶναι k ≡ i (mod r) γιὰ κάποιο i ∈ {0, 1, . . . , r − 1} ἄρα, ἀπὸ τὸ ϐʹ, ak ≡ ai

(mod m).

ὅ.ἔ.δ.

Ἂν ordm(a) = φ(m), τότε ὁ a χαρακτηρίζεται ὡς γεννήτορας µέτρῳ m.

Θεώρηµα 5.1.2 ῾Ο πρῶτος πρὸς τὸν m ἀκέραιος a εἶναι γεννήτορας µέτρῳ m ἄν,

καὶ µόνο ἄν, οἱ ἀριθµοὶ a, a2, . . . , aφ(m) ἀποτελοῦν περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων

µέτρῳ m.

᾿Απόδειξη ῎Εστω ὅτι ὁ a εἶναι γεννήτορας µέτρῳ m, ὁπότε ordm(a) = φ(m). Ἀπὸ

τὸ γʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.1, οἱ ἀριθµοὶ 1 ≡ aφ(m), a, a2, . . . , aφ(m)−1 εἶναι ἀνισό-

τιµοι µέτρῳ m καὶ τὸ πλῆθος τους εἶναι φ(m), συνεπῶς ἀποτελοῦν περιορισµένο

σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ m.

Ἀντιστρόφως, ἔστω ὅτι οἱ φ(m) τὸ πλῆθος ἀριθµοὶ a, a2, . . . , aφ(m) ἀποτελοῦν

περιορισµένο σύστηµα ὑπολοίπων µέτρῳ m· εἰδικώτερα, οἱ φ(m) τὸ πλῆθος αὐτὲς

δυνάµεις εἶναι ἀνισότιµες µέτρῳ m. ῎Εστω τώρα ὅτι ordm(a) = r. Ἀπὸ τὸ αʹ

τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.1 ξέροµε ὅτι r|φ(m), ἄρα r ≤ φ(m). Ἀλλά, ἀπὸ τὸ γʹ τοῦ

ἴδιου ϑεωρήµατος, ὑπάρχουν ἀκριβῶς r τὸ πλῆθος δυνάµεις τοῦ a (µὴ ἀρνητικοῦ

ἐκθέτη) ἀνισότιµες µέτρῳ m, ἄρα, ἀπὸ τὴν παρατήρηση λίγες γραµµὲς παραπάνω,

φ(m) ≤ r, ὁπότε r = φ(m). ὅ.ἔ.δ.

Θεώρηµα 5.1.3 αʹ. Γιὰ κάθε a πρῶτο πρὸς τὸν m καὶ κάθε ϑετικὸ ἀκέραιο k
ἰσχύει

ordm(ak) =
ordm(a)

(ordm(a), k)
.

ϐʹ. Ἂν ὁ g εἶναι γεννήτορας µέτρῳ m, τότε ὅλοι οἱ ἀριθµοὶ gk µὲ 1 ≤ k ≤ φ(m) καὶ

(k, φ(m) ) = 1 εἶναι, ἐπίσης, γεννήτορες µέτρῳ m, ἀνισότιµοι µεταξύ τους καὶ κάθε

γεννήτορας µέτρῳ m εἶναι ἰσότιµος µὲ ἕναν ἀπὸ αὐτοὺς τοὺς ἀριθµούς. Συνεπῶς,

ὑπάρχουν ἀκριβῶς φ(φ(m)) τὸ πλῆθος ἀνισότιµοι γεννήτορες µέτρῳ m.

᾿Απόδειξη αʹ. ῎Εστω ordm(a) = n. Γιὰ κάθε ϑετικὸ ἀκέραιο ℓ, ποὺ ἐπαληθεύει

τὴν ἰσοτιµία (ak)ℓ ≡ 1 (mod m), ἰσχύει, ϐάσει τοῦ αʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.1, ὅτι

n|kℓ, δηλαδή, ὁ kℓ εἶναι κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν k καὶ n. Συνεπῶς, ἂν ℓ = r εἶναι

ὁ ἐλάχιστος τέτοιος ἀκέραιος ℓ, τότε ὁ kr εἶναι τὸ ἐλάχιστο κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν

k, n. Μ’ ἄλλα λόγια, ἂν ordm(ak) = r, τότε kr = [k, n] = (ϑεώρηµα 1.3.1-αʹ) kn
(k,n)

,

ἀπ’ ὅπου ἡ ἀποδεικτέα σχέση r = n
(n,k)

.

ϐʹ. ῞Ενας ἀκέραιος b εἶναι γεννήτορας µέτρῳ m ἄν, καὶ µόνο ἄν, εἶναι πρῶτος

πρὸς τὸν m καὶ ἡ τάξη του µέτρῳ m εἶναι φ(m). Βάσει τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.2, ἡ
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συνθήκη αὐτὴ ἰσοδυναµεῖ µὲ τὸ ὅτι ὁ b εἶναι ἰσότιµος µέτρῳ m µὲ κάποιον ἀριθµὸ

gk, ὅπου 1 ≤ k ≤ φ(m) καὶ ἡ τάξη τοῦ gk µέτρῳ m εἶναι φ(m). Βάσει τοῦ (αʹ),

ordm(gk) =
φ(m)

(φ(m), k)
,

ἄρα, ordm(gk) = φ(m) ἄν, καὶ µόνο ἄν, ὁ k εἶναι πρῶτος πρὸς τὸν φ(m).
Ἀνακεφαλαιώνοντας τὰ παραπάνω ἔχοµε ὅτι, ὁ b εἶναι γεννήτορας µέτρῳ m

ἄν, καὶ µόνο ἄν, εἶναι ἰσότιµος µέτρῳ m µὲ ἕναν ἀριθµὸ gk, ὅπου 1 ≤ k ≤ φ(m)
καὶ (k, φ(m)) = 1. ᾿Επιπλέον, ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα 5.1.2, ὅλοι οἱ τέτοιοι ἀριθµοὶ gk

–τὸ πλῆθος τους, προφανῶς, εἶναι φ(m)– εἶναι ἀνισότιµοι µέτρῳ m. ὅ.ἔ.δ.

Θεώρηµα 5.1.4 Γιὰ τὰ αʹ καὶ ϐʹ, παρακάτω, ὑποθέτοµε ὅτι οἱ a, b εἶναι πρῶτοι

πρὸς τὸ µέτρο m > 1 καὶ ordm(a) = r, ordm(b) = s.

αʹ. Ἂν (r, s) = 1, τότε, ordm(ab) = rs.

ϐʹ. ῾Υπάρχει c µὲ ordm(c) = [r, s] (=ΕΚΠ τῶν r, s).

γʹ. ῾Υπάρχει γεννήτορας µέτρῳ p γιὰ κάθε περιττὸ πρῶτο p.

᾿Απόδειξη Θὰ κάνοµε συχνὴ χρήση τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.1 χωρὶς ἰδιαίτερη µνεία.

αʹ. ῎Εστω ordm(ab) = t. ῎Εστω, ἐπίσης, b1 τέτοιος ὥστε bb1 ≡ 1 (mod m).
῾Η ἄσκηση 1 µᾶς λέει ὅτι ordm(b1) = s. Ἀπὸ τὴν (ab)t ≡ 1 (mod m) παίρ-

νοµε ἀµέσως at ≡ bt
1 (mod m). ῎Εστω c ≡ at ≡ bt

1 (mod m). Ἀπὸ τὸ ϑεώ-

ϱηµα 5.1.3 συµπεραίνοµε ὅτι ordm(c) = ordm(at) = r
(r,t)

, καθὼς ἐπίσης καὶ

ordm(c) = ordm(bt
1) = s

(s,t)
. ᾿Εξισώνοντας, παίρνοµε r(s, t) = s(r, t), ἄρα r|s(s, t).

᾿Επειδὴ (r, s) = 1, ἕπεται ὅτι r|(r, t), ἄρα r|t. ᾿Εντελῶς ἀνάλογα, s|t, ὁπότε (γʹ τοῦ

ϑεωρήµατος 1.3.1) rs|t. Ἀπὸ τὸ ἄλλο µέρος, ὅµως, (ab)rs = (ar)s(bs)r ≡ 1s ·1r ≡ 1
(mod m), ἄρα t|rs, ὁπότε, τελικά, t = rs.

ϐʹ. Γιὰ τὴν ἀπόδειξη ϑὰ κάνοµε χρήση τῶν ἐκθετῶν, στοὺς ὁποίους ἀναφερθήκαµε

ἀµέσως µετὰ τὸ ϑεώρηµα 1.4.3. Γιὰ ἁπλούστευση τοῦ συµβολισµοῦ ϑὰ γράφοµε

ord ἀντὶ ordm. Τὸν τυπικὸ (ϑετικὸ) πρῶτο ἀριθµὸ ϑὰ συµβολίζοµε µὲ q καὶ τὸ

σύµβολο vq(x) ὑπενθυµίζοµε ὅτι σηµαίνει τὸν ἐκθέτη τοῦ q στὸν x.

᾿Επίσης, τὸ σύµβολο
∏

ϑὰ σηµαίνει
∏

q πρῶτος
.

Θέτοµε

r0 =
∏

qµ(q) ὅπου µ(q) =

{

vq(r) ἂν vq(r) ≥ vq(s)

0 ἂν vq(r) < vq(s)

καὶ

s0 =
∏

qν(q) ὅπου ν(q) =

{

0 ἂν vq(r) ≥ vq(s)

vq(s) ἂν vq(r) < vq(s) .

Εἶναι προφανὲς ὅτι, γιὰ κανένα q δὲν ἔχοµε συγχρόνως µ(q) > 0 καὶ ν(q) > 0, ἄρα

(r0, s0) = 1. ᾿Επίσης, µ(q) + ν(q) = max{vq(r), vq(s)}, ἄρα, ἀπὸ τὴν ἄσκηση 31

τοῦ κεφαλαίου 1 ἕπεται ὅτι r0s0 = [r, s]. Εἰναι ἐπίσης προφανὲς ἀπὸ τὸν ὁρισµὸ

τοῦ r0 ὅτι r0|r, ὁπότε ἂς ϑέσοµε r = r0r1 γιὰ κάποιο r1 ∈ N. Ἀνάλογα, ϑέτοµε

s = s0s1, ὅπου s1 ∈ N. Ἀπὸ τὸ (αʹ) τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.3 ἕπεται ὅτι ord(ar1) =
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r
(r,r1)

= r
r1

= r0 καί, ἀνάλογα, ord(bs1) = s0. ᾿Επειδή, τώρα, (r0, s0) = 1, τὸ (αʹ)

µᾶς λέει ὅτι ord(ar1bs1) = r0s0 = [r, s].
γʹ. ῎Εστω r ἡ µέγιστη δυνατὴ τάξη µέτρῳ p, δηλαδή, ὑπάρχει ἀκέραιος g µὲ

ordp(g) = r, ἐνῶ ordp(b) ≤ r γιὰ κάθε b ∈ Z. Προφανῶς r ≤ p−1. ᾿Ισχυριζόµαστε

τώρα ὅτι ἡ τάξη µέτρῳ p ὁποιουδήποτε ἀκεραίου διαιρεῖ τὸν r. Πράγµατι, ἔστω

ordp(b) = s καὶ ἂς ὑποθέσοµε ὅτι ὁ s δὲν διαιρεῖ τὸν r. Τότε, (r, s) < s, ἄρα

[r, s] = rs
(r,s)

> rs
s

= r. Ἀλλά, ϐάσει τοῦ (ϐʹ), ὑπάρχει ἀκέραιος, τοῦ ὁποίου ἡ

τάξη µέτρῳ p εἶναι ἴση µὲ [r, s] > r, ἄτοπο. Συµπεραίνοµε, λοιπόν, ὅτι οἱ τάξεις

τῶν 1, 2, . . . , p − 1 µέτρῳ p εἶναι διαιρέτες τοῦ r. Αὐτό, προφανῶς, συνεπάγεται

ὅτι ἡ ἰσοτιµία xr − 1 ≡ 0 (mod p) ἔχει τουλάχιστον p − 1 διαφορετικὲς λύσεις,

ἄρα (ϑεώρηµα 3.4.1) p − 1 ≤ r. ῞Οπως παρατηρήσαµε στὴν ἀρχή, ἰσχύει καὶ ἡ

ἀντίστροφη ἀνισότητα, ἄρα p−1 = r = ordp(g), ὁπότε ὁ g εἶναι γεννήτορας µέτρῳ

p. ὅ.ἔ.δ.

Θεώρηµα 5.1.5 αʹ. Ἂν ὁ g εἶναι γεννήτορας µέτρῳ p, τότε ὑπάρχουν k, ℓ τέτοιοι

ὥστε (g + pk)p−1 = 1 + pℓ καὶ ℓ 6≡ 0 (mod p). Γιὰ ἕνα τέτοιο k, ὁ g + pk εἶναι

γεννήτορας µέτρῳ pn γιὰ κάθε n > 1.

ϐʹ Ἂν ὁ g εἶναι γεννήτορας µέτρῳ p καὶ gp−1 6≡ 1 (mod p2), τότε ὁ g εἶναι

γεννήτορας µέτρῳ pn γιὰ κάθε n > 1. 1

γʹ Ἂν n ≥ 1 καὶ ὁ g εἶναι γεννήτορας µέτρῳ pn, τότε γεννήτορας µέτρῳ 2pn εἶναι

ἐκεῖνος ἀπὸ τοὺς g καὶ g + pn, ὁ ὁποῖος εἶναι περιττός.

᾿Απόδειξη αʹ. Λόγῳ τοῦ ϑεωρήµατος τοῦ Fermat ἔχοµε gp−1 = 1+pc, γιὰ κάποιον

ἀκέραιο c. Ἄρα, γιὰ κάθε ἀκέραιο x ἔχοµε

(g + px)p−1 = gp−1 + (p− 1)gp−2(px) +

p−1
∑

i=2

(

p− 1
i

)

gp−1−i(px)i

= 1 + pc + (p− 1)gp−2px + p2b1

ὅπου ὁ b1 εἶναι κάποιος ἀκέραιος, τοῦ ὁποίου ἡ τιµὴ δὲν µᾶς ἐνδιαφέρει. Ἄρα,

(g + px)p−1 = 1 + p(c + (p − 1)gp−2x + pb1) καὶ ἂν k mod p εἶναι ἡ λύση τῆς

ἰσοτιµίας (p−1)gp−2x ≡ 1−c (mod p), τότε c+(p−1)gp−2k = 1+pb2 γιὰ κάποιο

b2 ∈ Z, ἄρα (g + pk)p−1 = 1 + p(1 + pb2 + pb1) καὶ παίρνοµε ℓ = 1 + pb2 + pb1.

Θὰ ἀποδείξοµε τώρα ὅτι, γιὰ τὸ παραπάνω k καὶ κάθε ν ≥ 1 ἰσχύει µία σχέση

τῆς µορφῆς

(g + pk)pν(p−1) = 1 + pν+1ℓν+1 , ὅπου p 6 |ℓν+1 . (5.1)

Γιὰ ν = 1:

(g + pk)p(p−1) = (1 + pℓ)p = 1 + p2ℓ +

p
∑

i=2

(

p
i

)

(pℓ)i

1Στὴν πράξη, ἡ περίπτωση αὐτὴ δὲν εἶναι καὶ τόσο εἰδική, ἀφοῦ ὁ µόνος πρῶτος p ≤ 104729,

ποὺ δὲν ἱκανοποιεῖ αὐτὴ τὴ συνθήκη, εἶναι ὁ 40487.
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καὶ κάθε προσθετέος στὸ τελευταῖο ἄθροισµα
∑

εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ p3, διότι

κάθε διωνυµικὸς συντελεστὴς στὸ ἄθροισµα αὐτὸ εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ p (ἄσκη-

ση 32 τοῦ κεφαλαίου 1). Ἄρα, τὸ δεξιὸ µέλος τῆς παραπάνω σχέσης εἶναι τῆς

µορφῆς 1 + p2ℓ2, ὅπου ℓ2 = ℓ + {ὅροι διαιρετοὶ διὰ p} 6≡ 0 (mod p).
Γιὰ ν = 2:

(g + pk)p2(p−1) = (1 + p2ℓ2)
p = 1 + p3ℓ2 +

p
∑

i=2

(

p
i

)

(p2ℓ2)
i

καὶ κάθε προσθετέος στὸ τελευταῖο ἄθροισµα
∑

εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ p4. Ἄρα,

τὸ δεξιὸ µέλος τῆς παραπάνω σχέσης εἶναι τῆς µορφῆς 1 + p3ℓ3, ὅπου ℓ3 = ℓ2 +
{ὅροι διαιρετοὶ διὰ p} 6≡ 0 (mod p).
῾Η ἐπαγωγικὴ ἀπόδειξη τῆς σχέσης (5.1) εἶναι τώρα ξεκάθαρη. Μὲ τὴ ϐοήθεια τῆς

σχέσης αὐτῆς µποροῦµε νὰ ἀποδείξοµε ὅτι ὁ g + pk εἶναι γεννήτορας µέτρῳ pµ

γιὰ κάθε µ ≥ 1. Κατ’ ἀρχάς, ἂς κάνοµε τὴν ἁπλῆ παρατήρηση ὅτι, ἀφοῦ ὁ g εἶναι

γεννήτορας µέτρῳ p, τὸ ἴδιο ϑὰ ἰσχύει καὶ γιὰ τὸν g + pk, ὁπότε ἡ τάξη τοῦ g + pk
µέτρῳ p εἶναι p − 1. ῎Εστω τώρα ὅτι ordpµ(g + pk) = r. ῾Η σχέση (g + pk)r ≡ 1
(mod pµ) συνεπάγεται τὴν (g + pk)r ≡ 1 (mod p) ἄρα, ἀφοῦ ἡ τάξη τοῦ g + pk
µέτρῳ p εἶναι p − 1, συµπεραίνοµε ὅτι (p − 1)|r καὶ ϑέτοµε r = (p − 1)s. Ἀφ’

ἑτέρου, τὸ αʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.1 µᾶς λέει ὅτι r|φ(pµ) = pµ−1(p−1), ἄρα s = pν

γιὰ κάποιο ν ≤ µ − 1. Τώρα, ἡ σχέση (5.1) µᾶς λέει ὅτι (g + pk)pν(p−1) 6≡ 1
(mod pν+2), ἄρα, ἂν ἦταν ν < µ − 1, ϑὰ εἴχαµε (g + pk)r = (g + pk)pν(p−1) 6≡ 1
(mod pµ), ποὺ ἀντιφάσκει µὲ τὸν ὁρισµὸ τοῦ r. Συνεπῶς, ν = µ − 1 καὶ r =
(p− 1)s = (p− 1)pν = (p− 1)pµ−1 = φ(pµ), ποὺ λέει, ἀκριβῶς, ὅτι ὁ g + pk εἶναι

γεννήτορας µέτρῳ pµ.

ϐʹ. Λόγῳ τοῦ ϑεωρήµατος τοῦ Fermat, gp−1 = 1 + ℓp. ᾿Εξ ὑποθέσεως, τὸ ℓ δὲν

διαιρεῖται ἀπὸ τὸν p, ἄρα ἐφαρµόζεται τὸ (αʹ) µὲ k = 0.

γʹ. Ἂν ὁ g εἶναι γεννήτορας µέτρῳ pn, τό ἴδιο ἰσχύει, προφανῶς καὶ γιὰ τὸν g + pn

καὶ ἕνας, ἀκριβῶς, ἀπὸ τοὺς δύο εἶναι περιττός ἀριθµός, τὸν ὁποῖο ἂς συµβολίσοµε

µὲ g1. Εἶναι, ἐπίσης, φ(2pn) = φ(pn) = (ἔστω) e. Ἀφοῦ ἰσχύει ἡ σχέση ge
1 ≡ 1

(mod pn) καὶ ὁ g1 εἶναι περιττός, ϑὰ ἰσχύει καὶ ἡ ge
1 ≡ 1 (mod 2pn). ᾿Επιπλέον, ἂν

ὑπῆρχε ϑετικὸς k < e, τέτοιος ὥστε gk
1 ≡ 1 (mod 2pn), τότε ϑὰ ἴσχυε καὶ gk

1 ≡ 1
(mod pn), κάτι ποὺ ἀντιφάσκει µὲ τὸ γεγονὸς ὁ g1 εἶναι γεννήτορας µέτρῳ pn.

Συνεπῶς, ord2pn(g1) = e = φ(2pn), δηλαδή, ὁ g1 εἶναι, ἐπίσης, γεννήτορας µέτρῳ

2pn. ὅ.ἔ.δ.

Σχόλιο. ΄Ενα ἐπιπόλαιο κοίταγµα τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.5-αʹ δίνει τὴν ἐντύπω-

ση ὅτι, γιὰ νὰ ὑπολογίσει κανεὶς ἕνα γεννήτορα µέτρῳ pn ἢ 2pn, ὅταν ξέρει ἕνα

γεννήτορα µέτρῳ p, πρέπει νὰ ὑπολογίσει τὸν τεράστιο ἀριθµὸ gp−1. Λανθασµένη

ἐντύπωση ! ῾Η ἄσκηση 4 µᾶς λέει ὅτι, ἀρκεῖ νὰ ὑπολογίσει κανείς, ὄχι αὐτὸν, καθ’

ἑαυτόν, τὸν ἀριθµὸ gp−1, ἀλλὰ τὴν κλάση του µέτρῳ p2 καὶ ἕνα τέτοιο ἐγχείρηµα,

ϐέβαια, δὲν εἶναι δύσκολο (δὲς παράγραφο 2.3 τοῦ κεφαλαίου 2).

Μέχρι στιγµῆς ἔχοµε δείξει ὅτι, γιὰ m = pn, 2pn, µὲ p περιττὸ πρῶτο καὶ

n ≥ 1, ὑπάρχουν γεννήτορες µέτρῳ m. ᾿Επίσης, εἶναι ϕανερὸ ὅτι, µέτρῳ 2 καὶ
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µέτρῳ 4 ὑπάρχουν γεννήτορες, οἱ 1 καὶ 3, ἀντιστοίχως. Τὸ παρακάτω ϑεώρηµα

µᾶς λέει ὅτι οὐδένα ἄλλο µέτρο m > 1 ἔχει γεννήτορα.

Θεώρηµα 5.1.6 αʹ. Γιὰ κάθε b ≥ 3 καὶ κάθε περιττὸ a ἰσχύει a2b−2 ≡ 1 (mod 2b).

ϐʹ. ῎Εστω m = 2b

k
∏

i=1

pbi

i , ὅπου k ≥ 1 καὶ οἱ pi εἶναι διαφορετικοὶ περιττοὶ πρῶτοι καὶ

τὰ ἑξῆς ὑποτίθενται : Ἂν k = 1, τότε b ≥ 2· ἂν b = 0 ἢ 1, τότε k ≥ 2. Τότε, γιὰ κάθε

a πρῶτο πρὸς τὸν m ἰσχύει

aφ(m)/2 ≡ 1 (mod m) .

γʹ. Γιὰ m = 2, 4, pn, 2pn, ὅπου p περιττὸς πρῶτος καὶ n ≥ 1, ὑπάρχουν γεννή-

τορες µέτρῳ m. Γιὰ m > 1, ποὺ δὲν εἶναι τῆς παραπάνω µορφῆς, δὲν ὑπάρχουν

γεννήτορες µέτρῳ m.

᾿Απόδειξη αʹ. ῾Η ἀπόδειξη γίνεται ἐπαγωγικά. Γιὰ b = 3 ἡ ἀποδεικτέα γίνεται

a2 ≡ 1 (mod 8), ποὺ ἰσχύει. ῎Εστω ὅτι ἰσχύει γιὰ b = k, ὁπότε µποροῦµε νὰ

γράψοµε a2k−2

= 1 + 2kt γιὰ κάποιον ἀκέραιο t. ῾Υψώνοντας στὸ τετράγωνο τὰ

δύο µέλη παίρνοµε a2k−1

= 1 + 2k+1t + 22kt2 ≡ 1 (mod 2k+1).
ϐʹ. Βάσει τοῦ αʹ τοῦ ϑεωρήµατος 2.2.3 ἔχοµε

φ(m) = φ(2b)

k
∏

i=1

φ(pbi

i ) .

Στὸ γινόµενο
∏

ἐµφανίζεται τουλάχιστον ἕνας παράγων φ(pbi

i ) = (pi−1)pbi−1
i , ποὺ

εἶναι ἄρτιος ἀριθµός, ἄρα ὁ φ(m)/2 εἶναι ἀκέραιος.

Ἀποδεικνύοµε πρῶτα ὅτι ὁ

c =
1

2
φ(2b)

k
∏

i=2

φ(pbi

i )

εἶναι ἀκέραιος. Ἂν b ≥ 2, τότε ὁ ἀριθµὸς 1
2
φ(2b) = 2b−2 εἶναι ἀκέραιος. Ἂν b = 0

ἢ 1, τότε, ἐξ ὑποθέσεως, k ≥ 2 ἄρα στὸ γινόµενο
∏

ἐµφανίζεται ὁ παράγων φ(pb2
2 ),

ὁ ὁποῖος εἶναι ἄρτιος, καθὼς εἴδαµε παραπάνω. Καὶ στὶς δύο περιπτώσεις, λοιπόν,

ὁ c εἶναι ἀκέραιος.

῎Εστω τώρα g ἕνας γεννήτορας µέτρῳ pb1
1 . ᾿Επειδὴ (a, pb1

1 ) = 1, συµπεραίνοµε

ὅτι ὑπάρχει s, τέτοιος ὥστε a ≡ gs (mod pb1
1 ). Τότε

aφ(m)/2 ≡ gsφ(m)/2 = (gφ(p
b1
1 ))cs ≡ 1cs = 1 (mod pb1

1 )

καί, κατ’ ἀναλογίαν, aφ(m)/2 ≡ 1 (mod pbi

i ) γιὰ ὅλα τὰ i = 1, . . . , k. ῞Υστερα ἀπὸ

τὸ συµπέρασµα αὐτό, τὸ µόνο ποὺ µᾶς µένει γιὰ ν’ ἀποδείξοµε ὅτι aφ(m)/2 ≡ 1
(mod m), εἶναι ὅτι aφ(m)/2 ≡ 1 (mod 2b). Γιὰ b = 0 δὲν ἔχοµε τίποτε νὰ ἀποδεί-

ξοµε. Ἂν b ≥ 1, ὁ a εἶναι περιττὸς, ἀφοῦ (a, m) = 1. Γιὰ b = 1, ἀποδεικτέα σχέση
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εἶναι ἡ τετριµµένη ἰσοτιµία aφ(m)/2 ≡ 1 (mod 2). Γιὰ b = 2, φ(m)/2 =
∏k

i=1 φ(pbi

i )
καὶ κάθε παράγων αὐτοῦ τοὺ γινοµένου (ὑπάρχει τουλάχιστον ἕνας) εἶναι ἄρτιος.

Ἄρα, φ(m)/2 = 2e, e ∈ Z καὶ ἀποδεικτέα σχέση εἶναι ἡ a2e ≡ 1 (mod 4), ἡ ὁποία

ἰσχύει, ἀφοῦ a2 ≡ 1 (mod 4). Γιὰ b ≥ 3 ὁ φ(m)/2 εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ 2b−2,

καὶ ἡ ἀποδεικτέα σχέση ἕπεται ἀµέσως ἀπὸ τὸ (αʹ).

γʹ. ῾Ο 1 εἶναι γεννήτορας µέτρῳ 2 καὶ ὁ 3 εἶναι γεννήτορας µέτρῳ 4. Τὸ γʹ τοῦ

ϑεωρήµατος 5.1.4 καὶ τὸ γʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.5 συνεπάγονται τὴν ὕπαρξη γεν-

νήτορα µέτρῳ m ὅταν m = pn ἢ 2pn µὲ p περιττὸ πρῶτο καὶ n ≥ 1. ῞Οταν ὁ m δὲν

ἔχει µία ἀπὸ αὐτὲς τὶς µορφές, τότε, ἢ m = 2b µὲ b ≥ 3, ἢ ὁ m εἶναι ὅπως στὸ (ϐʹ).

Καὶ στὶς δύο περιπτώσεις ἰσχύει ὅτι, γιὰ κάθε a πρῶτο πρὸς τὸν m, aφ(m)/2 ≡ 1
(mod m) (παρατηρῆστε ὅτι φ(2b)/2 = 2b−2), ἄρα κάθε ἀκέραιος a πρῶτος πρὸς

τὸν m ἔχει τάξη µέτρῳ m, τὸ πολύ, φ(m)/2 καί, συνεπῶς, δὲν µπορεῖ νὰ εἶναι

γεννήτορας µέτρῳ m. ὅ.ἔ.δ.

Πίνακας 5.1: ῞Ολοι οἱ πρῶτοι p ≤ 659 µὲ τὸν ἀντίστοιχο ἐλάχιστο γεννήτορα g(p).

p g(p) p g(p) p g(p) p g(p) p g(p) p g(p)

2 1 73 5 179 2 283 3 419 2 547 2

3 2 79 3 181 2 293 2 421 2 557 2

5 2 83 2 191 19 307 5 431 7 563 2

7 3 89 3 193 5 311 17 433 5 569 3

11 2 97 5 197 2 313 10 439 15 571 3

13 2 101 2 199 3 317 2 443 2 577 5

17 3 103 5 211 2 331 3 449 3 587 2

19 2 107 2 223 3 337 10 457 13 593 3

23 5 109 6 227 2 347 2 461 2 599 7

29 2 113 3 229 6 349 2 463 3 601 7

31 3 127 3 233 3 353 3 467 2 607 3

37 2 131 2 239 7 359 7 479 13 613 2

41 6 137 3 241 7 367 6 487 3 617 3

43 3 139 2 251 6 373 2 491 2 619 2

47 5 149 2 257 3 379 2 499 7 631 3

53 2 151 6 263 5 383 5 503 5 641 3

59 2 157 5 269 2 389 2 509 2 643 11

61 2 163 2 271 6 397 5 521 3 647 5

67 2 167 5 277 5 401 3 523 2 653 2

71 7 173 2 281 3 409 21 541 2 659 2

5.2 ∆ιακριτοὶ λογάριθµοι

Σ’ αὐτὴ τὴν παράγραφο m = pn ἢ 2pn, µὲ p περιττὸ πρῶτο καὶ n ≥ 1.
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Σύµφωνα µὲ τὸ ϑεώρηµα 5.1.6 ὑπάρχουν γεννήτορες µέτρῳ m καὶ ἔστω g ἕνας ἀπὸ

αὐτούς. ῎Εστω a πρῶτος πρὸς τὸν m. Ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα 5.1.2 συµπεραίνοµε ὅτι

ὑπάρχει ἕνας µοναδικὸς k ∈ {0, 1, . . . , φ(m)− 1}, τέτοιος ὥστε a ≡ gk (mod m).
῾Ο k αὐτὸς συµβολίζεται indg(a) καὶ λέγεται διακριτὸς λογάριθµος τοῦ a µέτρῳ

m, ὡς πρὸς ϐάση g. Συνήθως παραλείποµε τοὺς προσδιορισµοὺς «µέτρῳ m» καὶ

«ὡς πρὸς ϐάση g». Προτιµοῦµε τὸν συµβολισµὸ ind ἀντὶ τοῦ log διότι, ἀφ’ ἑνός,

ὑπάρχει κάποιος κίνδυνος συγχύσεως µὲ τὸν συνήθη λογάριθµο καί, ἀφ’ ἑτέρου,

γιατὶ ἡ χρήση τοῦ συµβολισµοῦ ind ἔχει ἀρκετὰ µακρὰ παράδοση στὴ Θεωρία

Ἀριθµῶν.

᾿Εξ ὁρισµοῦ, λοιπόν,

indg(a) = k ⇔ a ≡ gk (mod m) καὶ 0 ≤ k ≤ φ(m)− 1 . (5.2)

Θεώρηµα 5.2.1 ῎Εστω g γεννήτορας µέτρῳ m. Παρακάτω, τὰ a, b συµβολίζουν

ἀκεραίους πρώτους πρὸς τὸν m. Γιὰ ἁπλούστευση τοῦ συµβολισµοῦ, στὰ (αʹ)-(ϛʹ) καὶ

στὶς ἀποδείξεις τους γράφοµε ind ἀντὶ indg.

αʹ. a ≡ b (mod m)⇔ ind(a) = ind(b).
ϐʹ. ῾Η ἰσοτιµία an ≡ 1 (mod m) ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν n ind(a) ≡ 0 (mod φ(m)).
γʹ. ind(ab) ≡ ind(a) + ind(b) (mod φ(m)).
δʹ. ind(an) ≡ n ind(a) (mod φ(m)).
εʹ. ind(1) = 0 καὶ ind(g) = 1.

ϛʹ. ind(−1) = φ(m)/2.

Ϲʹ. Ἂν g1 εἶναι γεννήτορας µέτρῳ m, τότε

indg(a) ≡ indg(g1) · indg1(a) (mod φ(m)) .

᾿Απόδειξη Σ’ αὐτὴ τὴν ἀπόδειξη ϑὰ χρησιµοποιοῦµε, δίχως νὰ κάνοµε ἰδιαίτερη

µνεία, τὴ σχέση (5.2) καθὼς ἐπίσης καὶ τὴν ἑξῆς ἰσοδυναµία : gk ≡ gℓ (mod m)⇔
k ≡ ℓ (mod φ(m)), ἡ ὁποία προκύπτει ἀµέσως ἀπὸ τὸ ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.1,

σὲ συνδυασµὸ µὲ τὸ ὅτι ordm(g) = φ(m).
Προχωροῦµε τώρα στὴν ἀπόδειξη τῶν διαφόρων προτάσεων τοῦ ϑεωρήµατος.

αʹ. ῎Εστω ind(a) = k καὶ ind(b) = ℓ. Τότε, ἡ ἰσοτιµία a ≡ b (mod m) ἰσοδυνα-

µεῖ µὲ τὴν gk ≡ gℓ (mod m), ἄρα µὲ τὴν ἰσοτιµία k ≡ ℓ (mod φ(m))· συνεπῶς,

φ(m)|(k − ℓ). ῞Οµως 0 ≤ |k − ℓ| < φ(m), ἄρα k = ℓ.
ϐʹ. ῎Εστω ind(a) = k. ῾Η ἰσοτιµία an ≡ 1 (mod m) ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν gkn ≡ g0

(mod m), ἄρα καὶ µὲ τὴν nk ≡ 0 (mod φ(m)), ποὺ εἶναι ἡ ἀποδεικτέα.

γʹ. gind(a)+ind(b) = gind(a)gind(b) ≡ ab ≡ gind(ab) (mod m) καὶ ἡ ἀποδεικτέα προ-

κύπτει τώρα µὲ ἐφαρµογὴ τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.1-ϐʹ, λαµβάνοντας ὑπ’ ὄψιν ὅτι

ordm(g) = φ(m).
δʹ. ῾Η πρόταση (γʹ), ποὺ µόλις ἀποδείξαµε, γενικεύεται µὲ προφανῆ ἐπαγωγή, ὡς

ἑξῆς : ind(a1 · · ·an) ≡ ind(a1) + · · ·+ ind(an) (mod φ(m)). Γιὰ a1 = · · · = an = a
παίρνοµε τὴν ἀποδεικτέα.

εʹ. Τετριµµένη συνέπεια τῆς σχέσης (5.2).

ϛʹ. Θέτοµε m = 2jpn, ὅπου j ∈ {0, 1}, ὁπότε, ὅταν j = 1, ὁ g εἶναι περιττός,
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λόγῳ τῆς σχέσεως gφ(m) ≡ 1 (mod 2jpn). Σὲ κάθε περίπτωση ὁ φ(m) εἶναι ἄρτιος,

ὁπότε ἡ τελευταία ἰσοτιµία γράφεται ἰσοδύναµα ὡς

2jpn|(gφ(m)/2 − 1)(gφ(m)/2 + 1) .

Ἀλλά, προφανῶς, ὁ 2j διαιρεῖ καὶ τοὺς δύο παράγοντες στὰ δεξιά, ἐνῶ ὁ p ἀπο-

κλείεται νὰ διαιρεῖ καὶ τοὺς δύο συγχρόνως. Ἄρα, ὁ m = 2jpn διαιρεῖ ἢ τὸν ἕνα ἢ

τὸν ἄλλο παράγοντα. Ἂν διαιροῦσε τὸν gφ(m)/2−1, τότε ϑὰ ἐρχόµαστε σὲ ἀντίφαση

µὲ τὸ ὅτι ὁ g εἶναι γεννήτορας µέτρῳ m. Ἄρα ὁ m διαιρεῖ τὸν ἄλλο παράγοντα,

δηλαδή, gφ(m)/2 ≡ −1 (mod m), ποὺ σηµαίνει, ind(−1) = φ(m)/2.

Ϲʹ. Θέτοµε indg(a) = n, indg1(a) = k, indg(g1) = ℓ, ὁπότε ἔχοµε

gn ≡ a , gk
1 ≡ a , gℓ ≡ g1 (mod m) .

Συνδυάζοντας τὶς δύο τελευταῖες παίρνοµε gkℓ ≡ a (mod m), ἡ ὁποία, σὲ συνδυα-

σµὸ µὲ τὴν πρώτη, µᾶς δίνει gkℓ ≡ gn (mod m). ῾Η τελευταία ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν

n ≡ ℓk (mod φ(m)), ποὺ εἶναι ἡ ἀποδεικτέα σχέση. ὅ.ἔ.δ.

Πίνακας 5.2: Στὴν τοµὴ τῆς στήλης τοῦ πρώτου p καὶ τῆς γραµµῆς τοῦ a ἐµφα-

νίζεται ὁ indg(a) ὅταν g εἶναι ὁ ἐλάχιστος γεννήτορας µέτρῳ p.

p
H

H
HH

a 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 2 1 1 14 1 2 1 24 1 26 27 18 1 1

3 3 1 8 4 1 13 16 5 1 26 15 1 20 17 50

4 2 4 2 2 12 2 4 2 18 2 12 12 36 2 2

5 5 4 9 5 16 1 22 20 23 22 25 1 47 6

6 3 9 5 15 14 18 6 25 27 1 28 38 18 51

7 7 11 11 6 19 12 28 32 39 35 32 14 18

8 3 3 10 3 6 3 12 3 38 39 8 3 3

9 6 8 2 8 10 10 2 16 30 2 40 34 42

10 5 10 3 17 3 23 14 24 8 10 19 48 7

11 7 7 12 9 25 23 30 3 30 7 6 25

12 6 13 15 20 7 19 28 27 13 10 19 52

13 4 5 14 18 11 11 31 32 11 24 45

14 9 7 21 13 22 33 25 20 4 15 19

15 6 11 17 27 21 13 37 26 21 12 56

16 8 4 8 4 6 4 24 24 26 4 4

17 10 7 21 7 7 33 38 16 10 40

18 9 12 11 26 17 16 29 12 35 43

19 15 9 4 35 9 19 45 37 38

συνέχεια στὴν ἑπόµενη σελίδα
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Πίνακας 5.2 (συνέχεια ἀπὸ τὴν προηγούµενη σελίδα)
p
H

H
HH

a 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59

20 5 24 8 25 34 37 37 49 8

21 13 17 29 22 14 36 6 31 10

22 11 26 17 31 29 15 25 7 26

23 20 27 15 36 16 5 39 15

24 8 13 29 13 40 28 20 53

25 16 10 10 4 8 2 42 12

26 19 5 12 17 17 29 25 46

27 15 3 6 5 3 14 51 34

28 14 16 34 11 5 22 16 20

29 9 21 7 41 35 46 28

30 15 14 23 11 39 13 57

31 9 28 34 3 33 49

32 5 10 9 44 5 5

33 20 18 31 27 23 17

34 8 19 23 34 11 41

35 19 21 18 33 9 24

36 18 2 14 30 36 44

37 32 7 42 30 55

38 35 4 17 38 39

39 6 33 31 41 37

40 20 22 9 50 9

41 6 15 45 14

42 21 24 32 11

43 13 22 33

44 43 8 27

45 41 29 48

46 23 40 16

47 44 23

48 21 54

49 28 36

50 43 13

51 27 32

52 26 47

53 22

54 35

55 31

56 21

συνέχεια στὴν ἑπόµενη σελίδα
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Πίνακας 5.2 (συνέχεια ἀπὸ τὴν προηγούµενη σελίδα)
p
H

H
HH

a 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59

57 30

58 29

᾿Εφαρµογές. αʹ. ∆ιωνυµικὲς ἰσοτιµίες. ῎Εστω ὅτι ἔχοµε νὰ λύσοµε µία ἰσο-

τιµία xk ≡ a (mod m), ὅπου (a, m) = 1. Βάσει τοῦ δʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.2.1, ἡ

ἰσοτιµία αὐτὴ εἶναι ἰσοδύναµη µὲ τὴν k ind(x) ≡ ind(a) (mod φ(m)). ῾Η τελευταί-

α γραµµικὴ ὡς πρὸς ind(x) ἰσοτιµία ἔχει λύση ἄν, καὶ µόνο ἄν, (k, φ(m))|ind(a)
(ϑεώρηµα 3.2.1). Ἂν ἔχει λύση, τότε ἡ ἐπίλυσή της γίνεται ἁπλούστατα, ϐάσει τῶν

ὅσων περιγράψαµε στὴν παράγραφο 3.2 τοῦ κεφαλαίου 3. ῎Εχοντας ὑπολογίσει

τὴν κλάση ind(x) mod φ(m), ὑπολογίζοµε µὲ ὕψωση σὲ δύναµη (ϐλ. παράγραφο

2.3 τοῦ κεφαλαίου 2) τὴν κλάση x mod m.

Γιὰ παράδειγµα, ἂς ἐπιλύσοµε τὴν ἰσοτιµία x12 ≡ 37 (mod 41). ῾Η ἰσοτιµία αὐτὴ

ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν

12 ind(x) ≡ ind(37) (mod 40) . (5.3)

Ἀπὸ τὸν πίνακα 5.2 ϐλέποµε ὅτι ind(37) = 32. ῾Ο πίνακας αὐτὸς ἔχει συντα-

χθεῖ µὲ ϐάση τοὺς ἐλάχιστους (ϑετικοὺς) γεννήτορες, τοὺς ὁποίους µᾶς παρέχει

ὁ πίνακας 5.1, δηλαδή, στὸ παράδειγµά µας, ὁ γεννήτορας µέτρῳ 41 εἶναι ὁ 6.

᾿Επειδὴ (12, 40) = 4 καὶ ὁ 4 διαιρεῖ τὸν 32 = ind(37), συµπεραίνοµε, ϐάσει τοῦ

ϑεωρήµατος 3.2.1, ὅτι ἡ ἰσοτιµία (5.3) ἔχει 4 λύσεις. Λύνοντας τὴν ἰσοτιµία (5.3)

σύµφωνα µὲ ὅσα περιγράφοµε στὴν παράγραφο 3.2 τοῦ κεφαλαίου 3, ϐρίσκοµε

τὶς ἑξῆς τέσσερεις λύσεις,

ind(x) ≡ 6, 16, 26, 36 (mod 40) ,

οἱ ὁποῖες µᾶς δίνουν, ἀντιστοίχως,

x ≡ 66 ≡ 39 , 616 ≡ 18 , 626 ≡ 2 , 636 ≡ 23 (mod 41) .

῾Ο παραπάνω τρόπος ἐπίλυσης τῆς διωνυµικῆς ἰσοτιµίας δὲν εἶναι πρακτικός,

ἀφ’ ἑνός, διότι ἐφαρµόζεται µόνο γιὰ εἰδικῆς µορφῆς µέτρα m καὶ ἀφ’ ἑτέρου

–αὐτὸ εἶναι τὸ σηµαντικὸ µειονέκτηµα–, διότι ἀπαιτεῖ τὸν ὑπολογισµὸ διακριτῶν

λογαρίθµων, πρόβληµα ἐξαιρετικὰ δύσκολο ἀπὸ ἄποψη ὑπολογιστική. Γενικὰ

µιλώντας, ἡ ἐνδεδειγµένη µέθοδος ἐπιλύσεως τῆς διωνυµικῆς ἰσοτιµίας εἶναι αὐτή,

ποὺ ἀναπτύσσεται στὴν παράγραφο 3.4 τοῦ κεφαλαίου 3, καὶ ἐφαρµόζεται σὲ κάθε

πολυωνυµικὴ ἰσοτιµία. ∆ώσαµε, ὅµως, ἐδῶ αὐτὴ τὴν ἐφαρµογή, γιὰ νὰ ϐοηθήσει

στὴν ἐµπέδωση τῆς σχετικῆς ϑεωρίας.

ϐʹ. ᾿Εκθετικὲς ἰσοτιµίες. ῎Εστω ὅτι οἱ a, b εἶναι πρῶτοι πρὸς τὸν m καὶ ϑέλοµε

νὰ λύσοµε τὴν ἰσοτιµία ax ≡ b (mod m) µὲ ἄγνωστο τὸν ἐκθέτη x. Οἱ προτάσεις

αʹ καὶ δʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.2.1 µᾶς ὁδηγοῦν στὸ συµπέρασµα ὅτι αὐτὴ ἡ ἰσοτιµία

εἶναι ἰσοδύναµη µὲ τὴν ind(a)x ≡ ind(b) (mod φ(m)). Σύµφωνα µὲ τὸ ϑεώρηµα

3.2.1, ἡ τελευταία ἰσοτιµία ἔχει λύσεις ἄν, καὶ µόνο ἄν, (ind(a), φ(m))|ind(b) καί,

στὴν περίπτωση, ποὺ ἡ συνθήκη αὐτὴ ἱκανοποιεῖται, τὸ πλῆθος τῶν διαφορετικῶν
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µέτρῳ φ(m) λύσεων εἶναι ἴσο µὲ (ind(a), φ(m))· ϐλ. ἄσκηση 8. Σηµειῶστε ὅτι, λό-

γῳ τοῦ ϑεωρήµατος 2.2.4-γʹ, λύσεις τῆς ἐκθετικῆς ἰσοτιµίας, ἰσότιµες µέτρῳ φ(m),
δὲν ϑεωροῦνται διαφορετικές.

Ἂς ἐπιλύσοµε, γιὰ παράδειγµα τὴν ἰσοτιµία 12x ≡ 13 (mod 23). ῎Εχοµε, σύµ-

ϕωνα µὲ τὰ παραπάνω, ind(12)x ≡ ind(13) (mod 22) καὶ ἀπὸ τὸν πίνακα 5.2

ϐρίσκοµε ind(12) = 20, ind(13) = 14, ὁπότε ἔχοµε νὰ λύσοµε τὴν 20x ≡ 14
(mod 22). Σύµφωνα µὲ τὸ ϑεώρηµα 3.2.1, ἡ τελευταία ἰσοτιµία ἔχει δύο λύσεις

καί, συγκεκριµένα τὶς x ≡ 4, 15 (mod 22).
Αὐτὴ ἡ µέθοδος ἐπίλυσης τῆς ἐκθετικῆς ἰσοτιµίας ἀπαιτεῖ ὑπολογισµοὺς δια-

κριτῶν λογαρίθµων καὶ αὐτὸ τὴν καθιστᾶ, ἀπὸ ὑπολογιστικὴ ἄποψη, ἐξαιρετικὰ

δύσκολη ἕως ἀνεφάρµοστη, γιὰ µεγάλα ἕως πολὺ µεγάλα µέτρα m. Σὲ ἀντίθεση,

ὅµως, µὲ τὶς διωνυµικὲς ἰσοτιµίες, στὶς ὁποῖες παρακάµπτοµε αὐτὸ τὸ ἐξαιρετι-

κὰ σοβαρὸ µειονέκτηµα, γιὰ τὶς ἐκθετικὲς ἰσοτιµίες δὲν ὑπάρχει, µέχρι σήµερα,

πλὴν εἰδικῶν περιπτώσεων, «ὑπολογιστικῶς εὔκολη» µέθοδος ἐπίλυσης. Σὲ αὐτό,

ἀκριβῶς, τὸ χαρακτηριστικό τῶν ἐκθετικῶν ἐξισώσεων στηρίζεται ἡ ἀσφάλεια τῶν

ψηφιακῶν ὑπογραφῶν καὶ τῆς ἀνταλλαγῆς κρυπτογραφικῶν κλειδιῶν

γʹ. ᾿Ισοϋπόλοιπα δυνάµεων. Κατ’ ἀναλογίαν µὲ τὰ τετραγωνικὰ ἰσοϋπόλοιπα,

µποροῦµε νὰ ὁρίσοµε ὅτι ὁ πρῶτος πρὸς τὸν m ἀκέραιος a εἶναι k-οστὸ ἰσοϋπό-

λοιπο µέτρῳ m γιὰ κάποιον ἀκέραιο k ≥ 2 ἄν, καὶ µόνο ἄν, ἡ ἰσοτιµία xk ≡ a
(mod m) ἔχει λύση. ῾Ο ὁρισµὸς αὐτὸς ἰσχύει γιὰ ὁποιοδήποτε µέτρο m, ἀλλὰ ἐδῶ,

ὅπως, ἄλλωστε, καὶ σὲ ὅλη αὐτὴ τὴν παράγραφο, ϑὰ ἐξετάσοµε τὸ ϑέµα γιὰ m τῆς

µορφῆς pn ἢ 2pn µὲ p περιττὸ πρῶτο καὶ n ≥ 1.

Θεώρηµα 5.2.2 ῎Εστω m = pn ἢ 2pn, ὅπου ὁ p εἶναι περιττὸς πρῶτος καὶ n ≥ 1.

῎Εστω, ἐπίσης, k ≥ 2 καὶ a πρῶτος πρὸς τὸν m. Τέλος, ϑέτοµε d = (k, φ(m)). ῞Ολοι

οἱ διακριτοὶ λογάριθµοι ϑεωροῦνται ὡς πρὸς κάποιον αὐθαίρετο, ἀλλὰ σταθερό,

γεννήτορα g, ὁπότε, γιὰ ἁπλοποίηση τοῦ συµβολισµοῦ, γράφοµε ind ἀντὶ indg.

αʹ. ῾Ο a εἶναι k-οστὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ m ἄν, καὶ µόνο ἄν, d|ind(a).

ϐʹ. Τὸ πλῆθος τῶν ἀνισοτίµων k-οστῶν ἰσοϋπολοίπων µέτρῳ m εἶναι
φ(m)

d
.

γʹ. ῾Ο a εἶναι k-οστὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ m ἄν, καὶ µόνο ἄν,

a
φ(m)

d ≡ 1 (mod m) .

δʹ.

ordm(a) =
φ(m)

(φ(m), ind(a))
.

Εἰδικώτερα, ὁ a εἶναι γεννήτορας µέτρῳ m ἄν, καὶ µόνο ἄν, (φ(m), ind(a)) = 1.

᾿Απόδειξη αʹ. ῞Ενας ἁπλὸς συνδυασµὸς τῶν προτάσεων αʹ καὶ δʹ τοῦ ϑεωρήµατος

5.2.1 µᾶς δείχνει ὅτι ἡ ἰσοτιµία xk ≡ a (mod m) ἔχει λύση ἄν, καὶ µόνο ἂν ἔχει

λύση ἡ ἰσοτιµία k ind(x) ≡ ind(a) (mod φ(m)). Σύµφωνα µὲ τὸ ϑεώρηµα 3.2.1,

ἡ τελευταία ἰσοτιµία ἔχει λύση ἄν, καὶ µόνο ἄν, d|ind(a).
ϐʹ. Σύµφωνα µὲ τὸ (αʹ), ἀρκεῖ νὰ µετρήσοµε γιὰ πόσους ἀκεραίους a ἑνὸς περιορι-

σµένου συστήµατος ὑπολοίπων µέτρῳ m ἰσχύει d|ind(a). ∆εδοµένου ὅτι ὁ ind(a)
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διατρέχει τὸ σύνολο {0, 1, . . . , φ(m) − 1}, αὐτὸ ἰσοδυναµεῖ µὲ τὸ νὰ µετρήσοµε

πόσοι ἀπὸ τοὺς ἀριθµοὺς 0, 1, . . . , φ(m)− 1 εἶναι πολλαπλάσια τοῦ d. Ἀλλὰ αὐτὸ

εἶναι ἁπλό: τὸ πλῆθος τῶν τέτοιων ἀριθµῶν εἶναι φ(m)
d

.

γʹ. Σύµφωνα µὲ τὸ (αʹ), ὁ a εἶναι k-οστὸ ἰσοϋπόλοιπο µέτρῳ m ἄν, καὶ µόνο ἄν,

ind(a) ≡ 0 (mod d) καὶ ἡ ἰσοτιµία αὐτὴ εἶναι ἰσοδύναµη µὲ τὴν

φ(m)

d
ind(a) ≡ 0 (mod φ(m)) ,

δηλαδή, λόγῳ τῶν δʹ καὶ εʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.2.1, µὲ τὴν

ind(a
φ(m)

d ) ≡ 0 = ind(1) (mod φ(m)) ,

ἡ ὁποία εἶναι ἰσοδύναµη µὲ τὴν ἀποδεικτέα, λόγῳ τοῦ ϑεωρήµατος 5.2.1-αʹ.

δʹ. ῎Εστω ordm(a) = r. Τότε ar ≡ 1 (mod m) καὶ ὁ r εἶναι ὁ ἐλάχιστος ϑετικὸς

ἀκέραιος s µὲ τὴν ἰδιότητα as ≡ 1 (mod m). ῾Η τελευταία ἰσοτιµία ἰσοδυνα-

µεῖ µὲ τὴν ind(as) ≡ 0 (mod φ(m)) (αʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.2.1), δηλαδή, µὲ τὴν

s ind(a) ≡ 0 (mod φ(m)) (δʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.2.1). Συνεπῶς, ἡ ἰσοτιµία as ≡ 1
(mod m) ἰσοδυναµεῖ µὲ τὸ ὅτι ὁ s ind(a) εἶναι κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν φ(m) καὶ

ind(a). Καθὼς ὁ r εἶναι ὁ ἐλάχιστος s, γιὰ τὸν ὁποῖον ἰσχύει ἡ as ≡ 1 (mod m),
συµπεραίνοµε ὅτι r ind(a) εἶναι τὸ ἐλάχιστο κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν ind(a) καὶ

φ(m), ἄρα, µὲ τὴ ϐοήθεια καὶ τοῦ ϑεωρήµατος 1.3.1-αʹ, ἔχοµε

r ind(a) = [φ(m), ind(a)] =
φ(m) ind(a)

(φ(m), ind(a))

ἀπ’ ὅπου ἕπεται ἀµέσως ἡ ἀποδεικτέα. ὅ.ἔ.δ.

5.3 ᾿Ασκήσεις τοῦ κεφαλαίου 5

Στὶς ὑπολογιστικὲς ἀσκήσεις πρέπει νὰ κάνετε χρήση τῶν πινάκων 5.1 καὶ 5.2

1. ῎Εστω m ≥ 2, (a, m) = 1. Ἂν ordm(a) = k καὶ a′a ≡ 1 (mod m), τότε

ordm(a′) = k.

2. ῎Εστω m ≥ 2, (a, m) = 1 καὶ q πρῶτος. Ἂν γιὰ κάποιο k ≥ 1 ἰσχύει aqk ≡ 1
(mod m) καὶ aqk−1 6≡ 1 (mod m) ἀποδεῖξτε ὅτι ordm(a) = qk.

3. ῎Εστω ὅτι ὁ πρῶτος q διαιρεῖ τὸν a2m

+ 1 γιὰ κάποιο a. Ἀποδεῖξτε ὅτι q ≡ 1
(mod 2m+1).
῾Υπόδειξη : Παρατηρῆστε ὅτι a2m ≡ −1 (mod q) καὶ ἐφαρµόστε τὴν ἄσκηση 2.
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4. ῎Εστω ὅτι ὁ p εἶναι περιττὸς πρῶτος καὶ ὁ g εἶναι γεννήτορας µέτρῳ p. ῎Εστω

k µὴ ἀρνητικὸς ἀκέραιος καὶ (g + kp)p−1 ≡ a (mod p2). Ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ a
εἶναι τῆς µορφῆς 1 + bp µὲ b ἀκέραιο. ᾿Επιπλέον, ἂν ὁ b δὲν διαιρεῖται διὰ

p, τότε ὁ g + kp εἶναι γεννήτορας µέτρῳ pn γιὰ κάθε n ≥ 1.

῾Υπόδειξη : ῎Εστω (g + kp)p−1 = 1 + pℓ. Ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν ὁ b δὲν διαιρεῖται διὰ p,

τότε οὔτε ὁ ℓ διαιρεῖται διὰ p καὶ ἐφαρµόστε τὸ αʹ τοῦ ϑεωρήµατος 5.1.5.

Σύµφωνα µὲ αὐτὴ τὴν ἄσκηση, ἂν gp−1 ≡ a (mod p2) καὶ ὁ ἀκέραιος a−1
p

δὲν διαιρεῖται διὰ p, τότε ὁ g εἶναι γεννήτορας, ἐπίσης, µέτρῳ pn, γιὰ κάθε

n ≥ 1.

5. ῾Υπολογῖστε τὴν ord43(4), πρῶτα χωρὶς νὰ χρησιµοποιήσετε τὸ ϑεώρηµα

5.2.2 καὶ µετά, χρησιµοποιώντας το.

6. ῾Υπολογεῖστε γεννήτορες µέτρῳ m γιὰ m = 2 · 3375, 1917.

Χρησιµοιεῖστε τὴν ἄσκηση 4.

7. ῾Υπολογῖστε τὴν ordm(a) στὶς ἑξῆς περιπτώσεις : (αʹ) m = 233 καὶ a = 511.

(ϐʹ) m = 82 καὶ a τὸν ἀκέραιο µὲ ind(a) = 10.

8. ῎Εστω m > 1 καὶ ὑπάρχουν γεννήτορες µέτρῳ m. Ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἐκθετικὴ

ἰσοτιµία ax ≡ b (mod m) ἔχει λύσεις ἄν, καὶ µόνο ἄν, (ind(a), φ(m))|b καί,

στὴν περίπτωση ποὺ ἔχει, τὸ πλῆθος τῶν διαφορετικῶν µέτρῳ φ(m) λύσεων

εἶναι (ind(a), φ(m)) ἐνῶ, µέτρῳ ordm(a), ἡ λύση εἶναι µοναδική. Συνεπῶς,

στὴν περίπτωση ποὺ ἡ ἰσοτιµία ax ≡ b (mod m) ἔχει λύσεις, ὑπάρχει ἕνας

µοναδικὸς x ∈ {0, 1, . . . , ordm(a)− 1}, ποὺ τὴν ἐπαληθεύει.

9. Ποιοὶ ἀπὸ τοὺς ἀριθµοὺς 6, 27 καὶ 37 εἶναι 35ες δυνάµεις µέτρῳ 312;

10. Ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἐκθετικὴ ἰσοτιµία 12x ≡ 11 (mod 47) εἶναι ἀδύνατη, ἐνῶ ἡ

12x ≡ 23 (mod 47) ἔχει λύσεις, τὶς ὁποῖες καὶ νὰ ὑπολογίσετε.

11. ῾Υπολογῖστε ὅλους τοὺς ἀριθµοὺς τοῦ συνόλου {1, 2, . . . , 70}, οἱ ὁποῖοι εἶναι

γεννήτορες µέτρῳ 71.

12. ῎Εστω περιττὸς πρῶτος p καὶ n ≥ 1. Ἂν Sn(p) =
∑p−1

k=1 kn, ἀποδεῖξτε ὅτι

Sn(p) ≡
{

−1 (mod p) ἂν (p− 1)|n
0 (mod p) ἂν (p− 1) 6 |n .

῾Υπόδειξη. Γιὰ κάθε k = 1, 2, . . . , p− 1 ὑπάρχει ν, τέτοιο ὥστε k ≡ gν (mod p).

13. ῎Εστω πρῶτος p > 3. Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ γινόµενο τῶν ἀριθµῶν ἑνὸς περιορι-

σµένου συστήµατος ὑπολοίπων µέτρῳ p, οἱ ὁποῖοι εἶναι γεννήτορες µέτρῳ p,

εἶναι ἰσότιµο µὲ 1 µέτρῳ p.

῾Υπόδειξη. ῎Εστω g ἕνας γεννήτορας µέτρῳ p. Γιὰ ποιοὺς ἐκθέτες k εἶναι καὶ gk

γεννήτορας ; Ἂν ὁ gk εἶναι γεννήτορας, τὸ ἴδιο ἰσχύει καὶ γιὰ τὸν gp−1−k. ᾿Επίσης,

ἀφοῦ p > 3, ὁ g(p−1)/2 δὲν εἶναι γεννήτορας .
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14. ῎Εστω p πρῶτος τῆς µορφῆς 22k

+ 1.

(αʹ) Ἀποδεῖξτε ὅτι οἱ ἀριθµοὶ ἑνὸς περιορισµένου συστήµατος ὑπολοίπων µέ-

τρῳ p, οἱ ὁποῖοι εἶναι γεννήτορες συµπίπτουν µὲ ἐκείνους, οἱ ὁποῖοι εἶναι

τετραγωνικὰ ἀνισοϋπόλοιπα.

῾Υπόδειξη. ῎Εστω g γεννήτορας µέτρῳ p. Γιὰ ποιοὺς ἐκθέτες k εἶναι καὶ gk γεννή-

τορας ; Μετά, ἐφαρµόστε τὴν πρόταση ϐʹ τοῦ ϑεωρήµατος 4.1.1.

(ϐʹ). Χρησιµοποιεῖστε τὸ (αʹ) γιὰ νὰ ἀποδείξετε ὅτι ὁ 7 εἶναι γεννήτορας µέτρῳ

p.

῾Υπόδειξη. Ἀποδεῖξτε πρῶτα, ἐπαγωγικά, καὶ ἀνεξάρτητα ἀπὸ τὴ συγκεκριµένη ἄ-

σκηση, ὅτι 22k ≡ 2 ἢ 4 (mod 7), ἀνάλογα µὲ τὸ ἂν ὁ k εἶναι ἄρτιος ἢ περιττός,

ἀντιστοίχως. Σὲ συνδυασµὸ µὲ αὐτό, ϑὰ χρειασθεῖτε, ἐπίσης, τὸν νόµο τῆς τετραγω-

νικῆς ἀντιστροφῆς τοῦ Gauss προκειµένου νὰ ἀποδείξετε ὅτι ὁ 7 εἶναι τετραγωνικὸ

ἀνισοϋπόλοιπο µέτρῳ p.

15. ῾Η ἄκηση αὐτὴ περιέχει κριτήρια πιστοποίησης πρώτου, ὀφειλόµενα στοὺς

Maurice Borisovich Kraitchik, Derrick Henry Lehmer, Édurad Lucas,

Henry Cabourn Pocklington, François Proth, John Selfridge.

Σὲ κάθε µία ἀπὸ τὶς ἑπόµενες περιπτώσεις ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ n ≥ 3 εἶναι

πρῶτος.

(αʹ) (Lucas 1876) ῾Υπάρχει a τέτοιος ὥστε an−1 ≡ 1 (mod n) καὶ ak 6≡ 1
(mod n) γιὰ κάθε k = 1, . . . , n− 2.

῾Υπόδειξη : Ἂν ὑπῆρχε γνήσιος πρῶτος διαιρέτης p τοῦ n, τότε, γιὰ κάποιο

k ∈ {1, . . . , n− 1} ϑὰ ἦταν p ≡ ak (mod n), ὁπότε ὁδηγηθεῖτε σὲ ἄτοπο.

(ϐʹ) (Lucas 1878) ῾Υπάρχει a τέτοιος ὥστε an−1 ≡ 1 (mod n) καὶ ak 6≡ 1
(mod n) γιὰ κάθε ϑετικὸ διαιρέτη k τοῦ n− 1, µικρότερο τοῦ n− 1.

῾Υπόδειξη : Ποιὰ εἶναι ἡ τάξη τοῦ a; Μετὰ ἐφαρµόστε τὸ (15αʹ).

(γʹ) (LucasKraitchikLehmer 1927) ῾Υπάρχει a τέτοιος ὥστε an−1 ≡ 1
(mod n) καὶ a(n−1)/q 6≡ 1 (mod n) γιὰ κάθε πρῶτο διαιρέτη q τοῦ n−1.

῾Υπόδειξη : ῎Εστω r = ordn(a). ᾿Ισχύει n − 1 = rs. Ἂν s = 1, ἐφαρµόστε τὸ

(15αʹ)· ἂν s > 1, ϑεωρῆστε ἕνα πρῶτο διαιρέτη τοῦ s καὶ ἐφαρµόστε τὸ (15βʹ).

(δʹ) (Selfridge 1967) Γιὰ κάθε πρῶτο διαιρέτη q τοῦ n − 1 ὑπάρχει aq (δη-

λαδή, ἀκέραιος ἐξαρτώµενος ἀπὸ τὸν q) τέτοιος ὥστε an−1
q ≡ 1 (mod n)

καὶ a
(n−1)/q
q 6≡ 1 (mod n).

῾Υπόδειξη : ῎Εστω ὅτι q1, . . . , qm εἶναι ὅλοι οἱ διαφορετικοὶ πρῶτοι διαιρέτες

τοῦ n−1 καὶ a1, . . . , am οἱ ἀκέραιοι aq1, . . . , aqm, ποὺ µᾶς ἐξασφαλίζει ἡ ὑπό-

ϑεση. ῎Εστω ri = ordn(ai), (i = 1, . . . ,m). ∆ιαπιστῶστε πρῶτα ὅτι ὑπάρχει a

µὲ ordn(a) = r, ὅπου r = ΕΚΠ(r1, . . . , rm). Ἀποδεῖξτε ὅτι an−1 ≡ 1 (mod n)

καὶ a(n−1)/qi 6≡ 1 (mod n) γιὰ κάθε i = 1, . . . ,m, ὁπότε ἐφαρµόστε τὸ (15γʹ).

(εʹ) (Proth 1878) ῾Ο n− 1 µπορεῖ νὰ ἀναλυθεῖ ὡς n− 1 = 2rs, ὅπου s < 2r

καὶ γιὰ κάθε πρῶτο διαιρέτη ὑπάρχει a τέτοιος ὥστε a(n−1)/2 ≡ −1
(mod n).
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῾Υπόδειξη : ῎Εστω p πρῶτος διαιρέτης τοῦ n. Παρατηρῆστε ὅτι (as)2
r−1 ≡ −1

(mod n) καὶ ἐφαρµόστε τὴν ἄσκηση 3 γιὰ νὰ καταλήξετε στὸ συµπέρασµα ὅτι

p ≥ 1 + 2r. Συνεπῶς, ἂν ὁ n εἶχε δύο πρώτους διαιρέτες (ἴσους ἢ ἄνισους),

τότε n ≥ (1 + 2r)2, ὁπότε ὁδηγηθεῖτε σὲ ἀντίφαση.

(ϛʹ) (Pocklington 1914) ῾Ο n− 1 µπορεῖ νὰ ἀναλυθεῖ ὡς n− 1 = km, ὅπου

1 ≤ k < m καὶ (k, m) = 1 καὶ γιὰ κάθε πρῶτο διαιρέτη q τοῦ m ὑπάρ-

χει aq τέτοιος ὥστε an−1
q ≡ 1 (mod n) καὶ (a

(n−1)/q
q − 1, n) = 1.

῾Υπόδειξη : Ἂν ὁ n εἶναι σύνθετος, τότε ἔχει ἕνα πρῶτο διαιρέτη p ≤ √n. Ἂν

ἀποδειχθεῖ ὅτι p ≡ 1 (mod m), τότε p ≥ 1 + m καὶ µπορεῖτε εὔκολα νὰ ὁ-

δηγηθεῖτε σὲ ἀντίφαση µὲ τὴν προηγούµενη ἀνισότητα. Γιὰ τὴν ἀπόδειξη τῆς

p ≡ 1 (mod m) ἀκολουθῆστε τὰ ἑξῆς ϐήµατα. ῎Εστω q ὁ τυπικὸς πρῶτος διαι-

ϱέτης τοῦ n− 1, e = vq(n− 1) καὶ c = a
(n−1)/qe

q . Ἀποδεῖξτε, ἐκµεταλευόµενοι

τὶς ὑποθέσεις, ὅτι cqe ≡ 1 (mod n), ἄρα καὶ cqe ≡ 1 (mod p), ἐνῶ cqe−1 6≡ 1

(mod p). Συµπεράνατε τώρα, µὲ τὴ ϐοήθεια τῆς ἄσκησης 2 ὅτι qe|p − 1.

Αὐτὸ τὸ συµπέρασµα ϑὰ σᾶς ἐπιτρέψει νὰ συµπεράνετε, ἂν ϕαντασθεῖτε τὴν

κανονικὴ ἀνάλυση qe1
1 qe2

2 · · · τοῦ m, ὅτι p ≡ 1 (mod m).



Εὑρετήριο

ἀκέραιο µέρος, 3

ἀκέραιο σηµεῖο, 58

ϑετικό, 58

ἀλγόριθµος

εὐκλείδειος, 8

µετατροπῆς σὲ δυαδικό, 33

ὕψωσης σὲ δύναµη, 34

ἀνάλυση

γενικευµένη κανονική, 16

κανονική, 16

σὲ πρώτους, 15

ἀνισότιµοι ἀριθµοί, 26

ἀνισοϋπόλοιπο

τετραγωνικό, 53

ἄπειρη κάθοδος, 15

ἀριθµός

ἀκέραιος, 3

ἄρτιος, 5

δυαδικός, 32

περιττός, 5

πρῶτος, 12, 13

ϱητός, 3

σύνθετος, 12

ϕυσικός, 3

bits, 32

γεννήτορας mod m, 70

διαιρέτης

ἀκεραίου, 3

κοινός, 5

µέγιστος κοινός, 5–8, 21

πρῶτος, 13

τετριµµένος, 12

διακριτὸς λογάριθµος, 76

∆ιόφαντος, 23

δυαδικὰ ψηφία, 32

ἐκθέτης, 16

ἐξίσωση

διοφαντική, 17, 23

ἐπίλυση

ἰσοτιµίας, 41

ἑτερότυποι ἀριθµοί, 19

εὐκλείδεια διαίρεση, 4

Gauss, 58

῾Ηράκλειτος, 35

ϑεώρηµα

Euler, 31

Fermat, 31

κινέζικο,ὑπολοίπων, 43

Wilson, 38

ἰδεῶδες, 5

ἰσοτιµία, 25

διωνυµική, 79

ἐκθετική, 79

ἰσοδύναµη µὲ ἄλλη, 41

ἰσότιµοι ἀριθµοί, 25

ἰσοϋπόλοιπο

τετραγωνικό, 53

ἰσοϋπόλοιπο δύναµης, 80

κλάση ἰσοτιµίας, 27

κλειδί

κρυπτογραφικό, 80

κόσκινο ᾿Ερατοσθένους, 14

λύση

85



86 Ε�ΥΡΕΤ�ΗΡΙΟ

ἰσοτιµίας, 41

µέτρο

ἰσοτιµίας, 25

µονάδες, 12

πηλίκο

ἀκέραιο, 4

ἀκεραίων, 3

διαίρεσης, 4

πολλαπλάσιο

ἀκεραίου, 3

ἐλάχιστο κοινό, 11, 12, 23

κοινό, 11

πρῶτοι

ἀνὰ Ϲεύγη, 7

µεταξύ τους, 6

πυθαγόρεια τριάδα, 18

πρωταρχική, 19

RSA, 35

σύµβολο

Jacobi, 60

Legendre, 55

σύστηµα ὑπολοίπων

περιορισµένο, 29

πλῆρες, 28

ἀπολύτως ἐλάχιστο, 28

ἐλάχιστο µὴ ἀρνητικό, 28

τάξη mod m, 69

Taylor

τύπος, 46

τετραγωνικῆς ἀντιστροφῆς

νόµος, 58

συµπλήρωµα, 57

ὑπολογισµός

ὑπολοίπου διαίρεσης, 31

ὑπολογισµός

ΜΚ∆, 8, 10, 21

φ συνάρτησης, 30

ὑπόλοιπο

διαίρεσης, 4

φ συνάρτηση Euler, 29

ψηφιακή

ὑπογραφή, 80


