
AKOLOUJIES

SumbolismoÐ

N = {1, 2, 3, . . .} to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n.
N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} = N ∪ {0}.
Z to sÔnolo twn akeraÐwn arijm¸n.
Q = {m

n , ìpou m,n ∈ Z, n 6= 0} to sÔnolo twn rht¸n arijm¸n.
R to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n.

Orismìc akoloujÐac

Enac arqikìc (diaisjhtikìc) orismìc thc akoloujÐac pragmatik¸n arijm¸n eÐnai o ex c:
AkoloujÐa eÐnai mia �peirh sullog  pragmatik¸n arijm¸n me orismènh di�taxh. Gia
par�deigma:
1, 1

2 , 1
3 , . . .

1, −1, 1, . . .
2, 2, 2, . . .
10, 20, 30, . . .
Parathr ste ìti sta parap�nw paradeÐgmata, gia na ekfr�soume thn apeirÐa twn ìrwn
qrhsimopoioÔme tic treic teleÐec, pou den mporeÐ na jewrhjeÐ austhrìc sumbolismìc.
Gia na xeper�soume autì to prìblhma kai na d¸soume austhrì orismì thc akoloujÐac,
k�noume qr sh thc ènnoiac thc apeikìnishc .

Orismìc 1. AkoloujÐa (pragmatik¸n arijm¸n) lègetai mia apeikìnish

a : N −→ R

H parap�nw apeikìnish antistoiqeÐ se k�je fusikì arijmì n ton pragmatikì arijmì
a(n). Mè autìn ton trìpo paÐrnoume mia �peirh �sullog � pragmatik¸n arijm¸n me
orismènh di�taxh h opoÐa proèrqetai apì thn di�taxh twn fusik¸n arijm¸n. Oi arijmoÐ
a(n) lègontai ìroi thc akoloujÐac. Gia par�deigma:
H apeikìnish a : N −→ R me a(n) = 1

n orÐzei akoloujÐa arijm¸n me pr¸touc ìrouc,
dhl. gia n = 1, 2, 3, . . ., touc a(1) = 1, a(2) = 1

2 , a(3) = 1
3 , . . ..

H apeikìnish a : N −→ R me a(n) = (−1)n+1 orÐzei akoloujÐa arijm¸n me pr¸touc
ìrouc touc a(1) = 1, a(2) = −1, a(3) = 1, . . ..
H apeikìnish a : N −→ R me a(n) = 2 orÐzei akoloujÐa arijm¸n me pr¸touc ìrouc
touc a(1) = 2, a(2) = 2, a(3) = 2, . . ..
H apeikìnish a : N −→ R me a(n) = 10n orÐzei akoloujÐa arijm¸n me pr¸touc ìrouc
touc a(1) = 10, a(2) = 20, a(3) = 30, . . ..

Sumbolismìc 1. Estw a : N −→ R mia akoloujÐa.
1. SumbolÐzoume, gia aplìthta, to a(n) me an.
2. SumbolÐzoume, gia aplìthta, thn apeikìnish a : N −→ R me (an).

Epomènwc, to antÐstoiqo thc èkfrashc

� dÐdetai h akoloujÐa pou orÐzetai apì thn apeikìnish a : N −→ R me a(n) = 1
n �

ja eÐnai
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� dÐdetai h akoloujÐa (an) me an = 1
n �,

  aploÔstera

� dÐdetai h akoloujÐa ( 1
n) �.

Gia mi� akoloujÐa (an), oi arijmoÐ a1, a2, a3, . . . lègontai ìroi thc akoloujÐac, o dè an,
n =�genikì�, lègetai o genikìc ìroc thc akoloujÐac.

ParadeÐgmata: H akoloujÐa (an) me an = n2, dhl. h akoloujÐa (n2) èqei pr¸touc
ìrouc touc 12 = 1, 22 = 4, 32 = 9, . . . kai genikì ìro ton n2.

H akoloujÐa (an) me an = (−1)n

n , dhl. h akoloujÐa ( (−1)n

n ) èqei pr¸touc ìrouc touc
−1
1 = −1, 1

2 , −1
3 , . . . kai genikì ìro ton (−1)n

n .

'Orio akoloujÐac

To er¸thma pou ja mac apasqol sei eÐnai: poÔ �teÐnei� h akoloujÐa (an) ìtan to n
gÐnetai ìlo kai megalÔtero? Gia par�deigma, gia thn akoloujÐa (an) me an = 1

n , ìtan
to n megal¸nei tìte o ìroc an mikraÐnei kai plhsi�zei to mhdèn. Epomènwc, eÐnai
fusiologikì na poÔme ìti h akoloujÐa teÐnei sto mhdèn. An ìmwc jèsoume to Ðdio
er¸thma gia tic akoloujÐec ((−1)n+1), (10n), ( n

n+1) h ap�nthsh den eÐnai profan c.
H duskolÐa ègkeitai sto ìti to parap�nw er¸thma den eÐnai austhr� diatupwmèno,
dhl. den èqoume d¸sei austhrì orismì sthn ènnoia tou �teÐnei�. Gi' autì qrei�ze-
tai na eis�goume ton orismì tou orÐou miac akoloujÐac, orismìc pou up rxe stajmìc
sta majhmatik�. O trìpoc pou orÐzetai to ìrio miac akoloujÐac eÐnai majhmatik�
austhrìc, dÔskola ìmwc efarmìshmoc wc èqei. Autì eÐnai mia sunhjismènh prak-
tik  sta majhmatik�. Pollèc forèc oi orismoÐ ennoi¸n eÐnai dÔskolo na efarmostoÔn
wc èqoun. 'Omwc, me b�sh touc orismoÔc, apodeiknÔoume idiìthtec pou eÐnai eukolì-
qrhstec kai ousiastik� sthn pr�xh douleÔoume me autèc. H an�gkh tou austhroÔ
orismoÔ paramènei diìti h jewrÐa pou anaptÔssoume prèpei na eÐnai kal� jemeliwmènh.
ArqÐzoume me mia prokatartik  ènnoia.

Orismìc 2. Estw a pragmatikìc arijmìc kai r jetikìc pragmatikìc arijmìc. Geitoni�
tou a aktÐnac r > 0, sumbolik� Da(r), orÐzetai na eÐnai to sÔnolo

Da(r) = {x ∈ R, me |x− a| < r}.

O jetikìc arijmìc r lègetai aktÐna thc geitoni�c.

Dhlad , me �lla lìgia, to sÔnolo Da(r) perièqei ìlouc touc pragmatikoÔc arijmoÔc
pou h apìstas  touc apì ton a eÐnai mikrìterh apì r. Oso mikraÐnei h aktÐna r tìso
mikrìterh gÐnetai kai h geitoni�. Shmei¸noume th isodunamÐa

|x− a| < r ⇐⇒ a− r < x < a + r.

DÐdoume t¸ra ton orismì tou orÐou miac akoloujÐac gewmetrik�.

Orismìc 3 (Gewmetrikìc orismìc tou orÐou akoloujÐac ). Estw (an) akoloujÐa kai
c pragmatikìc arijmìc. Lème ìti h akoloujÐa (an) èqei ìrio ton arijmì c (diaforetik�:
sugklÐnei ston arijmì c,   teÐnei ston arijmì c) ìtan isqÔei to ex c:
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An dojeÐ mia opoiad pote geitoni� Dc(ε) tou c aktÐnac ε > 0 tìte up�rqei fusikìc
arijmìc n0 (o opoÐoc exart�tai apì thn epilog  thc parap�nw geitoni�c) gi� ton opoÐo

na isqÔei ìti an ∈ Da(ε), ∀n ≥ n0.

Perigrafik� autì ekfr�zetai wc ex c: dosmènhc miac opoiasd pote geitoni�c tou c (os-
od pote mikr c) tìte mporoÔme na paraleÐyoume k�poiouc, peperasmènouc to pl joc,
arqikoÔc ìrouc thc akoloujÐac ¸ste ìloi oi upìloipoi ìroi na perièqontai se aut 
thn geitoni�. Tì pìsouc arqikoÔc ìrouc paraleÐpoume, exart�tai apì to mègejoc thc
geitoni�c pou dÐdetai. Oso mikrìterh h geitoni� tìso perissìteroi oi arqikoÐ ìroi pou
paraleÐpoume.

Lamb�nontac upìyh ton orismì 2 mporoÔme na metafr�soume ton parap�nw
gewmetrikì orismì tou orÐou ston k�twji algebrikì.

Orismìc 4 (Algebrikìc orismìc tou orÐou akoloujÐac ). Estw (an) akoloujÐa kai
c pragmatikìc arijmìc. Lème ìti h akoloujÐa (an) èqei ìrio ton arijmì c (diaforetik�:
sugklÐnei ston arijmì c,   teÐnei ston arijmì c) ìtan isqÔei to ex c:

An dojeÐ ènac opoiosd pote jetikìc ε > 0 tìte up�rqei fusikìc arijmìc n0 (o opoÐoc
exart�tai apì thn epilog  tou ε) gi� ton opoÐo na isqÔei ìti |an − c| < ε, ∀n ≥ n0.

O gewmetrikìc orismìc eÐnai pio epoptikìc, ìmwc o algebrikìc eÐnai autìc me ton
opoÐo mporoÔme na doulèyoume sthn pr�xh. Oti to n0 exart�tai apì thn epilog  tou
ε, to paristoÔme me n0 = n0(ε).

Sumbolismìc 2. Gia na dhl¸soume ìti h akoloujÐa (an) èqei ìrio ton arijmì c
qrhsimopoioÔme ton sumbolismì

lim
n→∞

(an) = c   lim
n→∞

an = c. AploÔstera lim(an) = c   lim an = c,

Orismìc 5. Estw (an) akoloujÐa. Lème thn (an) sugklÐnousa   ìti sugklÐnei, �n
up�rqei c ∈ R me lim an = c. Diaforetik� lème thn (an) apoklÐnousa   ìti apoklÐnei.

Ac doÔme t¸ra k�poia paradeÐgmata me ìria akolouji¸n. UpenjumÐzoume pr¸ta
ènan sumbolismì. An a ∈ R eÐnai ènac pragmatikìc arijmìc, sumbolÐzoume me [a]
to akèraio mèroc tou a, pou orÐzetai wc o megalÔteroc akèraioc arijmìc pou eÐnai
mikrìteroc   Ðsoc tou a. Dhlad ,

[a] = mègisto{k ∈ Z, k ≤ a}.

Gia par�deigma, [2.5] = 2, [4.97] = 4, [π] = 3, [−π] = −4, [6] = 6, [0.25] = 0, [−0.5] =
−1. Shmei¸noume ìti [a] ≤ a < [a] + 1.

Par�deigma 1. DeÐxte ìti lim 1
n = 0.

H akoloujÐa eÐnai h (an) me an = 1
n . Ja efarmìsoume ton algebrikì orismì. Estw

ìti dÐdetai ε > 0, tìte zht�me ènan fusikì arijmì n0 = n0(ε) ¸ste na isqÔei

| 1
n
− 0| = | 1

n
| = 1

n
< ε, ∀n ≥ n0 .

An ε > 1 dialègoume n0 = 1. Tìte, pr�gmati, ∀ n ≥ n0 = 1 èqoume

1
n
≤ 1 < ε.

3



An ε ≤ 1 tìte orÐzoume ε′ = 1
ε ≥ 1 kai dialègoume n0 = [ε′] + 1. Tìte, pr�gmati,

∀ n ≥ n0 èqoume
1
n
≤ 1

n0
=

1
[ε′] + 1

<
1
ε′

= ε.

Parathr ste sto parap�nw par�deigma ìti ìso mikrìtero einai to ε, dhl. ìso
mikrìterh eÐnai h geitoni� tou c = 0, tìso megaÔtero eÐnai to n0, dhl. tìso megalÔtero
pl joc apì touc arqikoÔc ìrouc thc akoloujÐac prèpei na paraleÐyoume ¸ste oi up-
ìloipoi na an koun sthn dojeÐsa geitoni�.

Par�deigma 2. DeÐxte ìti h akoloujÐa (an) me an = (−1)n+1 apoklÐnei.
Ja qrhsimopoi soume thn epagwg  eic �topon. Estw ìti h akoloujÐa sugklÐnei se
k�poion pragmatikì c. Upojètoume kat' arq�c ìti c ≥ 0. Apì ton orismì, ja prèpei
ìtan dojeÐ k�poioc pragmatikìc ε > 0, gia par�deigma p�re ε = 1

2 , na mporoÔme na
broÔme ènan fusikì arijmì n0 = n0(ε) ¸ste na isqÔei

|an − c| = |(−1)n+1 − c| < ε =
1
2
, ∀n ≥ n0 .

Omwc autì den eÐnai efiktì, diìti gia opoiond pote fusikì n0, ìtan dialèxoume n =
2n0 ≥ n0 ja èqoume

|an − c| = |(−1)2n0+1 − c| = | − 1− c| = 1 + c >
1
2

.

OmoÐwc ft�noume se �topo an to c ≤ 0.

Par�deigma 3. Estw c pragmatikìc arijmìc. OrÐzoume thn akoloujÐa (an) me
an = c. Aut  lègetai stajer  akoloujÐa. Eukola faÐnetai apì ton orismì ìti to ìriì
thc eÐnai to c.

Prìtash 1. Estw ìti h akoloujÐa (an) sugklÐnei. Tìte to ìriì thc eÐnai monadikì.

Apìdeixh. Estw ìti lim an = c kai lim an = c′ me c 6= c′. Upojètoume qwrÐc bl�bh
thc genikìthtac ìti c′ > c. Estw ε = c′−c

2 > 0. Tìte afoÔ lim an = c up�rqei n0 ∈ N
tètoio ¸ste |an − c| < ε, ∀n ≥ n0. EpÐshc, afoÔ lim an = c′ up�rqei n′0 ∈ N tètoio
¸ste |an − c′| < ε, ∀n ≥ n′0. Estw n1 = mègisto(n0, n

′
0). Tìte gi� k�je n ≥ n1 ja

èqoume

|an − c| < ε =
c′ − c

2
=⇒ an < c +

c′ − c

2
=

c′ + c

2
kai epÐshc

|an − c′| < ε =
c′ − c

2
=⇒ c′ − c′ − c

2
=

c′ + c

2
< an .

Oi dÔo teleutaÐec sqèseic odhgoÔn se �topo.

Prìtash 2. To ìrio miac akoloujÐac eÐnai anex�rthto twn pr¸twn ìrwn thc.
Dhlad , an (an) akoloujÐa kai N ∈ N, orÐzoume thn akoloujÐa (a′n) me a′n = aN+n.
Tìte

h akoloujÐa (an) sugklÐnei ston c ⇐⇒ h akoloujÐa (a′n) sugklÐnei ston c
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Apìdeixh. �=⇒� Estw ìti h (an) sugklÐnei sto c, deÐqnoume ìti h (a′n) sugklÐnei sto
c. Pr�gmati èstw ìti dÐdetai ε > 0, zht�me n0 tètoio ¸ste |a′n − c| < ε, ∀n ≥ n0. H
(an) sugklÐnei kai epomènwc gia to parap�nw ε up�rqei èna m0 tètoio ¸ste |an− c| <
ε, ∀n ≥ m0. Epilègoume n0 = mègisto(1,m0−N). Tìte ∀n ≥ n0 ⇒ N +n ≥ m0 kai
�ra |a′n− c| = |aN+n− c| < ε. Analìgwc gÐnetai kai h apìdeixh tou antistrìfou.

Par�deigma 4. H akoloujÐa (bn) me bn = 1
n+1 èqei ìrio to mhdèn. Pr�gmati, apì

to par�deigma 1 gnwrÐzoume ìti h akoloujÐa (an) me an = 1
n èqei ìrio to mhdèn. Apì

thn �llh meria, parathr ste ìti bn = an+1. OmoÐwc, an n0 ènac opoiosd pote fusikìc
arijmìc, èqoume ìti lim 1

n+n0
= 0.

Pìrisma 1. An dÔo akoloujÐec diafèroun mìnon kat� touc pr¸touc ìrouc touc tìte
èqoun thn Ðdia sumperifor� wc proc thn sÔgklish.

Prìtash 3. lim an = 0 ⇐⇒ lim |an| = 0

Apìdeixh. Pragmati autì isqÔei diìti |an − 0| = ||an| − 0|.

ShmeÐwsh 1. To parap�nw den isqÔei ìtan to ìrio thc akoloujÐac eÐnai 6= 0. Pr�g-
mati h akoloujÐa (an) me an = (−1)n+1 den èqei ìrio (eÐnai apoklÐnousa), ìmwc h
(|an|) eÐnai h akoloujÐa me |an| = 1 kai �ra èqei ìrio to 1.

Par�deigma 5. lim (−1)n

n = 0 diìti lim 1
n = 0, bl. par�deigma 1.

Otan èqoume mia akoloujÐa (an) tÐjentai dÔo basik� erwt mata: To pr¸to eÐnai an
h akoloujÐa eÐnai sugklÐnousa   apoklÐnousa. Kai to deÔtero: sthn perÐptwsh pou
h akoloujÐa (an) eÐnai sugklÐnousa tìte na brejeÐ to ìriì thc. Shmei¸noume ìti pol-
lèc forèc mporoÔme eÔkola na apodeÐxoume ìti mia akoloujÐa eÐnai sugklÐnousa qwrÐc
ìmwc na eÐmaste se jèsh na prosdiorÐzoume to ìriì thc!!. Opwc èqoume peÐ, me apl 
efarmog  tou orismoÔ eÐnai, en gènei, dÔskolo na apant soume sta parap�nw erwt -
mata. Autì ìmwc pou ja k�noume eÐnai na melet soume idiìthtec twn sugklinous¸n
  apoklinous¸n akolouji¸n pou ja mac bohj soun sthn pr�xh na melet soume tic
akoloujÐec.

Orismìc 6. Mia akoloujÐa (an) lègetai fragmènh an up�rqei pragmatikìc arijmìc
M ≥ 0 tètoioc ¸ste |an| ≤ M, ∀n ∈ N.

Shmei¸noume ìti

|an| ≤ M ⇐⇒ −M ≤ an ≤ M ,∀n ∈ N .

Prìtash 4. H akoloujÐa (an) eÐnai fragmènh an kai mìnon an up�rqoun pragmatikoÐ
arijmoÐ M1, M2 tètoioi ¸ste M1 ≤ an ≤ M2 ,∀n ∈ N .

Apìdeixh. An h akoloujÐa eÐnai fragmènh tìte up�rqei arijmìc M me −M ≤ an ≤ M .
Tìte di�lexe M1 = −m, M2 = M . AntÐstrofa, an up�rqoun arijmoÐ M1, M2 tètoioi
¸ste M1 ≤ an ≤ M2 tìte di�lexe M = mègisto(|M1|, |M2|).

Je¸rhma 1. An h akoloujÐa (an) sugklÐnei tìte eÐnai fragmènh.

5



Apìdeixh. Estw ìti h (an) sugklÐnei ston arijmì c. Tìte an dialèxoume ε = 1
ja up�rqei fusikìc n0 tètoioc ¸ste |an − c| < 1, ∀n ≥ n0 dhlad  c − 1 < an <
c+1, ∀n ≥ n0. Dialègoume M2 = mègisto(c+1, a1, . . . , an0−1) kai M1 = el�qisto(c−
1, a1, . . . , an0−1). Tìte M1 ≤ an ≤ M2 ,∀n ∈ N .

ShmeÐwsh 2. Shmei¸noume ìti to antÐstrofo tou parap�nw jewr matoc den isqÔei.
Gia par�deigma, h akoloujÐa (an) me an = (−1)n+1 eÐnai fragmènh, ìmwc den sugklÐnei,
bl. par�deigma 2.

Pìrisma 2. An h akoloujÐa (an) den eÐnai fragmènh tìte eÐnai apoklÐnousa.

DÐdoume touc parak�tw orismoÔc pou ja qrhsimopoi soume sthn sunèqeia.

Orismìc 7. 1. Mia akoloujÐa (an) lègetai fragmènh apì k�tw an up�rqei prag-
matikìc arijmìc M1 tètoioc ¸ste M1 ≤ an, ∀n ∈ N.

2. Mia akoloujÐa (an) lègetai fragmènh apì p�nw an up�rqei pragmatikìc arijmìc
M2 tètoioc ¸ste an ≤ M2, ∀n ∈ N.

To M1 (ant. M2) ston parap�nw orismì lègetai èna k�tw fr�gma (ant. �nw
fr�gma) thc akoloujÐac. Apì thn prìtash 4 èqoume ìti mia akoloujÐa eÐnai fragmènh
an kai mìnon �n eÐnai fragmènh apì k�tw kai apì p�nw.

KleÐnoume aut  thn par�grafo me mia sqetik  prìtash.

Prìtash 5. Estw (an) mia sugklÐnousa akoloujÐa kai M pragmatikìc arijmìc me
thn idiìthta M ≤ an, ∀n ≥ m0 (ant. an ≤ M, ∀n ≥ m0) gia k�poion fusikì m0.
Tìte M ≤ lim an (ant. lim an ≤ M).

Apìdeixh. Me eic �topon epagwg . Ac upojèsoume ìti lim an = c < M . Tìte gia
ε = M−c

2 > 0 up�rqei ènac fusikìc n0 tètoioc ¸ste |an− c| < ε, ∀n ≥ n0. Epomènwc
an < c + ε = c + M−c

2 = M+c
2 < M+M

2 = M . Autì ìmwc eÐnai �topo diìti tìte an
n ≥ mègisto(n0,m0) ja èqoume M ≤ an < M .

Idiìthtec twn orÐwn

Estw (an), (bn) akoloujÐec.

Ajroisma twn (an) kai (bn) lègetai h akoloujÐa (an + bn).
Diafor� thc (an) meÐon (bn) lègetai h akoloujÐa (an − bn).
Ginìmeno twn (an) kai (bn) lègetai h akoloujÐa (anbn).
PhlÐkon thc (an) dia thc (bn) lègetai h akoloujÐa (an

bn
), me thn proôpìjesh ìti bn 6=

0,∀n ∈ N.
Tetragwnik  rÐza thc akoloujÐac (an) lègetai h akoloujÐa (

√
an), me thn proôpìjesh

ìti an ≥ 0,∀n ∈ N.

Par�deigma 6. An an = 1, bn = 1
n tìte to �jroism� touc eÐnai h akoloujÐa (n+1

n )
kai h diafor� thc (an) meÐon (bn) eÐnai h akoloujÐa (n−1

n ). An an = n2, bn = n2 + 1
tìte to phlÐkon thc (an) dia thc (bn) eÐnai h akoloujÐa ( n2

n2+1
).
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ShmeÐwsh 3. Ston parap�nw orismì tou phlÐkou akoloujÐac jèsame ton periorismì
bn 6= 0,∀n ∈ N. `Etsi gia par�deigma, an an = n kai bn = (n − 1)(n − 5), tìte me
b�sh ton parap�nw orismì to phlÐkon (an

bn
) den orÐzetai. Apì thn �llh meri�, to

prìblhma up�rqei mìno stouc ìrouc pou antistoiqoÔn stic timèc tou n = 1 kai 5, dhl.
prìblhma up�rqei mìno se k�poiouc - peperasmènouc to pl joc - arqikoÔc ìrouc thc
akoloujÐac phlÐkon. 'Opwc ìmwc èqoume deÐ sthn prìtash 2, to ìrio miac akoloujÐac
eÐnai anex�rthto twn arqikwn thc ìrwn kai epomènwc eÐnai fusiologikì na peril�boume
sthn melèth mac kai akoloujÐec ìpwc thn parap�nw. EpekteÐnoume epomènwc ton
orismì tou phlÐkou dÔo akolouji¸n wc ex c. Estw (an), (bn) akoloujÐec kai èstw
peperasmènoi mìno to pl joc ìroi thc bn lamb�noun thn tim  mhdèn. Estw m0 o
megalÔteroc fusikìc gia ton opoÐo isqÔei ìti bn = 0. OrÐzoume tìte to phlÐkon thc
(an) dia thc (bn) wc thn akoloujÐa (cn) me cn = an

bn
, an n > m0 kai cn = otid pote,

p.q. cn = 1, an n = 1, . . . ,m0. DiathroÔme ìmwc ton sumbolismì (an
bn

) gia na
dhl¸soume to phlÐkon twn dÔo akolouji¸n. Epomènwc, gia par�deigma, �n an = n
kai bn = (n− 1)(n− 5) tìte h akoloujÐa phlÐko ( n

(n−1)(n−5)), eÐnai h akoloujÐa (cn)
me cn = n

(n−1)(n−5) , an n > 5 kai c1 = · · · = c5 = 1. 'Otan ìmwc h akoloujÐa (bn)
èqei �peirouc to pl joc ìrouc pou lamb�noun thn tim  mhdèn, p.q. bn = cos nπ

2 , tìte
h akoloujÐa phlÐkon den ìrÐzetai.

To parak�tw je¸rhma eÐnai èna apì ta kÔria ergaleÐa gia thn eÔresh orÐou akolou-
ji¸n.

Je¸rhma 2. Estw (an) kai (bn) sugklÐnousec akoloujÐec me lim an = a kai lim bn =
b. IsqÔoun ta parak�tw:

1. lim(an + bn) = a + b ,

2. lim(an − bn) = a− b ,

3. lim(anbn) = ab ,

4. An b 6= 0, tìte lim(an
bn

) = a
b .

ShmeÐwsh 4. Shmei¸noume ìti an b 6= 0 tìte h akoloujÐa bn èqei to polÔ peperas-
mèno pl joc ìrwn me tim  mhdèn kai epomènwc h akoloujÐa phlÐkon orÐzetai. Pr�gmati,
afoÔ b 6= 0, ac upojèsoume q.b.g. ìti b > 0. H akoloujÐa bn èqei ìrio to b kai e-
pomènwc an dialèxoume ε = b/2 > 0 tìte up�rqei k�poioc fusikìc n0 tètoioc ¸ste
|bn − b| < b/2, ∀n ≥ n0 =⇒ bn > b− b/2 = b/2 > 0, ∀n ≥ n0.

PrÐn k�noume thn apìdeixh thc parap�nw prìtashc ac d¸soume k�poia porÐsmata
kai paradeÐgmata.

Pìrisma 3. Estw (an) akoloujÐa pou sugklÐnei ston pragmatikì a kai èstw c prag-
matikìc arijmìc. IsqÔoun ta parak�tw:
lim(can) = ca ,
lim(an − c) = a− c ,
An a 6= 0 tìte lim( 1

an
) = 1

a .

Par�deigma 7. Na brejeÐ to ìrio thc akoloujÐac n+1
n . 'Eqoume n+1

n = 1 + 1
n .

AfoÔ lim 1 = 1 kai lim 1
n = 0, bl. par�deigma 1, tìte lim n+1

n = 1 + 0 = 1.
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Par�deigma 8. Na brejeÐ to ìrio thc akoloujÐac n
n+1 . 'Eqoume

n
n+1 = (n+1)−1

n+1 =
1− 1

n+1 . AfoÔ lim 1 = 1 kai lim 1
n+1 = 0, bl. par�deigma 4, tìte lim n

n+1 = 1−0 = 1.

Par�deigma 9. Na brejeÐ to ìrio thc akoloujÐac 1
n2 . 'Eqoume 1

n2 = 1
n

1
n . AfoÔ

lim 1
n = 0, bl. par�deigma 1, tìte lim 1

n2 = 0 · 0 = 0.

Par�deigma 10. Na brejeÐ to ìrio thc akoloujÐac 1
n2−1

. 'Eqoume 1
n2−1

=
1

(n−1)(n+1) = 1
n−1

1
n+1 . Apì thn prìtash 2 kai to pìrism� thc, èqoume ìti to ì-

rio twn akolouji¸n 1
n−1 , 1

n+1 eÐnai to Ðdio me to ìrio thc akoloujÐac 1
n , dhlad  mhdèn.

Epomènwc, lim 1
n2−1

= 0 · 0 = 0.

Par�deigma 11. Na brejeÐ to ìrio thc akoloujÐac n2+1
n2−1

. Pr¸toc trìpoc eÔreshc

tou orÐou: 'Eqoume n2+1
n2−1

= n2−1+2
n2−1

= 1 + 2
n2−1

. Apì to par�deigma 10 èqoume ìti

lim 1
n2−1

= 0 kai epomènwc lim 2
n2−1

= 0. Sunep¸c, lim n2+1
n2−1

= 1 + 0 = 1. DeÔteroc

trìpoc eÔreshc tou orÐou: Diair¸ntac ton arijmht  kai ton paronomast  me n2, èqoume

n2 + 1
n2 − 1

=
1 + 1

n2

1− 1
n2

.

AfoÔ lim 1
n2 = 0, paÐrnoume ìti lim n2+1

n2−1
= 1+0

1−0 = 1.

ShmeÐwsh 5. An to b = 0 sthn perÐptwsh tou phlÐkou thc parap�nw prìtashc tìte
h sumperifor� thc akoloujÐac phlÐkon (an

bn
) wc proc to ìrio eÐnai aprosdiìristh. Gia

par�deigma, an an = 1
n2 kai bn = 1

n tìte lim an
bn

= 0. Apì thn �llh, an an = 1 kai

bn = (−1)n

n tìte h akoloujÐa (an
bn

) den sugklÐnei.

ShmeÐwsh 6. MporoÔme na qrhsimopoi soume kai ton akìloujo sumbolismì gia na
diatup¸soume tic idiìthtec twn akolouji¸n pou anafèrontai sto je¸rhma 2:
lim(an + bn) = lim an + lim bn ,
lim(an − bn) = lim an − lim bn ,
lim(anbn) = lim an lim bn ,
lim an

bn
= lim an

lim bn
.

Ja prèpei ìmwc na èqoume upìyh mac ìti aut  h graf  isqÔei mìnon sthn perÐptwsh
pou ta ìria lim an kai lim bn up�rqoun - kai sthn perÐptwsh tou phlÐkou na eÐnai
to lim bn 6= 0. 'Etsi, gia par�deigma, mporoÔme na gr�youme lim 1

n3 = lim 1
n lim 1

n2 ,

ìmwc den eÐnai swstì na gr�youme ìti lim (−1)n

n = lim(−1)n lim 1
n . Gia to teleutaÐo

parathr ste ìti lim (−1)n

n = 0, bl. par�deigma 5, en¸ to lim(−1)n den up�rqei, bl.
par�deigma 2.

Gurn�me t¸ra sthn apìdeixh tou jewr matoc 2;

Apìdeixh. Apìdeixh tou 1: 'Estw ìti dÐdetai ε > 0. Jètoume ε′ = ε/2 > 0. AfoÔ
lim an = a kai lim bn = b up�rqoun n1, n2 tètoia ¸ste |an − a| < ε′, ∀n ≥ n1 kai
|bn− b| < ε′, ∀n ≥ n2. Epilègoume n0 = mègisto(n1, n2). Tìte |(an + bn)− (a+ b)| =
|(an − a) + (bn − b)| ≤ |an − a|+ |bn − b| < ε′ + ε′ = ε, ∀n ≥ n0.

Apìdeixh tou 2: An�logh me aut  tou 1.
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Apìdeixh tou 3: AfoÔ h akoloujÐa (an) eÐnai sugklÐnousa ja eÐnai fragmènh, bl.
je¸rhma 1. Up�rqei epomènwc pragmatikìc arijmìc M > 0 tètoioc ¸ste |an| ≤
M, ∀n ∈ N. 'Estw t¸ra ìti dÐdetai ε > 0. Jètoume ε1 = ε

2(|b|+1) > 0 kai ε2 = ε
2M > 0.

AfoÔ lim an = a kai lim bn = b up�rqoun n1, n2 tètoia ¸ste |an − a| < ε1, ∀n ≥ n1

kai |bn − b| < ε2, ∀n ≥ n2. Epilègoume n0 = mègisto(n1, n2). Tìte |(anbn)− (ab)| =
|(anbn − anb + anb − ab| = |b(an − a) + an(bn − b)| ≤ |b||an − a| + |an||bn − b| <
|b| ε

2(|b|+1) + M ε
2M < ε

2 + ε
2 = ε, ∀n ≥ n0.

Apìdeixh tou 4: ArkeÐ na apodeÐxoume to er¸thma sthn eidik  perÐptwsh ìpou an = 1,
dhlad  ìti lim 1

bn
= 1

b . H apìdeixh thc genik c perÐptwshc eÐnai sunèpeia thc eidik c

perÐptwshc kai thc perÐptwshc 3: pr�gmati, an
bn

= an
1
bn

kai epomènwc lim an
bn

= a1
b =

a
b . Gia thn apìdeixh thc eidik c perÐptwshc qrhsimopoioÔme thn ex c parat rhsh, h
apìdeixh thc opoÐac sun�getai apì aut� pou anafèrontai sthn shmeÐwsh 4: up�rqei

fusikìc n1 me thn idiìthta bn > |b|
2 , ∀n ≥ n1. 'Estw t¸ra ìti dÐdetai ε > 0.

Jètoume ε′ = |b|2
2 ε > 0 (diìti b 6= 0). AfoÔ lim bn = b up�rqei n2 tètoio ¸ste

|bn − b| < ε′, ∀n ≥ n2. Epilègoume n0 = mègisto(n1, n2). Tìte | 1
bn
− 1

b | = |bn−b|
|bnb| =

||bn − b| 1
|bn|

1
|b| < ε′ 2

|b|
1
|b| = ε, ∀n ≥ n0.

Je¸rhma 3. Estw (an) akoloujÐa me an ≥ 0,∀n ∈ N. Upojètoume ìti h (an)
sugklÐnei ston arijmì c. Tìte lim

√
an =

√
c .

Apìdeixh. ParathroÔme pr¸ta ìti c ≥ 0, bl. 5, kai epomènwc h tetragwnik  rÐza√
c mporeÐ na orisjeÐ stouc pragmatikoÔc. ApodeiknÔoume thn prìtash pr¸ta gia thn

perÐptwsh c = 0 efarmìzontac ton orismì tou orÐou. Estw ìti dÐdetai ε > 0. Jètoume
ε′ = ε2 > 0. AfoÔ lim an = 0 up�rqei ènac fusikìc n0 tètoioc ¸ste |an| = an <
ε′ = ε2, ∀n ≥ n0. Sunep¸c, gia to Ðdio n0 ja èqoume ìti

√
an <

√
ε2 = ε, ∀n ≥ n0.

ApodeiknÔoume t¸ra thn prìtash gia thn perÐptwsh c 6= 0. Estw ìti dÐdetai ε > 0.
Jètoume ε′ = ε

√
c > 0. AfoÔ lim an = c up�rqei ènac fusikìc n0 tètoioc ¸ste

|an − c| =< ε′, ∀n ≥ n0. 'Eqoume |an − c| = (|√an −
√

c|)(√an +
√

c) sunep¸c

|√an −
√

c| = |an−c|√
an+

√
c
≤ |an−c|√

c
< ε′√

c
= ε, ∀n ≥ n0.

Par�deigma 12. GnwrÐzoume ìti lim 1
n = 0 sunep¸c lim 1√

n
=
√

0 = 0.

Je¸rhma 4 (Egkibwtismìc). 'Estw (an), (bn) (cn) akoloujÐec pou sundèontai me
thn sqèsh an ≤ bn ≤ cn, ∀n ≥ N , ìpou N k�poioc fusikìc arijmìc. 'Estw, epÐshc,
ìti lim an = l = lim cn. Tìte lim bn = l.

Apìdeixh. 'Estw ìti dÐdetai ε > 0. AfoÔ lim an = l kai lim cn = l up�rqoun n1, n2

tètoia ¸ste |an − l| < ε, ∀n ≥ n1 kai |cn − l| < ε, ∀n ≥ n2. Epomènwc l − ε <
an, ∀n ≥ n1 kai cn < l + ε, ∀n ≥ n2. Epilègoume n0 = mègisto(N,n1, n2). Tìte
l − ε < an ≤ bn ≤ cn < l + ε, ∀n ≥ n0 kai sunep¸c l − ε < bn < l + ε, ∀n ≥ n0,
dhlad  |bn − l| < ε, ∀n ≥ n0.

Par�deigma 13. lim cos n
n = 0. Pr�gmati, arkeÐ na deÐxoume ìti lim | cos n|

n = 0, bl.
prìtash 3. GnwrÐzoume ìti | cos n| ≤ 1, ∀n ∈ N. 'Eqoume loipìn 0 ≤ | cos n|

n ≤ 1
n .

AfoÔ, lim 0 = 0 kai lim 1
n = 0 sun�goume lim | cos n|

n = 0.
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Gia to epìmeno par�deigma ja qrhsimopoi soume thn mèjodo thc majhmatik c epag-
wg c thn opoÐa sunoyÐzoume parak�tw. H mèjodoc aut  efarmìzetai prokeimènou na
apodeÐxoume ìti mia prìtash, h opoÐa ekfr�zetai me thn bo jeia fusikoÔ arijmoÔ n,
isqÔei gia ìlec -   sqedìn ìlec - tic timèc pou dÔnatai na l�bei o fusikìc arijmìc
n. QrhsimopoioÔme ton sumbolismì P (n) gia na dhl¸soume mi� prìtash h opoÐa ek-
fr�zetai me thn bo jeia fusikoÔ arijmoÔ n.

Mèjodoc majhmatik c epagwg c - pr¸th morf : Estw n0 k�poioc fusikìc arijmìc.
An gia mi� prìtash P (n) isqÔoun ìti

1. H prìtash alhjeÔei gia n = n0.

2. Me thn upìjesh ìti gi� èna n ≥ n0 h P (n) eÐnai alhj c (epagwgik  upìjesh)
mporoÔme na apodeÐxoume ìti h P (n + 1) alhjeÔei.

Tìte h prìtash P (n) alhjeÔei gi� k�je n ≥ n0.

Mèjodoc majhmatik c epagwg c - deÔterh morf : An gia mi� prìtash P (n) isqÔoun
ìti

1. H prìtash alhjeÔei gia n = n0.

2. Me thn upìjesh ìti gi� èna n ≥ n0 h P (n) eÐnai alhj c gi� k�je fusikì k
me n0 ≤ k ≤ n (epagwgik  upìjesh) mporoÔme na apodeÐxoume ìti h P (n + 1)
alhjeÔei.

Tìte h prìtash P (n) alhjeÔei gi� k�je n ≥ n0.

Par�deigma 14. DeÐxte ìti 2n ≥ n2, gia k�je fusikì n ≥ 4. QrhsimopoioÔme thn
pr¸th morf  majhmatik c epagwg c me n0 = 4. H prìtash isqÔei gia n = 4 diìti
24 = 16 = 42. Upojètoume t¸ra ìti h prìtash isqÔei gia ènan fusikì n ≥ 4, dhlad 
2n ≥ n2. ApodeiknÔoume ìti isqÔei gia ton fusikì n + 1, dhlad  ìti 2n+1 ≥ (n + 1)2.
Pr�gmati, 2n+1 = 22n ≥ 2n2 apì thn epagwgik  upìjesh. Apì thn �llh meri� isqÔei
ìti 2n2 ≥ (n + 1)2 gia n ≥ 4 diìti 2n2 ≥ (n + 1)2 ⇐⇒ 2n2 ≥ n2 + 2n + 1 ⇐⇒
n2 − 2n + 1 ≥ 2 ⇐⇒ (n − 1)2 ≥ 2 pou alhjeÔei ìtan n ≥ 3 kai epomènwc kai gia
n ≥ 4.

DÐdoume t¸ra èna deÔtero par�deigma gia to je¸rhma tou egkibwtismoÔ.

Par�deigma 15. lim n
2n = 0. Apì to parap�nw par�deigma 14 èqoume ìti 2n ≥ n2,

gia n ≥ 4 kai �ra 2n

n ≥ n, gia n ≥ 4. Sunep¸c, 0 ≤ n
2n ≤ 1

n , gia n ≥ 4. AfoÔ,
lim 0 = 0 kai lim 1

n = 0 sun�goume ìti lim n
2n = 0. Me an�logo trìpo mporoÔme na

deÐxoume ìti an k0 ènac fusikìc arijmìc tìte lim nk0

2n = 0.

Monìtonec akoloujÐec

Orismìc 8. Estw (an) akoloujÐa. H (an) lègetai aÔxousa (ant. fjÐnousa) an
an+1 ≥ an (ant. an+1 ≤ an ) gia k�je n ∈ N. Mia akoloujÐa lègetai monìtonh an
eÐnai aÔxousa   fjÐnousa.

Parak�tw diatup¸noume to basikì je¸rhma sÔgklishc gia monìtonec akoloujÐec.

10



Je¸rhma 5. Estw (an) mia aÔxousa (ant. fjÐnousa) akoloujÐa pou eÐnai fragmènh
apì p�nw (ant. k�tw). Tìte h (an) eÐnai sugklÐnousa.

H apìdeixh tou parap�nw jewr matoc xefeÔgei apì ta plaÐsia tou maj matoc.
Diaisjhtik� ìmwc mporoÔme na pisjoÔme gia thn al jeia twn parap�nw isqurism¸n.
An gia par�deigma èqw mÐa fragmènh apì p�nw akoloujÐa èstw M èna �nw fr�gma
thc. Tìte oi ìroi thc akoloujÐac suneq¸c aux�noun kai den mporoÔn na uperboÔn to
M . Epomènwc ja prèpei na sugkentr¸nontai se k�poion arijmì (≤ M) o opoÐoc ja
eÐnai kai to ìrio thc akoloujÐac. To je¸rhma autì eÐnai qarakthristik  perÐptwsh
majhmatikoÔ isqurismoÔ ìpou apodeiknÔetai h Ôparxh enìc pr�gmatoc qwrÐc na dÐdetai
trìpoc kataskeu c tou. Epomènwc me to parap�nw je¸rhma mporoÔme na apodeÐxoume
ìti mia akoloujÐa eÐnai sugklÐnousa qwrÐc - p�nta - na mporoÔme na prosdiorÐsoume
to ìriì thc.

Par�deigma 16. 'Estw c pragmatikìc arijmìc me 0 ≤ c <≤ 1 kai orÐzoume thn
akoloujÐa (an) me an = cn. Me to parap�nw je¸rhma mporoÔme na deÐxoume eÔkola
ìti h akoloujÐa sugklÐnei. Pr�gmati eÐnai fragmènh apì k�tw (p.q. èna k�tw fr�gma
thc eÐnai to mhdèn) kai, epÐshc, eÐnai fjÐnousa: pr�gmati 0 ≤ c ≤ 1 =⇒ cn+1 ≤ cn =⇒
an+1 ≤ an. An ìmwc mac zhthjeÐ na broÔme to ìriì thc ja prèpei na doulèyoume lÐgo
parap�nw. An c = 1 tìte h akoloujÐa eÐnai stajer  kai to ìriì thc eÐnai to 1. An
c = 0 tìte h akoloujÐa eÐnai, epÐshc, stajer  kai to ìriì thc eÐnai to 0. 'Estw loipìn
ìti 0 < c < 1. Tìte deÐqnoume ìti lim an = 0. Pr�gmati èstw ìti dÐdetai ε > 0.
Dialègoume ènan fusikì n0 me thn idiìthta n0 > ln ε

ln c . Shmei¸noume ìti ln c < 0 diìti
0 < c < 1. EpÐshc to ln ε eÐnai ≥ 0 an ε ≥ 1, diaforetik� eÐnai kai autì arnhtikìc
arijmìc. Tìte gia n ≥ n0 ja èqoume |an − 0| < ε ⇐⇒ cn < ε ⇐⇒ n ln c < lnε ⇐⇒
n > ln ε

ln c pou isqÔei. Me an�logo trìpo mporoÔme na apodeÐxoume ìti lim cn = 0 ìtan
−1 < c < 0. Shmei¸noume ìti �n c = −1 tìte h akoloujÐa eÐnai h (−1)n pou ìpwc
èqoume deÐ apoklÐnei. An t¸ra to c > 1   to c < −1 tìte mporoÔme sqetik� eÔkola na
deÐxoume ìti h akoloujÐa (cn) den eÐnai fragmènh epomènwc apoklÐnei, bl. pìrisma 2.
Sumperasmatik� èqoume ìti h akoloujÐa (cn) sugklÐnei sto mhdèn ìtan −1 < c < 1,
sugklÐnei sto 1 ìtan c = 1 kai apoklÐnei gia ìlec tic �llec timèc tou pragmatikoÔ
arijmoÔ c.

Par�deigma 17. DeÐxte ìti h akoloujÐa (an) me an = (1+ 1
n)n sugklÐnei. Gi' aut 

thn �skhsh ja qrhsimopoi soume thn anisìthta tou Bernoulli pou eÐnai h ex c: An x
pragmatikìc arijmìc me x ≥ −1 tìte (1+x)n ≥ 1+nx, gia k�je fusikì n. H apìdeixh
eÐnai me epagwg  sto n. Gia n = 1 isqÔei diìti 1 + x = 1 + x. 'Estw ìti isqÔei gia n,
to deÐqnoume gia n + 1. 'Eqoume, (1 + x)n+1 = (1 + x)(1 + x)n ≥ (1 + x)(1 + nx), apì
epagwgik  upìjesh kai epeid  1+x ≥ 0. 'Omwc, (1+x)(1+nx) = 1+(n+1)x+nx2 ≥
1 + (n + 1)x. Epanerqìmenoi sthn akoloujÐa, ja deÐxoume ìti eÐnai aÔxousa kai
fragmènh. Gia to aÔxousa:

(1 +
1
n

)n ≤ (1 +
1

n + 1
)n+1 ⇐⇒

(1 +
1
n

)−1 ≤ (
1 + 1

n+1

1 + 1
n

)n+1 = (
(n + 1)2 − 1

(n + 1)2
)n+1 ⇐⇒

1− 1
n + 1

≤ (1− 1
(n + 1)2

)n+1,
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pou isqÔei apì thn anisìthta tou Bernoulli gia x = 1
n+1 . Gia na deÐxoume ìti eÐnai

fragmènh, deÐqnoume kat' arq n ìti h akoloujÐa bn me bn = (1+ 1
n)n+1 eÐnai fjÐnousa.

Pr�gmati,

(1 +
1
n

)n+1 ≥ (1 +
1

n + 1
)n+2 ⇐⇒

(
1 + 1

n

1 + 1
n+1

)n+1 ≥ 1 +
1

n + 1
⇐⇒

(1 +
1

(n + 1)2 − 1
)n+1 ≥ 1 +

1
n + 1

.

H teleutaÐa alhjeÔei, diìti apì thn anisìthta tou Bernoulli èqoume

(1 +
1

(n + 1)2 − 1
)n+1 ≥ 1 +

n + 1
(n + 1)2 − 1

≥ 1 +
n + 1

(n + 1)2
= 1 +

1
n + 1

.

'Eqoume t¸ra, gia k�je n ≥ 1 thn anisìthta an+1 = (1 + 1
n+1)n+1 ≤ (1 + 1

n)n+1 =
bn ≤ b1 = 22 = 4. EpÐshc, a1 = 2 < 4 kai epomènwc an ≤ 4 gia k�je n ≥ 1 kai �ra h
(an) eÐnai fragmènh apì p�nw. Sunep¸c, h (an) èqei ìrio, to opoÐo sumbolÐzoume me
e, dhlad 

lim(1 +
1
n

)n = e.

UpakoloujÐec

Orismìc 9. 'Estw ìti dÐdetai mia akoloujÐa (an). Epilègontac mia akoloujÐac (kn)
fusik¸n arijm¸n (dhl. kn ∈ N, gia k�je n ∈ N) me thn idiìthta k1 < k2 < · · · <
kn < · · · , mporoÔme na orÐsoume thn akoloujÐa (a′n) me a′n = akn . AkoloujÐec pou
orÐzontai ìpwc h (a′n) lègontai upakoloujÐec thc (an).

Par�deigma 18. Estw (an) mia akoloujÐa. Sthn akoloujÐa fusik¸n arijm¸n
(k′n) me k′n = 2n + 1 antistoiqeÐ h upakoloujÐa (a′n), me a′n = a2n+1, pou kaleÐtai
upakoloujÐa twn peritt¸n ìrwn. EpÐshc, sthn akoloujÐa fusik¸n arijm¸n (k′′n), me
k′′n = 2n, antistoiqeÐ h upakoloujÐa (a′′n) me a′′n = a2n pou kaleÐtai upakoloujÐa twn
�rtiwn ìrwn. Gia par�deigma, an an = 1

n tìte h upalokoujÐa twn peritt¸n ìrwn
antistoiqeÐ sto a′n = 1

2n+1 kai h akoloujÐa twn �rtiwn ìrwn antistoiqeÐ sto a′′n = 1
2n .

To basikì je¸rhma sqetik� me thn sqèsh akoloujÐac - upakoloujÐac wc proc thn
sÔgklish eÐnai to ex c.

Je¸rhma 6. Estw (an) mia sugklÐnousa akoloujÐa me ìrio ton arijmì c. Tìte kai
k�je upakoloujÐa thc eÐnai sugklÐnousa me to Ðdio ìrio.

Apìdeixh. Estw (a′n) upakoloujÐa thc (an) me a′n = a′kn
. 'Estw ìti dÐdetai ε > 0.

AfoÔ lim an = c up�rqei fusikìc n0 me |an− c| < ε, ∀n ≥ n0. Shmei¸noume ìti afoÔ
k1 < k2 < · · · < kn < · · · ja èqoume k1 ≥ 1, k2 ≥ 2, . . . , kn ≥ n, . . .. Epomènwc gia
k�je n ≥ n0 èqoume |a′n − c| = |akn − c| < ε, diìti kn ≥ kn0 ≥ n0.

To parap�nw je¸rhma to qrhsimopoìume, kurÐwc, gia na apodeÐxoume ìti mia
akoloujÐa apoklÐnei. Gia par�deigma, an broÔme mia upakoloujÐa thc pou apoklÐnei  
an broÔme dÔo upakoloujÐec thc pou sugklÐnoun se diaforetik� ìria tìte, me b�sh to
je¸rhma h akoloujÐa prèpei na apoklÐnei.
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Par�deigma 19. H akoloujÐa (an) me an = (−1)n apoklÐnei diìti h upakoloujÐa
twn peritt¸n ìrwn thc eÐnai h (a′n), me a′n = (−1)2n+1 = −1 pou sugklÐnei sto −1, en¸
h upakoloujÐa twn �rtiwn ìrwn thc eÐnai h (a′′n), me a′′n = (−1)2n = 1 pou sugklÐnei
sto 1.

SÔgklish sto ±∞
Ac jewr soume tic akoloujÐec ((−1)n), (10n). Kai oi dÔo eÐnai apoklÐnousec. Oi
timèc thc pr¸thc enall�ssontai sto 1 kai to −1, epomènwc den sugkentr¸nontai
poujen�. Oi timèc thc deÔterhc ìlo kai aux�noun kai epomènwc mporoÔme na poÔme ìti
sugkentr¸nontai sto +∞. DÐdoume ton parak�tw orismì.

Orismìc 10. H akoloujÐa (an) sugklÐnei sto +∞ (ant. −∞), ìtan isqÔei to ex c:
an dojeÐ ènac opoiosd pote arijmìc M > 0 (ant. M < 0) tìte mporoÔme na broÔme
ènan fusikì n0 me thn idiìthta an > M (ant. an < M) gia k�je n ≥ n0.

Par�deigma 20. H akoloujÐa (10n) sugklÐnei sto +∞ kai h akoloujÐa (−n) sto
−∞.

ShmeÐwsh 7. An h akoloujÐa (an) sugklÐnei sto ±∞ tìte eÐnai apoklÐnousa
akoloujÐa. H (an) eÐnai sugklÐnousa mìnon ìtan èqei ìrio k�poion pragmatikì ar-
ijmì.

SunoyÐzoume parak�tw tic idiìthtec twn akolouji¸n pou sugklÐnoun sto ±∞. To c
sumbolÐzei ènan pragmatikì arijmì. EpÐshc, h èkfrash �aprosdiìristo� shmaÐnei ìti
den mporoÔme na bg�loume sumpèrasma.

1. An lim an = +∞ kai lim bn = c tìte lim(an + bn) = +∞.
p.q. lim(n + 1

n) = +∞.

2. An lim an = +∞ kai lim bn = c tìte lim(anbn) = +∞ an c > 0, −∞ an c < 0
kai aprosdiìristo an c = 0.
p.q. gia to aprosdiìristo: lim(n 1

n) = lim 1 = 1, en¸ lim(n (−1)n

n ) = lim(−1)n

pou den up�rqei.

3. An lim an = +∞ kai lim bn = c tìte lim an
bn

= +∞ an c > 0, −∞ an c < 0 kai
aprosdiìristo an c = 0.
p.q. gia to aprosdiìristo: lim n

1
n

= lim n2 = +∞, en¸ lim n
(−1)n

n

= lim(−1)nn2

pou den up�rqei.

4. An lim an = c kai lim bn = +∞ tìte lim an
bn

= 0.

5. An lim an = ±∞ kai lim bn = ±∞ tìte lim an
bn

eÐnai aprosdiìristo.

p.q. lim n2

n = lim n = +∞, lim −n
n2 = lim −1

n = 0.

6. An lim an = +∞ kai lim bn = +∞ tìte lim(an+bn) = +∞. 'Omwc, lim(an−bn)
eÐnai aprosdiìristo.
p.q. gia to aprosdiìristo: lim(n − n) = lim 0 = 0, lim(n2 − n) = +∞,
lim(n− (n + (−1)n)) = lim−(−1)n pou den up�rqei.
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An�logec idiìthtec isqÔoun kai ìtan to ìrio eÐnai to −∞.

Anadromikèc akoloujÐec

Anadromikèc akoloujÐec lègontai oi akoloujÐec pou o genikìc touc ìroc den dÐdetai
wc èkfrash tou n all� prosdiorÐzetai me anadromikì tÔpo, gia par�deigma wc ex c:

Par�deigma 21. Estw (an) h akoloujÐa me a1 = 1 kai an+1 =
√

2 + an. Parathr -
ste ìti gia mia akoloujÐa pou dÐdetai me autìn ton trìpo, eÐnai eÔkolo na broÔme touc

pr¸touc ìrouc thc, p.q. a2 =
√

2 + a1 =
√

3, a3 =
√

2 + a2 =
√

2 +
√

3, . . ., all�
en gènei eÐnai dÔskolo na ekfr�soume ton genikì ìro an wc proc n. Par' ìla aut�
mporoÔme na melet soume thn parap�nw akoloujÐa wc proc thn sÔgklish. H melèth
basÐzetai sto je¸rhma 5 me to opoÐo af' enìc exasfalÐzoune thn Ôparxh tou orÐou kai
af' etèrou mporoÔme na to upologÐsoume. 'Etsi gia thn parap�nw akoloujÐa douleÔ-
oume wc ex c:
B ma 1: ParathroÔme ìti h akoloujÐa eÐnai kala orismènh diìti an > 0 gia k�je n ≥ 1.
Autì mporoÔme na to apodeÐxoume me epagwg : Gia n = 1 isqÔei diìti a1 = 1 > 0.
Estw ìti isqÔei gia n to apodeiknÔoume gia n + 1. 'Eqoume, an > 0 �ra 2 + an > 0
kai epomènwc

√
2 + an = an+1 > 0.

B ma 2: DeÐqnoume ìti eÐnai aÔxousa, dhl. ìti an+1 ≥ an, ∀n. P�li k�noume qr sh
epagwg c. Gia n = 1 isqÔei diìti a2 =

√
3 ≥ 1 = a1. 'Estw ìti isqÔei gia n, dhl. èstw

ìti an+1 ≥ an. Ja to deÐxoume gia n + 1, dhlad  deÐqnoume ìti an+2 ≥ an+1. 'Eqoume
an+2 ≥ an+1 ⇐⇒

√
2 + an+1 ≥

√
2 + an ⇐⇒ 2 + an+1 ≥ 2 + an ⇐⇒ an+1 ≥ an, pou

isqÔei apì thn epagwgik  upìjesh.
B ma 3: H akoloujÐa eÐnai fragmènh apì p�nw. DeÐqnoume me epagwg  ìti an ≤ 2.
Gia n = 1 isqÔei diìti a1 = 1 ≤ 2. 'Estw ìti isqÔei gia n, dhl. èstw ìti
an ≤ 2, deÐqnoume ìti isqÔei gia n + 1 dhl. ìti an+1 ≤ 2. Pr�gmati èqoume,
an+1 =

√
2 + an ≤

√
2 + 2 =

√
4 = 2, apì thn epagwgik  upìjesh. Sunep¸c apì to

je¸rhma 5 h akoloujÐa sugklÐnei.
B ma 4: 'Estw loipìn lim an = c, gia k�poion pragmatikì arijmì c. O anadromikìc
tÔpoc pou orÐzei thn akoloujÐa eÐnai o an+1 =

√
2 + an. Epomènwc, an ton jew-

r soume wc isìthta akolouji¸n èqoume ìti h arister  akoloujÐa eÐnai h (a′n) me
a′n = an+1 kai epomènwc apì thn prìtash 2 èqoume ìti lim a′n = c. Apì thn �llh,
h dexi� akoloujÐa eÐnai h (bn) me bn =

√
2 + an. 'Eqoume ìti lim 2 + an = 2 + c kai

epomènwc, apì to je¸rhma 3, èqoume ìti lim bn =
√

2 + c. Epomenwc ja èqoume ìti
c =

√
2 + c =⇒ c2 = 2 + c =⇒ c2 − c− 2 = 0 =⇒ c = −1   c = 2. 'Omwc, afoÔ ìpwc

deÐxame ìloi oi ìroi thc akoloujÐa eÐnai jetikoÐ, to ìrio den mporeÐ na eÐnai to −1 kai
sunep¸c lim an = 2.

Par�deigma 22. 'Estw c ènac pragmatikìc arijmìc me 0 < c < 1 kai èstw (an)
h akoloujÐa me a1 = c kai an+1 = c(1 + an). Tìte douleÔontac ìpwc parap�nw
mporoÔme na deÐxoume me epagwg  ìti 1) h (an) eÐnai aÔxousa: èqoume a2 = c(1 +
c) = c + c2 ≥ c = a1, �ra isqÔei gia n = 1. 'Estw ìti isqÔei gia n dhl. ìti
an+1 ≥ an to deÐqnoume gia n+1: pr�gmati, an+2 = c(1+an+1) kai an+1 = c(1+an)
sunep¸c, an+2 ≥ an+1 ⇐⇒ c(1 + an+1) ≥ c(1 + an) ⇐⇒ an+1 ≥ an pou isqÔei apì
epagwgik  upìjesh. 2) h (an) eÐnai fragmènh apì p�nw: deÐqnoume ìti an ≤ c

1−c , ∀n.
Pr�gmati, a1 = c ≤ c

1−c diìti 0 < 1 − c < 1. 'Estw ìti an ≤ c
1−c tìte an+1 =

c(1 + an) ≤ c(1 + c
1−c) = c

1−c . Epomènwc, h (an) wc aÔxousa kai fragmènh apì
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p�nw èqei ìrio kai èstw loipìn lim an = l. Tìte apì ton anadromikì tÔpo ja prèpei
l = c(1 + l) =⇒ l(1− c) = c =⇒ l = c

1−c , dhlad  lim an = c
1−c .

To ìrio thc parap�nw akloujÐac mporeÐ na brejeÐ kai me diaforetikì trìpo. Sthn
sugkekrimènh perÐptwsh, o anadromikìc tÔpoc pou orÐzei thn akoloujÐa eÐnai sqetik�
aplìc kai èqoume thn dunatìthta na ekfr�soume ton genikì ìro an thc akoloujÐac
wc proc n. Pr�gmati, mporoÔme na deÐxoume me epagwg  ìti an = c + c2 + · · · + cn:
gia n = 1 èqoume a1 = c kai �ra isqÔei. 'Estw ìti an = c + c2 + · · ·+ cn tìte èqoume
an+1 = c(1 + an) = c(1 + c + c2 + · · ·+ cn) kai epomènwc an+1 = c + c2 + · · ·+ cn+1.
Apì thn �llh meri�, èqoume ìti

c + c2 + · · ·+ cn = c(1 + c + · · ·+ cn−1) = c
1− cn

1− c
.

H parap�nw isìthta, sthrÐzetai sthn tautìthta 1− xn = (1− x)(1 + x + · · ·+ xn−1)
kai �ra, ìtan x 6= 1, èqoume ìti 1+x+ · · ·+xn−1 = 1−xn

1−x . Pollaplasi�zontac ta dÔo

mèlh thc isìthtac me x paÐrnoume to zhtoÔmeno. Sunep¸c, lim an = lim c 1−cn

1−c = c
1−c

diìti lim cn = 0, afoÔ 0 < c < 1, bl. par�deigma 16.
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