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ΑΣΚΗΣΕΙΣ #1

Πρόβλημα 1. α) Δείξτε ότι το
√

5 ∈ R είναι αλγεβρικό |Q και βρείτε το ελάχιστο
πολυώνυμό του Irr(

√
5,Q).

β) Δείξτε ότι το −1 +
√

5 ∈ R είναι αλγεβρικό |Q και βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμό
του Irr(−1 +

√
5,Q).

γ) Δείξτε ότι το

√
1 +
√

5 ∈ R είναι αλγεβρικό |Q και βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμό
του Irr(

√
1 +
√

5,Q).
δ) Δείξτε ότι το

7
√

5 ∈ R είναι αλγεβρικό |Q και βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμό του
Irr( 7
√

5,Q).

Πρόβλημα 2. ΄Εστω F ≤ K ≤ L και a ∈ L.
΄Εχουμε δεί στην θεωρία ότι αν το a είναι αλγεβρικό |F τότε είναι και αλγεβρικό |K.
Ποιά είναι η σχέση τού Irr(a, F ) με το Irr(a,K);

Πρόβλημα 3. α) ΄Εστω p πρώτος και έστω f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ Z[x]

με p - an. Ορίζουμε ως f(x) = ā0 + ā1x + · · ·+ ānx
n ∈ Zp[x]. Δείξτε ότι αν το f(x)

είναι ανάγωγο στο Zp[x] τότε το f(x) είναι ανάγωγο στο Z[x] (και επομένως και στο
Q[x]).
β) Δείξτε ότι το παρακάτω πολυώνυμο τού Q[x] είναι ανάγωγο:
x3 + 2x + 1.

Πρόβλημα 4. ΄Εστω K ένα σώμα. Δείξτε ότι ο δακτύλιος K[x] περιέχει ά-
πειρο πλήθος αναγώγων πολυωνύμων.

Πρόβλημα 5. Δείξτε ότι ο δακτύλιος Q[
√

1 +
√

3] είναι σώμα και βρείτε την
διάστασή του ως διανυσματικού χώρου |Q.

Πρόβλημα 6. α) Δείξτε ότι το πολυώνυμο f(x) = x3 + 2x + 2 είναι ανά-
γωγο πολυώνυμο τού Q[x].
β) Ως πολυώνυμο περιτού βαθμού έχει μια πραγματική ρίζα, έστω a. Εκφράστε το
1

1−a ως στοιχείο τού Q[a].

Πρόβλημα 7. Δείξτε ότι το πολυώνυμο f(x) = xn + 1 ∈ Q[x] είναι ανάγω-
γο αν και μόνον αν n = 2kγια κάποιον ακέραιο k ≥ 0.

Πρόβλημα 8. α) ΄Εστω a, b ∈ C με a 6= ±b και a2, b2 ∈ Q. Δείξτε ότι
Q(a, b) = Q(a + b).
β) Βρείτε τον βαθμό [Q[

√
5,
√

7] : Q].
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