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ÁÓÊÇÓÅÉÓ #6

Áóêçóç 1.¸óôù V äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò åöïäéáóìÝíïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï
<;>. Äåßîôå üôé áí < u;w >= 0 ôüôå ||u + w||2 = ||u||2 + ||w||2.

Áóêçóç 2. á) Äåßîôå üôé ôá äéáíýóìáôá v1 = 1
2 < 1 + i; 1− i; 0 >; v2 = 1

2 <
1; i; 1 − i >; v3 = 1

2 < 1; i;−1 + i > áðïôåëïýí ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïý C3

ùò ðñïò ôï êáíïíéêü åóùôåñéêü ãéíüìåíï < v;w >= vw̄T .
â) ÅêöñÜóôå ôï äéÜíõóìá v =< i; 2;−3 > ùò ðñïò ôçí ðáñáðÜíù âÜóç.

Áóêçóç 3. Âñåßôå Ýíáí ìïíáäéáßï 3 × 3 ðßíáêá ôïý M3(C) ìå ðñþôç óôÞëç
ôï äéÜíõóìá < 1; i;−2 >.

Áóêçóç 4. Èåùñïýìå ôïí ÷þñï R4 åöïäéáóìÝíï ìå ôï êáíïíéêü åóùôåñéêü
ãéíüìåíï < v;w >= vwT . ¸óôù W ï õðü÷ùñïò ôïý R4 ðïõ ðáñÜãåôáé áðü
ôá äéáíýóìáôá < 1; 2;−1; 0 > êáé < 0; 2; 0;−1 >. Âñåßôå ôïí V ⊥.

Áóêçóç 5. Èåùñïýìå ôïí äéáíõóìáôéêü ÷þñï Mn(C) ôùí n× n ðéíÜêùí ìå

óôïé÷åßá óôïõò ìéãáäéêïýò. Äåßîôå üôé ôï< A;B >= tr(AB∗), üðïõ B∗ = B
T

êáé tr=ôï ß÷íïò, ïñßæåé åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí ÷þñï Mn(C).

Áóêçóç 6. ¸óôù A ∈Mn(C). Äåéîôå üôé detA∗ = detA.

Áóêçóç 7. ¸óôù Á ∈Mn(C) Ýíáò ìïíáäéáßïò ðßíáêáò.
á) Áí � åßíáé éäéïôéìÞ ôïý Á äåßîôå üôé êáé ôï 1=�̄ åßíáé éäéïôéìÞ ôïý Á.
â) Äåßîôå üôé |detA| = 1.

Áóêçóç 8. Èåùñïýìå ôïí äéáíõóìáôéêü ÷þñï Mn(C) åöïäéáóìÝíï ìå ôï
åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôÞò Üóêçóçò 5. ¸óôù W o õðü÷ùñïò ôùí äéáãþíéùí
ðéíÜêùí. Âñåßôå ôï W⊥.

Áóêçóç 9. ¸óôù Á =
[

1 i
i 1

]
.

á) Äåßîôå üôé ï A åßíáé êáíïíéêüò ðßíáêáò
â) Âñåßôå ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïý C2 ðïõ íá áðïôåëåßôáé áðü éäéïäéáíýóìáôá
ôïý Á.

Áóêçóç 10. ¸óôù Á =
[

2 1 + i
1− i 3

]
.

á) Äåßîôå üôé ï A åßíáé êáíïíéêüò ðßíáêáò
â) ÃñÜøôå ôïí Á ùò Á = PDP−1, üðïõ D äéáãþíéïò êáé P ìïíáäéáßïò.



Áóêçóç 11. Áí A ∈Mn(C) åßíáé Ýíáò êáíïíéêüò êáé ìçäåíïäýíáìïò ðßíáêáò
ôüôå ðïéüò åßíáé ï Á?

Áóêçóç 12. Èåùñïýìå ôïí ÷þñï R[x]≤3 ôùí ðïëõùíýìùí ìå ðñáãìáôéêïýò
óõíôåëåóôÝò êáé âáèìïý Ýùò 3.
á) Äåßîôå üôé ôï < p(x); q(x) >=

∫ 1
0 p(x)q(x) dx ïñßæåé åóùôåñéêü ãéíüìåíï

óôïí R[x]≤3.
â) Åöáñìüóôå ôïí áëãüñéèìï Gram-Schmidt óôçí âÜóç < 1; x; x2; x3 > ãéá
íá âñåßôå ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïý ÷þñïõ.
ã) ¸óôù W ï ãñáììéêüò õðü÷ùñïò ôùí óôáèåñþí ðïëõùíýìùí. Âñåßôå ôï
W⊥.

Áóêçóç 13. Èåùñïýìå ôïí ÷þñï Cn åöïäéáóìÝíï ìå ôï êáíïíéêü åóùôåñéêü
ãéíüìåíï < v;w >= vw̄T . ¸óôù W Ýíáò ãñáììéêüò õðü÷ùñïò ôïý ÷þñïõ
Cn. Èåùñïýìå ôçí äéÜóðáóç Cn = W ⊕W⊥. Áí v ∈ Cn ôüôå ôï v ãÜöåôáé
ìïíáäéêÜ ùò v = w + w′ ìå w ∈ W , w′ ∈ W⊥. Oñßæïõìå � : Cn → Cn ùò
�(v) = w − w′.
á) Äåßîôå üôé ç � åßíáé ãñáììéêüò éóïìïñöéóìüò.
â) ¸óôù Á ï ðßíáêáò ôÞò � ùò ðñïò ôçí êáíïíéêÞ âÜóç. Äåßîôå üôé ï Á åßíáé
åñìçôéáíüò êáé ìïíáäéáßïò.

Áóêçóç 14. ¸óôù V Ýíáò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò
ðÜíù áðü ôï C åöïäéáóìÝíïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé ÝóôùW Ýíáò õðü÷ùñüò
ôïõ. ¸óôù < w1; : : : ; wk > ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïý W . Ãéá êÜèå v ∈ V
ïñßæïõìå �W (v) =

∑
k

i=1 < v;wi > wi.
á) Äåßîôå üôé �W (v) áíÞêåé óôïí W êáé üôé v − �w(v) áíÞêåé óôïí W⊥.
â) Äåßîôå üôé ôï �W (v) åßíáé ôï ìïíáäéêü óçìåßï ôïý W ìå ôçí éäéüôçôá üôé
||v − �W (v)|| = infw∈W ||v − w||.


