
JEWRIA DAKTULIWN - EARINO EXAMHNO 2005-06
ASKHSEIS #3

Prìblhma 1. a) Up�rqei, mh mhdenikìc, omomorfismìc daktulÐwn apì to s¸ma Q
twn rht¸n ston daktÔlio Z twn akeraÐwn?
b) Up�rqei isomorfismìc daktulÐwn apì ton daktÔlio 2Z ston daktÔlio 3Z?

Prìblhma 2. BreÐte ta pr¸ta kai ta mègista ide¸dh toÔ daktulÐou Z12.

Prìblhma 3. Estw R antimetajetikìc daktÔlioc me monadiaÐo stoiqeÐo.
DeÐxte ìti an to I eÐnai pr¸to ide¸dec tètoio ¸ste o daktÔlioc phlÐkwn R/I na èqei
peperasmèna stoiqeÐa, tìte to I eÐnai mègisto ide¸dec.

Prìblhma 4. Estw C([0, 1]) to sÔnolo twn suneq¸n sunart sewn apì to
di�sthma [0, 1] me timèc stouc pragmatikoÔc arijmoÔc.
a) DeÐxte ìti to C([0, 1]) eÐnai daktÔlioc me pr�xeic thn prìsjesh kai ton pollaplasi-
asmì sunart sewn.
b) Estw γ ∈ [0, 1]. DeÐxte ìti to Mγ = {f(x) ∈ C([0, 1]), f(γ) = 0} eÐnai mègisto
ide¸dec toÔ daktulÐou C([0, 1]). (Upìdeixh: Qrhsimopoi sate ton omomorfismì
daktulÐwn φ : C([0, 1]) −→ R pou orÐzetai wc φ(f) = f(γ)).
g) DeÐxte ìti an I eÐnai èna mègisto ide¸dec toÔ C([0, 1]) tìte I = Mγ , gi� k�poio
γ ∈ [0, 1]. (Upìdeixh: An ìqi, tìte gia k�je γ ∈ [0, 1] up�rqei fγ ∈ I me fγ(γ) 6= 0.
Tìte, lìgw sunèqeiac up�rqei kai anoikt  perioq  Uγ toÔ γ sthn opoÐa h fγ den
mhdenÐzetai. Lìgw sumpageiac, up�rqei peperasmènh k�luyh toÔ [0, 1] apì tètoiec
perioqèc, èstw Uγ1 , . . . , Uγn . Jewr¸ntac tic antÐstoiqec sunart seic fγ1 , . . . , fγn

kataskeu�ste tìte èna antistrèyimo stoiqeÐo to opoÐo an kei sto ide¸dec I.)

Prìblhma 5. Estw n = pa1
1 · · · pak

k h an�lush toÔ fusikoÔ arijmoÔ n se
pr¸touc arijmoÔc. DeÐxte ìti < n >=< pa1

1 > ∩ · · · ∩ < pak
k >.

Prìblhma 6. Estw φ : R −→ S epimorfismìc daktulÐwn kai èstw I ide¸dec toÔ
R.
a) DeÐxte ìti to φ(I) eÐnai ide¸dec toÔ S.
b) Estw kerφ ⊆ I. DeÐxte ìti to I eÐnai pr¸to ide¸dec toÔ R e�n kai mìnon e�n to
φ(I) eÐnai pr¸to ide¸dec toÔ S.

Prìblhma 7. a) DeÐxte ìti to ide¸dec < x > den eÐnai mègisto ide¸dec
toÔ daktulÐou Z[x].
b) DeÐxte ìti to ide¸dec < x + 1, 5 > eÐnai mègisto ide¸dec toÔ daktulÐou Z[x].

Prìblhma 8. Estw I =< x4 + x, 5mod6x2 > ide¸dec toÔ daktulÐou Z6[x].
a) DeÐxte ìti I 6= Z6[x].
b) DeÐxte ìti to I eÐnai kÔrio ide¸dec toÔ Z6[x].
g) DeÐxte ìti to I den eÐnai mègisto ide¸dec toÔ Z6[x].
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Prìblhma 9. DeÐxte ìti to sÔnolo twn mhdenodÔnamwn stoiqeÐwn enìc an-
timetajetikoÔ daktulÐou (bl. prìblhma 8, full�dio 1) eÐnai ide¸dec.

Prìblhma 10. 'Estw p ènac pr¸toc arijmìc. DeÐxte ìti h apeikìnish
φ : Zp −→ Zp pou orÐzetai wc φ(amodp) = apmodp eÐnai omomorfismìc daktulÐwn.
BreÐte thn eikìna kai ton pur na tou.

Prìblhma 11. Poi� apì ta parak�tw eÐnai s¸mata?
a) Q/ < x2 − 5x + 6 >
b) Q/ < x2 − 6x + 6 >
g) R/ < x2 − 6x + 6 >
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