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Se autì to ergast rio, ìlec oi apodeÐxeic prèpei na gÐnoun me epagwg .

1: DeÐxte ìti, gia k�je akèraio n ≥ 1, 2n < 3n.

2: DeÐxte ìti, gia k�je akèraio n ≥ 0, to 3 diaireÐ ton akèraio n3 − n.

UpodeÐxeic: A. To 3 diaireÐ ton akèraio m akrib¸c ìtan to m gr�fetai wc m = 3k me k akèraio. B. (a+b)3 =
a3 + 3a2b + 3ab2 + b3.

3: Sto Prigkhp�to thc TritopentolandÐac, to nìmisma eÐnai to Tritopèntio (TP), pou kukloforoÔse se kèrmata
tou enìc, trÐa, kai pènte TP, mèqri pou o PrÐgkhpac thc TritopentolandÐac kat�rghse to kèrma tou 1 TP, epeid 
den tou �rese to profÐl tou se autì to kèrma.

DeÐxte ìti oi TritopentolandoÐ mporoÔn na plhr¸soun akrib¸c, mìno me kèrmata, k�je akèraio posì pou eÐnai
toul�qiston 8 TP.

Upìdeixh: Epagwgik�, jewroÔme gnwst  thn an�lush tou n se m kèrmata twn 3 kai k kèrmata twn 5. Ja
tropopoi soume aut  thn an�lush gia na analÔsoume to n+ 1. Dedomènou n = 3m+ 5k, diakrÐnoume peript¸seic
wc ex c: H pr¸th perÐptwsh eÐnai k ≥ 1, kai h deÔterh eÐnai k = 0. Sthn pr¸th perÐptwsh, antikatast ste èna
kèrma twn 5 me dÔo kèrmata twn 3. Sthn deÔterh perÐptwsh, jumhjeÐte ìti n ≥ 8.

4: DeÐxte ìti k�je akèraioc n ≥ 1 gr�fetai wc �jroisma diaforetik¸n (akeraÐwn )dun�mewn tou 2. (ParadeÐgmata:
1 = 20, 2 = 21, 3 = 21 + 20, 4 = 22, 5 = 22 + 20, 6 = 22 + 21, 7 = 22 + 21 + 20.)

UpodeÐxeic: A. Pl rhc epagwg . B. ShmasÐa èqei to an o n eÐnai �rtioc   ìqi. G. ArkeÐ na gr�yete th lÔsh
{me lìgia} (den eÐnai apataÐthto na gr�yete {me sÔmbola} ti shmaÐnei {�jroisma diaforetik¸n dun�mewn tou 2}).

5: BreÐte to l�joc sthn parak�tw apìdeixh, ìpou ja apodeÐxw ìti ìla ta �loga èqoun to Ðdio qr¸ma:

ArkeÐ na deÐxw ìti, gia k�je akèraio n ≥ 1, opoiod pote sÔnolo alìgwn A = {a1, a2, . . . , an} kai an dialèxw, ìla
ta �loga sto A èqoun to Ðdio qr¸ma. H apìdeixh ja gÐnei me epagwg  sto n.

B�sh thc epagwg c: Prèpei na apodeÐxw ìti ìla ta �loga sto {a1} èqoun to Ðdio qr¸ma. Autì eÐnai profanèc.

Epagwgik  Upìjesh: Gia k�poio akèraio n ≥ 1, upojètw ìti, opoiod pote sÔnolo alìgwn A = {a1, a2, . . . , an}
kai an dialèxw, ìla ta �loga sto A èqoun to Ðdio qr¸ma.

Epagwgikì B ma: 'Estw A′ = {a1, a2, . . . , an, an+1} èna sÔnolo alìgwn. ArkeÐ na deÐxw ìti ìla ta �loga sto A′

èqoun to Ðdio qr¸ma.

'Estw A′′ = {a1, a2, . . . , an}, kai A′′′ = {a2, a3, . . . , an+1}. Apì thn epagwgik  upìjesh, h pr¸th om�da alìgwn
(ta �loga sto A′′) èqoun to Ðdio qr¸ma. ParomoÐwc, efarmìzontac thn epagwgik  upìjesh sto A′′′, h deÔterh
om�da alìgwn apoteleÐtai kai aut  apì �loga idÐou qr¸matoc. AfoÔ up�rqoun �loga pou an koun kai stic duo
om�dec, to qr¸ma twn alìgwn sthn pr¸th om�da eÐnai to Ðdio me to qr¸ma twn alìgwn sthn deÔterh om�da,
dhlad  ta a1, a2, . . . , an, an+1 èqoun Ðdio qr¸ma, kai h apìdeixh oloklhr¸jhke.

Sqìlio: Autì to prìblhma eÐnai akìma pio diaskedastikì sta agglik�, ìpou h fr�sh {autì eÐnai �logo me
diaforetikì qr¸ma} (that is a horse of a different color) shmaÐnei {aut  eÐnai entel¸c diaforetik  perÐptwsh}.


