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Se autì to ergast rio κ, λ, µ sumbolÐzoun plhjikoÔc arijmoÔc. Ta parak�tw mporeÐte na ta jewreÐte gnwst�:

K�je sÔnolo A èqei èna plhjikì arijmì κ (sumbolismìc: |A| = κ). Antistrìfwc, k�je plhjikìc arijmìc κ eÐnai
o plhjikìc arijmìc k�poiou sunìlou A. Dedomènwn duo plhjik¸n arijm¸n, isqÔei p�nta ìti k�poioc apì touc
duo eÐnai mikrìteroc   Ðsoc apì ton �llo. Up�rqei mia èna-proc-èna sun�rthsh apì to A sto B akrib¸c ìtan
|A| ≤ |B|, to opoÐo isqÔei akrib¸c ìtan up�rqei mia epÐ sun�rthsh apì to B sto A. H isìthta κ = λ isqÔei
akrib¸c ìtan isqÔoun kai oi duo anisìthtec κ ≤ λ kai λ ≤ κ. H metabatik  idiìthta isqÔei, dhlad  an κ ≤ λ kai
λ ≤ µ tìte κ ≤ µ (autì eÐnai mia kal  �skhsh gia to spÐti, m�lista lÔste thn me duo trìpouc, pr¸ta me èna-proc-
èna sunart seic kai met� me epÐ sunart seic). Tèloc, gia k�je jetikì akèraio n, to sÔnolo An := {1, 2, . . . , n}
èqei plhjikì arijmì n, kai to A0 := ∅ èqei plhjikì arijmì n = 0.

1: ApodeÐxte ìti, an A eÐnai to anoiqtì di�sthma (0, 1) kai B eÐnai to anoiqtì di�sthma (3, 7), tìte |A| = |B|.

2: ApodeÐxte ìti, an A eÐnai to anoiqtì di�sthma (0, 1) kai B = [1,∞) tìte |A| = |B|.
Upìdeixh: LÔste to prìblhma autì sugqrìnwc me to prìblhma 3 parak�tw.

3: ApodeÐxte ìti, an A eÐnai to anoiqtì di�sthma (0, 1) kai C eÐnai to di�sthma (0, 1] = A ∪ {1}, tìte |A| = |C|.
Upìdeixh: Me B ìpwc sto prìblhma 2, ta |A| ≤ |C| ≤ |B| eÐnai eÔkola. Gia to |B| ≤ |A|, jewr ste thn
f : B → A me f(x) = 1

2x .

4: Prìsjesh plhjik¸n arijm¸n: Up�rqei p�nta to κ+ λ kai isoÔtai me |A ∪ B|, ìpou κ = |A|, λ = |B|, kai ta
A kai B den èqoun koin� stoiqeÐa.

Jewr¸ntac gnwst� ta parap�nw, apodeÐxte ìti 2 + 3 = 5.

Upìdeixh: Dustuq¸c |A2 ∪ A3| den isoÔtai me 5, pr�gma pou exhgeÐtai apì to ìti ta A = A2 kai B = A3 èqoun
koin� stoiqeÐa. To diorj¸noume all�zontac lÐgo to B. P�rte B = {3, 4, 5}. ApodeÐxte pr¸ta ìti |B| = 3 me to
na apodeÐxete ìti |B| = |A3|.

5: Pollaplasiasmìc plhjik¸n arijm¸n: Up�rqei p�nta to κ ·λ kai isoÔtai me |A×B|, ìpou κ = |A| kai λ = |B|.
Jewr¸ntac gnwst� ta parap�nw, apodeÐxte ìti 2 · 3 = 6.

Upìdeixh: ArkeÐ na deÐxete ìti |A2 ×A3| = |A6|.

6: 'Uywsh se dÔnamh: Up�rqei p�nta to κλ kai isoÔtai me µ, ìpou, an κ = |A| kai λ = |B|, tìte to µ = κλ

orÐzetai wc µ = |C|, me C na eÐnai to sÔnolo twn sunart sewn apì to B sto A.

Jewr¸ntac gnwst� ta parap�nw, apodeÐxte ìti κ2 = κ · κ.
Upìdeixh: 'Estw κ = |A| kai C to sÔnolo twn sunart sewn apì to {1, 2} sto A. ZhteÐtai ìti |C| = |A × A|.
Up�rqei mia {profan c} sun�rthsh φ apì to C sto A×A: An f eÐnai sun�rthsh apì to {1, 2} sto A, poiì eÐnai
to {profanèc} diatetagmèno zeÔgoc φ(f)?

7: Dèn up�rqei mègistoc plhjikìc arijmìc: Sto prìblhma autì ja genikeÔsete th diag¸nia mèjodo tou Cantor
gia na apodeÐxete ìti gia k�je plhjikì arijmì κ up�rqei p�nta k�poioc plhjikìc arijmìc λ pou eÐnai gnhsÐwc
megalÔteroc.

'Estw κ = |A|. P�rte λ = 2κ. ApodeÐxte ìti λ > κ.

Upìdeixh: ArkeÐ na katal xoume se �topo upojètontac ìti λ ≤ κ. 'Estw loipìn φ mia epÐ sun�rthsh apì to A
sto B, ìpou B to sÔnolo twn sunart sewn apì to A sto {1, 2}. Ja katal xoume se �topo me to na deÐxoume
ìti h φ den eÐnai epÐ.

JewroÔme thn ex c f ∈ B: Dedomènou a ∈ A, èstw g = φ(a). 'Ara g(a) ∈ {1, 2}. Jètoume to f(a) na eÐnai to
�llo stoiqeÐo tou {1, 2} (dhlad  f(a) := 1 an g(a) = 2, en¸ an g(a) = 1 tìte orÐzoume f(a) := 2).

Gia na oloklhrwjeÐ h apìdeixh, arkeÐ na deÐxete ìti (ìpoio a ∈ A kai an dialèxw) h f den gr�fetai wc φ(a).


