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M�noc Lud�khc Olokl rwsh thc apìdeixhc tou Jewr matoc 'Uparxhc Prwtarqik¸n Riz¸n mod N

Sthn aÐjousa apodeÐxame to parap�nw je¸rhma, me mia exaÐresh: Isqurist kame ìti gia N = ps, me p perittì
pr¸to kai s jetikì akèraio, up�rqei prwtarqik  rÐza modN , all� to apodeÐxame mìno gia s = 1. 'Ara ta
parak�tw dÔo l mmata oloklhr¸noun thn apìdeixh:

L mma 1: An to γ eÐnai prwtarqik  rÐza mod p, tìte   to γ   to δ = γ + p eÐnai prwtarqik  rÐza mod p2.
(Eidikìtera, afoÔ up�rqei prwtarqik  rÐza mod p, up�rqei kai prwtarqik  rÐza mod p2.)

L mma 2: An to γ eÐnai prwtarqik  rÐza mod p2, tìte eÐnai kai prwtarqik  rÐza mod ps gia k�je akèraio
s ≥ 3. (Eidikìtera, up�rqei prwtarqik  rÐza mod ps.)

DeÐte parak�tw tic apodeÐxeic.

Sac jumÐzw sÔntoma touc duwnumikoÔc suntelestèc
(

n
m

)
gia n = 0, 1, 2, . . . kai m = 0, 1, 2, . . . , n. Gia

par�deigma, (
7
2

)
=

7 · 6
1 · 2

= 21 kai

(
7
3

)
=

7 · 6 · 5
1 · 2 · 3

= 35

kai, genikìtera, (
n

m

)
=
n · (n− 1) · · · (n−m+ 1)

1 · 2 · · ·m

eidikìtera
(
n
1

)
= n,

(
n
n

)
= 1, kai sumfwnoÔme ìti

(
n
0

)
= 1.

Mìno trÐa pr�gmata ja qreiastoÔme gia touc duwnumikoÔc suntelestèc, kai to pr¸to eÐnai polÔ eÔkolo, eÐnai
ìti o

(
p
2

)
eÐnai akèraio pollapl�sio tou p (ennoeÐtai, p perittìc pr¸toc). Pr�gmati, o p eÐnai perittìc, �ra

o p− 1 eÐnai �rtioc, �ra to p−1
2 eÐnai akèraioc. Tèloc,

(
p
2

)
= pp−1

2 .

Ta �lla dÔo jewr mata gia touc duwnumikoÔc suntelestèc eÐnai pio endiafèronta all� den ja ta apodeÐxoume.
To èna eÐnai ìti autoÐ eÐnai akèraioi. To �llo eÐnai to Je¸rhma tou DuwnÔmou, pou lèei

(x+ y)n =
n∑

m=0

(
n

m

)
xn−mym

pou isqÔei gia x, y ∈ R (isqÔei polÔ genikìtera, ìmwc em�c kai mìno to x, y ∈ Z mac arkeÐ).

Apìdeixh tou L mmatoc 1: Sthn perÐptwsh pou to γ eÐnai prwtarqik  rÐza mod p2, den apomènei tÐpota
�llo na deÐxw. ArkeÐ loipìn na exet�sw thn perÐptwsh pou to γ den eÐnai prwtarqik  rÐza mod p2.

'Estw n h t�xh tou γ mod p2. AfoÔ to γ eÐnai prwtarqik  rÐza mod p, h t�xh tou γ mod p eÐnai φ(p) = p− 1
pou shmaÐnei ìti apì ta γ, γ2, . . . , γp−2 kanèna den eÐnai isìtimo me �sso mod p, �ra kai mod p2. Autì lèei ìti
n ≥ p− 1.

IsqurÐzomai ìti p 6 |n kai exhg¸: Me �topo, upojèste loipìn p|n, dhlad  ìti to n eÐnai pollapl�sio tou p.
Xèrw ìti γn ≡ 1 mod p2, �ra kai mod p. 'Ara to n eÐnai kai pollapl�sio thc t�xhc tou γ mod p, dhlad 
tou p− 1. PerÐlhyh: to n eÐnai koinì pollapl�sio twn p, p− 1. 'Ara diaireÐtai me to EKP(p, p− 1) pou eÐnai
to p(p−1) afoÔ MKD(p, p−1) = 1. All� kai h {antÐstrofh diairetìthta} isqÔei, afou h t�xh modN diaireÐ
to φ(N). To telikì sumperasma eÐnai ìti n = p(p− 1), dhlad  n = φ(p2), dhlad  to γ eÐnai prwtarqik  rÐza
mod p2, �topo. Tèloc ex ghshc.

Xèrw loipìn ìti MKD(n, p) = 1 kai ìti n|p(p− 1), �ra n|p− 1 pou, mazÐ me to n ≥ p− 1, lèei ìti n = p− 1.
Eidikìtera γp−1 ≡ 1 mod p2.

Parathr ste ìti, an upojèsw ìti to δ den eÐnai prwtarqik  rÐza mod p2, kai ìti t¸ra to n sumbolÐzei thn
t�xh tou δ mod p2, tìte oi prohgoÔmenec dÔo par�grafoi isqÔoun kai gia to δ sth jèsh tou γ kai deÐqnoun
ìti δp−1 ≡ 1 mod p2. (O lìgoc eÐnai ìti δ ≡ γ mod p �ra kai apì ta δ, δ2, . . . , δp−2 kanèna den eÐnai isìtimo
me �sso mod p, �ra kai mod p2, �ra exakoloujeÐ na isqÔei ìti n ≥ p − 1.) Eg¸ jèlw na apodeÐxw ìti to δ
eÐnai prwtarqik  rÐza mod p2. ArkeÐ loipìn na deÐxw ìti δp−1 6≡ 1 mod p2. Me �topo, upojèste loipìn ìti
δp−1 ≡ 1 mod p2.

Efarmìzw to Je¸rhma tou DuwnÔmou:

δp−1 = (γ + p)p−1 = γp−1 + (p− 1)γp−2p+ �jroisma ìrwn thc morf c {akèraioc epÐ p2}



To sumpèrasma eÐnai ìti to p2 diaireÐ to δp−1 − γp−1 − p(p− 1)γp−2, dhlad  ìti

0 = 1− 1 ≡ δp−1 − γp−1 ≡ p(p− 1)γp−2 mod p2,

dhlad  ìti to p2 diaireÐ to p(p−1)γp−2, dhlad  ìti to p diaireÐ to (p−1)γp−2, �ra (afoÔ to p eÐnai pr¸toc pou
den diaireÐ to p− 1) to p diaireÐ to γp−2, pou eÐnai �topo, afoÔ to γ eÐnai prwtarqik  rÐza mod p, eidikìtera
γ ∈ Up dhlad  MKD(γ, p) = 1.

Apìdeixh tou L mmatoc 2: Mia eÔkolh epagwg  sto s ≥ 2 deÐqnei: arkeÐ na deÐxw ìti to γ eÐnai
prwtarqik  rÐza mod ps+1, upojètontac ìti to γ eÐnai prwtarqik  rÐza mod ps.

Jètw n = ps−1, N = p2n, m = φ(n), kai M = φ(N). Epeid  φ(pt) = pt−1(p− 1) gia k�je jetikì akèraio t,
sumperaÐnw ìti φ(pn) = pm kai ìti M = p2m.

Xèrw ìti to γ eÐnai prwtarqik  rÐza mod pn, dhlad  ìti h t�xh tou γ mod pn eÐnai φ(pn), dhlad  pm, �ra,
afoÔ m < pm, γm 6≡ 1 mod pn. Apì thn �llh, apì to JFE, γm ≡ 1 modn. To telikì sumpèrasma eÐnai ìti
to γm gr�fetai γm = 1 + kn gia k�poio k pou de diaireÐtai me to p.

Jewr ste t¸ra thn t�xh l tou γ modN . IsqÔei γl ≡ 1 modN , �ra kai mod pn (epeid  pn |N), �ra pm | l (epei-
d  h t�xh tou γ mod pn eÐnai pm). EpÐshc l |φ(N) = p2m. PerÐlhyh: ps−1(p− 1) | l | ps(p− 1). Exet�zontac
tic pijanèc paragontopoi seic tou l se pr¸touc, blèpw ìti up�rqoun akrib¸c dÔo tètoiec paragontopoi seic,
h pr¸th dÐnei l = ps−1(p− 1) (aut  thn perÐptwsh ja th lèw perÐptwsh 1), kai h deÔterh dÐnei l = ps(p− 1)
(aut  thn perÐptwsh ja th lèw perÐptwsh 2).

JumhjeÐte eg¸ jèlw na deÐxw ìti to γ eÐnai prwtarqik  rÐza modN , dhlad  ìti h t�xh tou γ modN eÐnai φ(N),
dhlad  ìti brÐskomai sthn perÐptwsh 2. Dhlad  jèlw na deÐxw ìti h perÐptwsh 1 eÐnai adÔnath.

ArkeÐ loipìn na katal xw se �topo, upojètontac ìti γpm ≡ 1 modN . Efarmìzw to Je¸rhma tou DuwnÔmou:

γpm = (1 + kn)p = 1 + pkn+
(
p

2

)
k2n2 + �jroisma ìrwn thc morf c {akèraioc epÐ n3}

Epeid  s ≥ 2, to p diaireÐ to n, �ra to N = p2n diaireÐ to n3. Epeid  to p diaireÐ to
(
p
2

)
, to N diaireÐ

to
(
p
2

)
k2n2. 'Ara, modN , to γpm eÐnai isìtimo me to 1 + pkn, dhlad  to 1 eÐnai isìtimo me to 1 + pkn, dhlad 

to N diaireÐ to pkn, dhlad  to p diaireÐ to k, �topo.


