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Mèroc 1. Genik  TopologÐa.

Oi EukleÐdeioi q¸roi R1,R2,R3, . . ., apìstash, dÐskoi, anoiqt� sÔnola, kai suneqeÐc sunart seic se EukleÐ-
deiouc q¸rouc, (topologikoÐ) q¸roi, diakritoÐ kai tetrimmènoi q¸roi, suneqeÐc sunart seic metaxÔ q¸rwn,
kleist� sÔnola, perioqèc, upìqwroi, metrikoÐ q¸roi, akoloujÐec, omoiomorfismoÐ, b�seic q¸rwn, q¸roc
ginìmeno, xènh ènwsh, q¸roc phlÐko, sump�geia, sump�geia ston Rn, sunektikìthta, sunektikìthta ston R,
kat� drìmouc sunektikìthta, sunektikìthta tou Rn kai tou Rn − {0}.

Mèroc 2. Epif�neiec.

O anoiqtìc n-dÐskoc Dn, o kleistìc n-dÐskoc ∆n, h n-sfaÐra Sn, kampÔlec, epif�neiec, n-pollaplìthtec,
paradeÐgmata, ginìmena. O n-di�statoc probolikìc q¸roc RPn me èmfash stic peript¸seic n = 1 (o RP 1

lègetai kai probolik  eujeÐa) kai n = 2 (o RP 2 lègetai kai probolikì epÐpedo). Kataskeu  tou probolikoÔ
epipèdou apì mia tainÐa tou Möbius kai èna dÐsko. Sunektikì �jroisma epifanei¸n. H epif�neia

Mg = M1]M1] · · · ]M1︸ ︷︷ ︸
g

(M1 = S1 × S1)

gènouc g kai h epif�neia
Nh = N1]N1] · · · ]N1︸ ︷︷ ︸

h

(N1 = RP 2),

diatÔpwsh tou Jewr matoc Kat�taxhc twn Sumpag¸n Epifanei¸n (JKSE), {sÔmbola} kai oi epif�neiec pou
perigr�foun, sÔmbola kai sunektik� ajroÐsmata, h N2 eÐnai h fi�lh K

2 tou Klein,M1]N1
∼= N3, oiMg eÐnai oi

prosanatolÐsimec, kai oi Nh eÐnai oi mh-prosanatolÐsimec, sumpageÐc sunektikèc epif�neiec. Topologik� trÐg-
wna se èna q¸ro, grammik� trÐgwna se èna dianusmatikì q¸ro, trigwniopoÐhsh miac sumpagoÔc epif�neiac. To
pr¸to (apì ta dÔo) b mata sthn apìdeixh thc {Ôparxhc} sto JKSE: an S eÐnai tuqaÐa sumpag c (sunektik )
epif�neia, tìte kataskeu�same èna polÔgwno, kai èna sÔmbolo p�nw se autì to polÔgwno pou perigr�fei
thn S. Olokl rwsh aut c thc apìdeixhc: eÐdame pwc na metatrèyoume to polÔgwno, qwrÐc na allaxei h
epif�neia, all� to sÔmbolo na gÐnei èna {st�ntar} sÔmbolo.

Mèroc 3. H Jemeli¸dhc Om�da.

An f kai g eÐnai suneqeÐc apeikonÐseic apì to q¸ro X sto q¸ro Y , orÐsame ti shmaÐnei {oi f kai g eÐnai
omotopikèc} (sumbolismìc: f ∼ g), eÐdame paradeÐgmata kai eidikìtera th sqèsh me drìmouc ston Y , kai
apodeÐxame ìti h sqèsh ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac. An X kai Y eÐnai q¸roi, orÐsame ti shmaÐnei {oi X kai Y
eÐnai omotopik� isodÔnamoi} (sumbolismìc: X ' Y ), parathr same ìti {topologik� isodÔnamoi ⇒ omotopik�
isodÔnamoi}, kai eÐdame paradeÐgmata pou deÐqnoun ìti to antÐstrofo saf¸c den isqÔei. An σ kai τ eÐnai drìmoi
sto q¸ro X apì to shmeÐo a tou X sto shmeÐo b tou X orÐsame ti shmaÐnei {oi σ kai τ eÐnai dromo-omotopikoÐ}

(sumbolismìc: σ
a,b∼ τ) kai parathr same ìti kai h

a,b∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac. To sÔnolo twn kl�sewn [σ]
aut c thc sqèshc to sumbolÐsame me π(X, a, b) kai me π(X, a) sthn eidik  perÐptwsh pou b = a. OrÐsame ton
pollaplasiasmì drìmwn pou dÐnei, gia [σ] ∈ π(X, a, b) kai [τ ] ∈ π(X, b, c), to ginìmeno [σ][τ ] ∈ π(X, a, c).
ApodeÐxame ìti autì to ginìmeno èqei èna eÐdoc prosetairistik c idiìthtac, èna eÐdoc tautotikoÔ stoiqeÐou,
kai èna eÐdoc antistrìfou, pou, eidikìtera gia a = b = c, k�nei to π(X, a) na eÐnai om�da (me thn ènnoia thc
�lgebrac), h legìmenh jemeli¸dhc om�da tou q¸rou X sto shmeÐo b�shc a. An σ eÐnai drìmoc apì to a sto b,
orÐsame thn apeikìnish σ] : π(X, a)→ π(X, b) kai eÐdame ìti eÐnai isomorfismìc om�dwn.

OrÐsame ti ennooÔme ìtan lème ìti ènac q¸roc X eÐnai apl� sunektikìc, kai apodeÐxame ìti (gia X 6= ∅)
o X eÐnai apl� sunektikìc ⇔ k�je π(X, a, b) eÐnai monosÔnolo. Parathr same ìti autì sumbaÐnei gia k�je
(mh-kenì) kurtì uposÔnolo tou Rn. Eidikìtera d¸same touc pr¸touc mac upologismoÔc tou π(X, a) wc ex c:
Oi jemeli¸deic om�dec ìlwn twn Rn, Dn,∆n (n = 0, 1, 2, . . .) eÐnai tetrimmènec (gia ìla ta pijan� shmeÐa
b�shc). An f : X → X ′ eÐnai tuqaÐa suneq c sun�rthsh (metaxÔ duo tuqaÐwn q¸rwn X kai X ′), kai an
a kai b eÐnai tuqaÐa shmeÐa tou X, orÐsame to f∗ pou eÐnai mia shmantik  sun�rthsh, kai lègetai epagìmenoc



morfismìc. To pedÐo orismoÔ tou f∗ eÐnai to π(X, a, b) kai to pedÐo tim¸n tou eÐnai to π(X ′, a′, b′) ìpou
a′ := f(a) kai b′ := f(b). DeÐte tic selÐdec 69 èwc 72 stic qeirìgrafec shmei¸seic gia ton orismì kai k�poiec
shmantikèc idiìthtec tou epagìmenou morfismoÔ. Diatup¸same to Je¸rhma UpologismoÔ thc Jemeli¸douc
Om�dac tou KÔklou (JUJOK), pou, eidikìtera, eggu�tai ìti h jemeli¸dhc om�da tou kÔklou eÐnai (isìmorfh
me) to Z. EÐdame th diasjhtik  shmasÐa tou JUJOK, eidikìtera th sqèsh me ton {deÐkth strof c} enìc
kleistoÔ drìmou sto R2 gÔrw apì èna shmeÐo, kai me to {bajmì} miac (suneqoÔc) f : S1 → S1. ApodeÐxame to
JUJOK (ta l mmata 1 kai 2 thc di�lexhc antistoiqoÔn sta l mmata I kai II thc selÐdac 52 twn qeirìgrafwn
shmei¸sewn). ApodeÐxame ìti omotopik� isodÔnamoi q¸roi èqoun isìmorfec jemelei¸deic om�dec. Exhg same
sÔntoma pwc apodeiknÔetai h monadikìthta sto JKSE qrhsimopoi¸ntac to ìti oi jemeli¸deic om�dec twn
{st�ntar} epifanei¸n mporoÔn na upologistoÔn wc {om�dec pou dÐnontai apì genn torec kai sqèseic}.


