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Je¸rhma. O ℵ0 eÐnai o mikrìteroc �peiroc plhj�rijmoc.

Apìdeixh. 'Estw x �peiroc plhj�rijmoc, èstw ìti antiproswpeÔetai apì to sÔnolo A. Zht¸ na deÐxw ìti
ℵ0 ≤ x, arkeÐ loipìn na brw a : ω → A pou na eÐnai èna-proc-èna.

Ja qrhsimopoi sw to AxÐwma thc Epilog c. 'Estw loipìn I = {i ∈ P(A) : i 6= ∅}. Dhlad  ta i sto I eÐnai
akrib¸c ta mh-ken� uposÔnola tou A. Jètw t¸ra Bi = i kai qrhsimopoi¸ to AxÐwma thc Epilog c gia na
epilèxw bi ∈ Bi.

'Estw J to sÔnolo twn peperasmènwn uposunìlwn tou A. 'Estw h : J → J h sun�rthsh pou dÐnetai me ton
tÔpo h(C) = C ∪ {b(A\C)} (ìpou A\C eÐnai to sumplhrwmatikì tou C wc proc A).

Gia touc prosektikoÔc: GiatÐ to bi orÐzetai an i = A\C? IsodÔnama: GiatÐ autì to i zei sto I? Dhlad : GiatÐ
autì to i den eÐnai kenì? Ap�nthsh: Epeid  i = ∅ shmaÐnei A = C pou den gÐnetai afoÔ to A eÐnai �peiro.

OrÐzw anadromik� to peperasmèno uposÔnolo Cn tou A. O orismìc eÐnai: C0 = ∅, kai o anadromikìc tÔpoc
eÐnai Cn+1 = h(Cn).

Parathr ste ìti Cn+1 = Cn ∪ {bi}, ìpou i = A\Cn, eidikìtera Cn ⊆ Cn+1, opìte (eÔkolh epagwg  sto k)
Cn ⊆ Cn+k (gia k�je k ∈ ω). Xèroume ìti ta m ∈ ω me m ≥ n eÐnai akrib¸c ta parap�nw n + k. To telikì
sumpèrasma thc paragr�fou eÐnai ìti h Cn eÐnai aÔxousa akoloujÐa, dhlad  n ≤ m⇒ Cn ⊆ Cm.

T¸ra orÐzw thn akoloujÐa a : ω → A me an = bi ìpou i = A\Cn. Dhlad  Cn+1 = Cn ∪ {an}. Eidikìtera
parathr ste ìti an ∈ Cn+1, en¸, afoÔ to bi epilèqthke na an kei sto Bi = i, eidikìtera to an an kei
sto A\Cn, dhlad  an /∈ Cn.

Exhg¸ t¸ra th diafor� aut c thc {austhr c} apìdeixhc apì thn {idèa thc apìdeixhc} pou èdwsa sthn aÐjousa.
H diafor� ed¸ eÐnai ìti elègqoume {ousiastik� me k�je leptomèreia} ìti to an eÐnai pr�gmati sun�rthsh tou n.
Dhlad  ìpoioc jèlei, gia na bebaiwjeÐ, na kataskeu�sei aut  th sun�rthsh (wc sÔnolo), mporeÐ na to k�nei.
Ta ousiastik� stoiqeÐa pou ja qreiasteÐ na jumhjeÐ, eÐnai ìti h arq  thc anadrom c eggu�tai ìti to Cn eÐnai
sun�rthsh tou n, kai met� o tÔpoc an = b(A\Cn) deÐqnei ìti to an eÐnai sun�rthsh tou n. (JumhjeÐte th
sumfwnÐa mac ìti bi shmaÐnei b(i).)

Apomènei na elègxoume ìti h a eÐnai èna-proc-èna. Ac upojèsoume ìti n 6= m. MporoÔme na upojèsoume ìti
n < m (an m < n enall�ssoume ta onìmata twn n kai m). AfoÔ oi n kai m eÐnai fusikoÐ arijmoÐ, to n < m
shmaÐnei n + 1 ≤ m, �ra Cn+1 ⊆ Cm. Xèrw ìti an ∈ Cn+1. EpÐshc xèrw am /∈ Cm �ra (epeid  Cn+1 ⊆ Cm)
am /∈ Cn+1. Dhlad  gia ta an kai am isqÔei ìti to èna zei sto Cn+1 en¸ to �llo ìqi, �ra an 6= am. PerÐlhyh:
upojètontac ìti n 6= m apodeÐxame ìti an 6= am. ApodeÐxame dhlad  ìti h a eÐnai èna-proc-èna, kai h apìdeixh
oloklhr¸jhke.


