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(1) Δείξτε ότι ο αριθμός
3
√

2 +
√
2 είναι άρρητος.

(2) (i) Δείξτε ότι το σύνολο {m
2n
: m ∈ Z, n ∈ N} είναι πυκνό στο R.

(ii) Δείξτε ότι το σύνολο {m2

n2 : m ∈ N, n ∈ N} είναι πυκνό στο [0,∞).

(3) Ποιές από τις παρακάτω ακολουθίες (xn) είναι (τελικά) μονότονες; Φραγμένες;

(i) ((−1)n2
n), (ii) (sin(nπ/4)), (iii) (n− 2[n/2]).

(4) (i) Δείξτε ότι 2n ≥ n2
για κάθε n ≥ 4.

(ii) Δείξτε ότι η ακολουθία xn = n2

2n
, n ∈ N, είναι τελικά φθίνουσα και φραγμένη.

(5) Ποιές από τις παρακάτω ακολουθίες είναι φραγμένες;

(i) xn = 1√
n+1

+ 1√
n+2

+ · · ·+ 1√
n+n
, n ∈ N.

(ii) xn = 1
n+1

+ 1
n+2

+ · · ·+ 1
n+n
, n ∈ N.

(6) ΄Εστω an φθίνουσα ακολουθία θετικών αριθμών και

xn = a1 − a2 + a3 + · · ·+ (−1)n−1an, n ∈ N.

Δείξτε ότι η ακολουθία yn = x2n, n ∈ N, είναι αύξουσα και φραγμένη.

(7)∗ (i) Δείξτε ότι για κάποιο α ∈ R το σύνολο
{
{10nα}, n ∈ N

}
είναι πυκνό στο [0, 1].

(ii) Δείξτε ότι για κάποιο β ∈ R \Q το σύνολο
{
{10nβ}, n ∈ N

}
δεν είναι πυκνό στο [0, 1].


