
ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ (Μεταπτυχιακό)

7ο Φυλλάδιο Ασκήσεων-Εαρινό Εξάμηνο 2021

Παρακαλώ να μου παραδώσετε τις λύσεις σας πριν την Τετάρτη 26 Μαϊου.

(1) (1.5 μονάδες) ΄Εστω ξ, η δύο F -μετρήσιμες τυχαίες μεταβλητές με Eξ2,Eη2 <∞ καιA ⊂ F
σ-άλγεβρα. Δείξτε ότι E

(
ξE(ξ|A)

)
≥ (Eξ)2 και E

(
ξE(η|A)

)
= E

(
ηE(ξ|A)

)
.

(2) (1.5 μονάδα) ΄Εστω ξ μία F -μετρήσιμη και ολοκληρώσιμη τυχαία μεταβλητή και A1,A2 ⊂ F
σ-άλγεβρες. Εαν η σ-άλγεβρα που παράγεται από την ξ και την A2 είναι ανεξάρτητη από την

A1, δείξτε ότι E(ξ|σ(A1,A2)) = E(ξ|A2).

(3) (1.5 μονάδα) ΄Εστω ξ1, . . . , ξn ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με E|ξ1| <∞
και Sn = ξ1 + · · ·+ ξn. Δείξτε ότι E(ξ1|Sn) =

Sn

n
.

(4) (1.5 μονάδες) ΄Εστω ξ1, ξ2, . . . ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με P(ξ1 = 0) =
P(ξ1 = 2) = 1/2, Fn = σ(ξ1, . . . , ξn), και

Xn = ξ1 · · · ξn.

Είναι γνωστό ότι η ακολουθία η (Xn,Fn)n∈N είναι martingale. Δείξτε ότι δεν υπάρχει τυχαία
μεταβλητή ξ ώστε Xn = E(ξ|Fn) για κάθε n ∈ N.

(5) (1.5 μονάδες) ΄Εστω ξ1, ξ2, . . . ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με E(ξn) = 0 για n ∈ N.
Υποθέτουμε ότι

∑∞
n=1 b1 · · · bn <∞ όπου bn = Eξ2n. Δείξτε ότι η σειρά

∞∑
n=1

ξ1 · · · ξn

συγκλίνει σχεδόν βέβαια.

(6) (2.5 μονάδες) ΄Εστω ξ1, ξ2, . . . μη αρνητικές, ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, με E(ξn) = 1
για n ∈ N. Θέτουμε Xn =

∏n
i=1 ξi.

(i) ΄Εστω ότι
∑∞

n=1(1− bn) =∞ όπου bn = E(ξ1/2n ). Δείξτε ότι Xn → 0 σχεδόν βέβαια.

(ii) ΄Εστω P
(
ξn = 1− 1√

n

)
= P

(
ξn = 1 + 1√

n

)
= 1

2
. Δείξτε ότι Xn → 0 σχεδόν βέβαια.


